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Abstract: Migration is very wide term describing any case of object movement in given space. Migration
phenomena can be modelled from a theoretical as well as an empirical perspective. Many researches
have been analysing the causes of this timely event to give the answer to questions who, why, when and
where people migrate and what are the social and economic consequences for migrants as well as for
those in the origin and destination areas This study is focused on theoretical background of anomalous
diffusion of points in 2D spaces. Meanwhile the theory of traditional diffusion is connected with Gaussian
distribution and Brownian motion, the anomalous diffusion is driven by alpha—stable distribution and
particles perform Lévy flights. Basic properties of stochastic migration model with anomalous diffusion
and various boundary conditions are demonstrated and compared with traditional diffusion. This approach
will be useful for more complex investigation of economical subject migration involving deterministic
driving forces, spatial inhomogeneity and complex geographical boundary conditions in the future.
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uvoD

Migrace z ekonomickych, socialnich ¢&i politickych divodu je vice nez aktuélni problém. Z pohledu
mikroekonomie je migrace ekonomického subjektu dana teorii uZitku. Subjekt porovnavé uzitek v
souCasném stavu (misto a okolnosti) s uZitkem v novém stavu po korekci na ztratu uZitku v pribéhu
zmény v€etné nahodnych faktord. Vysledkem je rozhodnuti 0 zméné stavu. Jde o velmi naro¢nou Ulohu,
kterou neni vzdy mozné fesit explicitné. Za téchto okolnosti se nabizi simulace metodou Monte Carlo jako
vhodna moznost jak zohlednit sloZita pravidla rozhodovani, nehomogenity prostredi, okrajoveé podminky
a nahodné faktory. Na rozdil od modell jinych autort (viz Greenwood, 1985, Mills, 2006) cilem ¢lanku je
formulovat a ovéfit zakladni stavebni kameny modelu migrace, ktery jiz zahrnuje anomalni chovani
jedince a jeho interakci s pfekazkami, tedy najit odpovéd na otazku, az kam jsou jedinci ochotni migrovat,
kdyZ jsou uz rozhodnuti pro migraci. Vyhodou tohoto pfistupu je moznost vyuZit analytické feSeni
pfislusnych diferencialnich rovnic k exaktni poCitacové simulaci. Uvedeny zakladni model bude mozné
nasledné rozSifovat o dalSi aspekty migrace: nehomogenity, hnaci sily dané teorii uzitku a dalSi
ekonomické, sociologické a politické aspekty. Tim vzniknou podklady pro rozhodovani v oblasti fizeni
migrace stejné tak jako v oblasti regionalni a urbanistické politiky.

1. MOTIVACE K MODELOVANIi MIGRACE

Pokud se divame na migraci jako na pohyb €astice v n-rozmérném prostoru bez pisobeni vnéjSich sil,
pak jde o znaCné zjednoduSeni reality. Nemusime se vSak obavat, Zze takovy model nebude mozné
rozSifovat o dodate¢né hnaci sily a dalsi faktory ovliviiujici pohyb. Situace je podobnéa jako na poCatku
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20. Stoleti, kdy Smoluchowski (1906) velmi snadno a elegantné rozsifil Einsteiniv model difuze o
pusobeni vnéjSich sil. Vyhodou vySe uvedeného zjednoduSeni je elegance stochastického modelovani
ve spojitém prostoru a diskrétnim Case. Pfitom nejprve vyuZijeme vlastnosti Gaussova vicerozmérmneého
rozdéleni, které umozni simulaci klasické difuze. ZajimavéjSich vysledku docilime modelovanim anomalni
¢i dokonce balistické difuze s vyuzitim alfa-stabilniho ¢i Cauchyova vicerozmérného rozdéleni. Konkrétni
simulace nam ukazi, Ze anomalni difuze mnohem lépe vystihuje semknutost populace pfi sou¢asném
vyskytu intenzivné migrujicich jedincl stejného typu. Je to dano tézkymi konci pfisluSnych rozdéleni.
Modely voIné difuze jsou rozsifeny o vliv bariér, které omezuji volny pohyb. Pfi modelovani interakce s
hranici si navic ovéfime techniku zmenSovani simulacniho kroku, nebot jiz prosty odraz ¢astice od
pfekazky je disledkem plsobeni vnéjSi sily. Ziskané zkuSenosti se budou hodit k modelovani
nehomogenit a nelinearit pfi budoucim rozsifovani modelu.

2. BROWNUV POHYB JAKO MODEL DIFUZE
Pokud pohyb €astic probiha v kontinuu, tj. ve spojitém prostredi, pak k jeho popisu vystacime s klasickou
difuzi, ta je v n—rozmérném prostoru popsana parcialni diferencialni rovnici druného Fickova zakona

dc(x,t)

Fra DV?c(x,t)

(1)
kde c je koncentrace Castic, D je jejich difuzivita v daném prostfedi, t je ¢as a x je polohovy vektor (viz
Fick, 1995).

Pro migraci ¢astic z bodového zdroje plati po¢ate¢ni podminka
¢(x,0,) = 6(x — o),

(2)
kde & je n-rozmérna Diracova delta funkce. Analytickému feSeni pro volnou difuzi ve tvaru Greenovy
funkce

c(x t) = (2Dt)"2G,, ((zpt)-l/Z(x - xo)),

(3)
kde Gn je hustota standardizovaného n-rozmérného normalniho rozdéleni.
Vlastni simulace pohybu Castice pfi klasické difuzi pfedstavuje Browndv pohyb v diskrétnim ¢ase dany
vztahem
x(t + At) = x(t) + (2DAL)?y
(4)

kde At>0,y ~ N(0,1) je krok simulace a standardizované n-rozmérné normalni rozdéleni.

3. MODELOVANi ANORMALNI DIFUZE POMOCI ALFA-STABILNIHO ROZDELENI
Pokud se chceme vymanit ze zajeti pfedstavy kontinua, ziskdme cenny model, ktery umoZiuje popsat
situace, kdy se urcity podil ¢astic dostane mnohem dal, nez jsme Cekali. Uvedeny model se nazyva
anomalni difuze (Pekalski a Sznajd-Weron, 1999, Pozrikidis, 2016). Druhy Fick(v zakon anomalni difuze
ma tvar
dc(x, t)
at

= D, V®c(x,1),

()
kde 1 <a <2 je exponent anomalni difuze, D_a je anomalni difuzivita a VA((a) ) je anomalni Laplacelv
operator (Herrmann, 2011, Pozrikidis, 2016). PoCatecni podminka

c(x,0,) =6(x—Xxq)
(6)

generuje analytické feSeni ve tvaru Greenovy funkce jako
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C(%,8) = (2Dgt) ™ Ly o (Dat) H*(x — Xy)),

kde Lnq je hustota n-rozmérného alfa—stabilniho rozdéleni.
Z toho plyne, Ze k simulaci migrace Castice pouzijeme tzv. Lévyho lety popsané vztahem
x(t + At) = x(t) + (D At)Y %y

(8)
kde At>0,y ~ Ln« je krok simulace a standardizované n-rozmérné alfa—stabilni rozdéleni.
Z terminologického hlediska pfi a—2- pfechazi anomalni difuze v klasickou difuzi, zatimco pfi a—1+
hovofime o balistické difuzi jako o druhém extrémnim pfipadé, kdy dokonce mizeme modelovat anomaini
migraci pomoci n-rozmérného Cauchyova rozdéleni. Pfi simulaci migrace ¢astic tedy nejsme nikterak
omezeni a vhodnou volbou exponentu anomalni difuze pokryjeme vSechny uvedené moznosti.

4. IMPLEMENTACNI DETAILY

Vicerozmérné alfa—stabilni rozdéleni patfi do skupiny rozdéleni schopnych zachytit Sikmost a tézké
konce, a proto ma Siroké aplikacni moznosti. Nahodna veli¢éina ma alfa—stabilni rozdéleni, kdyZ linearni
kombinace nezavisle a stejné rozdélenych nahodnych veli¢in mé identické rozdéleni. Obecné hustota
tohoto rozdéleni neni znama v analytickém tvaru. Je zndma pouze jeji charakteristicka funkce, ktera ma
pro izotropni standardizovanou stabilni nahodnou veli€inu X tvar (Nolan, 2013)

P(u) = Eexp (iu'X) = exp(—|ul|®)
(9)

1
X = A2G,
(10)
G~ N(0,D),
(1)
A~S, (%, 1,2 cos(am/4)%/@ ,0),
(12)

pro 0 < a <2, kde a S_a je jednorozmérné alfa—stabilni rozdéleni. Z vySe uvedeného je patrné, Ze
nahodnou veliéinu vicerozmeérného stabilniho rozdéleni s parametrem a Ize simulovat pomoci
jednorozmérného alfa—stabilniho rozdéleni (Samorodnitsky a Taqqu, 1994). Algoritmus pro generovani
jednorozmérné standardizované alfa—stabilni ndhodné veli¢iny Y ~ S(a,B,1,0) je nasledujici (Chambers,
Mallows a Stuck, 1976):

e \/ygenerovat U~U(—§,§)a W ~exp(1), kde U a exp predstavuji rovnomémé a
exponencialni rozdéleni.

e Proa#1
V= (14 52)% sin(a(U +1E)) <cos(U —a(U + E)))T
(cosl)a w
(13)
Pro a=1
1/m nWcosU
r= E[(§+ pU)teU - B<n+ 2,8U>]
(14)
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1
an Earctg(—() proa #1
2

kde{ = —ftg—aé = 1%
3 proa =1

Uvedené vztahy Ize snadno implementovat v prostiedi Matlabu a vyuZit je pfimo k simulaénim vypod&tdim.

5. NUMERICKE EXPERIMENTY S OKRAJOVYMI PODMINKAMI
Cilem numerickych experimentl s vySe uvedenymi modely je ukazat rozdily mezi modelovanim migrace
jedinct pomoci klasické, anomalni a balistické difuze v rizném geometrickém usporadani. Veskeré zde
uvedené vysledky pocitacovych simulaci byly provedeny ve dvourozmérnych prostorech, které nejlépe
vystihuji migraci objektt po daném povrchu ve 3D prostoru. Simulace byla provadéna v bezrozmérném
unifikovaném tvaru daném volbou D_a=At=1. Byly porovnavany ftfi reprezentativni typy difuze jako
studované modely migrace:

e klasicka difuze pro a—2-(horni Cast obrazku),

e anomalni difuze pro 0=3/2 (leva dolni ¢ast obrazki),

e balisticka difuze pro a—1+(prava dolni ¢ast obrazk().

Obr. 1: Volna difuze

Zdroj: Autofi
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Obr. 2: Prachod branou v bariéfe

Zdroj: Autori

Nejprve byla studovana volna migrace v roviné (Obr. 1) pomoci nezavislého opakovaného vypousténi
migrujicich objektl z pocatku soufadného systému. Zakresleny jsou pouze koncové polohy jednotlivych
objektd. Nazorné vidime ohranieny dosah migrace modelované klasickou difuzi, zatimco migrace s
anomalni a balistickou difuzi generuji odlehlé hodnoty a sou¢asné vedou k zapouzdieni zbylé Casti
populace bodl, coZ je velmi typické pro jev, kterému v&elafi fikaji rojeni a ktery je typickym projevem
jakékoli zivé populace.

Z hlediska stochastické pocitaCové simulace v diskrétnim Case je mnohem komplikovanéjsi studovat
migrace pomoci difuznich procesu s okrajovymi podminkami. Pak je nezbytné nutné volit o nékolik fadl
mensi Casovy krok simulace. Proto byly nasledujici vypocty provedeny jako posloupnost 10 000 na sebe
navazujicich kratkych kroku, kde v kazdém kroku je posuzovana mozna interakce s hranici oblasti.
Pokud budeme sledovat pouze prekazky, které pasivné brani pohybu migrujicich jedincd, pak dojde po
interakci k odrazu. Pfikladem muze byt klasicka nepfekonatelna zed resp. pfimka jako jeji analogie v 2D
prostoru. Pokud je v uvedené jednoduché bariéfe brana jako jedina moznost uniku z daného uzemi, pak
dochazi nejen k odrazu od bariéry, ale i k prichodu &astic branou, ktera se chova téméf jako bodovy zdroj
migrujicich subjektl za bariérou (Obr. 2). Jina situace nastava pfi dusledném ohraniCeni oblasti ze vSech
stran (Obr. 3), coZz mUZe odpovidat migraci v ramci jednom regionu, jedné ekonomiky nebo jednoho
ekonomického bloku. V tomto pfipadé mnohonasobné vnitfni odrazy zplsobi zvySeni koncentrace ¢astic
v porovnani s volnou migraci. Pokud studujeme migraci jedincd na povrchu koule (Obr. 4), pak jde rovnéz
o ohrani¢eny 2D systém, akorat hranice neni dana explicitné. Porovnanim s volnou migraci jasné vidime,
Ze se pfi 2D rojeni na povrchu koule mimo jadro roje vyskytuje ur€ity podil objektt s nenulovou koncentraci
uplné vSude. To se u migrace modelované klasickou difuzi stane az po zaniku jadra populace. Tento fakt
by nemél byt pfekvapenim, protoze napfiklad vCelafi, epidemiologové a vysoko$kolsti pedagogoveé to
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vedi jiz davno, nebot nékteré vcely, viry a absolventi jsou zcela nepochopitelné Upiné nékde jinde. Model
anomalni difuze v&etné balistické nam tedy miZe poslouZit jako nastroj k modelovani realné migrace z
fyzikalnich, chemickych, biologickych, sociologickych, ekonomickych, politickych i jinych pficin.

Obr. 3: Migrace v ohrani¢ené oblasti

Zdroj: Autori
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Obr. 4: Migrace na povrhu koule

Zdroj: Autori

ZAVER

V ¢lanku byly analyzovany modely migrace zalozené na klasické, anomalni a balistické difuzi. Zatimco
volna difuze je snadno popsatelny proces vCetné analytického feSeni a snadné simulace, rozsifovani
modelu o interakci s hranicemi a dalSi faktory je Cisté numerickou zéleZitosti. Metodou Monte Carlo se
podafilo demonstrovat uziteCnost anomalini difuze, nebot' Iépe vystihuje chovani populace pfi bezcilné
migraci. Dale byla studovana interakce migrujicich subjektt s migraénimi pfekazkami. Vysledky simulaci
ukazuji nasledky odrazu od bariéry, prichodu mezerou v bariéfe i omezenosti pohybu po kulové ploSe.
Na dosazené vysledky bude mozné navazat konstrukci komplikovanéjsiho modelu s dalSimi faktory
ovliviujicimi migraci.

Podékovani: Autofi dékuji za finanéni podporu grantu SGS17/196/OHK4/3T/14 CVUT v Praze,
v jehoz ramci byl tento €lanek vytvoren.
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