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Neoclassical and Keynesian View on a Growth of Economy of
SR

Neoklasicky a keynesovsky pohl'ad na rast ekonomiky SR

Daniel Dujava

Abstract

In the study we focus on theoretical and practical aspects of neoclassical models of
economic growth, i.e. Solow-Swan model and Ramsey-Cass-Koopmans model and
keynesian Kaldor model. We explain theory of Solow-Swan model and calibrate
parameters of the model according to economy of Slovak Republic. We compare
Solow-Swan model to Kaldor model and estimate main functions of Kaldor model for
the economy of SR. We explain means of making propensity to save endogenous in
Ramsey-Cass-Koopmans model and we examine whether endogenous propensity is
useful in describing economy of SR.

Keywords:
Economic growth, Harrod-Domar model, Kaldor model, Ramsey-Cass-Koopmans
model, Solow-Swan model, technology growth

JEL classification: B22, E20, O11

Abstrakt

V stadii sa ststred'ujeme na teoretické a praktické aspekty neoklasickych modelov
ekonomického rastu, t.j. Solow-Swan modelu a Ramsey-Cass-Koopmans modelu
a keynesovského Kaldorovho modelu. Vysvetlujeme tebériu Solow-Swan modelu
a parametre modelu kalibrujeme na ekonomiku Slovenskej Republiky. Solow-Swan
model porovnavame s Kaldorovym modelom aodhadujeme hlavné funkcie
Kaldorovho modelu pre ekonomiku SR. Vysvetlujeme sposob endogenizacie sklonu
k tsporam v Ramsey-Cass-Koopmans modeli askamame, ¢i endogénny sklon
k asporam umoznuje lepsie opisat vyvoj ekonomiky SR.
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ekonomicky rast, Harrod-Domar model, Kaldorov model, kapital, Ramsey-Cass-
Koopmans model, Solow-Swan model, technologicky pokrok
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Uvod

V obdobi rokov 1995 az 2010 vzrastol hruby doméaci produkt Slovenskej republiky na
dvojnasobok. Ak neuvazujeme s krizovymi rokmi 2009 a 2010, priemerné tempo
rastu ekonomiky Slovenska dosahovalo 4,6%. Takyto prudky ekonomicky rast so
sebou prirodzene priniesol zvySeny zaujem nielen o praktické stranky rastu, ale aj
o jeho teoretické aspekty. Samozrejme, tedria ekonomického rastu sa v obdobi
poslednych Styroch dekad rozvijala nebyvalym tempom, pricom jej hlavnymi
medznikmi boli nahradenie pokusov o dynamizaciu keynesovskych modelov (Harrod
1939, 1942, Domar 1946, Kaldor 1957, 1962) neoklasickym modelom (Ramsey 1928,
Solow, 1956, Swan 1956, Cass 1965, Koopmans 1965) a neskorSie prepracovanie
neoklasického modelu rastu do modelov endogénneho rastu, t.j. vznik novej teorie
rastu resp. endogénnych teoérii rastu (Lucas 1988, Romer 1990). Neoklasicky model
ekonomického rastu vsak aj napriek svojim znamym nedostatkom stale zostava
jednym zo zakladnych kamenov sticasnej makroekonoémie a predstavuje vychodiskovy
metodologicky bod pre konstruovanie dokonalejSich modelov. V nasom ¢lanku sa
venujeme otazke, ¢i aako dobre dokaze neoklasicky model ekonomického rastu
opisat vyvoj ekonomiky SR. V prvej faze pracujeme sjednoduchym Solow-Swan
modelom, v ktorom je sklon k asporam exogénny. Potom, ako preskimame moznosti
pouzitia keynesovského Kaldorovho modelu prechadzame k Ramsey-Cass-Koopmans
modelu, v ktorom sklon k tispordm endogenizujeme .

1 Solow-Swan model ekonomického rastu

1.1 Filozofia Solow-Swan modelu

Robert M. Solow vo svojom revolu¢nom clanku (Solow, 1956) skonstruoval slavny
model, ktory sa vd'aka prispevkom Trevora W. Swana (Swan, 1956) zvykne nazyvat
Solow-Swan model. Solow v tomto modeli porusil Harrod-Domarovsky predpoklad
stadleho pomeru prace a kapitalu a stdleho pomeru kapitalu a produktu a de facto
nahradil Leontiefovskii produkéna funkciu neoklasickou produkénou funkciou,
v ktorom je mozné pracu a kapital vzajomne substituovat. Solow vsak zaroven ostal
pri Harrodovskom predpoklade konstantného sklonu k asporam.: Medzi dalSie
dolezité predpoklady modelu patri konstantné a exogénne dané tempo rastu poctu
pracovnikov a miera opotrebenia.

Logika Solow-Swan modelu je jednoduché: V prvom obdobi pri danej kapitalovej
zasobe, danom pocte pracovnikov adanej technoldgii vyprodukuje ekonomika
produkt uréeny produkénou funkciou. Cast produktu sa spotrebuje, ¢ast sa usport,
pricom tento pomer je dany exogénne. Cast kapitalovej zasoby sa opotrebuje, av§ak
kapitalova zasoba sa zaroven zvysi o hrubé investicie, ktoré sa rovné tsporam (Cisty
prirastok kapitalu, t.j. Céisté investicie, je teda rovny rozdielu hrubych investicii

1 Pre vysvetlenie Harrod-Domar modelu ¢itatela odkazujeme na prilohu 1.



a opotrebenia). Ekonomika vstupuje do druhého obdobia svacSou kapitalovou
zasobou. Pocet pracovnikov sa taktiez zvysi exogénne danou mierou, kapitalova
zasoba pripadajica na jedného pracovnika (kapitdlova vybavenost) je vSak vysSia
a preto je vyssi aj produkt na jedného pracovnika. Tento proces sa opakuje, az kym
ekonomika nedospeje do staleho stavu. Z dovodu klesajiiceho hrani¢ného produktu
kapitalu totiz vistom bode nastane situacia, ze hraniény produkt zdodatocnej
jednotky kapitalu bude prave rovny efektivnemu opotrebeniu — t.j. potrebe nahradit
opotrebovany kapitél a potrebe rozsirit kapitalova zasobu z dévodu rasticeho poctu
pracovnikov. V tomto bode prestane kapitdlova zasoba na jedného pracovnika rast
arovnako prestane rast aj produkt na jedného pracovnika. V dlhom obdobi teda
ekonomicky rast chapany ako rast produktu per capita2 nie je mozny.

Prave nemoznost dlhodobého ekonomického rastu viedla k zavedeniu exogénneho
technologického pokroku do modelu — technolégia sa v kazdom obdobi zdokonal'uje
konstantnym tempom. UzZitocné je uvaZzovat najmid s pracu-nasobiacim
technologickym pokrokom. V tomto pripade zlepSenie technologie o 1% vedie k tomu,
Ze produkt sa zvysi tak, akoby v ekonomike pracovalo o 1% viac pracovnikov. Inymi
slovami, aj ked je pocet pracovnikov konstantny, mnozstvo efektivnych pracovnich
sil vzrastie 0 1%.

Takato modifikacia modelu vedie k tomu, Ze staly stav definovany ako situacia, kedy
je kapitalova vybavenost konstantna prestava existovat. Existuje vSak stély stav, kde
je konstantna kapitalova zasoba na jednotku efektivnej pracovnej sily — t.j. efektivna
kapitalova vybavenost. Po dosiahnuti takéhoto stile stavu produkt na jedného
pracovnika rastie tempom rovnym miere technologického pokroku.

Pokial' ide o mikroekonomické zaklady Solow-Swan modelu, tie boli z velkej casti
vytvorené az Ramsey-Cass-Koopmans3 modelom, dolezité je vSak spomenuaf
implicitny predpoklad plnej zamestnanosti v Solow-Swan modeli. Solow prebral tento
predpoklad prekvapivo spoloc¢ny pre keynesovské aj neoklasické modely rastu prave z
keynesovského Harrodovho modelu. Vo svojom c¢lanku ho v sulade s neoklasickou
tradiciou obhajuje implicitnym predpokladom trhu prace, na ktorom dokonale
pruzni mzda vedie k plnej zamestnanosti v kazdom obdobi.

1.2 Formalny zapis modelu

Vzhl'adom na to, Ze nas$im zamerom je aplikovat Solow-Swan model na ekonomiku
Slovenska, neuvazujeme s dlhodobym rastom po¢tu pracovnikov (pri kazdej kalibracii
budeme predpokladat n = o0, kde n je tempo rastu poctu pracovnikov). Pre
vSeobecnost vSak prezentujeme Solow-Swan s tymto prvkom.

2 VSetky modely, s ktorymi pracujeme, predpokladaju plnti zamestnanost. Z tohto dévodu budeme
pouzivat pojmy ,par capita“ a ,na pracovnika“ ako synonyma.

3 P6vodné riesenie Franka Ramseyho (Ramsey, 1928) vSak predchidzalo Solow-Swan model o takmer
30 rokov. Ramseyho pristup bol znovu objaveny Davidom Cassom (Cass, 1965) a Tjallingom C.
Koopmansom (Koopmans 1965) devift rokov po ¢lanku Roberta Solowa.



Pre jednoduchost model predstavujeme v spojitom case, jednotlivé obdobia su teda
nekonecne blizko pri sebe.

Predpokladajme produkéni funkciu v nasledovnom tvare:
Y=F(K,TL)

Y — produkt; K — kapital; T — koeficient technoldgie; L — pocet pracovnikov

Celkovy produkt je funkciou mnozstva kapitalu K a mnozstva pracovnikov L
vynasobeného koeficientom technolégie T — t.j. mnozstva efektivnych pracovnych sil.
Konkretizujme uz teraz tato funkciou ako Cobb-Douglasovii produkéna funkciu4.

Oznaéme tempo prace-nasobiaceho technologického pokroku g, plati teda 7/T =g

resp. T =T(0)e* 5. Ak normalizujme 7 (0) =1, mézeme zapisat T =¢* .

Y = AK“(TL)™ = AK“ (e“L) (1.1)

a — koeficient elasticity nakladov; A — turoviiova konstanta, g — tempo technologického
pokroku; t- ¢as

Vsimnime si relativne trivialnu vec: Cobb-Douglasova produkéna funkcia umoziuje
existenciu rozneho pomer kapitalu a finalneho produktu Y/K (a tieZ r6zneho pomeru

prace akapitdlu L/K). Toto pozorovanie sa stane dolezitym, ked budeme
konfrontovat Solow-Swan model s Kaldorovym modelom.

4 Vychodiskd Cobb-Douglasovej produkénej funkcie uvadzaju napr. (Caplanova — Lisy — Petri¢ova,
1999, s. 112-113):

e Objem vyroby je funkciou oboch vyrobnych faktorov, prace a kapitalu, medzi ktorymi existuje
moznost neobmedzenej vzajomnej substitiicie

* Hraniény produkt rastiiceho vyrobného faktora sa znizuje, ak sa objem — mnozstvo druhého
faktora nemeni. Hrani¢ny produkt oboch vyrobnych faktorov je vsak vzdy pozitivny, teda
zvdcsuje objem vyroby.

o Medzi dosiahnutym objem vyroby aobjemom vyrobnych faktorov (velkostou vyrobnych
nakladov) existuje linearna zavislost. Objem vyroby sa zvdéSuje proporciondlne s rovnakym
rastom oboch vyrobnych faktorov. To znamend, Ze vyrobny proces prebieha pri konstantnych
vynosoch, resp. nakladoch.

Cobb-Douglasova produkéna funkcia je typickou neoklasickou produkénou funkciou spiiajiacou

podmienky:

F(AK,AL) = AF(K, L) pre kazdé A >0, F(0,1) = F(K,00=0, L 50, 4 5o, 4E o 9F

<0
dK dL dK* dK?

Cobb-Douglasova produkéné funkcia spitia taktiez tzv. Inadové podmienky:

5 V stilade so Standardnym znacdenim, ,bodka“ nad veli¢inou vyznacuje zmenu danej veli¢iny v Case:
K =dK/dt



Celkovy produkt sa rozdeli na spotrebu atspory, pricom sklon kdsporam je
konstantny

Y=C+S
S=sY
C=(1—S)Y

C — spotreba; S — tispory; s — sklon k usporam

Plati, Ze investicie sa rovnaju usporam a teda prirastok kapitalovej zasoby v ¢ase sa
rovna usporam zniZzenym o opotrebenie kapitalu:

K =1-0K =sF(K,AL)- 86K (1.2)
6 — miera opotrebenia

V diskrétnom ¢ase K nahradime AK (pricom AK,=K,, —K,) rovnica akumulacie
bude teda vyzerat AK = sF(K,AL)—dK resp.:

K, =K, +sF(K,AL)- 0K =(1-0) K, +sF(K,AL)

Ako sme uviedli vyssie, ekonomika bude dosahovat staly stav v zmysle konstantnej
kapitalovej zasoby na jednotku efektivhych pracovnych sil. Je teda uZitoéné
zadefinovat veli¢inu efektivna kapitdlova vybavenost, ktorti oznac¢ime x, pricom plati

K K
K=—=
TL €*L

(1.3)

K — efektivna kapitalova vybavenost

KedZze produkénd funkcia je homogénna prvého stupna (tj. plati
F(AK,AL)=AF(K,L)pre kazdé A >0 - ak napr. zdvojnasobime vSetky vstupy, vystup
vzrastie presne dvakrat), mozeme takisto zapisat funkciu pre produkt na jednotku
efektivnych pracovnych sil.

lL_F(KJI)_ K
TL  TL _F(TL’lj_f(K)

Vidime teda, Ze produkt na jednotku efektivnych pracovnyech sil je funkciou efektivne;j
kapitalovej vybavenosti. Ako sme uviedli vysSie, staly stav nastava v bode, kde je
efektivna kapitalova vybavenost konstantni. Aby sme vysetrili, ako sa sprava x v Case,
derivujme K/TL podla ¢asu a dosadme do ziskaného vyrazu rovnicu akumulécie

(1.2). Pripominame predpoklad, Ze tempo rastu poctu pracovnikov je konstantné

I:/L =n resp. L=L(0)e"; po normalizacii L(0)=1 plati L=¢" .



L IA-KATS KL

K
d(j dK | dLA)  dK dL dA  dK

LA) _ dr
__dt i dt _ _dt dzt dt _ dt e gp—
di (L4) (L4) LA
_ sF(K,LA)- 0K

A —nk—gk=sf(K)—(0+n+g)x

n — tempo rastu poc¢tu pracovnikov

Interpretacia rovnice akumulécie kapitalu na jednotku efektivnych pracovnych sil
K=sf(K)—(0+n+g)k (1.4)

je nasledovna: efektivna kapitadlova vybavenost sa zvysi otd cast produktu na
jednotku efektivnej prace, ktora sa uspori, t.j. o efektivne iispory sf (k). Cast kapitalu
sa vSak opotrebuje, preto x klesne o efektivne opotrebenie ok . Zaroven vsak vzrastie
pocet pracovnych sil tempom n. Vzrastie aj iroven technolbgie, a to mierou g. Pocet
efektivnych pracovnych sil teda vzrastie tempom (n+g). Ak by aj bolo mnozstvo
kapitalu vekonomike konstantné, efektivna kapitdlov vybavenost poklesne o
(n+ g) Kk, lebo pocet efektivnych pracovnych sil vzrastol.

Ak ma byt teda efektivna kapitalova vybavenost konstantn4, t.j. #* =0, musi platit:
K5=0 sf(K*)—(S+n+g)k*=0 < sf(k¥) = (S +n+ g)K*
k* - efektivna kapitalova vybavenost v stalom stave

V pride Cobb-Douglasovej produkénej funkcie ziskava rovnost f(x*)=(d+n+ g)x*
nasledujiacu podobu:

SA(K*)* =(0+n+g)k*

K = (LJ[IU (1.5)

o+n+g

Graficky problém staleho stavu ilustruje obrazok 1.

V pripade, ze efektivna kapitadlova vybavenost dosiahne vysSie definovant troven,
dosiahla ekonomika staly stav akapitadlovd vybavenost sa v case nebude menit.
Uvedena podmienka zaroven predstavuje tzv. zlaté pravidlo akumulacie kapitalu
v Solow-Swan modeli. V pripade, Ze je efektivna kapitalova vybavenost nizsia ako je
jej stala hodnota, teda k¥ < x*, plati (kvoli konkavnosti produkénej funkcie — t.j. kvoli
klesajucemu hranicnému produktu kapitalu), ze x=sf(x)—(0+n+g)k>0. KedZe
efektivne tspory prevysuju efektivne opotrebenie, miera efektivnej kapitalovej rastie.



Analogicky plati, ze pre x>x* miera efektivnej kapitalovej vybavenosti klesa.
Ekonomika tak konverguje k stalemu stavu, kedy x=x*. KedZe k je konStantné,
kapitalova zasoba rastie rovnakym tempom ako mnozstvo efektivnych pracovnych sil,

t.j. tempom (n+ g). KedZze pocet efektivnych pracovnych sil ako aj kapitalova zasoba
rastd rovnakym tempom; z homogenity prvého stupna produkcénej funkcie vyplyva, ze
aj celkovy produkt rastie tymto tempom. KedZe produkt rastie tempom (n+g)

a poCet pracovnikov rastie tempom g, produkt per capita rastie tempom g, t.].
tempom technologického pokroku. Rovnakym tempom rastie aj spotreba (podiel
ktorej na produkte je konstantny).

Délezitym a zaroven vel'mi prekvapivym zaverom je, Ze v dlhom obdobi tempo rastu
ekonomiky nezdalezi od sklonu k isporam.

Obréazok 1

Staly stav v Solow-Swan modeli

Ok
sf(x)
(6+n+g)k

(6+n+g)x

Spotreba

yAnvesticie

Hrubé
investicie

A 4

>.“V

Zdroj: Spracované podla Barro — Sala-i-Martin, 1995

Zrovnice akumulacie odvodenej v (1.4) mdzeme odvodit vzfah pre tempo rastu
kapitalu:

—kzsf(lc)—(5+n+g)
K

K

10



Uz zhore uvedeného vidime, Ze v pripade, Ze je efektivna kapitdlova vybavenost
nizSia a blizi sa k stalej hodnote, tempo jej rastu klesa. V pripade, Ze je jej hodnota
vyssia ako stala hodnota, tempo jej rastu je zaporne a v absolitnej hodnote klesa
(pribliZzuje sa nule). Tento problém graficky vyjadruje obrazok 2.

Obrazok 2

Tempo rastu efektivnej kapitalovej vybavenosti v Solow-Swan modeli

sfoo) 1
b+n+g)

6+n+g

v

Zdroj: Spracované podla Barro — Sala-i-Martin, 1995

Zaver, ze ekonomika bez ohladu na konkrétne hodnoty parametrov konverguje
k stalemu stavu je vel'mi dolezity. Tento zaver je vysledkom mozZnosti substiticie
prace akapitdlu v Cobb-Douglasovej produkénej funkcii (a v neoklasickych
produkcénych funkciach vo vSeobecnosti). Ak by sme nahradili Cobb-Douglasovi

produként funkeiu Leontiefovskou produkénou funkciou Y = min(AK,BL), kde A a B

sa parametre (A > 0; B > 0), Solow-Swan model by sa zmenil na Harrod-Domar
model ekonomického rastu v ktorom by ekonomika konvergovala (v pripade absencie
technologického pokroku) k stalemu stavu iba za velmi Specifickej kombinacie
parametrov tempa rastu poctu pracovnikov, sklonu k asporam a sklonu k investiciam.
Prave z Leontiefovskej produkcénej funkcie vyplyva Harrodovsky rozpor medzi
prirodzenou a zaruc¢enou mierou rastu.®

6 Okrem pévodnych prac Harrod, 1939; Harrod, 1942 a Domar, 1964 pozri pre spésob, akym Harrod
a Domar vyuZivaju princip multiplikatora a akceleratora prilohu 1, ktoré sleduje publikiciu Caplanova
— Petri¢ova — Lisy, 1999 a Lisy 2005. Pre vysvetlenie Harrod-Domar modelu v kontexte Solow-Swan
modelu (nahradenim Cobb-Douglasovej produkénej funkcie Leontiefovskou produkénou funkciou)
pozri pévodny clanok Solowa (Solow, 1956) ale aj Barro — Sala-i-Martin 1995. Zdoraznujeme, Ze
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Solow-Swan model mé dolezité empirické implikacie: Ak ekonomiky bez ohl'adu na
pociatoéni uroven kapitalovej vybavenosti konverguji k stdlemu stavu, na prvy
pohlad sa zda, Ze by sme mohli pozorovat konvergenciu v ekonomickej vykonnosti
jednotlivych krajin. Z globalneho pohladu vSak ni¢ také nepozorujeme ato
z jednoduchého dovodu — hodnota efektivnej kapitalovej vybavenosti v stadlom stave
okrem iného zavisi (na zaklade zlatého pravidla (1.5)) od urovnovej konstanty A (a
teda od trovni technolbgie, nie len jej tempa rastu) a miery tspor s. Ak sa teda
zameriame na homogénnu skupinu krajin, medzi ktorymi predpokladame podobné
hodnoty parametrov (napr. Staty USA, provincie Japonska alebo staty OECD?7), mali
by sme objavit tendencie ku konvergencii, o sa aj potvrdzuje. Este lepsie empirické
vysledky dosahuje Solow-Swan model po rozsireni o I'ndsky kapital napr. produkénou

funkciou Y =AK°H” (TL)I_a_ﬁ , kde H je Tudsky kapitdl af je parameter

pricoma+ f<1.

Zdrojom rozdielnej vykonnosti jednotlivych krajin svetovej ekonomiky st podla
Solow-Swan modelu rozdielne sklony k usporam do fyzického (a po rozsireni aj
Tudského) kapitalu. 8

Solow-Swan model zanechal mnoho otvorenych otazok aj napriek svojej schopnosti
vysvetlitf rozdiely v HDP per capita v ramci svetovej ekonomiky. Prvou je silny
predpoklad konstantného sklonu k tsporam. Tento problém vyrieSil prave Ramsey-
Cass-Koopmans model. Druhou je to, Ze Solow-Swan model ekonomického rastu
vlastne nedokaze vysvetlit preco ekonomiky rasti, kedze zdrojom rastu je exogénny
technologicky pokrok. Tieto problémy riesia endogénne teorie rastu.

1.3 Modifikacie modelu

Aby sme mohli Solow-Swan model tspesne aplikovat na ekonomiku SR, vykoname
dve modifikacie.

1.3.1 Otvorenost ekonomiky

Solow-Swan model je modelom uzatvorenej ekonomiky. Skutoéna ekonomika vSak
uzatvoreni nie je aztohto dévodu narodohospodarska identita neplati v podobe,
v akej ju predpoklada Solow-Swan model, t.j. ¥ =C+17. Namiesto toho je potrebné
zapisat Y =C+1+NX, kde NX oznacuje Cisty export. ,Otvorenie“ ekonomiky so

Harrod a Domar neprezentujd model zaloZeny na produkcnej funkeii, nahradenie Cobb-Douglasovej
produkénej funkcie Leontiefovskou funkciou je iba spdsob, ako zasadif Harrod-Domar model do
Solow-Swanovského ramca.

Leontiefovskd produkéné funkeia Y =min(AK,BL) sa totiz vyznacuje tym, Ze zachovava keynesovské
predpoklady konstantného pomeru K/Y =1/A a L/K = A/B.

7 Pozri Barro — Sala-i-Martin, 1995.

8 Blizsie Mankiw — Romer — Weil, 1992.
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sebou prinasa znamy efekt nerovnosti uspor a investicii vdomacej ekonomike, ked’ze
cast investicii moze byt financovana zahrani¢nymi zdrojmi, resp. ¢ast domécich aspor
moze byt pouzitad na investovanie v zahrani¢i. KedZe domace tspory su rozdielom
produktu aspotreby S=Y-C, po upravach identity Y =C+I+ NX ziskavame
rovnost’: 9

I=8-NX
NX — cisty export

V pripade, Ze je hodnota cistého exportu zaporna, domace investicie prevysSuja
domace tuspory. Inak povedané, v pripade, Ze je bezny ucet platobnej bilancie
deficitny, kapitalovy ucet musi byt prebytkovy. Otvorenost ekonomiky vedie
k nutnosti modifikovat rovnicu akumulacie (1.2) nasledovnym sposobom:

K =sF(K,AL)— NX — 0K
Hodnotu ¢istého exportu v jednotlivych rokoch budeme povazovat za exogénne dant.

1.3.2 Spotreba verejného sektora

Aby sme ziskali eSte presnejsi obraz o vyvoji ekonomiky, zavedieme do Solow-Swan
modelu verejny sektor. Bude predpokladat, Ze podiel verejnej spotreby na celkovom
produkte je dany exogénne aje vkazdom roku odlisny. Definujme t ako podiel
verejnej spotreby na produkte:

T — podiel verejnej spotreby na produkte; G — spotreba verejného sektora

Ak by sme uvazovali s vyrovnanym rozpoc¢tom verejného sektora, T by bolo mozno
chapat ako podiel dani na dochodku, teda ako mieru zdanenia.

Toto rozsirenie zmeni pévodny dvojsektorovy Solow-Swan model na Stvorsektorovy
model s verejnou spotrebou azahrani¢im a narodohospodarska identita bude mat
podobu Y=C+I1+G+ NX.

Zmenime takisto predpoklad konstantného sklonu k spotrebe z celkového produktu
(C=(1-s)Y) anamiesto toho budeme predpokladat, Ze spotreba je konstantnou

castou disponibilného déchodku:
C=(1-s)(Y-G)=(1-5)[(1-7)Y]

Pre tspory plati:

9 O vztahoch zakladnych makroekonomickych agregatov v otvorenej ekonomiky pozri Hontyova, 2005
alebo Muchova, 2005.
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S=s(1-7)Y (1.6)
Toto rozsirenie vedie k nutnosti d’alej modifikovat rovnicu akumulacie:

K=1-6K=s(1-7)F(K,AL)- NX - 6K .

1.4 Kalibracia

Aby sme mohli kalibrovat Solow-Swan model, potrebujeme tudaje o produkte podla
zloziek vydavkov, o kapitalovej zasobe a trhu prace.

1.4.1 Produkt podrPa zloziek vydavkov - Y, C, I, G, NX

Na zaklade tychto udajov moZeme vypocitat priemerny sklon ksporam
s=1 —[C/ (Y —G)] a taktiez podiely verejnej spotreby na produkte 7=G/Y pre kazdé
obdobie.

Priemerna hodnota sklonu k tisporam v obdobi rokov 1995-2008 je s = 0,317.

Tabulka 1

Hlavné makroekonomické agregaty

Y C I G NX S T
1995 26 194 13 357 5775 6 495 567 0,346 0,220
1998 30722 16 903 6774 10 015 -2 969 0,294 0,220
2001 32237 18 247 6 881 9 425 -2316 0,280 0,213
2004 37105 20430 7181 10 068 -574 0,317 0,194
2008 50418 26 178 8 155 14 531 1553 0,381 0,162

Udaje v mil. EUR

Zdroj: Statisticky tirad SR; vlastné vijpocty

1.4.2 Udaje o kapitalovej zasobe

Vzhl'adom na to, Ze tieto idaje nie st vo vSeobecnosti dostupné v takej podobe, aby
platilo, ze kapitalova zasoba v ¢ase t predstavuje kapitalovi zasobu v ¢ase t-1 zvySent
o investicie aznizenu o opotrebenie, vypocitame velkost kapitalovej zasoby pre
jednotlivé obdobia pomocou metdédy permanentnej inventarizacie. Aby sme mohli
tato metodu pouzit, potrebujeme okrem tdajov o investicidch v jednotlivych rokoch
aj udaje oopotrebeni aodhad kapitadlovej zasoby vjednom roku sledovaného
obdobia. Za tymto téelom pouzivame odhad Statistického tradu SR (SU SR), ktory
bol pouzity vdokumente Ministerstva financii SR An Econometric Model of Slovak
Republic, t.j. 4 535 020 mil. Sk na konci roku 1998 v beznych cenach (Livermore,
2004, s. 17). Po prepocte na stile ceny pomocou deflatora investicii (ktory pre rok
1998 dosahuje hodnotu 88,67) a preratani na EUR ziskavame hodnotu kapitalovej
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zasoby vo vyske 169 713 mil. EUR. Aby sme zachovali logiku Solow-Swan modelu,
povazujme odhad na konci roka 1998 za odhad na zaciatku roka 1999. V dalSom texte
budeme odkazovat na odhad za rok 1999.

Kapitalova zasoba pre ostatné obdobia je vypocitana pomocou met6dy permanentne;j
inventarizacie, t.j. na zaklade logiky:

K.=K +1,-SFK,_,

K_ =K, —1I +SFK,

SFK — spotreba fixného kapitalu - amortizacia
Vypoditané idaje pre vybrané roky ilustruje tabulka 2.

Vypocditame taktiez mieru opotrebenia & pre jednotlivé roky. V modeli budeme
pouzivat priemernd hodnotu, ktora dosahuje & = 3,01% avSak uz dopredu
upozornujeme, ze toto zjednodusenie v duchu Solow-Swan modelu sa stane zdrojom
chyb. V skutoc¢nosti totiz nie je miera opotrebenia konstantna a ani neosciluje okolo
konstantnej hodnoty, ale mé rasttci trend.

Tabulka 2

Kapitalova zasoba

I SFK K 8=SFK/K Y/K
1995 6 495 5344 157 813 3,39% 6,02
1998 10015 6237 165 934 3,76% 5,40
2001 9 425 6 641 173 329 3,83% 5,38
2004 10 068 7310 180 137 4,06% 4,85
2008 14 531 8 268 197 157 4,19% 3,91

Udaje v mil. EUR

Zdroj: Statisticky tirad SR; Eurostat; vlastné vijpocty

Radi by sme zdoraznili, Ze je mozné, ze odhad kapitalovej zasoby Statistického tiradu
SR pre rok 1999 je nadhodnoteny. Pomer kapitalovej zasoby k produktu (K/HDP) sa
za skiimané obdobie pohybuje od 6,02 v roku 1995 do 3,91 v roku 2008, ¢o vyrazne
prevySuje hodnoty v ostatnych eurépskych krajinich (2,6 az 3,9; odhadovana
hodnota za porovnatel'né Madarsko je K/HDP = 2,710),

10 Livermore, 2004, S. 17
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Alternativny spdsob odhadu kapitalovej zasoby

Kapitalova zasobu je mozné odhadntt aj alternativhym spdsobom nezaloZenym na
zbere Statistickych tdajov, ale na makroekonomickej teérii. Tato alternativna metéda
vSak vyzaduje niekolko velmi silnych predpokladov: (1) konsStantné tempo rastu
HDP, (2) konstantny sklon k tisporam a (3) konsStantni mieru opotrebenia pocas
dostato¢ne dlhého obdobia, ktoré predchadzalo obdobiu, ktoré je predmetom
vyskumu (v nasom pripade teda do roku 1995) a predpoklad, Ze vSetky tieto hodnoty
si zname.

Vychadzajme z rovnice znamej rovnice akumulacie (1.2) prepisanej do diskrétneho
casu:

K, =K +sY 05K,

K. :(1_5)Kt +5Y,

Parameter s teraz opat na chvilu predstavuje konstantny sklon k tisporam z produktu
(a nie zdisponibilného déchodku), teda s=S/Y =1-(C/Y). Predelme oba strany

rovnice produktom v Case t.

Ko 1-6) iy
Y Y

t t
Rozsirme zlomok na pravej strane:

Kuly gk,
Y Y

t t+1 t

Vyuzime teraz predpoklad, Ze tempo rastu produktu je Kkonstantné, teda
I+g, =Y,

t+1

/Y, aby sme ziskali:

Kt+1 Yt+1 =(1—5)£+S

Y., Y ,

KH—I K
I+g,)=(1-0)—"*+s

L (v8)=(1-0)]

K., 1-6 ><£+ s

Y, 1+g, Y 1+g,

Je mozné ukazat, Ze pomer kapitalovej zasoby a produktu bude za hore uvedenych
predpokladov konvergovat ku konstantnej hodnote (K/Y)*. Mbzeme teda zapisat:

(Kj* 1-6 (Kj s
- — X| — >X<+
Y I+g, \Y I+g,
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- 1-6 (Ej*: s

I+g, J\Y I+g,
g, +9d (Ej*_ s
I+g, Y I+g,

Ej*_ s
Y gy +o

Tento jav ilustruje obrazok 3 (kedZe hodnota zlomku (1-6)/(1+¢) je vidy mensia

ako jedna a vacsia ako nula, sklon plnej priamky bude vzdy mensi ako jedna, ale bude
kladny). Ako je vidiet, bez ohl'adu na po¢iatoénti hodnotu pomeru (K/Y), systém

konverguje ku stalej hodnote (K/Y)*.

Obrazok 3

Konvergencia pomeru kapitalovej zasoby a produktu k stélej hodnote

A
Kt+1/Yt+1

. & (~ sklon priamky =

(1-6)/(1+gy)

$/(1+9) { . \ 45

v

(K/Y)* Ki/Y:
Zdroj: Vlastné spracovanie
V pripade, ak by sme ako hodnoty gy a s pouzili priemerné hodnoty za prvych pat

rokov sledovaného obdobia (t.j. gy = 4,10% as = 0,240) a mieru opotrebenia zvolili

ad hoc 6 = 4% (v makroekonoémii zauzivana hodnota), pomer kapitalu a produktu by
bol:
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(Ej*_ s 024
Y g,+0 0,041+0,04

2,995

V tabulke 2 si vSimnime, Ze v pripade, ak odhadujeme kapitalovi zasobu metodou
permanentnej inventarizacie, dospievame vroku 1995 kviac nez dvakrat vyssej
hodnote pomeru kapitdlu a produktu. Inymi slovami, na zaklade alternativneho
vypoctu sme v porovnani s metdbdou permanentnej inventarizacie dospeli takmer
k dvakrat nizSej hodnote kapitalovej zasoby v roku 1995. Samozrejme, to by platilo
iba za predpokladu, Ze sklon k tsporam dosahoval hodnotu 0,240 a priemerne tempo
rastu sa pohybovalo okolo 4,10% dostatocne dlho.

1.4.3 Udaje o trhu prace

Pre kalibraciu Solow-Swan modelu je prirodzene potrebné kvantifikovat veli¢inu L,
ktora vmodeli predstavuje pocet pracovnikov. Pri simulécii vSak mozeme ziskat
vacsiu presnost, ak budeme L chapat ako pocet odpracovanych hodin v danom
obdobi. Z tohto dévodu kvantifikujeme L tymto spésobom.

V Cobb-Douglasovej produkénej funkeii je potrebné kvantifikovat parameter a. Pre
urcenie hodnoty tohto parametru je uZitocné pouzit predpoklad, Ze ceny vyrobnych st
rovné ich hrani¢nym produktom.

o

. (1- a)A(j ey
L
w= aF _ (1- a')A(Kj P Lw

dL L I Y X C
L) (1-a)gt
(-a) oA E e K
rzd—an L e(l‘“)g’@ﬁz =a
dK K Y AR

w — mzda; r — trokova miera

Ako vidime, tento predpoklad vedie k zaveru, Ze podiel miezd na dochodku je rovny
(1-«) apodiel dochodkov z kapitalu na dochodku je rovny a. Parameter a je teda
mozné kvantifikovat priamo na ziklade narodnych tuctov ako podiel miezd na HDP.
Nebolo by vSak spravne zaradit vSetky prijmy okrem miezd medzi déchodky

z kapitalu. Hlavne v pripade samostatne zirobkovo ¢innych osdb (SZCO) je potrebné
rozdelit ich prijem na prijem z kapitalu a prijem z prace — teda mzdu. Z tohto dévodu

kvantifikujeme ¢len (1-¢a) ako tzv. upraveny podiel miezd AWS (adjusted wage

share), ktory vypocitame nasledovne:

AWS = 0z y PR
HDP ZAM
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AWS — upravené podiel miezd; OZ — odmeny zamestnancov; PR — pocet pracovnikov; ZAM
— pocet zamestnancov

Plati, Ze pocet pracovnikov je rovny poctu zamestnancov plus pocet samostatne
zarobkovo ¢innych osob.

Ako (1-«) pouzijeme priemerné hodnotu AWS za sledované obdobie, teda

(1-a)=0,435 ¢o implikuje a=0,565.

Tabulka 3

Udaje o trhu prace

L 0z HDP PRAC ZAM AWS
1995 3957 7716 19 310 2147 2 007 0,427
1998 3834 11121 26 154 2199 2 046 0,457
2001 3 645 13 451 33 855 2124 1943 0,434
2004 3562 16 640 45128 2170 1 904 0,420
2008 3958 24 909 67221 2434 2 094 0,431

L - pocet odpracovanych hodin v mil.; OZ, HDP v mil. EUR b.c.; PRAC, ZAM v tis.

Zdroj: Statisticky tirad SR; vlastné vypocty

1.4.4 Odhad Cobb-Douglasovej produkénej funkcie

Parametrami, ktoré sme v Cobb-Douglasovej produkénej funkcii Y = AK “(eg’L)l_a

eSte nekvantifikovali, st tiroviiova konstanta A a tempo technologického pokroku g.
Vsimnime si, Ze pre jednotlivé roky pozname hodnoty Y, K a L, takisto sme odhadli
hodnotu parametra a = 0,565. Upravme produkéna funkciu tak, Ze vSetky zname
¢leny umiestnime na prava 'ava a vSetky nezndme na stranu pravu:

Yy _ At
KaLl—a

Produk¢nt funkciu teraz zlogaritmujme:

ln%zlnA+[g(l—a')]t

KedZe pre kazdé t vieme vypocitat hodnotu clena ln(Y/ K “Ll‘“), mozZeme vykonat

regresnu analyzu vo forme:
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qz:70+7lt
Y

— 1
qf = ar l-a

KT Lt
q — zavisla premenna; t — ¢as; Yo — uroviiova konstanta; y ; — sklon regresnej priamky

Odhad hodnoty parametru y; pouzijeme ako hodnotu ¢lena g(1-«), odhad

uroviovej konstanty y; ako hodnotu In A.

lnAz,BO(:)Azeﬂ“

b,

zs’(1—05)=/)’1<:><g’=1

Odhadnuté hodnoty yo a y, st yo = -0,1927 a y; = -0,1927, ¢o implikuje A = 0,825a g =
8,75%11.

)0,435

Cobb-Douglasova produkéna funkeia mé teda podobu Y =0,825K %% (e“’(””j’L

To, ako dobre opisuje nami navrhnuta produkéné funkcia realny vyvoj HDP, ilustruje
graf 1. Upozornujeme, zZe hodnoty na osi y v grafe 1 (tak ako aj v mnohych ostatnych
grafoch v tejto stadii) zac¢inaji od 20 000 — odchylky modelovanych a skuto¢nych st
teda menSie, ako sa na prvy pohl'ad zdaju.

Je uzito¢né v§imnut si, Ze Cobb-Douglasova produkéna funkcia najprv podhodnocuje
skutoéné HDP, neskor nadhodnocuje a neskor podhodnocuje. Je tomu tak preto, zZe
skuto¢né tempo technologického pokroku (ktoré by sme mohli identifikovat napr.
pomocou metddy rastového tctovnictva — pozri napr. Labaj 2009!2) bolo najprv
vysSie, ako je nami odhadovanych 8,75%, neskor niZsie a nakoniec opat vyssie.

Inymi slovami, model obsahuje autokorelaciu rezidui. Bohuzial, akykolvek pokus,
rieSit tento problém, ktory by nAm umoznil ziskat kvalitnejsie odhady, by znamenal

u Standardn4 chyba parametru y, je na irovni 0,0019.

12 Upozornujeme na dolezity rozdiel medzi tempom pracu-nasobiaceho technologického pokroku,
s ktorym pracujeme v naSom modeli a tempom rastu celkovej produktivity faktorov (TFP), s ktorym
pracuje rastové uctovnictvo.

Vnasom modeli predpokladdme produkéntt funkeiu Y (¢)=AK (¢) [T(t)L(t)]HI atempo pracu-

nasobiaceho technologického pokroku g predstavuje tempo rastu ¢lena T(t). Clen A je konstantnou.

Rastové tétovnictvo predpoklad4 produként funkeiu ¥ (r)=A(r)K (1) L(z)™“ atempo rastu TFP —

oznacme ho r — predstavuje tempo rastu ¢lena A(t), ktory nie je konstantou.

Vzfah medzi dvoma tempami rastu je: g = %
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nutnost opustit predpoklad Cobb-Douglasovej produkénej funkcie. Samozrejme,
Solow-Swan model je mozne kons$truovat aj sinou produkcénou funkciou, v nasej
studii sa vSak ststredime iba na Cobb-Douglasova produként funkeiu.

Graf 1

Cobb-Douglasova produkéna funkceia
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‘—O—Y ==Y modelované C-D

Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov SR SR a Eurostatu

Ako mieru presnosti odhadu budeme v dalsom texte pouzivat normalizovani
odmocnent strednu stvorcovii chybu NRMSE (normalised root mean squared error).
Logika NRMSE je nasledovna:

Vypocditame strednt Stvorcova chybu MSE (mean squared error):
1 & s oy

MSE =— Y-Y
y2(f-¥)

N — pocet pozorovani

MSE néasledne odmocnime aby sme ziskali odmocnent stredna Stvorcovi chybu
RMSE (root mean squared error):

RMSE =NVMSE

Prirodzene ak modelujeme veli¢iny, ktoré sa menia viac, nami vypoc¢itana RMSE bude
mat tiez tendenciu byt vacsia. V pripade veli¢in, ktoré nadobudajt vyssie hodnoty,
bude RMSE taktiez vysSia. Z tohto dévodu je uzZitocna RMSE normalizovat tak, ze ju
predelime rozdielom medzi najvysSou a najnizSou pozorovanou hodnotou.
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1 (o
RMSE NZ(Y' Yl)

NRMSE = max (Y)—min(¥)  max(¥)—min(Y)

Hodnota NRMSE pre modelovanie HDP pomocou Cobb-Douglasovej produkénej
funkcie je NRMSE = 4,03%.

1.5 Simulacia

Vzhladom na to, Ze pracujeme so Statistickymi datami v intervale jeden rok, model
simulujeme v diskrétnom case. Pre zhrnutie uvadzame eSte raz, ako sme
kvantifikovali jednotlivé parametre modelu:

A=0,825
a=0,565
¢ =0,0875
5=0,0391
$=0,317

Zakladne rovnice modelu majt po kalibracii nasledujtci tvar:

1. Produkéna funkcia ¥, =0,825K," ("L,

)0,435

2. Rovnica akumulécie kapitilu K,,, =K, —0,0391K,+0,317(1-7,)Y, — NX,

V prvom roku skiimaného obdobia, t.j. roku 1995 plati r=0. Zacdiatocnou hodnotou
kapitalovej zasoby je: K, =157813. Simulacia ekonomiky prebieha nasledujicim

sposobom.

1. Na zaklade produkénej funkcie vypocitame produkt v roku 1995 (7 =0)

_ 0,565 0,0875x0
Y, =0,825K, ("L,

)0,435

=0,825%157813%% x ("> x3957) = 26170

2. Vypocitame kapital v nasledujucom obdobi - roku 1996 (7 =1)
K, =K,-0,0391K, +0,317(1-7,)Y, - NX, =
=157813-0,0391x157813+0,317 (1—0, 220) 26170-567 =157550

3. Vypocitame produkt v roku 1996 (z=1)

4. Vypocitame kapital v nasledujicom obdobi - roku 1997 (1 =2)
Atd.
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Takymto sposobom pokracujeme do roku 2008. Aj napriek tomu, Ze z prvého na
druhy rok Solow-Swan model predpoklada pokles kapitalovej zasoby, neskor uz
kapitalova zasoba rastie.

Uspesnost, s akou Solow-Swan model opisuje vyvoj ekonomiky SR ilustruja graf 2
a graf 3. Pri predpovedani hodnoty produktu dosahuje Solow-Swan model NRMSE =
4,06%, pri predpovedi tempa rastu NRMSE = 19,66%.

Graf 2 Graf 3
Solow-Swan model: Produkt Solow-Swan model: Tempa rastu
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Zdroje oboch grafov: Vlastné vijpoéty podl'a idajov SR SR a Eurostatu

Ako vidime, tspesnost predpovedanie produktu je pri Solow-Swan modeli o nieco
nizsia, ako pri samotnej Cobb-Douglasovej produkénej funkcii, ¢o je prirodzené,
kedZze Cobb-Douglasova produkéna funkcia nie je ekonomickym modelom. Solow-
Swan model totiz nepovazuje kapitalovl zasobu sa exogénne dant, ale vysvetl'uje jej
vyvoj, ¢o spésobuje dodatoéna chybu.

Jednym z hlavnych zdrojov chyby je relativne vysoky sklon k isporam v roku 1995 (s
= 0,346) oproti priemeru (s = 0,317). Uspory a teda aj investicie v prvom roku st v
modeli niZ$ie ako tomu bolo vskuto¢nosti. Dal$im problémom je predpoklad
konStantnej miery opotrebenia. Skutocna nami vypocitana miera opotrebenia ma
rasttci trend a v roku 1995 dosahovala iba 3,39%, ¢o je vyznamne menej, ako je nami
pouzita priemerna hodnota 3,91% . Modelované investicie v roku 1995 su z tychto
dovodov vo vyske 5 903 tis. EUR ¢o nepokryva ani modelované opotrebenie kapitalu
v tomto roku (6 165 tis. EUR); skuto¢né investicie dosiahli hodnotu 6 495 tis. EUR,
pricom skutoc¢né opotrebenie dosiahlo iba 5334 tis. EUR. Ako je vidiet na grafe 4,
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takto vzniknuta ,strata“ na kapitalovej zasobe poznamenava spravanie sa modelu vo
vSetkych d’alsich obdobiach.

Pre dplnost uvadzame hodnotu chyby pri vypocte hodnoty kapitalovej zdasoby
NRMSE = 4,76% a vypocte tempa rastu kapitalovej zasoby NRMSE = 25,56%.

Graf 4

Solow-Swan model: Kapital
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Zdroje oboch grafov: Vlastné vijpoéty podla idajov SR SR a Eurostatu

1.6 Analyza

Velmi zaujimavym sa stava zostrojenie grafov k obrazkom 1 a 2. Produkéna funkciu
f (x) vieme zostrojit nasledovne:

_AK*(TL)™"

= A(ﬁj = Ax” =0,825x™%
TL TL

Y —riw)

Vzhladom na to, Ze v naSom modifikovanom modeli nie je podiel tspor na produkte
konstantny (konstantny je podiel aspor na disponibilnom déchodku) ale meni sa
v zavislosti od podielu spotreby verejného sektora na produkte (pozri rovnicu (1.6)),
funkciu efektivnych uspor vypocitame pre priemerna hodnotu 7 = 0,205.

s(l—T)f(K):s(l—r)AKﬂ :0,317(1_0,205)0,825](.0,565
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Funkcia efektivneho opotrebenia (n+g+J)x nadobtda tvar (pripominame

predpoklad n = 0):
efektivne opotrebenie = (n+ g + )k =(0+0,0875+0,0391) x

Aby sme mohli ekonomiku Slovenska analyzovat v kontexte Solow-Swan modelu,
vypocitame pre kazdy rok hodnotu efektivnej kapitadlovej vybavenosti, produktu na
jednotku efektivnej prace a efektivnych domacich aspor.

Ako priklad uved'me vypocty pre rok 1995:

K K 157813
Ky = T o= gX()O = T0.087%0 = 39,89
oy, €L, e x 3957
Y, Y 26194 —6.62

ToLo - egxoLo - 60,0875><0 %3957 -

Pri vypocte efektivhych domacich tspor vychadzame z logiky, ze doméace uspory st
suétom investicii a ¢istého exportu:

S, _I,+NX,  6495+567

= =1,79
T.L, T, L, e""7"%x3957

Tieto vypocty vykoname pre vsetky obdobia rovnako pre skuto¢né, ako aj modelované
veliciny.

Podla zlatého pravidla akumulédcie kapitalu vypocitame hodnotu efektivnej
kapitalovej vybavenosti v stdlom stave (opat pre priemernd hodnotu 1 = 0,205).

{S(l_f)ﬂu) [0,319(1—0,205)0,825 (ﬁ]
K =] ———— = =3,133

o+n+g 0,0391+0+0,0875

Uvedeny postup ndm umozni zostrojit graf 5.

PIné trojuholniky akruhy vgrafe 5 znazornuju skuto¢ny vyvoj ekonomiky SR,
prazdne trojuholniky a kruznice zase modelovany vyvoj, pricom v ¢ase sa ekonomika
posiiva smerom Kk stalemu stavu, t.j. sprava dolava.

Samotny zaver, zZe ekonomika Slovenska je relativne prekapitalizovana je pomerne
prekvapivy. Vzhladom na to, ze HDP per capita na Slovensku je nizsie, ako
v krajinach zapadnej Eurépy, USA ¢i Japonska ocakavali by sme opacny vysledok. Na
zaklade nasich vypoctov v§ak efektivna vybavenost kapitalom v roku 1995 na trovni x
= 39,89 bola nizsia, ako efektivna kapitalova vybavenost v stalom stave x* = 3,133.
Tento paradox mézeme pripisat dvom faktorom:
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Je mozné, Ze odhad Statistického tiradu SR ohl'adom kapitalovej zasoby v roku 1999
je privysoky. Ak by sme vSak aj predpokladali kapitalovii zasobu na arovni jednej
polovici odhadu SU SR, ni¢ by to nezmenilo na tom, Ze ekonomika SR by bola podla
Solow-Swan modelu prekapitalizovana. Uroven efektivnej kapitalovej vybavenosti
v roku 1995 by bola na zaklade alternativnych vypoctov k = 18,44 by bola stale vyssia
ako hodnota v stalom stave, ktora by po dosadeni novo ziskanych tdajov dosiahla x*
= 6,334. Tento faktor nepostacuje na vysvetlenie prekapitalizovanosti ekonomiky SR.

Graf 5

Vyvoj ekonomiky SR z pohladu Solow-Swan modelu: Produkt, uspory,
opotrebenie
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Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov SR SR a Eurostatu

Jednym z hlavnych zaverov Solow-Swan modelu je, Ze v okamihu, ked’ sa ekonomika
dostane do staleho stavu, HDP per capita bude do nekone¢na pokracovat v raste
tempom, ktoré je rovné tempu technologického pokroku g. V naSom modeli, v ktorom
g = 8,75% by to znamenalo, Ze dlhodoby rast ekonomiky bude takmer 9%, co
povazujeme za velmi nepravdepodobné. Pravdepodobnym vysvetlenim vysokej
hodnoty g = 8,75%, ku ktorej sme sa vypoc¢tami dopracovali je to, Ze velka cast
technologického pokroku v SR spociva v preberani technologii zo zahranicia. Ako sa
bude postupne zuzovat vykonnostna a technologicka medzera medzi SR a vyspelymi
krajinami ako sa USA, Japonsko a krajiny zapadnej Europy, miera technologického
pokroku v SR bude klesat. Ak by vSak bude miera technologického pokroku nizsia,
zrovnice zlatého pravidla akumuléacie kapitadlu (1.5) vyplyva, Ze stala hodnota
efektivnej kapitalovej vybavenosti bude vyssia. Intuitivne, kedze kapital zastarava
pomalSie, je optimalne mat ho viac.
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Predpokladajme, Ze v dlhom obdobi klesne miera technologického pokroku na g’ =
2%. Predpokladajme zaroven, Ze od roku 2008 bude miera technologického pokroku
rovna iba tejto hodnote a povazujme rok 2008 za prvy rok nového obdobia a teda t =
0. Produkéna funkceia pre rok 2008 bude mat tvar:

Y,=A'K'\(e0n,)

A’ — alternativna hodnota urovnovej konstanty; K° — kapitalova zasoba vypocitana na
zaklade poloviénej hodnoty odhadu SU SR v roku 1999; g° — alternativna hodnota miery
technologického pokroku

Upozorniujeme na to, ze kedze rok 2008 povazujeme za prvy rok skimaného obdobia,
musime vypocitat aj novit hodnotu troviiovej konstanty A’.
Y, 50418

A' = — =
K |Oa (eg'><0L0 )1 2034200,565 (e0,0ZXO % 3958

=1,376

)1—0,565

Pomocou zlatého pravidla akumulacie kapitalu teraz vypocitame alternativnu
hodnotu x’*, pricom zmenime iba hodnoty parametrov A a g.

=60,161

1 1
i s(1-7) A’ (@)_ 0,319(1-0,205)1,376 (1—0,565]
| S+n+g! | 0,0391+0+0,02

Efektivna kapitalov vybavenost v roku 2008 by bola

197157
Ky' = 55— = 49,808
P e"0%3958

Ako vidime, v tomto pripade by sa ekonomika SR v roku 2008 nachadzala pod stalym
stavom. Ci dospejeme k zaveru, Ze ekonomika sa nachadza nad stalym stavom alebo
nie, zavisi od toho, aké tempo technologického pokroku pocas nasledujucich rokov
predpokladame.!3

Pokracujme teraz v analyze kvantifikaciou obrazka 2. Podobnym sposobom, ako pri
kvantifikacii obrazka 1 vypocitajme pre jednotlivé obdobia podiel efektivnych tspor
sf (k) =S/TL a efektivnej kapitalovej vybavenosti x. Pre ilustraciu uvedieme vypocet

pre rok 1995:

13 Radi by som zdéraznili, Ze vzhl'adom na to, Ze hodnoty parametrov produkénej funkcie A a g st pre
alternativny vypocet odliSné ako hodnoty, ktoré pouzivame inde, hodnoty efektivnej kapitalovej
vybavenosti pre alternativny a hlavny vypocet nie sit porovnatelné, vyznam ma len porovnanie ich
vztahu s efektivnou kapitalovou vybavenostou v stabilnom stave.
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Vypocty vykoname pre skutocné aj modelované hodnoty a zostrojime graf 6 mapujuici
hrubé a Cisté tempo rastu efektivnej kapitalovej zasoby ako funkciu jej absolutnej
vysky. Vyvoj taktiez prebieha sprava dolava, pozorujeme konvergenciu k stalemu
stavu.

Graf 6

Vyvoj ekonomiky SR zpohPadu Solow-Swan modelu: Tempo rastu
efektivnej kapitalovej vybavenosti
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Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov SR SR a Eurostatu

2 Kaldorov model ekonomického rastu

Vroku 1957, rok po zverejneni Solowovho a Swanovho ¢lanku, publikoval jeden
z najvyznamnejSich nasledovnikov Johna M. Keynesa — Nicolas Kaldor — c¢lanok
s nazvom A Model of Economic Growth (Kaldor, 1957). Kaldor nadviazal na pokusy
sira Roya F. Harroda a Evseyho D. Domara o dynamizaciu Keynesovho pohl'adu na
ekonomiku. Je potrebné podotknut, ze Kaldor aj po tomto ¢lanku pokracoval vo
svojom vyskume v oblasti ekonomického rastu a v roku 1962 publikoval ¢lanok New
Model of Economic Growth (Kaldor, 1962), vktorom modifikoval mnohé
z predpokladov z roku 1957.14 Pri mene Nicolasa Kaldora sa ndm ziada spomenit, Ze

14 7Zda sa nam, ze mozno povedat, Ze Kaldor svojim ,stelesnenym technologickym pokrokom* v tomto
¢lanku predbieha o 30 rokov model endogénneho rastu Aghiona a Howitta (Aghion — Howitt, 1962).
Kaldor rovnako ako neskér Aghion a Howitt predpokladd, Ze rast produktivity vznika ako nasledok
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je to prave Nicolas Kaldor, ktorému ekonomicka disciplina vd’ac¢i za Stylizované
empirické fakty o ekonomickom raste?s.

Aj napriek tomu, ze Kaldorov model je keynesovskym modelom, pokladdme za vel'mi
vhodné opisat na tomto mieste jeho fungovanie, kedze Kaldorov model sa v mnohych
¢rtach podoba Solow-Swan modelu.

2.1 Filozofia Kaldorovho modelu

2.1.1 Technologicky pokrok

Kaldor odmieta pracovat s akoukolvek $pecifickou formou produkénej funkcie, ktora
by vysvetlovala zmenu v HDP per capita ako vysledok dvoch oddelenych vplyvov —
zmeny mnozstva kapitalu a zmeny produktivity resp. technologie (ako je to v pripade
Cobb-Douglasovej produkénej funkcie).’6 Kaldor argumentuje, Zze zavadzanie
modernejSej technologie sa deje cez instalaciu modernejsSieho kapitalu (ide o tzv.
,Stelesneny“ technologicky pokrok). Na vysvetlenie rastu HDP pouziva Kaldor
namiesto produkénej funkcie tzv. funkciu technologického pokroku — TT’ krivku,
ktora znazornuje vztah medzi tempom rastu kapitalovej vybavenosti (t.j. kapitalu na
jedného pracovnika) a tempom rastu produktu na jedného pracovnika.

Kaldor najprv predpoklada, zZe s vySsim tempom rastu kapitalu sa zvySuje tempo rastu
produktu, avSak ak tempo rastu kapitalu rastie do nekonec¢na, tempo rastu produktu
nerastie do nekonecna, ale konverguje k istej hornej hranici (tito funkciu znazornuje
na obrazku 4 preruSovana krivka). Aby vSak mohol Kaldor svoj model pomocou
jednoduchej algebry rieSit, je nuteny Specifikovat tvar TT  krivky azavadza
predpoklad linearnej zavislosti medzi tempom rastu produktu atempom rastu
kapitalu na jedného pracovnika. Je potrebné zdoraznit, Ze hlavné zavery Kaldorovho
modelu ostant po tomto zjednoduseni nezmenené. Ozna¢me y produkt na jedného
pracovnika a k kapital na jedného pracovnika

Yy _L

YTTNTL

toho, Ze sa instaluje modernejsi kapital. Aghion a Howitt neskér modeluja aj to, ako prebieha vyvoj
modernejSieho druhu kapitalu.

15 Ide o nasledovnych Sest zndmych faktov (Kaldor, 1963): (1) HDP per capita v ¢ase rastie a tempo
jeho rastu neklesa, (2) zasoba fyzického kapitalu v ¢ase rastie, (2) miera nivratnosti kapitalu je takmer
konstantnd, (3) miera navratnosti kapitalu je takmer konsStantna, (4) pomer fyzického kapitalu
k produktu je takmer kons$tantny, (5) podiel prace a fyzického kapitalu na dochodku je takmer
konstantny, (6) miera rastu produktu na pracovnika medzi jednotlivymi krajinami sa vyrazne lisi.

Vsimnime si, Ze okrem posledného $iesteho faktu dokaze v dlhom obdobi Solow-Swan model vysvetlit
vSetky tieto javy.

16 Pre velmi zaujimava a podnetnt kritiku myslienky agregdtnej produkcénej funkcie, na ktorej je
zaloZeny nie len Solow-Swan model ale cel4 tebria ekonomického rastu pozri Felipe, Franklin, 2001.
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a oznacme gy, gk a gy, gk prislusné tempa rastu:

Obrazok 4

Technologicky pokrok v Kaldorovym modeli

A

gy

Zdroj: Vlastné spracovanie podla Kaldor, 1957

Ak spolu s Kaldorom predpokladame, ze velkost pracovnej sily vekonomike je
konstantna (tento predpoklad sme pouzili aj pri kalibracii Solow-Swan modelu, kedze
sme pouzivali n = 0), tempo rastu produktu a kapitalu je rovné tempu rastu produktu
per capita a kapitalovej vybavenosti.

. Y
L:O(:)—:X;g,,:gv
Y vy ’

, K k
L=O<:>E=;;g,(=gk

KedZe Kaldor predpoklada linearny vztah, mézeme zapisat:
g, =B, + g, resp. g, =B, +[ig«

Po, B: - parametre
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Vratme sa teraz k Solow-Swan modelu, konkrétne ku Cobb-Douglasovej produkéne;j
funkcii.

Y = AK“(e“L)
Pre produkt per capita plati:

y F(K.TL) AK“(e“L)™
y=—= =

L L

= Ak%e* )

Vyjadrime teraz tempo rastu produktu per capita v case:

a g(l-a)t
Akt A{d(k )]eg(la)l+Ak“‘ d(edt) d(k) d(e™)

_dyjdt g dat __dt . dr  _
8y y Akaeg(l_a), Akaeg(l—a)l K eg(l—a)l
akd—l% (1 ) %
a  g(-a)e™™ gy
= + = =0 +g(l-a)
g, =ag +g(1-a) (2.1)

Z Cobb-Douglasovej produkcnej funkcie teda vyplyva, ze tempo rastu produktu per
capita je linearne zavislé od tempa rastu kapitalovej vybavenosti, ¢o je zaroven
predpoklad, na ktorom je zaloZzeny Kaldorov model. Toto je prva spolo¢na crta
Kaldorovho a Solow-Swan modelu. Kaldor vSak na rozdiel od Solowa odmieta
predpoklad existencie produkénej funkcie.

2.1.2 Spravanie sa domacnosti

Kaldor, rovnako ako Solow, prebera Harrodovsky predpoklad konstantného sklonu
k tsporam. Kaldor vsak ide o nieco d’alej a predpoklada, ze sklon k isporam zo ziskov
je vyssi ako sklon k tisporam z miezd. Aj napriek tomu, ze tento predpoklad by bol
v sicasnych modernych makroekonomickych modeloch nepouzitelny,” prave kvoli
nemu spominame Kaldorov model vtejto Stadii. Zaujima nas, ¢i by nadm tento
predpoklad pomohol lepsie modelovat vyvoj ekonomiky SR. Kaldor predpoklada
nasledujuci vztah:

S=s5s,W+s,P

0<s, <sp,<1

17 Co plati rovnako o Solowovom resp. Harrodovom predpoklade konstantného sklonu k Gisporam.
Zékladnym stavebnym kamenom v sacasnosti pouzivanych modelov je Ramsey-Cass-Koopmans
model.
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sw — sklon k usporam z miezd; W — suma miezd; sp — sklon k usporam zo ziskov; P — suma
ziskov

Predelenim oboch stran produktom Y m6zeme ziskat:

P
—:SW7+SP?

Pomer S/Y predstavuje priemerny sklon ktsporam, W/Y je podiel miezd na
produkte, P/Y je podiel ziskov na produkte. KedZe celkovy produkt je rovny stétu
sumy miezd a ziskov

Y=W+P

moZeme zapisat:

E—s 1—£+s£
y " Yy, ‘v

S P
?zy(sp—sw)+sw (2.2)

Priemerny sklon k Gsporam S/Y teda zavisi od podielu ziskov na produkte.

2.1.3 Predpoklad plnej zamestnanosti

Dalsim podobnym znakom Kaldorovho a Solow-Swan modelu prevzatym z prace
Harroda je predpoklad plnej zamestnanosti (¢o moze byt v pripade keynesovského
modelu prekvapivé). Tento predpoklad vsak Kaldor vysvetl'uje iplne inak ako Solow
(ktory vychadzal z neoklasickej hrani¢nej analyzy a predpokladu cistenia trhu prace).
Kaldor vychadza z keynesovskej analyzy zaloZenej na myslienke efektivneho dopytu.
V pripade, Ze sa ekonomika nachadza pod potencialnym produktom — nedosahuje sa
teda plna zamestnanost — vznika tlak na pokles cien. Pokles cien sa v pripade
nedokonale pruznych miezd prejavi na poklese ziskov. Ak suma ziskov klesne, pricom
suma miezd ostane nezmenena, klesne podiel ziskov na produkte a teda aj priemerny
sklon k isporam (pozri rovnicu (2.2)). Z tohto dévodu vzrastie spotreba a s 1iou aj
efektivny dopyt, ktory vytvori tlak na rast zamestnanosti. Tento mechanizmus
funguje aj opacne, v pripade nadmerného efektivneho dopytu - ,prehriatia
ekonomiky®“ — vznika tlak na pokles zamestnanosti. V Kaldorovom modeli to nie st
pruzné mzdy, ¢o vedie k plnej zamestnanosti, ale podiel ziskov na produkte.:8

18 Kaldor vo svojom c¢lanku Alternative Theories of Distribution zrokov 1955-1956 ako prvy buduje
keynesouvski teoriu rozdelovania, ktora spolu s Ricardo-Marxistickou a Kaleckého tedriou predstavuje
protipol neoklasickej teérii. Podrobnejsie pozri v Kaldor, 1955-1956.
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2.1.4 Spravanie sa firiem

Aby mohol svoj model matematicky riesit, robi Kaldor cely rad zjednodusujacich
podmienok ohladom spravania sa firiem. NajdolezitejSim z nich je predpoklad, ze
firmy investuju tak, aby udrziavali konstantny pomer medzi kapitalom a celkovym
produktom (K/Y)*. Zdoraznime, Ze ide o typicky keynesovsky predpoklad (pritomny,
samozrejme aj v Harrod-Domar modeli) a zapakujme, Ze prave tento predpoklad
porusil Robert M. Solow, ked konstruoval svoj model — ide o najdolezitejsi rozdiel
medzi Solowovym a Kaldorovym modelom. Vsimnime si dalsi typicky keynesovsky
predpoklad: Investicie nezavisia od drokovej miery ale od prirastku produktu —
investicie st autonémne, Kaldor vyuziva princip akceleratora.19

V Kaldorovom modeli cielovy pomer (K/Y)* zavisi od tzv. ,miery zisku,“ t.j. podielu
sumy ziskov a kapitdlu P/K (vysS$ia miera zisku vedie k vy$Siemu Zelanému pomeru
(K/Y)*), zjednodusme vSak model a predpokladajme, Ze cielovy pomer (K/Y)* je

exogénne urceny a v prvom obdobi skuto¢ne plati K,/Y , =(K/Y)*.

(K/Y)* — Zelany pomer kapitalovej zasoby a produktu; 60 — kapitalovy koeficient

Firmy investuju tak, aby bol pomer K/Yv ¢ase t+1 rovny pomeru K/Y v Case t.
Problémom vsak je, Zze firmy nepoznaji vysSku produktu v case t+1 amo6zu ju iba
odhadovat.

t+1 —_t — 0 (23)

Kaldor abstrahuje od opotrebenia a predpoklada funkciu akumulécie K,,, =K, +1,. Po

dosadeni tejto rovnice akumulacie do (2.3) ziskavame:

K +1,

T

S

-----

sklon k tisporam z miezd. V opa¢nom pripade by bol systém nestabilny.

19 Spomenme uz teraz, Ze v Ramsey-Cass-Koopmans modeli buda v stlade s neoklasickym pristupom
investicie zavisiet od trokovej miery. Urokova miera bude rovna hrani¢cnému produktu kapitalu a bude
vplyvat na ochotu domacnosti sporit.
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Dal$im zjednodusujicim predpokladom je: Firmy predpokladaji, Ze tempo rastu
produktu z obdobia t do obdobia t+1 bude rovnaké ako v predchadzajicom obdobi (z
obdobia t-1 do obdobia t).2°

K +1, K +1,

= =6

E(Y,) (1+g,)xY,

I, =0x(1+g,,)xY,-K,

I K

?Z:ex(n gY;l)—?’

I

?Z:ex(n 8y.)—0

£=9><g 21 (2.4)
Y Yit

t

Zelané investicie v ¢ase t st teda funkciou odhadovaného produktu v déase t+1
a kapitalovej zasoby v Case t.

Ked’Ze investicie sa musia rovnat iisporam, musi platit:
S=1

Co sa stane, ak tato rovnost neplati? V pripade, Ze investicie prevySujt tspory
pozorujeme nadbytocné efektivny dopyt, vznika tlak na rast cien a rast sumy ziskov
a podielu ziskov na produkte ¢o znamena narast ispor az kym sa aspory a investicie
nebudt rovnat — mechanizmus ktory sme opisali v ¢asti 2.1.3 a ktory samozrejme
funguje aj opaénym smerom.

Vsimnime si teraz zasadny rozdiel medzi Solowovym neoklasickym a Kaldorovym
keynesovskym pohl'adom na problematiku rozdelovania d6chodkov. V neoklasickom

modeli je to parameter a, ktory urcuje rozdelenie déchodku na mzdy W =(1-«a)Y

20 V§imnime si neraciondlnost takychto predpokladov. Firmy buda v kazdom obdobi predpokladat, Ze
tempo rastu produktu z obdobia t do obdobia t+1 bude rovnaké ako v predchidzajicom obdobi aj
napriek tomu, ze sa tato predpoved v minulosti ani raz nepotvrdila. Metodologickd revolaciu
v makroekon6émii spustil Robert E. Lucas (zarovenl jedna zhlavnych postav tebrie ekonomického
rastu) hypotézou racionalnych ocakavani. V modeloch zaloZenych na racionalnych ocakavaniach by
firmy vyuzili vSetky dostupné informacie na predpovedanie tempa rastu, skiimali by vplyv svojich
rozhodnuti na budtce tempo rastu a ich odhad by bol vZdy spravny. V Kaldorovom modeli je ich odhad
vzdy nespravny. BlizSie o racionalnych (ako aj Friedmanovskych adaptivnych) ocakavaniach v Lisy,
2005.

21 T4to rovnica je rovnaka ako v Harrod-Domar modeli s tym rozdielom, Ze tempo rastu produktu
nezalezi od miery tspor ale od funkcie technologického pokroku.
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a zisky (resp. dochodky z kapitalu) P=aY . V Kaldorovom keynesovskom modeli
urcuje podiel miezd a ziskov na produkte nutnost rovnosti ispor a investicii.22 Toto je
jeden z hlavnych rozdielov medzi Kaldorovym a Solowovym modelom, ktory vyplyva
z rozdielov medzi keynesovskou a neoklasickou teoriou rozdelovania.

Z funkcie (2.2) vyplyva, Ze existuje iba jedna hodnota podielu ziskov na produkte,
ktora zabezpeci rovnost Gspor a investicii pre konkrétnu hodnotu investicii:

+—W (2.5)

2.2 Riesenie modelu v dlhom obdobi

Spravanie sa modelu v kratkom obdobi sme vysvetlili. Zhriime ho nasledovne:

1. Firmy sa snazia udrziavat konstantny pomer kapitalovej zasoby a produktu na
urovni 0. KedZe predpokladaji, Ze tempo rastu produktu vcase t bude
rovnaké, ako v Case t-1 je pre nich optimalne investovat také mnozZstvo, Ze
1]Y, =0xg,,.

2. Vzhladom na to, Ze Gspory sa musia rovnat investiciam a uspory zavisia od
podielu ziskov na produkte S/Y =(P/Y)(s,—s,)+s,, podiel ziskov na
produkte klesne alebo sttipne na taka hodnotu, aby platila rovnost S = I, t.j.:

22 Kaldor dokonca piSe: ,,V skutoc¢nosti, cely pristup ktory povazuje podiel miezd a ziskov na produkte
za determinovany hrani¢nou mierou substitiicie medzi kapitdlom a pracou [...] je iba tazko
akceptovatelny pre suc¢asného ekonéoma.“ Kaldor, 1955-1956, s. 91

Aby sme objasnili tento Kaldorov postoj, spomenme, Ze Kaldor z velkej casti odmietal neoklasicktl -
marginalisticki — tedriu rozdelovania zalozent na neoklasickej tedrii ocenovania. Toto odmietanie
mozno ilustrovat na tzv. ,Cambridgeskej kapitalovej kontroverzii“ (Cambridge capital controversy;
CCC). Neoklasicka teoria predpoklada, Ze cena kapitalu je rovna jeho hrani¢nému produktu. Na to,
aby sme mohli urc¢it hrani¢ny produkt kapitalu potrebujeme vediet jeho mnozZstvo. Avsak kapital nie je
mozné meraft vo fyzickych jednotkach (jedna z hlavnych protagonistov CCC — Joan Robinsonovi — sa
pyta, ako mozno spocitat pisacie stroje alokomotivy), je potrebné ho teda merat v penaznjch
jednotkach — kazdy druh kapitalu vynasobime jeho cenou a vysledne hodnoty spocitame. Aby sme to
mohli urobit, potrebujeme vSak najprv poznaf ceny jednotlivych druhov kapitdlu ateda bladime
v kruhu.
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Ostava urcit, ako sa bude ekonomika spravat v dlhom obdobi. Vratme sa k funkcii
technologického pokroku — k TT” krivke. Spravanie sa ekonomiky uvedieme na
priklade.

Pouzime ako nazorny priklad funkcie technologického pokroku nasledujucu funkciu
(pouzili sme hodnoty, na ziklade ktorych sme kalibrovali Solow-Swan model:

B,=g(1-a) a B, =« . Pozrirovnicu (2.1)):
g, =0,0381+0,565g,

Predpokladajme, Ze v prvom obdobi je tempo rastu kapitalu (a teda aj kapitalovej
vybavenosti) nulové. Tempo rastu produktu je teda gy = 3,81%. V nasledujacom
obdobi firmy predpokladajt, Ze tempo rastu produktu bude opat gy = 3,81%, aby
udrzali pomer K/Y konstantny, investujta tak, aby sa kapitidlovad zasoba zvySila
0 3,81%. Vo vSeobecnosti mozeme zapisat

Kr _Kr—l — Yr—l _Yr—z
K

t t—1

TeSpP. &1, = &,y

Tempo rastu kapitalu bude gx = 3,81%. Produkt vSak ztohto dovodu vzrastie nie
03,81% ale o g, =3,81%+0,565%3,81% =5,96% . Firmy z rovnakého dovodu zvysia

vdalSom obdobi kapitdlovii zasobu 05,96% apreto produkt vzrastie o
g, =3,81%+0,565%5,96% =7,17% . Tento proces pokraCuje dovtedy, kym sa tempo

rastu produktu a tempo rastu kapitalovej zasoby nerovna:

8 =8,=8%

g¥=p,+Bg*

g*zl_ﬂ?g (2.6)
1

V nasom priklade g*= 4, /(1-£,)=0,0381/(1-0,565)=8,75% . Tento proces ilustruje
obrazok 5.

VSimnime si, Ze dlhodobé tempo rastu kapitdlu a produktu je rovnaké, ako
predpoklada Solow-Swan model! Je to prirodzenym doésledkom toho, Ze sme pouzili

B, =g(l1-a) a f, =a.Podosadeni do (2.6) ziskame:
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Ako sme zistili, Kaldorov a Solow-Swan modely maji dalSiu spolo¢nt vlastnost:
Predpokladaju, Ze v dlhom obdobi je tempo rastu produktu a tempo rastu kapitalu

rovnaké aje dané exogénne (g*=p, / (1-4,) vpripade Kaldorovho modelu, g
v pripade Solow-Swan modelu).

Navyse, toto tempo rastu je uplné nezavislé od sklonu k isporam. V tomto bode sa
Kaldorov model priblizuje neoklasickému Solow-Swan modelu avzdaluje sa od
keynesovského Harrod-Domar modelu, v ktorom je (,zarucené®) tempo rastu rovné

podielu sklonu k tisporam s a kapitalového koeficientu 6 — priamo teda zavisi od
sklonu k asporam.

Obrazok 5

Spravanie sa Kaldorovho modelu v dlhom obdobi

A

T
gY ,/, /

* Sklon
gr'=gx*= ----------------------”' priamky = f3,
*=Bo/(1-P1) E

T K E
Bo
gr*= gx*=Lo/(1-B.) gx

Zdroj: Vlastné spracovanie podla Kaldor, 1957

2.3 Aplikacia modelu

Aplikacia Kaldorovho modelu je narocnejSia, ako aplikacia Solow-Swan modelu,
kedZe Kaldorov model nedokaze (a ani nema ambiciu) predpovedat tempo rastu
ahodnotu produktu. Ststredime sa teda iba na tri problémy (1) funkciu
technologického pokroku, (2) funkciu tspor a(3) funkciu akumulacie kapitalu
a pokusime sa zodpovedat, aké nové poznatky moézeme na zaklade tychto funkcii
ziskat.
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2.3.1 Funkcia technologického pokroku

TT krivku g, = f,+ B¢, mozno kvantifikovat priamo pomocou regresnej analyzy.
Vsimnime si, ze v pripade Solow-Swan modelu, kde z Cobb-Douglasovej produkéne;j
funkcie vyplyvalo g =ag, +g(l-«), sme parameter a — teda sklon priamky —
odhadli pomocou narodnych Gétov, nie pomocou Statistickej regresnej analyzy.
Regresna analyza ndm umozni vybrat taka hodnotu sklonu a resp. Bo, ktora pomdze
vysvetlit variabilitu tempa rastu produktu per capita co najpresnejSie — s velkou

pravdepodobnostou sa bude tato hodnota liSit od hodnoty, ktord sme urcili na
zaklade narodnych uctov.

Vypocditame velkost kapitalovej zasoby na jednotku pracovnej sily k, vel'kost produktu
na jednotku pracovnej sily y aich tempa rastu. Ako jednotku pracovnej sily
pouzijeme rovnako ako v pripade Solow-Swan modelu 1 mil. odpracovanych hodin.

Tabulka 4

Kaldorov model: Vypocet funkcie technologického pokroku

Y K y k 8y 8k
1995 26194 157813 6,62 39,89
1998 30722 165934 8,01 43,28 6,58% 4,54%
2001 32237 173329 8,85 47,56 4,36% 1,82%
2004 37105| 180137 10,42 50,57 1,92% -2,18%
2008 50418 | 197157 12,74 49,81 3,71% 0,52%

Udaje v mil. EUR

Zdroj: Statisticky tirad SR; Eurostat; vlastné vijpocty

Vykoname regresni analyzu v podobe:
8, = B+ B8,

Odhadované hodnoty parametrov [, a 8; sa fo = 0,0464 af3; = 0,308 (uvedme, Ze
hodnoty pouzité pri kalibracii Solow-Swan modelu implikuja Bo = 0,0381 af; =
0,565) 23. Problémom vsak je Statisticka nevyznamnost takto zistenych parametrov.
Uved'me na ilustraciu hodnotu koeficientu determinacie R2 = 0,127. Inak povedané,
odhady s fo = 0,0464 a B, = 0,308 st vel'mi nepresné a nemozno vylucit, Zze skutocné
hodnoty S, a f; su tie, ktoré sme pouzili pri Solow-Swan modeli (nulové hypotézy o =
0,0381 afii = 0,565 nie je mozné zamietnutf ani pri velmi nizkych hladinach
vyznamnosti). OptimistickejSie vysledky neziskame, ani ked predpokladame, ze

23 Standardna chyba parametru o je na trovni 0,007; $tandardna chyba parametru f3; je 0,243.
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odhad Statistického tiradu o kapitalovej zasobe v roku 1999 je privysoky a vykoname
alternativne vypocty pre polovi¢na uroven kapitalu v roku 1999.

V grafe 7 porovname skuto¢né tempa rastu HDP, predpovedané tempa rastu
produktu per capita, ktoré vyplyvaju z Kaldorovej funkcie technologického pokroku
a tempa rastu HDP per capita, ktoré implikuje Cobb-Douglasova produkéna funkcia
pouzita v Solow-Swan modeli. Hodnota NRMSE pre Kaldorovt funkciu je NRMSE =
31%, pre Cobb-Douglasovii produkéna funkciu NRMSE = 33,04%.

Mozeme pozorovat, ze Kaldorova funkcia technologického pokroku opisuje skuto¢ny
rast HDP o lepsSie, ako nami pouzitd Cobb-Douglasova produkéna funkcia. Je to
priamym désledkom toho, Ze v Cobb-Douglasovej produkénej funkeii sme parameter
a kvantifikovali na zaklade narodnych tctov a nie regresnou analyzou, takze tento
vysledok nie je prekvapivy. Ak vypocitame a pomocou narodnych uc¢tov, Kaldorova
funkcia vzdy opiSe tempo rastu HDP asponn tak dobre ako Cobb-Douglasova
produkcéna funkcia, ak by sme ho uréili regresnou analyzou, oba funkcie by opisali
tempo rastu HDP rovnako.

Graf 7

Modelované tempa rast — Kaldor vs. Cobb-Douglas
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Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov SR SR a Eurostatu

Zaujimavé je vypocitat dlhodobé tempo rastu kapitalovej zasoby a produktu per
capita, ktoré nami odhadnuta funkcia technologického pokroku implikuje:
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B, _ 0,0464

- - =6,71%
1-8  1-0,308

g*

Kaldorov model predpoveda dlhodobé tempo rastu na arovni 6,71%, ¢o je menej, ako
predpoved Solow-Swan modelu (a ako bude predpoved Ramsey-Cass-Koopmans
modelu), t.j. 8,75%. Vtomto bode sa Kaldorov model sprava ,realistickejSie“ ako
Solow-Swan model.

2.3.2 Funkcia aspor

Jednym z kIicovych predpokladov Kaldorovho modelu je vacsi sklon k isporam zo
ziskov v porovnani so sklonom k tisporam z miezd. Dosadme do (2.5) s =S/Y aby sme

ziskali:

P
szy(s},—sw)+sw

KedZe Y =W +P resp. (P/Y)+(W/Y)=1, je prirodzené pouzit ako hodnoty podielu

miezd na produkte hodnoty upraveného podielu miezd AWS, ktoré sme vypocitali
v Casti 1.4.3. Podiely ziskov na produkte v jednotlivych obdobiach vypocitame ako

£=1—AWS
Y

Sklony k tisporam z disponibilného déchodku vypocitané rovnako ako pri kalibracii
Solow-Swan modelu (t.]. s=1—[C/(Y —G)] ), hodnoty AWS a podiely ziskov na

produkte zobrazuje tabulka 5.

Vykoname regresni analyzu v nasledujicej forme

P
527/0""7/1?

Yo — urovniovd konstanta; y , — sklon regresnej priamky

pri¢om plati

Sw =%
Sp—Sy =7, -
Sp=NtN

Z podmienky 0<s, <s, <1 mobZeme odvodit nasledujiice podmienky, ktoré musia

platit pre odhadnuté parametre yo a y::
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0<y,<1
VoSN
Yoty <1

Spifaji  odhadované parametre tieto podmienky? Odhadované hodnoty si
Yo = —0,476 ay; = —1,40124. Prvé podmienka splnena nie je, z coho vyplyva, Ze
nebudeme moct ziskat ,rozumné“ hodnoty sklonov k tisporam:

sy =%, =-0,476
s, =Y+ =-0,476+1,401=0,928

Tabulka 5

Kaldorov model: Vypocet funkcie spor

S AWS P/Y =1 -AWS
1995 0,346 0,427 0,573
1998 0,294 0,457 0,543
2001 0,280 0,434 0,566
2004 0,317 0,420 0,580
2008 0,381 0,431 0,569

Udaje v mil. EUR

Zdroj: Statisticky tirad SR; Eurostat; vlastné vijpocty

Vidime, zZe implikovanid hodnota sklonu kuspordm zmiezd je zaporna! Ak
predpokladame, Ze Kaldorov model je spravny asklon kusporam zmiezd je
vintervale od 0 po 1, je najrozumnejSie predpokladat, Ze skuto¢nd hodnota sklonu
k asporam z miezd je sw = 0.25 Funkcia aspor bude mat teda tvar:

P P P
s=?(sp — 5y )+ Sy =?(sp —O)+0=sP?
Vykoname regresni analyzu bez tirovriovej konstanty a to v podobe:
s=yL
Y

y — sklon regresnej priamky

24 Standardna chyba parametru y, je na trovni 0,380; $tandardna chyba parametru y; je na 0,673.

25 Za zmienku stoji, Ze predpoklad sw = 0 je ¢asto pouzivanym zjednodusujicim predpokladom
v keynesovskych rastu z obdobia, kedy bol konstruovany Kaldorov model.
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Predpokladame sp = y. Odhadovana hodnota parametra y je y = 0,562, co implikuje
sklon k tisporam zo ziskov sp = 0,562 a sklon k Gsporam z miezd sw = 0.2¢

V graf 8 porovname skuto¢ny sklon k tisporam, sklon k tisporam podla Kaldorovej
funkcie tspor a sklon k isporam ako Solow-Swanovski konstantu (upozornujeme, zZe
os y zacina od hodnoty 0,250).

Aj v tomto pripade Kaldorov model lepsie opisuje vyvoj ekonomiky SR, ¢o vsak uz nie
je natolko samozrejmé, ako v pripade funkcie technologického pokroku. Hodnota
NRMSE pre Kaldorova funkciu tspor je NRMSE = 27,06%, pre Solow-Swanovsku
konstantu NRMSE = 30,70%.

Graf 8

Modelovanie sklonu k asporam
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Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov SR SR a Eurostatu

Aj napriek metodologickej ,,zastaranosti“ predpokladu, Ze sklon k asporam z miezd je
niz§i ako sklon kuasporam zo ziskov (nehovoriac uz o predpoklade, Ze sklon
k asporam z miezd je nulovy), tento predpoklad by nam pomohol pri modelovani
vyvoja slovenskej ekonomiky. Mohli by sme napriklad nahradit funkciu akumulécie
v Solow-Swan modeli

26 Standardna chyba parametru y je 0,014.
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K=s(1-7)F(K,AL)— NX - 5K
funkciou
K= spg(l—r)F(K,AL)—NX ~8K =5, (1-AWS)(1-7) F(K,AL)- NX - 5K .

Pre kazdy rok by sme pouzili skutoéntt hodnotu AWS ¢o by mohlo znizit chyby
v modelovani aspor ateda aj kapitalovej zasoby a produktu. Bolo by vSak naroc¢né
mikroekonomicky obh4jit odlisné hodnoty podielu ziskov na produkte v jednotlivych
obdobiach. Podl'a neoklasickej logiky Cobb-Douglasovej produkénej funkcie, podiel
ziskov (resp. déchodkov z kapitalu) v kazdom obdobi musi byt a. RieSenim by bolo
predpokladat, Ze hodnota parametru a je vkazdom obdobi odlisna. Udrzatelnost
takéhoto predpokladu je vSak diskutabilna.

Aj napriek tomu vSak uvedieme, ako sa zmenia hodnoty NRMSE v Solow-Swan
modeli, ak pouzijeme funkciu akumulacie v tvare:

K=s,(1-AWS)(1-7) F(K,AL)— NX — 6K
Hodnoty parametra a kazdom roku ponechame konstantné na tirovni a = 0,565.
e Pre hodnoty HDP NRMSE klesne z 4,06% na 3,91%.
e Pre hodnoty spotreby NRMSE klesne z 7,04% na 5,96%.
e Pre hodnoty kapitalovej zasoby NRMSE stipne z 4,76% na 4,83%.
e Pre sklon k isporam NRMSE klesne z 30,70% na 27,96%.
e Pre tempo rastu HDP NRMSE klesne z 19,66% na 19,31%.

e Pre tempo rastu kapitalovej zasoby NRMSE klesne z 25,56% na 24,82%.

Zhrnme, Ze takato modifikacia Solow-Swan modelu by umoznila lepsie vysvetlit
vSetky hlavné agregaty okrem absolutnej velkosti kapitalovej zasoby (kde je vSak
narast chyby iba minimalny).

2.3.3 Funkcia akumulacie kapitalu

Ako sme vysvetlili vysSie, kedZe cielom firiem je zabezpecit konStantny pomer
kapitalovej zasoby k produktu, za predpokladu, Ze firmy ocakavaja nemenné tempo
rastu produktu, rast kapitalovej zasoby v roku t je rovny rastu produktu v éase t-1.

Kr _Kr—l — Yr—l _Y—Z
K

t—1

Grafické znazornenie takéhoto vyvoja predstavuje obrazok 5.
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Na zéklade skutocnych tidajov zostrojme graf. ktory bude empirickym néprotivkom
teoretického obrazku 5. Funkciu technologického pokroku sme odhadli v ¢asti 2.3.1:

g, =0,308+0,0464¢,

Do grafu nanasame pre kazdé obdobie skuto¢né dvojice hodnét gk a gy.

Na grafe 9 vidime, ze skutoény vyvoj Slovenskej republiky nezodpoveda teoretickému
zobrazeniu na obrazku 5, ¢o je vysledkom troch vplyvov:

e (Odhad funkcie technologického pokroku je Statisticky nevyznamny

e Cast investicii je financovana zahraniénymi zdrojmi. Inak povedané, ¢isty
export je nenulovy, ¢o znamend, Ze investicie vdoméacej ekonomike sa
nerovnaju domacim tsporam. Je otazne, ¢i mame predpokladat, Ze zahrani¢ni
investori akumuluj kapitél s cielom udrzat pomer K/Y konstantny.

 Funkcia akumulécie kapitélu (K,-K,_)/K,_, =(Y_ -Y_,)/Y._, sa na Slovensku
neuplatnuje.
Na potvrdenie toho, ze Kkapitdl nie je akumulovany podla funkcie

(K,-K,,)/K,=(Y_-Y_,)/Y_ postadgrafické zobrazenie na grafe 10.

Aby sme skonstruovali krivku ,Vyvoj 95-08% nanasame na os x nanasame tempo
rastu produktu per capita v ¢ase t-1 ((Y,_,-Y,_,)/Y,_,), na os y tempo rastu kapitalovej
vybavenostiv ¢ase t, t.j. (K, - K,_,)/K,, .

Aby sme sa vyhli ndmietke ¢. 2 — zahrani¢ni investori neakumuluja s cielom K/Y =6,

konstruujeme krivku ,Vyvoj 95-08 ocisteny o NX.“ Na os y nanasame také tempo
rastu, aké by sme pozorovali ak by bol cisty export nulovy, t.j. ak abstrahujeme od
zahrani¢nych investicii. V kazdom jednom obdobi by bol kapital rovny:

K,'=K,_ —SFK, _ +S,,
K’ — kapitdlova zasoba ocistna o zahrani¢éné investicie

Vskutocnosti ale platik, =K, ,—SFK, , +S, ,—NX,,. Vztah medzi odistenou

kapitalovou zasobou K’ a skutoénou kapitalovou zasobou K je:
K'=K +NX,

Néasledne vypocitame pre kazdé jedno obdobie hodnotu odcistenej kapitalovej
vybavenosti k'=K'/L atempa rastu ocistenej kapitdlovej vybavenosti

8. =(k,'=k_")/k_'.Hodnoty g, nandSamenaosy.

44



Ak by sa funkcia akumulacie uplatiovala, vSetky body by sa mali nachadzat
v blizkosti priamky vedenej pod uhlom 45 stuptiov. M6Zeme pozorovat, Ze to tak nie
je ani v pripade krivky ,Vyvoj 95-08,“ ani v pripade krivky ,Vyvoj 95-08 ocisteny
o NX.“

Pripomenme, Ze v p6vodnom Kaldorovom modeli vedie vyssia miera zisku k vysSiemu
zelanému pomeru (K/Y)*, v naSom zjednodusenom modeli sme vSak predpokladali
konstantnt hodnotu (K/Y)*=6. Uvedme iba, Ze ani pouzitie povodného Kaldorovho

predpokladu pozitivneho vztahu medzi P/K a (K/Y)* by nepomohlo vysvetlit

akumulaciu kapitalu.

Graf 9 Graf 10
Vyvoj Slovenskej republiky Funkcia akumuléacie kapitalu
z pohlPadu Kaldorovho modelu v Kaldorovom modeli
9,00% 9,00%
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Tempo rastu kapitalovej vybavenosti
—e—Vyvoj95-08
—8—Vyvo0j95-08 O Poéiatoéna hodntoa
Funkcia technologického pokroku —&—VyVvoj 95-08 ofisteny o NX
45° A  Poliatocna hodnota
O Pociato¢né hodnota 45°

Zdroje oboch grafov: Vlastné vijpoéty podla idajov SR SR a Eurostatu

2.4 Kaldorov model — zhrnutie teoretickych a praktickych zisteni

Kaldorov model a Solow-Swan model sa vyznacuja niekol’kymi spolo¢nymi znakmi.
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Aj napriek tomu, zZe Kaldor odmieta vychadzat zpredpokladu existencie
produkénej funkcie, Cobb-Douglasova produkéna funkcia implikuje rovnaky
vztah medzi tempom rastu kapitalovej vybavenosti a tempom rastu produktu,
ako Kaldorova funkcia technologického pokroku.

Oba modely vychadzaju z predpokladu plnej zamestnanosti.

. Ani jeden zmodelov sa nesnazi mikroekonomicky vysvetlit hodnoty sklonu

k asporam — oba modely ich povazuji za exogénne dané.

Modely predpovedaji, ze v dlhom obdobi ekonomiky konverguju k stalemu
stavu, v ktorom kapitalova vybavenost aj produkt per capita rasti rovnakym
tempom.

Dlhodobé tempo rastu nezavisi od sklonu k sporam (na rozdiel od Harrod-
Domar modelu).

Vzhl'adom na to, Ze Kaldor zaklada svoj model na keynesovskej analyze a Solow-Swan
model je typicky neoklasickym modelom, m6Zeme medzi modelmi pozorovat dolezité
rozdiely:

1.

Solow-Swan model predpokladd mozZnost substitiicie prace a kapitalu, pomer
K/Y je variabilny. Kaldor vychédza z predpokladu konstantného podielu K/Y .

Solow-Swan model predpoklada jednu hodnotu sklonu k tisporam. Kaldor
predpoklada, Ze sklon k isporam je vyssi zo ziskov ako z miezd.

3. V Solow-Swan modeli implicitne zabezpecCuje plni zamestnanost pruzna

uroven miezd. V Kaldorovom modeli sa dosahuje plnd zamestnanost na
zaklade nutnej rovnosti tspor ainvesticii. Zmeny v cenovej hladine vedua
k zmene podielu ziskov na produkte a nasledne k zmene sklonu k asporam, ¢o
zabezpeci rovnost S = I.

4. V Solow-Swan modeli celkovy dochodok rozdel'uje na mzdy a zisky na zaklade

parametru a. V Kaldorovom modeli uréuje sumu miezd aziskov nutnost
rovnosti S = I.

Kvoli vacésej volnosti pri Specifikacii hodnot parametrov funkcie technologického
pokroku ma Kaldorov model vyssiu ,aspesnost pri opisovani produktu ako Cobb-
Douglasova produkéna funkcia. Predpoklad roznych sklonov k isporam sa javi ako
empiricky opodstatneny, aj ked’ vedie k nepravdepodobnej hodnote sklonu k tisporam
z miezd sw = 0. Aj napriek tomu, ak by sme pouzili v Solow-Swan modeli dva rézne
sklony kusporam, dosiahli by sme zlepSenie vysledkov. Problémovym bodom
Kaldorovho modelu v porovnani s Solow-Swan modelom je jeho neschopnost
vysvetlif akumulaciu kapitélu.
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3 Ramsey-Cass-Koopmans model ekonomického rastu

Ako sme uz spomenuli vyssie, jednym zo slabych clankov Solow-Swan modelu je
predpoklad konstantného sklonu k tisporam. Kaldorov model umoziiuje variabilitu
v pomere uspor k produktu, avsak oni¢ menej arbitrdrnym sposobom. Skutocne,
preco by mali domacnosti sporit v kazdom obdobi rovnakt ¢ast dochodku? Nemohli
by si domécnosti zvysit svoju uzitocnost tym, Ze budi sporit viac v obdobi tranzitivne;j
dynamiky — teda v case, ked sa ekonomika priblizuje stdlemu stavu ako ked sa
ekonomika uz nachadza v stdlom stave. Zda sa, Ze je tomu tak. Uvedomme si, Ze
urokova miera — cena kapitalu — je rovna hranicnému produktu kapitalu, ktory je
klesajaci — ¢im menej kapitalu, tym vysSia Grokova miera. Ak predpokladame, ze
ekonomika zacina s kapitalovou zasobou mensou ako je staly stav, kapitalova zasoba
bude v ¢ase rast a drokova miera bude klesat. Ak niz§ia rokova miera motivuje
k mensim tsporam méZeme intuitivne predpokladat, Ze sklon k tsporam bude v case
klesat. Takto uvazoval vo svojom ¢lanku Robert M. Solow. Na druhej strane, moze to
byt aj naopak: Ak domacnosti sporia ,na nie¢o“ (snazia sa nasporit konkrétnu sumu)
pri vysSej urokovej miere staci sporit menej27. Vtom pripade by sklon k tisporam
v Case rastol.

Je paradoxné, Ze rieSenie tohto problému predchadzalo jeho ,zadanie“ o takmer 30
rokov. Vroku 1938 publikoval Frank Ramsey ¢lanok snazvom A Mathematical
Theory of Saving kde podal rieSenie tejto ulohy. Jeho praca ostala ekonomickou
profesiou dlho nepovSimnuté, az vroku 1965 jeho pracu ozivili David Cass (Cass,
1965) aTjalling Koopmans (Koopmans, 1965). Neoklasicky model s variabilnou
urokovou mierou je z tohto dévodu znamy ako Ramsey-Cass-Koopmans model alebo
iba ako Ramsey model.

3.1 Filozofia Ramsey-Cass-Koopmans modelu

Zakladnou myslienkou Ramsey-Cass-Koopmans modelu je, ze domacnosti sporia
tol’ko, aby maximalizovali sticasntt hodnotou uzitoc¢nosti ziskanej pocas celého svojho
Zivota — t.j. sumu diskontovanych uzitoénosti ziskanych pocas celého svojho Zivota.

Kolko uzitoc¢nosti ziskaju doméacnosti zo spotreby c vyjadruje funkcia uzitoénosti:

Ul(c)= (3.1)

o — koeficient relativnej averzie k riziku

Je uzito¢né uvazovat o c ako o spotrebe jednej doméacnosti, pricom pocet domacnosti
je ent (c=C/e™). Tato funkcia uZzito¢nosti je znama ako funkcia s konstantnou
relativnou averziou k riziku CRRA (constant relative risk aversion).

27 Spomenieme, Ze toto bola jedna z namietok Johna M. Keynesa proti neoklasickej analyze, kde st
uspory rastticou funkciou tirokovej miery a investicie klesajicou funkciou urokovej miery. Keynes,
1963
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Pre koeficient relativnej averzie k riziku o plati, Ze je rovny zapornej hodnote podielu
druhej a prvej derivacie funkcie uzitocnostizs:

U "(C)

U'(c)

Uzito¢né je taktiez vediet, Zze ako sa o pribliZzuje 0, funkcia uzito¢nosti sa stava
linearnou (domaécnosti by boli neutralne voci riziku) a ako sa o priblizuje 1, funkcia
uzitoénosti sa stava logaritmickou.29

Predpoklada sa, ze domacnosti ziji nekonec¢ne dlho.30 Celkova uzito¢nost ziskana
pocas nekonecne dlhého Zivota je sumou diskontovanych uzitoc¢nosti v jednotlivych
obdobiach (kedZe domaéacnosti sa netrpezlivé, spotreba vbuddcnosti je menej
,uzZitotnd“ ako spotreba vsuacasnosti — uZitoénost sa diskontuje). V pripade

28 Prva derivacia funkcie uZito¢nosti je kladna — srastiicou spotrebou uzitoénost rastie. Druha
derivacia je zdporna — s rastcou spotrebou uZito¢nost rastie ¢im dalej tym pomalSie, prejavuje sa
zakon Kklesajticej hrani¢nej uzito¢nosti. Pomer druhej a prvej derivacie hovori, ,ako rychlo“ klesa
dodatoén4 uZitoénost ziskana z kazdej d’alSej jednotky spotreby. Cim rychlej$ie dodato¢na uZitoénost
klesa, tym averznejsie k riziku st domécnosti. Preco je tomu tak pomdze vysvetlit nasledujaci priklad:

Predstavme si Ze domacnosti ponikneme na vyber dve moznosti: (1) dostane s istotou 100 EUR a (2)
s pravdepodobnostou 50% dostane 101 EUR a s pravdepodobnostou 50% dostane 99 EUR. Ak by bola
domacnost k riziku indiferentna, moznosti 1 a 2 by pre tiu boli rovnocenné. Ak je vSak domacnost
averzna k riziku, vyberie si mozZznost 1. Ak sa totiZz prejavuje klesajica hrani¢na uzito¢nost, funkcia
uZzito¢nosti méze vyzerat napr. takto: U(99) = 1,8; U(100) = 2; U(101) = 2,05. Dodato¢né euro z 99 na
100 zvysili uzitoénost o 0,2, d’alSie dodato¢né euro iba o0 0,05. (koeficient relativnej averzie k riziku je
priblizne o = (0,2 — 0,05)/0,125 = 1,2; hodnota 0,125 je priemer 0,2 a 0,05).

V pripade mozZnosti 1 bude ziskana uZzito¢nost na 100% U(100) = 2. V pripade moznosti 2 bude s 50%
pravdepodobnostou uZito¢nost U(99) = 1,8 as50% pravdepodobnostou U(101) = 2,05. Ocakavana
uzito¢nost bude teda U = 0,5 . 1,8 + 0,5 . 2,05 = 1,925 ¢o je menej ako 2. Domacnosti si zvolia moznost
¢. 1 aj napriek tomu, Ze ocakavani vyplata je v oboch pripadoch rovnaka (100 = 0,5 . 99 + 0,5 . 101)
Hovorime preto, Ze domacnosti st averzné k riziku. Aby boli oba moZnosti rovnocenné, museli by sme
pri moznosti 2 oba sumy mierne zvysit. Ocakavani ,vyplata“ by bola vyssia ako v prvom pripade ale
ocakavana uZito¢nost by bola rovnaka. Cim rychlejsie klesa hraniéna uZito¢nost (¢im je vyssi koeficient
0), tym viac je potrebné sumy zvysit.

Vsimnime si taktiez, ze ak by hrani¢na uZitoc¢nost rastla (funkcia uZito¢nosti by nebola konkavna ale
konvexna) domaéacnosti by boli nachylné kriziku. KedZze prva aj druha derivacia by boli kladné,
koeficient relativnej averzie k riziku by bol zaporny.

l-o _ l-o _ _
29 Pouzitim L’Hospitalovho pravidla: lim ¢ O lim d(c n/do =lim In(c)
ool 1—0 ol d(l_o')/da ool —]

=1In(c)

30 Toto sa moze na prvy pohlad zdat ako neudrZatelny predpoklad. Modely prelinajticich sa generdcit
(overlapping generation models; OLG) opisuju ekonomiku so smrtelnymi agentmi, ako vSak ukazal
Robert J, Barro vo svojom clanku Are Government Bonds Net Wealth? (Barro, 1974), v pripade, Ze
konstruujeme model so smrtelnymi agentmi, ktorych vSak zaujima osud dalsich generacii (existuja
tzv. bequest motives), modely s nekonec¢ne dlho Zijicimi agentmi a takéto OLG modely st totozné.
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diskrétneho ¢asu by sme zapisali funkciu uZito¢nosti u = Z(%j Ul(c,), kde p je
—o\1tp

vniitorna miera ¢asovej preferencie.

V spojitom case namiesto sumy pouzijeme integrals::
1-o
-1
dt
l-o

c

u= Te”'U (c)dt = Tep'
0 0

Vsimnime si, Ze do funkcie uzito¢nosti nevstupuje prace — domacnosti budu teda
v kazdom obdobi pontikat maximalne mnozZstvo prace L=¢"L(0) .32

Zvysok modelu je rovnaky, ako Solow-Swan model. Produkéna funkcia je Cobb-
Douglasova Y = AK“ (eg’L)l_a a funkcia akumulacie kapitalu je (kedZe v uzatvorene;j

ekonomike st tispory rovné investiciam):
K=1-8K=S-0K=C-Y-6K

3.2 RieSenie Ramsey-Cass-Koopmans modelu

Model je mozné riesit dvoma spésobmi:

1. MozZeme ho riesit ako problém konkurencnej trhovej rovnovahy. Vychadzali by
sme ztoho, Ze na trhu vyrobnych faktorov domacnosti pontukaji firmam
kapital za cenu, ktorou je urokova miera a pracu za cenu, ktorou je mzda.
RieSenie modelu vychadza z podmienok ¢istenia trhov — ceny vyrobnych musia
byt také, aby sa ponukané mnozstvo rovnalo dopytovanému. Takéto rieSenie
spociva v rieseni dvoch tloh: maximalizacie uzito¢nosti a maximalizacie zisku.
Takémuto pristupu sa v tejto Stidii nebudeme venovat a ¢itatela odkazujeme
na publikacie Barro — Sala-i-Martin, 1995; Romer, 2006; Krueger, 2002 a
Krueger, 2005.

2. Druhy pristup vychadza z nasledovnej myslienky: Predstavme si, ze existuje
dokonale benevolentny diktator — tzv. socidlny pldnova¢ — jedinym cielom

l-o

31 V anglickej literatare sa pre funkciu uZitoénosti U (c)= ¢

pouziva pojem utility function a pre

stucet diskontovanych funkcii uzito¢nosti u = J'e‘"U (c)dt pojem felicity function.
0

32 Funkciu uZito¢nosti by sme mohli modifikovat na U (c)= [(cl’” —1) / 1—6:| —nxl kde n je parameter

nt

(n>0) a I je mnozstvo prace poskytovanej jednou doméacnostou / = L/e” . Kazd4 domacnost by mohla
poskytnat maximalne [ = 1 a minimélne [ = o0 prace. V tomto pripade by bolo mnoZstvo poskytnutej
prace zavisle od mzdy a museli by sme explicitne modelovaft trh prace. Ak je mzda pruzna, v kazdom

obdobi by sa dosahovala plna zamestnanost a neexistovala by nedobrovolna nezamestnanost.
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ktorého je maximalizovat uzito¢nost doméacnosti. Socidlny planovat nadiktuje
firmam, kolko a akych vyrobnych faktorov pouzit, kolko ¢oho vyprodukovat
a doméacnostiam, kolko ¢oho spotrebovat akolko usporit. KedZe cielom
planovaca je maximalizovat uZzito¢nost, jeho rieSenie bude pre domécnosti to
najlepsie mozné.

Délezité je, ze kedZe v modeli nie st pritomné ziadne trhové zlyhania (nie st tam
pritomné externality, verejné statky, asymetrické informacie ani monopolna sila)
z prvej vety blahobytu vyplyva, Ze oba rieSenia budu totozné. Dokaz tohto faktu (pre
model v diskrétnom ¢ase) mozno najst napr. v Krueger, 2005.

Cielom planovaca je maximalizovat hodnotu funkcie
u= .[ep’U (c)dt
0

pod obmedzeniami produkénej funkcie
Y = AK“(e“L)

a funkcie akumulacie kapitalu
K=1-8K=S-0K=C-Y-6K.

Tretou obmedzujtcou podmienkou je podmienka transversality, ktorou sa nebudeme
blizsie zaoberat.

Matematické rieSenie tohto problému ponikame v prilohe 2, spomenme len, Ze tato
uloha je problémom optimalneho riadenia a jej rieSenie vychadza z Pontjagrinovho
principu maxima. Nazna¢me vSak sposob rieSenia pomocou Eulerovej rovnice.

Naznac¢me najprv velmi jednoduché rieSenie s logaritmickou funkciou uzitocnosti (t.j.

t
o = 1) avdiskrétnom ¢ase (funkcia uZito¢nosti je u=2(—j In(c,)). Hrani¢na
=0 +,0

uzitoénost spotreby v ¢ase t je urcena:

_du [ 11
"ode, |14+p] ¢

MU — hraniénd uzitoénost

MU

Ak domacnost spotrebuje o jednu jednotku menej v case t jej uzito¢nost klesne o MU:.
Tato jednotku uspori pri trokovej miere r, v ¢ase t+1 bude teda disponovat (1+r)
jednotkami produktu. Ak ich spotrebuje, ziska dodato¢nd uZito¢nost o velkosti
(1+7)M Ut Ak vSak domacnost alokovala optimélne, t.j. najlepSie mozne, nemoze si
takouto transakciou polepsit, hrani¢na obet MU; musi byt teda rovna hrani¢nému
HZisku® (1+r) MUt ;1.
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MU, =(1+r)MU,

t t+1
LV (L) L
1+p Ct 1+p ct+1

C _ 147
¢, l+p
Ac, 1+r
I+ =
¢, l+p
Ac, 1+r 1
¢, l+p

Hodnota zlomku (1+r)/(1+p) je pre malé hodnoty r ap rovna priblizne 1+r—p,
moZeme preto zapisat:

Ac,

G

r—p. (3.2)

Rovnica (3.2) je znamou rovnicou vyjadrujicou ako tempo rastu spotreby zavisi od
urokovej miery a parametrov funkcie uzitoénosti. Ak je Grokova miera r vyssia ako
vnutorna miera casovej preferencie p, doméacnosti budi svoju spotrebu v Case
zvySovat. Nie je totiZz optimélne spotrebovat prili§ vela, ak je turokova miera
dostatocne vysokd na to, aby dokazala kompenzovat nase cakanie na budicu
spotrebu. Na zaciatku doméacnosti spotrebuju menej a usporené ¢iastky spotrebuvaja
v budiicnosti — spotreba v ¢ase rastie. Ak je vSak irokova miera nizsia ako vnutorna
miera Casovej preferencie, nedokaze arok pokryt ani obet ¢akania, spotrebovava sa na
zaciatku viac spotreba v case klesa.

Pouzime teraz Eulerova rovnicu v spojitom case a pre CRRA funkciu uzito¢nosti
s l'ubovolnou hodnotou parametru o. Odvodme najprv predpis pre hrani¢nt
uzitoénost v Case t. Prva derivacia funkcie uzitoc¢nosti (3.1) podla c je:

d{c(t)l_g—l}
c l1-o
MU (1) = ‘”;E (t()t N e (3.3)

Domécnost moze v ¢ase t znizit svoju spotrebu o Ac, investovat dant ciastku pri
urokovej miere r a na kratke obdobie At a usporenu ¢iastku spolu s tirokom potom
v Case t+At spotrebovat. Ak v case t domécnost znizi spotrebu o Ac, uZito¢nost klesne
0 AcMU(t)ert. Usporena ciastka spolu s trokmi bude rovna Acerat. Ak tato ciastku
domacnost spotrebuje v ¢ase t+At, uzitocnost vzrastie o AcerAtMU(t+At)er(t+AD, Ak
domécnost alokovala spotrebu optimalne, takto transakciu nevykona, to znamena,
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Ze naklady tejto transakcie (usla uzito¢nost v case t) AcMU(t)ert musia byt rovné

potencialnemu  vynosu (dodatocnej uzitoénosti

Ace AtMU(t+At)er+AD,

AcMU (t)e™ = Ace™ MU (t+ At) e Pl

Acc(t) e =Ace™c(t+At) " e Plr)

KedZe c rastie tempom ¢/c moZeme zapisat c(z+Ar)=c(t)e’

Acc (t)_g e P = Acerm C(t) ec(’) e—p(l+Az)

é)

—0——At

Acc (t)_” e_PT — Acermc (t)—tf ¢ (1) e—p(z+At)

Predelme oba strany rovnice vyrazom Acc(t) e :

| = plrp)ar, el

Zlogaritmujme dany vyraz:

O'M At

Inl=Ine" " +lne ¥

¢(1)

0=(r—p)At—c——=At

c(r)

e(r), 1
mAt——;(r—p)At

~
N—

Predel'me obe strany At aby sme ziskali:

t.

(3.4)

Rovnica (3.4) vyjadrujica tempo rastu spotreby (uz nie priblizne, ako v diskrétnom
case) je velmi podobna rovnici (3.2), stym rozdielom, Ze parameter o ovplyviiuje

citlivost spotreby na zmeny v Grokovej miere.

Vnasom modeli situiciu eSte komplikuje rast poctu obyvatelov a technologicky
pokrok. Rovnica (3.4) bude mat odlisni podobu, a nebude vyjadrovat tempo rastu
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spotreby na jednu domacnost (resp. per capita) ale tempo rastu spotreby na jednotku
efektivnej prace .
C c

Z = = —
Le* e

X — spotreba na jednotku efektivnej pracovnej sily

Urokovli mieru ziroveri nahradime hrani¢nym produktom efektivnej kapitalovej
vybavenosti k. Tempo rastu spotreby na jednotku efektivnej prace je urcené (pre
podrobnosti pozri prilohu 2):

(3.5)

p - upravend miera ¢asovej preferencie

V pripade, Ze sa jedna o logaritmicka funkciu uzito¢nosti (0 = 1) upravena miera
casovej preferencie je rovna miere ¢asovej preferencie.

Druh4 dynamicka rovnica systému je podobné ako v pripade Solow-Swan modelu, ide
o rovnicu akumulécie

k=f(K)-(S+n+g)k—1. (3.6)

Oproti rovnici akumulécie v Solow-Swan & =sf(x)-(5+n+g)x modeli efektivne

uspory sf(x) nahradil ¢leny f(x)-x (Gspory si rovné produkt minus spotreba).

Po predeleni oboch stran (X) ¢lenom x, ziskame predpis pre tempo rastu efektivnej
kapitalovej vybavenosti:

V4

_’?:L")_(m,ﬁg)_; (3.7)

K K

Ak pouzijeme Cobb-Douglasovii produkéna funkciu, diferencidlne rovnice (3.6) a
(3.7) ziskaju nasledovni podobu:

E:Axﬂ‘l—(5+n+g)—l (3-8)
K K

.1 A

1=—[Am<”“—(5+n+g+p)} (3.9)
¥ o

Systém je v stalom stave, ak st oba premenné x a y konsStantné, plati teda:

*k

0=Ax* —(§+n+g)—Z—*
K
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1 (a-1) A
0=—| Aax*""' —(0+n+g+
O_[ (S+n+g+p)]

Po dupravach ziskavame zlatej pravidlo akumulédcie kapitdlu v Ramsey-Cass-
Koopmans modeli:

=
K* = (a—AAj 1 (3.10)
o+n+g+p
ri= A (S +n+g)Kx*. (3.11)

Pre analyzu tohto problému je uZzitoéné pouZit tzv. fazovy portrét, ktory krivky
definované rovnicami (X) a (X) rozdel'uja do styroch kvadrantov.

Sipky vo fizovom diagrame znézoriujt, ako sa vjednotlivych kvadrantoch vyvija
kombinacia efektivnej spotreby a efektivnej kapitalovej vybavenosti pre kazdua
zaciatoénd kombinaciu.

Obrazok 6

Ramsey-Cass-Koopmans model: Fazovy portrét

Zdroj: Spracované podla Barro, Sala-i-Martin, 1995
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Ak je efektivna kapitalova vybavenost mensia ako x*, zrovnice (3.9) vyplyva, Ze
spotreba na jednotku efektivnej prace y bude rast a naopak. Ak je spotreba na
jednotku efektivnej prace y mensia ako y* definované rovnicou (3.10), efektivna
kapitalova vybavenost bude rastie a naopak.

Vidime, Ze existuje Sest roznych typov ,ciest,“ avsSak iba cesty b a a vedud k stdlemu
stavu — hovorime o tzv. stabilnijch vetvach resp. vyvazenych rastovyjch trajektoriach
(balanced growth path). Mo6zZeme taktiez ukazat, Ze cesty d, e, f ag nemdzu byt
optimalne, kedZe ekonomika dosiahne v konecnom case bud zapornu efektivnu
spotrebu alebo zaporna hodnotu efektivnej kapitalovej vybavenosti.

Ekonomika sa vyvija tak, ze pre kazda zaciatocna uroven efektivnej kapitalovej
vybavenosti sa uréi (bud na konkurenc¢nom trhu alebo rozhodnutim socialneho
planovaca — tieto rozhodnutia st samozrejme totozné) taka vyska efektivnej
spotrebyss, ktora zabezpe¢i, 7e ekonomika smeruje kstidlemu stavu. Dalej sa
hospodarstvo vyvija podla dynamickych rovnic. Ked sa ekonomika dostane do
staleho stavu, efektivna kapitalova vybavenost ako aj spotreba na jednotku efektivnej
prace zostavaju konstantné. Spotreba, produkt ako aj kapital per capita vS§ak buda
rast tempom technologického pokroku. Tdato a iba tato cesta maximalizuje uZitocnost
domacnosti.34

Ako vidime, v dlhom obdobi sa Ramsey-Cass-Koopmans model sprava rovnako ako
Solow-Swan model a preto st aj jeho predpovede ohl'adom konvergencie rovnaké.
Hlavny prinos Ramsey-Cass-Koopmans modelu vSak spociva v polozeni
mikroekonomickych zakladov Solow-Swan modelu.

Aj napriek relativnej jednoduchosti modelu je komplikované urcit pre konkrétnu
hodnotu efektivnej kapitalovej vybavenosti v ¢ase t=0 taki hodnotu spotreby na
jednotku efektivnej prace, aby ekonomika dokonvergovala ku stalemu stavu. Z tohto
dévodu je beznou praxou Ramsey-Cass-Koopmans model log-linearizovatss.
Myslienka log-linearizacie je jednoducha: namiesto premennych y ax vyjadrime
systém v percentualnych odchylkach tychto premennych od ich hodnot v stilom
stave, t.j. 7=(y—-x*)/x* a £=(k—x*)/k*. Predpokladdme dalej, Ze zmena 7 a &

v Case je linearnou funkciou hodnot ¥ a &, t.j.:

33 Pre logaritmicka funkciu uZzitoénosti (teda o = 1) plati, Ze sklon k spotrebe z bohatstva v ¢ase t = 0
(t.j. zo stcétu hodnoty aktiv a vSetkych budicich diskontovanych miezd) v ¢ase t = 0 je rovny stctu
vnuatornej miery ¢asovej preferencie a miery rastu pracovnych sil p — n. (Barro — Sala-i-Martin 1995).

34 Vsimnime si eSte jeden metodologicky bod: Domacnosti skimajt vplyv svojich rozhodnuti na
uzitoénost vo vsetkych budicich obdobiach, analyzujt ako to, Ze dnes usporia jednu jednotku
produktu ovplyvni buddcu uZitoénost zo spotreby. Konaji na ziklade racionalnych ocakavani.
Porovnajme to s Kaldorovym modelom, kde firmy ocakavali vidy konstantné tempo ekonomického
rastu.

35 Podrobne o sposobe log-linearizacie Ramsey-Cass-Koopmans modelu Barro — Sala-i-Martin, 1995;
Romer 2006; Krueger 2005.
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dx - -
o =q K+ 0

dy - -
—==q,K+

dt qs QX
412,34 — parametre

Z takejto aproximéacie zaroven vyplava, Ze na stabilnej vetve (trajektorie aab na
obrazku 6) je pomer ¥/k konstantny.

Y - konstanta

Hodnotu kons$tanty yp je mozné vypocitat z parametrov modelu. Prave na zaklade
tejto logiky budeme kalibrovat Ramsey-Cass-Koopmans model pre Slovenski
republiku, hodnotu p vS§ak odhadneme ekonometricky.

3.3 Modifikacie modelu

Podobne ako Solow-Swan model, aj Ramsey-Cass-Koopmans model musime
modifikovat z dovodu existencie verejného sektora a otvorenosti ekonomiky. Funkcia
akumulacie kapitalu nadobtida podobu:

K=(1-7)F(K,AL)—C - NX - 8K

Tato modifikacia by si vyziadala aj zmenu dynamickych rovnic, budeme vsak
nekonzistentne predpokladat, Ze dynamické rovnice systému ostanti nezmenené. Ich
konkrétna modifikacia velmi silne zavisi od toho, aké predpoklady urobme ohl'adom
oc¢akavani ainformacii domaéacnosti o zahranicnom obchode averejnom sektore.
Nezmeni sa teda ani spésob vypoctu hodnot y ax vstilom stave abude platit

rovnica y/& = [(;{—;{*)/;{*]/[(K— K‘*)/K‘*:I =y .36

3.4 Kalibracia

Hodnoty parametrov kalibrujeme rovnako ako v pripade Solow-Swan modelu:

36 O rozsireni Ramsey-Cass-Koopmans modelu o zahraniény a verejny sektor pozri Barro — Sala-i-
Martin, 1995 a Romer, 2006.
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A=0,825
a=0,565

¢ =0,0875
5=0,0391

Problematicky je najma odhad koeficientov funkcie uzitocnosti. Hodnotu koeficientu
relativnej averzie k riziku zvolime ad hoc o = 1, predpokladame teda logaritmicka
uzitoénost.3” Hodnotu koeficientu vnutornej ¢asovej preferencie sme zvolili taktiez ad
hoc p = 0,06. Tato hodnota je o nieco vyssia, ako bezne pouzivané hodnoty 0,03-0,04,
takto kalibrovany Ramsey-Cass-Koopmans model vsak dokaze lepSie opisat vyvoj
Slovenskej republiky.38 KedZe predpokladame logaritmicka uzitoénost, upravena
miera ¢asovej preferencie p je taktieZ rovna p = 0,06.

Potrebné je odhadnit hodnotu parametra w, ktory urcuje pomer medzi
percentudlnou vzdialenostou premennej x od jej stidleho stavu a percentualnou
vzdialenostou k od staleho stavu.

Pre jednotlivé roky vypocitame rovnako ako pri Solow-Swan modeli hodnoty x.
Analogicky vypocitame hodnoty y. Pre rok 1995 (t = 0) napr. plati:

C 13357

= = =3,38
l‘()egx() 3957 % 60,0875><0

o

Vypocitame hodnoty dynamickych premennych v stalom stave:

=8,189

Kok = (“—Aj[llaj _ ( 0,565%0,825 j[IOISGS]

S+n+g+p 0,0391+0+0,0875+0,06
25 =AY (S +n+g) K% =0,825x8,189°%" —(0,0391+0+0,875)x8,189 = 1,668

VsSimnime si, Ze aj napriek velkej podobnosti Solow-Swan modelu a Ramsey-Cass-
Koopmans modelu sa vypocitand hodnota efektivna kapitalovej zasoby vyrazne lisi
(pri Solow-Swan modeli k* = 3,133). Nemalo sa vsak pod to podpisuje fakt, ze do
dynamickych rovnic Ramsey-Cass-Koopmans modeli sme nezahrnuli verejny sektor.

Nasledne vypotitame odchylky 7=(x-x*)/x* a &=(x-«x*)/k*. Uvedme priklad
pre rok 1995 (t = 0):

L _Xo—X*_3,38-1,668

=1,02
o 7 1,668

37 Predpoklad logaritmickej uZito¢nosti je casto pouzivanym zjednodusujicim predpokladom
v ekonomickych modeloch.

38 O spdsobe kalibracie Ramsey-Cass-Koopmans modelu blizsie v Krueger, 2005
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K,—k* 39,80-8,189
K* 8,189

K, =

=3,87

Hodnoty efektivnej kapitalovej vybavenosti, spotreby na jednotku efektivnej prace
ako aj ich odchylky od staleho stavu pre vybrané roky mozno najst v tabulke 6.
Nakoniec vykoname regresnu analyzu bez tiroviiovej konstanty v podobe:

X =YK

Odhadovanou hodnotou je p = 0,30639.

Tabulka 6

Ramsey-Cass-Koopmans: Analyza konvergencie k stalemu stava

K X (k—x¥)/x X =x*/x
1995 39,89 3,38 3,87 1,02
1998 33,29 3,39 3,07 1,03
2001 28,14 2,96 2,44 0,78
2004 23,01 2,61 1,81 0,56
2008 15,97 2,12 0,95 0,27

Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov Eurostatu a SU SR

3.5 Simulacia

Sposob simulacie modelu je podobny simulécii Solow-Swan modelu, odlisny je ale
sposob vypoctu tspor v jednotlivych obdobiach. Postupujeme nasledovne:

1. Na zaklade produké¢nej funkceie vypocitame produkt v roku 1995 (1 =0)

4

Y, =0,825K,%% (*%750L )" = 0,825x157813%% x ("0 3957 ) = 26170

2. Vypocitame efektivnu kapitalovia vybavenost v ¢ase t = 0

K, 157813
K, = =

= 60'0875X0L0 - 60,0875><0 %3957 = 39, 89

3. Vypocitame odchylku efektivnej kapitalovej vybavenosti od staleho stavu
v dase t =0.

39 Standardna chyba parametru p je na trovni 0,0065.
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_ _ k,—k* 39,89-8,189

K, = =3,87
K* 8,189

4. Vypocitame modelovant odchylku spotreby na jednotku efektivnej prace od
staleho stavu:

¥ =wk=0,306x3,87=1,19

5. Vypocitame konkrétnu hodnotu spotreby na jednotku efektivnej prace. Kedze
7=(x—x*)/x*, tak plati:

x=x*(1+7)*=1,668x(1+1,185)=3,65
6. Vypocitame spotrebu v roku t = 0.

CO — ZLOe(),0875><0 — 3’ 65)(3957 Xe(),()875><0 — 14422
7. Vypocitame kapital v nasledujicom obdobi - roku 1996 (1 =1)

K,=K,—0,0391K, +(1-7,)¥,—~C, — NX, =
=157813-0,0391x157813+(1—-0,220) 26170 —14422 — 567 = 157059

8. Vypocitame produkt v roku 1996 (1 =1)
9. Vypocitame efektivnu kapitalova vybavenost v roku 1996 (1 =1)
Atd.

Uspesnost modelovania slovenskej ekonomiky Ramsey-Cass-Koopmans modelom
ilustruja graf 11 a 12. Hlavnymi zdrojmi chyby st rovnako ako v pripade Solow-Swan
modelu nespravnost predpokladu konstantnej miery opotrebenia a nedokonalé
modelovanie sklonu k tisporam. Ako Ramsey-Cass-Koopmans model modeluje sklon
k asporam z disponibilného déchodku (pre kazdé obdobie vypocéitany rovnako, ako
zo Statistickych tdajov, tj. s=1-[C/(Y-G)]=1-C/(1-7)Y) moZno pozorovat na
grafe 13. Graf 14 porovnava skuto¢ny vyvoj kapitalovej zasoby s modelovanym
vyvojom.

Zaujimavé je porovnat hodnoty NRMSE chyb v Solow-Swan modeli a Ramsey-Cass-
Koopmans modeli:

e Pri modelovani produktu je chyba NRMSE = 3,74% nizsia ako v Solow-Swan
modeli (4,06%) co je znakom, Ze endogenizacia sklonu moze priniest pozitivne
vysledky.

e Vylepsenie zhody modelovaného a skuto¢ného produktu sa prejavuje aj na
lepSom zachyteni tempa rastu HDP, kedZze NRMSE pre tempa rastu klesla na
NRMSE = 19,51% v porovnani s Solow-Swan modelom (19,66%).
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Graf 11

R-C-K model: Produkt

Graf 12

R-C-K model: Tempa rastu
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Zdroje oboch grafov: Vlastné vijpoéty podl'a idajov SR SR a Eurostatu

e Vypocitali sme takisto NRMSE pre spotrebu. V Ramsey-Cass-Koopmans
modeli je NRMSE = 4,38% nizsia ako v Solow-Swan modeli (7,04%)

Graf 13

R-C-K model: Kapital

Graf 14

R-C-K model: Sklon k isporam
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¢ Ramsey-Cass-Koopmans model je menej ispesny pri predpovedani kapitalovej
zasoby, NRMSE = 6,83% (Solow-Swan: 4,76%)

e Podstatou vylepsenia Ramsey-Cass-Koopmans modelom je lepsie modelovanie
sklonu k tsporam, ¢o sa prejavilo poklesom chyby na NRMSE = 26,96% oproti
Solow-Swan modelu, kde NRMSE = 30,70%. Podotykame, Ze ide o polepSenie
aj oproti Kaldorovmu modelu, kde NRMSE = 27,06%. Mozeme teda
skonstatovat, Ze endogenizacia sklonu k iisporam bola tispesna.

3.6 Analyza

Zakoncime prezentaciu Ramsey-Cass-Koopmans modelu skonstruovanim fazového
portrétu. Graf 15 je empirickym naprotivkom teoretického obrazku 6. Pri jeho
konsStruovani sme postupovali rovnako ako v pri konstruovani empirickych grafov
v Solow-Swan modeli.

Graf 15

Ramsey-Cass-Koopmans model: Fazovy portrét
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Zdroj: Vlastné vypocty podla tidajov Eurostatu a SU SR

Opit vidime, Ze ekonomika Slovenska sa priblizuje stadlemu stavu sprava. Dévody su,
samozrejme, rovnaké ako pri Solow-Swan modeli. St nimi najma privysoka hodnota
tempa prace nasobiaceho technologického pokroku g = 8,75% a moznost
nadhodnotenia odhadu kapitalovej zasoby v roku 1999.
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Zaver

Robert E. Lucas piSe vo svojom ¢lanku On the Mechanics of Economic Development
publikovanom viac nez 30 rokov potom, ¢o svoje modely konstruovali Solow a Kaldor
(Lucas, 1988): ,Ddvam prednost’ pouzivaniu pojmu ‘teéria’ vo velmi tizkom zmysle
slova, t.j. odkazujiicom na explicitny dynamicky systém, nieco, ¢o moze byt zadané
do pocitaca apustené. To je to, co rozumiem pod ‘mechanikou’ ekonomického
rozvoja — konstrukcia mechanického, umelého sveta, obyvaného robotmi, ktori
prichadzaju do vzajomnych kontaktov, ktorych ekonémia zvycajne Studuje, a ktory
je schopniy) vykazovat také spravanie hrubich ¢ft, ktoré sa podobajii na skutocny
svet...“ Nie¢o podobné, ako opisuje Lucas, sme vykonali v nasej stadii my.

Naplnili sme svet ,robotmi“ spravajacimi sa podl'a pravidiel, ktoré vytvorili Robert M.
Solow a Trevor W. Swan, Nicolas Kaldor, Frank Ramsey, Tjalling C. Koopmans
a David Cass. Solow-Swan model opisal spravanie sa ekonomiky s relativne vysokou
uspesnostou, chyby, ku ktorym pri modelovani dochadzalo pochadzali najma
z predpokladu konstantnej miery opotrebenia, ktord na Slovensku nepozorujeme
anedokonalého modelovania sklonu k dsporam, ktory je v Solow-Swan modeli
rozliénych sklonov k isporam, pri¢om sklon k Gsporam zo ziskov je vyssi ak sklon
k asporam z miezd. Aj napriek tomu, Ze zabudovanie tohto predpokladu do Solow-
Swan modelu je problematické, naznacili sme, Ze vysledky by sa mohli tymto
sposobom vylepsit. Ukéazalo sa vSak ako problematické pouzit samotny Kaldorov
model na analyzu vyvoja ekonomiky SR. VylepsSenie zhody modelovanych
a skutocénych hodné6t priniesla endogenizacia sklonu kisporam v Ramsey-Cass-
Koopmans modeli.

Endogenizacia technologického pokroku by bola dalsim spésobom, ako vylepsit
modelovanie ekonomiky SR. S endogénnym technologickym pokrokom sa vSak pred
nami otvara Siroky priestor teorii endogénneho rastu, ktoré uz nie st predmetom
tejto studie.

62



Literatara

Aghion, Phillipe — Howitt, Peter (1992). A Model of Growth through Creative
Destruction. Econometrica, 60, 2 (March), 323—351.

Barro Robert J. — Sala-i-Martin Xavier (1995): Economic Growth. 2. vydanie. New
York: McGraw-Hill

Barro, Robert J. (1974): Are Government Bonds Net Wealth? Journal of Political
Economy, 81, 6 (December), 1095-1117.

Cass, David (1965): Optimum Growth in an Aggregative Model of Capital
Accumulation. Review of Economic Studies, 32 (July), 233-240.

Caplanova, Anetta — Lisy, Jan — Petriova, Jarmila (1999): Dejiny ekonomickijch
teorii. Bratislava: Elita

Felipe Jesus, Franklin Fischer M. (2001): Aggregation in Production Functions:
What Applied Economists Should Know. Atlanta: Georgia Institute of Technology.
Cambridge: Massachusetts Institute of Technology. Dostupné na internete:
http://are.berkeley.edu/courses/ARE241/fall2005/Felipe.pdf

Domar, Evsey D. (1946): Capital Expansion, Rate of Growth, and Employment.
Econometrica, 14 (April), 137-147.

Harrod, Roy (1939): En Essay in Dynamic Theory. Economic Journal, 49 (June), 14-
33.

Harrod, Roy (1942): Toward a Dynamic Economics: Some Recent Developments of
Economic Theory and their Application to Policy, London: Macmillan.

Hontyova, Kajetdna (2005): Stdtny rozpodet, mena a medzindrodné vztahy. 2.
vydanie. Bratislava: Iura Edition

Kaldor, Nicolas (1995-1956): Alternative Theories of Distribution. The Review of
Economic Studies, Vol. 23, No. 2 (1955-1996), 83-100.

Kaldor, Nicolas (1957): A Model of Economic Growth. The Economic Journal, Vol.
67, No 268 (December), 591-624.

Kaldor, Nicolas (1962): A New Model of Economic Growth. The Riview of Economic
Studies, Vol. 29, No. 3 (Juny), 174-192.

Kaldor, Nicolas (1963): Capital Accumulation and Economic Growth. In Friedtich A.
Lutz and Douglas C. Hague, eds., Proceedings of a Conference Held by the
International economics Association, London, Macmillan.

Keynes, John M. (1963): Obecnd teorie zaméstnanosti, tiroku a penéz. Praha:
Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd.

63



Koopmans, Tjalling C. (1965): On the Concept of Optimal Economic Growth.
Econometric Quarterly Journal of Economics, 108, 3 (August), 681-716.

Krueger, Dirk (2002): Macroeconomic Theory. Standford: Standford University..
Dostupné na internete: http://www.unc.edu/~gkara/710_fallog/Krueger.pdf; 15.
februara 2009

Krueger, Dirk (2005): Quantitative Macroeconomics — An Introduction. Johann
Wolfgang Goethe-University Frankfurt am Main. Frankfurt am Main. Dostupné na
internete: www.wiwi.uni-frankfurt.de/profs/krueger/teaching/QuantMacro.pdf; 15.
februara 2009

Muchova, Eva (2005): Makroekonomia otvorenej ekonomiky. Bratislava: Iura
Edition.

Labaj, Martin (2009): Ekonomickyj rast a rovnovaha. Bratislava: Ekonom.

Lucas, Robert E., Jr. (1988): On the Mechanics of Economic Development. Journal of
Monetary Economics, 22, 1 (July), 3—42.

Lisy, Jan (2005): Viykonnost ekonomiky a ekonomicky rast. Bratslava: Iura Edition

Mankiw Gregory N., Romer David, Weil David N.. (1992): A Contribution to the
Empirics of Economic Growth. Quarterly journal of Economics, 107 (May), 407-437.

Ramsey, F. (1928): A Mathematical Theory of Saving. Economic Journal, 38
(December), 543-559.

Romer, David (2006): Advanced Macroeconomics. 3. vydanie. New York: McGraw-
Hill

Romer, Paul (1990): Endogenous Technological Change. Journal of Political
economy, 98 (October, Part 2): 71-102.

Solow, Robert M. (1956): A Contribution to the Theory of Economic Growth.
Quarterly Journal of Economics, 70, 1 (February), 65-94.

Swan, Trevor W. (1956): Economic Growth and Capital Accumulation. Economic
Record, 32 (November), 334-361.

64



Priloha 1: Prvé pokusy o modelovanie ekonomického rastu:
Harrod-Domar model

Nasledujtici vyklad sleduje publikaciu Caplanova-Lisy-Petri¢ova, 1999 a Lisy, 2005.

Harrodov model

Harrod vychadza zpredpokladu, Ze pomer kapitalovej zasoby a produktu je
konstantny:

z coho vyplyva rovnica akceleratora (kedze I =AK =K, -K, ), na ktorej je zalozeny

Harrodov model:
Kt _Kt—l = e(Yt _Yr—l)
I =6AY

Druhou vychodzou rovnicou je rovnica uspor zalozena na myslienke, ze sklon
k asporam je konstantny:

S=sY
Tretou Harrodovou rovnicou je rovnost aspor a investicii:
S=1

KedZe prva rovnica akceleratora definuje vel'kost investicii a druhé rovnica definuje
velkost tispor, ziskavame

cAY =5Y

z ¢oho vyplava

AY s

Yy @6

kedze I =S =sY, investicie rastd rovnakym tempom ako produkt, pricom ich tempo

je rovné podielu sklonu kuasporam a kapitalového koeficientu. Tempo rastu
ekonomiky definované podielom s/8 Harrod oznadéil ako zarudenda miera rastu.

AL_AY s
I Y 6
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Z rovnice akceleratora I = 6AY vyplyva:

1 AY
—=0—=0
Y Y 8y

Domarov model

Domar vychadza z nutnosti rovnosti agregatneho dopytu a agregatnej ponuky:
AS=AD=Y

Domarové analyza vychadza z principu multiplikatora:

AAD =—AI
s

Druhou délezitou rovnicou je predpis pre iroven agregatnej ponuky
AAS =cl

kde c je konstanta. Rast agregatnej ponuky je proporcionalny investiciam (kedZe tato
funkcia de facto zodpoveda rovnici akceleratora, je ju mozno odvodit rovnakym
sposobom).

Ak dame agregatnu ponuku a agregatny dopyt do rovnosti
AS=AD

musi platit:

AAS =AAD

Druhé rovnica urcuje zmenu agregatnej ponuky, zmenu agregatneho dopytu urcuje
rovnica multiplikatora:
1

cl =—Al
S

Po tprave:

Ak predpokladame, Ze pomer investicii a produktu (resp. agregatneho dopytu) je
konStantny (¢o pri predpoklade AS=0<1=0 vyplyva zrovnice multiplikatora),
tempo rastu produktu musi byt rovnaké ako tempo rastu investicii

AY _AL_
Y I

cSs
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KedZe konsStanta c je vlastne obratenou hodnotou kapitdlového Kkoeficientu
(porovnajme rovnicu akceleratora a rovnicu AAS = ¢l ) ziskavame:

AV _AT_s
Y I 6
Oba modely sa teda totozné. Ddlezitym zaverom je, ze miera tuspor a kapitalovy

koeficient determinuja jedini hodnotu tempa rastu produktu, ktord zabezpeci
rovnost Gspor a investicii a agregatneho dopytu a agregatnej ponuky.

Priloha 2: Riesenie Ramsey-Cass-Koopmans modelu

Nasledujuci vyklad sleduje publikaciu Krueger, 2002.

Funkciu uZito¢nosti odvodime z tzv. CRRA (constant relative risk aversion) funkcie
uzitoCnosti v tvare:

¢ -1

viey= -0

Kedze 1/(1- o) je konstanta m6zeme funkciu uzito¢nosti zapisat ako:

1-o

U(c)=~
l1-o
Dalej plati

1-o 1-o

€_th(C) — e—pt c — e—pt (Zegt)l_a — e(p—g(l—a))r y4
l1-o -0 -0

kde x je spotreba na jednotku efektivnej prace y=C/Le® =c/e* . Ak zadefinujeme
p=p-—g(l-0) mozeme zapisat funkciu uzitocnosti ,dynastie” (ktord mapuje
uzitocnost domacnosti, ktora zije vprvom skimanom obdobi avSetkych jej
potomkov):

1-

el o
uz.[ep’z dt
0 (o2

1—

Z funkcie akumulacie kapitdlu K =Y —C - 6K odvodime analogicky ako pri Solow-
Swan modeli funkciu akumulécie pre efektivnu kapitalovt vybavenost:

k=f(x)-(d+n+g)k—x
Maximalizaénou tlohou je teda:

1-o
w0

maxu =.[e
l1-o

0
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Pod obmedzenim:
k=f(k)-(6+n+g)k—x

RieSenie tohto problému ziskame sformovanim Hamiltonovej funkcie:

H(t,,(,z,ﬂ):e-ml(i)a ([ [ x()]-(5+n+g)x(r)-2(1)]

kde A je adjungovana premenna.

Podmienky rovnovahy su:

1 SHORZD o iy =2
dy
. dH(t,x,6,A)
o j=-HLKGA) —(5+n+g)|A
” =—[f'(x n+g)]

3. lim A(¢) k(7) =0 - podmienka transversality

1—o0

Derivovanim prvej podmienky podl'a ¢asu ziskavame:
A=e?U"(x)x'—pPe”U ()

Kombinéciou sprvou podmienkou dalej odvodzujeme predpis pre tempo rastu
adjungovanej premenne;:

AU,
A U'(8)

Uvedent rovnost kombinujeme s druhou podmienkou:

u'(x)x

7 =—[f'(x)=(5+n+g+p)]

KedZe j = y' ziskavame:

U'(x)x

TP =—[f (k)= (5+n+g+p)]x

Ziskavame teda druht dynamicka rovnicu systému, ktora vysvetl'uje zmenu spotreby
v Case:

=—[f )-(6+n+g+p)]x
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Dynamické rovnice v tempach rastu mozeme zapisat ako:

—kzm—(5+n+g)—l
K K K

%zé[f’(l()—(§+n+g+,b)]

Pre Cobb-Douglasovi produkéna funkceiu plati:

x| &

=A™ —(5+n+g)—%

N I

:é[AaK‘H —(6+n+g+p)]
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