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Abstrakt

SKOPEK, Juraj: Diskrétne zlozené rozdelenia ako ndstroj ziskania vybranych
informacii o poctoch ndkazy koronavirusom v zvolenej lokalite. — Ekonomicka
univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra matematiky
a aktuarstva. — Veduci zaverecnej prace: doc. RNDr. Galina Hordakova, CSc. —

Bratislava: FHI EU, 2021, 60 s.

Ciel'om bakalarskej prace je spracovat podstatu diskrétnych zloZenych rozdeleni, ako
vhodnych modelov na spresnenie stanovenia pravdepodobnosti po¢tu nakazenych osdb
infekénou nakazou akou je koronavirus a ziskat  tak uzito¢né informacie o priebehu tejto
ndkazy. Predpokladom pre opis Sirenia ndkazy je informacia o pocte nakazenych
jednym jedincom vyjadrena diskrétnym rozdelenim. Naslednym n-nasobnym zlozenim
tohto rozdelenia mdézeme ziskat’ rozdelenie poctu nakazenych n-tej generacie opisanych
vetviacim procesom. Potom moézeme porovnat’ vysledky s pripadom, ked’ zohl'adnime
pocet pripadov s cestovatelskou anamnézou opisanych diskrétnou ndhodnou
premennou. TieZ vieme porovnat Ucinnost réznych kontrolnych mechanizmov, ktoré
zvacSuju pravdepodobnost’ zaniku ndkazy l'ubovolnej genericie. V aplikacnej Casti
naSej prace uvadzame model vetviaceho procesu, ktory opisuje stochastické Sirenie
nakazy v jazyku R, v ktorom pomocou metédy Monte Carlo simulacie po¢itame diskrétne

zloZzené rozdelenia.

KrPucové slova: diskrétne zlozené rozdelenia, koronavirus, rozdelenie po¢tu potomkov,

vetviaci proces, pravdepodobnost’ zaniku, Monte Carlo simulacia



Abstract

SKOPEK, Juraj: Discrete compound distributions as a tool for obtaining selected
information on the number of coronavirus infections in a given location. — University
of Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of
Mathematics and Actuarial Science — Supervisor: doc. RNDr. Galina Hordkova, CSc. —
Bratislava: FHI EU, 2021, 60 p.

The aim of this bachelor thesis is to process the fundamentals of discrete compound
distributions, as suitable models for more accurate determination of the probability of
the number of persons infected with an infectious disease, such as the coronavirus and
to obtain useful information about the course of this disease. The assumption for
describing disease spread is the information about the number of infected by one
individual, expressed by a discrete distribution that we call the offspring distribution.
With the subsequent n-fold compounding of this distribution, we can obtain the
distribution of the number of infected of the n-th generation described by a branching
process. We can then compare results with the case when we account for the number of
cases with travel history, described by a discrete random variable. Also, we can compare
the effectiveness of different control mechanisms that magnify the probability of
extinction of any given generation. In the application part of our thesis, we present a
branching process model that describes stochastic disease spread in R language, in which

we compute discrete compound distributions using the Monte Carlo simulation method.

Key words: discrete compound distributions, coronavirus, offspring distribution,

branching process, probability of extinction, Monte Carlo simulation
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Uvod

Od vypuknutia epidémie spdsobenej koronavirusom SARS-CoV-2 v ¢inskom
meste Wuhan na konci roku 2019, ktora neskdr v marci 2020 vyustila do pandémie
COVID-19, sa poradné organy vlad roznych krajin snazia na zédklade dostupnych udajov
predpovedat’ mozny vyvoj tejto nakazy. Pozorovanim nebezpe¢ného charakteru tejto
nakazy, vysli nariadenia vladnych organov viacerych krajin zatvorit prevadzky
a institucie, ¢o sposobilo obrovsky pokles v dopyte po tovaroch a sluzbach a v kone¢nom
dosledku aj globalnu ekonomicku krizu. Vo fazach lepSej epidemickej situdcie vznika
spolo¢ensky natlak na otvorenie ekonomik adresovany vladnym $pickam, avsak nie vzdy
vedia poradné orgény presne odhadnut’ vyvoj ani aktudlny stav pandémie a kvoli
existencii potencialneho rizika zvysenia poctu nakazenych, hospitalizacii a umrti nemozu

V tomto smere robit’ ul'avy.

Odpovede na niektoré otazky v suvislosti s epidémiou, alebo pandémiou moézeme
ziskat’ pomocou matematickych modelov. Aby takéto modely poskytli kvalitny zdroj
informacii, potrebujii kvalitné vstupné udaje, ktoré st ¢astym nedostatkom modelov
v tejto oblasti. Zakladny model, ktorym sa modeluje priebeh viny epidémie je takzvany
SIR model. V fniom rozdelime populaciu do troch zakladnych skupin, S (z angl.
susceptibles) — jedinci, ktori sa m6zu potencialne nakazit’ (vnimavi), | (z angl. infectives)
— infikovani a R (z angl. removed class) — tzv. vyradeni jedinci, ktori sa bud’ vylie¢ili,
alebo zomreli 12, Podstatou modelu je pomocou systému rovnic zachytit' dynamiku
Sirenia, kde jedinci postupne prechadzaju z jednotlivych skupin v ¢ase, az kym sa nebude
mat’ kto nakazit,, teda nastane koniec epidémie. Takyto model potom dokaze na zéklade
vstupnych parametrov predpovedat kedy nakaza zanikne. Model je vSak deterministicky
a predpoklada, Ze infikovany jedinec d’alej infikuje vnimavych konstantnou mierou, ¢o
V praxi nebyva pravda. Z takéhoto modelu sa da odvodit’ vyznamny ukazovatel’ pri Sireni
nakazy, ¢o je zakladné reprodukéné ¢Cislo (R,), ktoré vyjadruje priemerny pocet

nakazenych jednym infekénym jedincom.

V nasej praci sa zameriame na iny pristup, stochasticky, kedy pocet nakazenych
budeme skumat’ rozdeleniami pravdepodobnosti, pricom nastroje, ktorymi budeme tieto

pravdepodobnosti analyzovat’ st diskrétne zloZené rozdelenia a ich charakteristiky.
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Praca je rozdelena do Styroch kapitol. Prva kapitola sa zaobera rozliSenim
deterministického a stochastického pristupu pri modelovani Sirenia ndkazy. Zaroven
opisuje diskrétnu ndhodnti premennu, diskrétne zlozené rozdelenia a zékladné
predpoklady vetviaceho procesu, ktory pouzijeme na opis generacii poctu
nakazenych. Druhd kapitola obsahuje ciele naSej prace, kde priblizime aj aplika¢nta
cast’. Tretia kapitola sa zaobera metodikou, kde najprv definujeme jednotlivé modely
poétu potomkov a metédy ich odhadu z udajov. Dalej sa venujeme viacnasobne
zlozenym rozdeleniam, ktoré v rdmci naSej prace chapeme ako vetviaci proces,
pri¢om tieto rozdelenia budeme uréovat’ metédou Monte Carlo simulacie. Stvrta,
zavereCna kapitola, je venovana vysledkom nasej prace a diskusii. Z vetviaceho
procesu, ktory realizujeme v jazyku R ziskame informacie o pravdepodobnosti
zéniku koronavirusu v danej lokalite, ¢o ndm posluzi ako predpoklad na porovnanie
efektivity kontrolnych mechanizmov na zamedzenie S$irenia koronavirusu

v hypotetickej lokalite.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahrani¢i

1.1 Porovnanie deterministického a stochastického pristupu pri
modelovani Sirenia nakazy
Sposob, akym budeme skiimat’ pocet nakazenych a Sirenie nékazy, resp. velkost’
epidémie, je cez generacie, kde jednotlivé generacie vznikaju ako vysledok Sirenia
nakazy. Po¢iato¢nt intuiciu moéZeme ziskat’ z obrazku 1.1 kde prezentujeme jednoduchy

model Sirenia ndkazy deterministickym pristupom.

Obrazok 1.1 Jednoduchy deterministicky model Sirenia nakazy.

Deterministic Case

People you've shared the virus with 39

)

1

)

1

You

\

M

)

1

N
Y
AN/

|

(Zdroj: 1)

Na obrazku 1.1 ide o jednoduchy deterministicky model Sirenia ndkazy so
zakladnym reprodukénym Cislom Ry = 3 (ak berieme do uvahy iba pravi stranu obrazku).
Predstavme si, ze mame 3 kontakty a kazdy na$ kontakt méa d’alSie 3 kontakty atd’. Ak
v danom modeli vystupujeme ako prvy uzol siete, resp. nultd generacia, tak vidime, ze
tretia generacia od néas obsahuje uz 33 teda 27 nakazenych a nepriamo sme zdiel’ali virus
s 39 l'ud’'mi.

Iny pristup pri modelovani nakazy, ktorému sa v naSej praci budeme venovat,
je tzv. stochastické modelovanie, kedy jednotlivé parametre Sirenia a iné epidemiologické
ukazovatele skimame ndhodnymi premennymi, teda nevieme dopredu stanovit’ kol’ko

vnimavych o0sob nakazi infek¢éné osoba.
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Obrazok 1.2 Jednoduchy stochasticky model Sirenia nakazy.

Probabilistic Case S
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(Zdroj: )

RealnejSia situacia je na obrazku 1.2, kde vidime, ze niektori 'udia nenakazia
nikoho, niektori nakazia len jednu, alebo dve osoby. Dany model predpoklada najviac 3
kontakty, pricom Vv realite je tento pocet individualny, ¢o sa v modeloch vel'mi tazko
zohladiiuje. Z obrazku 1.2 nevieme urcit’ R, od pohladu, pretoze nemame dostato¢né
mnozstvo informacii. V pripade, ze by sme poznali podmienene pravdepodobnostné
rozdelenie prenosu nakazy za predpokladu stretu s danou osobou a pravdepodobnostné
rozdelenie stretu 0sob, tak potom vieme R, vypocitat pomocou definicie podmienenej
pravdepodobnosti a strednej hodnoty. Tieto tidaje st v§ak naro¢né na ziskanie kvoli tazko

merate'nému charakteru tychto informécii.

Spolahlivé nastroje, ktoré ndm sliZia na analyzu poc¢tu nakazenych st diskrétne
pravdepodobnostné rozdelenia, ktoré vieme ziskat' spracovanim udajov o pocte
nakazenych. Potom zakladné reprodukéné cislo Ry vieme vyjadrit’ strednou hodnotou
z rozdelenia poctu potomkov, z angl. offspring distribution @, alebo inak povedané
rozdelenie prvej generacie poctu nakazenych, teda sekundarne pripady nédkazy sposobené
jednym primarnym (indexovym) pripadom 1. Autori 21, vytvorili teoreticky ramec, ako
v zavislosti od urcitych informécii 0 danej ndkaze mozno vhodne vybrat’ model poctu
potomkov. V nadvdznosti na vhodny vyber modelu po¢tu potomkov potom moézeme
analyzovat’ dané generdcie nakazenych pomocou Specidlnej skupiny diskrétnych
rozdeleni. Tieto rozdelenia alebo modely sa nazyvaju diskrétne zlozené rozdelenia a

predstavuju Specidlny pristup pri opisovani nahodnych udalosti.
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1.2 Diskrétna nahodna premenna a jej zakony rozdelenia

Diskrétna ndhodna premenna (na ktorti sa budeme odvolavat’ aj skratkou DNP),
nadobuda urcité ciselné hodnoty, pricom tychto hodnét moze byt konecné alebo
spocitatelné mnozstvo. Nahodnu premennu jasne opisuju zakony rozdelenia. V pripade
diskrétnej nahodnej premennej su tymito zdkonmi najmd pravdepodobnostna

a distribu¢na funkcia, ale aj vytvarajuce funkcie.

Definicia 1.1 Nahodna premenna X sa nazyva diskrétna ndhodnd premenna, ak existuje
nanajvys spocitatel'na mnozina hodndt H taka, ze ),,ey P(X = x) = 1. Mnozina H sa
nazyva obor diskrétnej nahodnej premennej, funkcia p:R — (0;1), rozdelenim

pravdepodobnosti v podobe pravdepodobnostnej funkcie, pricom

P(X =x), prex€H

px (x) ={ 0 prex & H (1.1)

Pravdepodobnostnou funkciou vyjadrujeme pravdepodobnost, ze ndhodnéd premenna X

nadobudne prave hodnotu x.
Definicia 1.2 Distribu¢nou funkciou diskrétnej nahodnej premennej X rozumieme
funkciu F: R — R definovanu vztahom:

Fy(x) =P(X<x),x€R (1.2)

Veta 1.1 Pre diskrétnu nahodnt premennti X s pravdepodobnostnou funkciou podl'a (1.1)

plati

Fx(x) = Z px(t), Vx €R (1.3)

t<x

14



Veta 1.2 Vlastnosti distribu¢nej funkcie:

1LVxER:0<Fy(x)<1 (1.4)
2. lim Fx(x) =0 (1.5)
X——00
3. lim Fx(x) =1
m x (x) (1.6)
4, Vxl,xz € R:x1 < X = P(xl <X< xZ) = F(xZ) - F(xl) (17)
5. Funkcia F je neklesajtca funkcia. (1.8)
6. Funkcia F je spojita sprava. (1.9

Definicia 1.3 Pravdepodobnostna vytvarajuca funkcia Px(t) nahodnej premennej X je

stredna hodnota premennej t*

Py(t) = E(t*) = Z t* - px(x) (1.10)

X€H

Definicia 1.4 Momentova vytvarajica funkcia my(t) ndhodnej premennej X je stredna

hodnota premennej etX

my(t) = E(e") = Z e - px(x) (1.11)
X€EH
za predpokladu, Ze:
Z e px(x) < (1.12)
XEH

1.2.1 Momenty diskrétnej nahodnej premennej

Definicia 1.5 Nech X je diskrétnd nadhodna premenna nadobudajica hodnoty x

s pravdepodobnostami py(x), x € H. Potom vyraz:

Z x*¥py(x), kEN (1.13)

XEH

15



oznacujeme Vv (X) a nazyvame zaciato¢ny moment k-teho radu, ak plati:

leklpx(X) < o (1.14)

X€EH
Zaciato¢ny moment pre ktory plati k = 1 (ak plati (1.14)) sa nazyva Stredna hodnota

(ocakavana hodnota), ktorti oznacujeme E (X).

Definicia 1.6 Nech X je diskrétna nahodna premenna nadobtdajuica hodnoty x

s pravdepodobnostami py(x) = P(X = x), x € H. Potom vyraz:

Z(x —v ()" px(x), kex (1.15)

XEH

Oznacéujeme uy (X) a nazyvame ho centralny moment k-teho rdadu, ak plati:

D | = 0) |- a0 < 0 (1.16)

X€EH

Disperzia alebo rozptyl je Specialny pripad centralneho momentu pre k = 2. Pre

disperziu nahodnej premennej X plati

D(X) = v,(X) —vi(X) = E(X*) — E*(X) (1.17)

16



1.3 Zlozené rozdelenia

Motivaciou K pouzitiu tychto rozdeleni (modelov) zvyc¢ajne byva informacia
0 vyskyte poctu zhlukov, ktoré spdsobuju, resp. generuju udalost, ktoru sledujeme

a agregovanim takychto zhlukov potom dostaneme udalost’ celkovu.

Zlozené rozdelenia, ale aj vSeobecne pravdepodobnostné rozdelenia patria medzi
obl'ibené nastroje na analyzu javov vo viacerych oblastiach, kde vysledok predmetnych
javov je dopredu neisty. Takyto vysledok méze predstavovat’ urcité riziko, ¢o nemusi
v kazdej situécii predstavovat’ nieco negativne. Tradi¢ne sa tieto modely aplikuju vo
finanénej oblasti, napr. v poistnej praxi moze ist’ o riziko vyplyvajace z rozdielu medzi
o¢akavanymi a skutoénymi poistnymi plneniami a stvisiacimi nakladmi . Zlozené
rozdelenia v takom pripade umoznuju poistovni pomocou skodovej frekvencie a vysky
Skody predvidat’ naklady stvisiace s danym portféliom poistnych zmlav za urcity cas
a zabezpecit' si konkuren¢nu vyhodu. O nieco menej tradicné, ale stale vhodné oblasti na
aplikdciu tychto modelov st napr. telekomunikacie (celkovy pocet stiahnutych
megabajtov daného portfolia zakaznikov [*®), zdravotnictvo (celkova kapacita pacientov
v nemocnici), marketing (celkova dizka hovoru s klientmi vcall centre) [14
a v neposlednom rade aj v epidemioldgii, ako nastroj na analyzu poctu nakazenych, ako

vysledok vetviaceho procesu.

1.3.1 Definicia zlozenej nahodnej premennej a jej zakonov rozdelenia
Nasledujucu definiciu uvadzame podl'a ! s mierne odlignou interpretaciou:

Definicia 1.7 Nech {X;};2; je postupnost’ nezavislych, nezapornych a identicky
rozdelenych nahodnych premennych. Nech nahodna premenna N, ktorda ma diskrétne
rozdelenie generuje nahodnu premennu S a zaroven je nezavisla od X. Potom ndhodnou

premennou S vyjadrime sucet

a hovorime, Ze ma zlozené rozdelenie. Nahodna premennd N ma primdrne rozdelenie
a ndhodna premennd X sekunddrne rozdelenie. Bez Specifikacie jednotlivych rozdeleni

pouzijeme §tandardny zapis S ~ Co(py (n); Fx (x)).
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Poznamka 1.1 Ak ndhodnd premenna X je v takomto modeli diskrétna (mdze byt aj
spojita), potom je diskrétnou nahodnou premennou aj nahodna premenna S ama
diskrétne zlozené rozdelenie. My budeme d’alej len pracovat’ len s tymto typom zlozeného

rozdelenia.

Ked’Zze nahodna premenna S je diskrétna, potom pravdepodobnostna funkcia

ps(x) ndhodnej premennej S ma tvar:

. a1 —
pS(x) — Z pN (n) pX (x)F X = 0F1F2l e (1.19)
n=0
0, x* 0,12, ..

kde px" je n-nasobnou konvolticiou pravdepodobnostnej funkcie py(x). Pre nulta

konvoluciu p3 plati

N 1, x=0
px’(x) = {o %0 (1.20)

)

Pri zlozenych (diskrétnych) rozdeleniach méze ndhodnd premennéd X vSeobecne
nadobudnit’ hodnoty nezaporné, ale moéze nadobudnut’ aj hodnoty kladné, pricom je
dolezité tieto dve podmienky rozliSovat’. VSeobecny pripad opiseme podmienkou (1.21)

pretoze S =0=N =na)i, X; = 0 potom

ps(0) = pu(0) + ) py(m) - p(0) (121)
n=1

Pripad, ze nahodnd premenna nadobuda hodnoty kladné opiSeme podmienkou

P(S =0) =P(N = 0), resp. ps(0) = py(0), pretoze S =0=> N = 0.

V diskrétnom pripade je distribu¢na funkcia Fg(x) ako v pripade (1.3)

,»skokovou* funkciou pre ktoru platia rovnaké vzt'ahy, teda

Fs(x) =P(S<x), x€{k;k+1), keZzi (1.22)
resp.
Fs(0) = ) py@) - (), x2 0 (1.23)
n=0
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Obrazok 1.3 Graf distribu¢nej funkcie zlozeného rozdelenia v pripade diskrétne;j
sekundarnej nahodnej premennej S piatimi bodmi nespojitosti (Zdroj: Vlastné

spracovanie).

1.0

Fs(x)

00 02 04 06 08

1.3.2 Momenty a vytvarajuce funkcie zlozenej nahodnej premennej
Nasledujice dokazy platnych vztahov preberdame od [,

Stredna hodnota E(S). % Veta 0 uplinej strednej hodnote dava do platnosti vzt'ah

E(S) = E[E(SIN)] (1.24)

Vyuzitim vlastnosti strednej hodnoty, pre sucet X; +X,+---+ X, identicky

rozdelenych, nezavislych NP uvadzame vztah

E(SIN =n) = E <Z Xi> = n-E(X) (1.25)

i=1

ktory pre n = 0,1,2, ... vyjadrime ako

E(SIN) =N -E(X) (1.26)

a vysledny vzt'ah zapiSeme v podobe

E(S) = E[E(SIN)] = E[N - E(X)] = E(N) - E(X) (1.27)

Disperzia D(S). [ Veta o upinej disperzii dava do platnosti vztah

D(S) = E[D(S|N)] + D[E(S|N)] (1.28)
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Podl'a vzt'ahu (1.17) pre sucet X; + X, + --- +X,, identicky rozdelenych, nezavislych NP

D(SIN=n) =D (Z Xi) = n- [E(X?) — E2(X)] (1.28)

i=1

Pren = 0,1,2, ... plati vzt'ah

D(SIN) = N - [E(X?) — E2(X)] (1.29)

a po dosadeni vzt'ahov (1.25) a (1.28) do (1.27) dostaneme

D(S) =E(N) -D(X) + E*(X)-D(N) (1.30)
Pravdepodobnostna vytvarajiuca funkcia Pg(t). Z vety o uplnej strednej hodnote
vyplyva vztah

Ps(t) = E(t%) = E[E(t°|N)] (1.31)
Pre sucet X; + X, + --- +X,, identicky rozdelenych, nezavislych NP plati
n
E(t5IN =n) = HE(tX") = (Py(®)" (1.32)
i=1
Vzhl'adom na E (t%) = Ps(t), dosadenim (1.32) do (1.31) pre n = 0,1,2, ... dostaneme

Ps(t) = E [(Pc(0)"] = Pu(Px(®)) (1.33)

Analogickym vyjadrenim by sme prisli k vyslednému vzt'ahu pre momentovu

vytvarajicu funkciu mg(t) ndhodnej premennej S, teda plati vztah

mg(t) = E[eNnimxO)] = my (In (mx (1)) (1.34)
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1.3.3 Metody urcenia zlozenych rozdeleni

Zlozené rozdelenia si vyzaduji komplexnejSi pristup pri vypoctoch hodnot
zakonov rozdelenia, nakolko berieme do tuvahy dve, resp. viacero nahodnych
premennych. Urcenie zlozeného rozdelenia mézeme exaktne ziskat’ numerickou metodou
cez konvolucie pouzitim vztahov (1.19), resp. (1.23). Tato metoéda je na jednu stranu
presna, avsak S rozsahom hodnét za¢ina byt numericky narocna a v mnohych pripadoch
neuskutoénitelna 14, Alternativnou numerickou metédou st napr. Panjerové rekurentné
vztahy, ktorymi vieme zabezpeit' vypocCet hodnot blizkym k exaktnym. Znaénym
obmedzenim tejto metody je, ze rozdelenie primarnej nahodnej premennej musi patrit’ do
urcitej skupiny rozdeleni arozdelenie sekundarnej ndhodnej premennej musi byt

diskrétne.

S vykonom dnesnej vypoctovej techniky mozno uplatnit’ metddy Simulacné,
z ktorych jednou je napriklad Monte Carlo simuldcia. Znalostou ur¢itych vypoctovych
nastrojov je l'ahko aplikovatelnd aj v pripade urovania zlozenych rozdeleni, ktoré
vznikaji skladanim viacerych, vSeobecne n rozdeleni. Dalej existuju aj metody
aproximativne, nNapr. aproximacia normalnym rozdelenim, resp. posunutym gama
rozdelenim, ktoré su za urcitych podmienok vhodné a l'ahko aplikovatel'né. Prehlad

tychto metdd prezentujeme na obrazku 1.4.

Obrazok 1.4 Metody urcovania zloZeného rozdelenia.

metody uréovania

zloZzeného
rozdelenia
numerické, numerické, simulaéné aproximativne
Exaktné Rekurentné (napr. Monte Carlo (laproximécia ,
(konvolucie) (Panjerové rekurentné simuldcia) normalnym rozdelenim,
‘ah posunutym gama
vztahy) rozdelenim)

(Zdroj: Vlastné spracovanie)
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1.4 Predpoklady vetviaceho procesu

Predstavme si objekty, ktoré dokazu generovat’ d’alSie objekty rovnakého druhu.
Pod takymi objektami mdézeme mat’ na mysli muzov, rozmnoZzujuce sa baktérie alebo
neutrény v retazovej reakcii . Vetviaci proces predstavuje sposob, ktorym mozno
pomerne jednoducho opisat’ taktto situdciu. Tento stochasticky model, tiez nazyvany
Galton-Watsonov proces (d’alej len G-W proces), vychadza zo Statistického skiimania
vyhynutia priezvisk aristokratickych rodov v Anglicku. Prave touto otazkou F.Galton
polozil zaklady tohto modelu v roku 1874 a neskor sa mu venoval aj Watson. Definiciu

zakladného jedno typového G-W procesu uvadzame podla ¥ v bodoch:

e Proces zac¢ina s jednotlivcom, ktory je nultou generaciou populécie.

e Tento jednotlivec stvori ndhodny poget potomkov X € Zg, ktori
predstavuju prvu generdciu populacie.

e Kazdy jednotlivec z prvej generacie stvori d’alSich potomkov nezéavisle od
seba s identicky rozdelenymi nahodnymi premennymi X, vysledkom ¢oho
vznikne druha generdcia populacie. Tato generacie potom podla
rovnakych pravidiel stvori tretiu generdciu atd’.

e Kazdy jednotlivec zije presne jednu casovu periodu, teda jednu
»generaciu.

V ramci naSej prace pribliZime aj Specidlny pripad, ked’ predpokladame, Ze takyto
proces nezacne jednotlivec, ale niekol’ko jedincov, ktori prichadzaju zvonka do systému

ndhodne. V epidemioldgii predstavuju takyto jedinci pripady tzv. cestovatel'skej

anamnézy, ktori sa z dostupnych udajov daji opisat’ ndhodnou premennou.
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2 Ciele prace

Z prirodzene stochastického charakteru Sirenia vysoko infekénych nakaz, ktorymi
st rozne kmene koronavirusov, je potrebné predpovedat’, do akej miery mdze potencialne
ohnisko nakazy narast’ a kedy o¢akavame koniec epidémie, resp. pandémie spdsobene;j
tymto kmenom. Ako uvadzame v prvej kapitole, Sirenie nakazy infikovaného jednotlivca,
ktory méze nakazit' ndhodny pocet jedincov, resp. nemusi nakazit’ nikoho, je vhodné
opisat’ nahodnou premennou. Tato nahodnost’ budeme opisovat’ spominanym rozdelenim
poctu potomkov, pre vybranu lokalitu. Pomocou udajov 0 nakaze jednotlivca za dana
lokalitu mozeme vyuzitim Statistickych metéd odhadntt’ rozdelenie po¢tu potomkov. So
znalost'ou tohto rozdelenia vieme prostrednictvom vetviaceho procesu opisat’ ako sa tato
nakaza S§iri jednotlivymi generadciami poctu nakazenych. Nastroj, ktorym vieme
I'ubovol'né generacie opisat’ a ziskat tak pre dant generaciu niektoré informadcie st prave

diskrétne zlozené rozdelenia a ich Ciselné charakteristiky.

Hlavnym ciel'om nasej prace je prostrednictvom diskrétnych zlozenych rozdeleni
analyzovat’ pravdepodobnost’ zéniku nékazy, priCom vychadzame z predpokladu, Ze
ndkazu v danej lokalite zacal jeden infikovany jedinec (indexovy pripad). Tento
predpoklad vsak v realite splneny nie je. Ak sa skimana lokalita Giplne neizoluje, napr.
uzavretim hranic krajiny, tak nové pripady nakazy budu stale do skumanej lokality
prichadzat’ ,,zvonka* a kazdy novy infikovany jedinec tak predstavuje potencidlne riziko
vytvorenia d’al$ieho lokalneho ohniska. Tieto pripady sa odborne nazyvaju cestovatelskd
anamnéza ataktiez ich mozeme skiimat’ ndhodnou premennou. V takomto pripade
vetviaci proces nezacne jednym indexovym pripadom, ale ndhodnym poctom
»~importovanych pripadov”, ktoré zdsadne menia dynamiku Sirenia a zvySuju tak riziko
epidémie. Ked'ze podjde o isti komplexnost vypoctov pri viacndsobnom skladani
rozdelenia poctu potomkov, nahodné premenné v ramci nami vybudovaného vetviaceho
procesu budeme simulovat’ prostrednictvom Monte Carlo simulécie, ktora je aj jednou zo
spominanych metdd urcenia zloZeného rozdelenia. Tieto komplexné vypocty, teda
simulovanie vetviaceho procesu budeme vykonavat’ v konkrétnom prostredi jazyka R
a vysledky tak budeme prezentovat’ v roznych forméch vystupov, ktoré dané prostredie

ponuka.
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3 Metodika prace a metody skiumania

Z uvedeného ciela je samozrejmé, ze prvotne je treba poznat’ rozdelenie (modely)
poctu potomkov infekénej ndkazy pre dant lokalitu. Model, ktorym budeme opisovat’
pocet potomkov predstavuje diskrétna ndhodna premenna. V naSej praci budeme
oznacovat" pocet potomkov nahodnou premennou X, ajej hodnoty x. Spracovanim
udajov vieme urCit’ konkrétne rozdelenie, ktorym sa pocet potomkov riadi. Parametre
tychto rozdeleni budeme odhadovat z udajov metodou momentov a vhodnost
navrhovaného teoretického rozdelenia budeme testovat’ Pearsonovym chi-kvadrat testom

dobrej zhody.

V ramci naSej analyzy budeme tiez skiamat’, ako mézu kontrolné mechanizmy
menit’ chod S$irenia nakazy, ¢o vplyva na pravdepodobnost zaniku nakazy. Tieto
implementacie vieme vykonat prostrednictvom upravy pdvodného rozdelenia poctu
potomkov v parametroch. Kvoli tymto Gpravam si predstavime useknuté a modifikované

diskrétne rozdelenia.

So znamym rozdelenim poctu potomkov mdzeme skonstruovat’ vetviaci proces.
Vysledkom vetviaceho procesu je rozdelenie poctu nakazenych osdb n-tej generacie,
ktoré vzniklo n-krat zloZzenim rozdelenia po¢tu potomkov. Tato nahodni premennu
budeme oznacovat’ Z,, a jej hodnoty z. Takisto vieme na zaklade vzt'ahov definovanych
v prvej casti priblizit toto rozdelenie zakladnymi CcCiselnymi charakteristikami
a pravdepodobnostnou vytvarajucou funkciou, pomocou ktorej mozno analyticky

vypocitat’ pravdepodobnost’ eventualneho zaniku nakazy.
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3.1 Modely poctu potomkov

Rozdelenie poc¢tu potomkov je pravdepodobnostné rozdelenie poctu
sekundarnych pripadov nahodnej premennej X spdsobenych kazdym infekénym
hostitelom, ktoré sa vSeobecne riadi Poissonovym rozdelenim, avSak 1isi sa
roznorodostou sposobenou ¢i uz hostitelom, alebo inymi faktormi. Na adresovanie
spominanej roznorodosti, hodnota pre infekény profil daného jednotlivca je potom
ocakavana hodnota poctu sekundarnych pripadov, ktoré sposobi, resp. jeho individuéalne
reprodukéné ¢islo R,,. Kvoli vplyvu okolnosti na prenos choroby, R, nie je nevyhnutne
pevnym atribitom kazdého jednotlivého hostitel'a, ale skor vlastnost konkrétnej
infek¢nej anamnézy daného hostitel'a (t.j. okolnosti pocas celého infek¢ného obdobia

tohto hostitel'a) [,

Podra ¥l sii vhodnymi kandidatnymi modelmi diskrétne rozdelenia Poissonovo,
geometrické, resp. negativne binomické. Autori predkladaju teoreticky ramec, kde
rozoberaju, V akych situdcidch mozno aplikovat' jednotlivé rozdelenia. AvSak pre
jednoduchost’ nasej prace a faktu, Ze preferujeme pristup cez analyzu udajov o pocte
potomkov, budeme sa riadit’" kritériom a overovanim vhodnosti vybraného modelu
stanovenymi metodami. Z uvedeného vyplyva, Ze nevylucujeme ani rozdelenie

binomicke. Na strane 25, v tabul'ke 3.1 je prehl'ad zakladnych diskrétnych rozdeleni.

Tieto zakladné diskrétne rozdelenia spolu vel'mi tizko stvisia. Limitné vlastnosti
sa prejavuju vtedy, ked rozsah suboru, alebo parametre nadobudaji urciti velku
(6 = ), resp. malu hodnotu (6 — 0). Za takych predpokladov, mdzeme spomenuté
rozdelenia aproximovat’ navzajom. Okrem limitnych pripadov, vieme niektoré rozdelenia
vyjadrit’ ako Specialne pripady druhych, napr. geometrické rozdelenie je Specidlnym

pripadom negativne binomického, ak r = 1.

Obrazok 3.1 Vzajomné vztahy zakladnych diskrétnych rozdeleni (Zdroj: [°)

NBi (r; p) Bi (m; q)
~~~~~~~~~~~ [\ e ~————  $pecialny pripad
‘*' ~~~~~~~ :\\ ________ limitny pripad
Ge (p) A(q) Po (1)
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Tabul’ka 3.1 Zakony rozdelenia a vlastnosti zakladnych diskrétnych rozdeleni ako modelov po¢tu potomkov. (Zdroj: Vlastné spracovanie podla

pouzitej literatary).

Rozdelenie Parametre Pravdepodobnostna funkcia Stredna hodnota Disperzia PraV'd eIT(?dobnostlfa Limitny vzt'ah
vytvarajuca funkcia
Ax
—e* x=012,.. Alt—1
X ~ Po(2) 1>0 px(x) =151¢ 15a% EX)=21 D(X) =2 Py(t) = eAt-D -
0, x #0,1,2,..
meN p (x)_{(zl).q)(.pm_x' ¥=OLZ . m m — 00, q—0
~ Bi . X - — . —m .- — . \m ’
X Bl(m, q) q € (0' 1) 10, X F+ 0,1,2, e, m E(X) m q D(X) m-q-p PX(t) (p + q t) Bl =~ PO
p=1—gq
r>0 p(x)_{(ﬂrzl)'pr'qx’ *=012,.. q q p " r—o;p—0
~ NBi(r; LT T EX)=r-— DX)=r-— = ’
X~NBiT;p) ) ¢ (0,1 0 xz012. @=r W =rz kO (1 —q-t) NBi ~ Po
;q=1-p
_(q*p, x=0,1.2,.. q q p
X~Ge(p) pe(0;1) Px(*) = { 0, x#012,.. E(X) =— DX) == Py(t) = -
g=1-p p P l-q-t
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3.1.1 Useknuté a modifikované rozdelenia poctu potomkov

Rekurenciou v matematike mozno vyjadrit postupnost’ tak, ze podla urcitého
pravidla, alebo kl'ica vypocitame nasledujuci Clen postupnosti jeho predchadzajiucimi
¢lenmi. Rozdelenia z ¢asti 3.1 mdézeme vyjadrit’ rekurzivnou metédu Harry. H. Panjera.
Tento kanadsky aktuar priSiel so vztahmi pre vypocet diskrétnych rozdeleni, ktoré nazval
trieda rozdeleni (a,b,0). Tuto triedu rozsiril o d’alSie rozdelenia, ktoré zoskupil do triedy
(a,b,1).

Modifikované rozdelenia patriace do triedy (a,b,1) budi pre nids modelmi pocétu
potomkov, v pripade zavedenia $pecialneho typu kontrolného mechanizmu. V tejto Casti si
ukdzeme najmé techniky, pomocou ktorych moézeme ziskat modifikované rozdelenia,
pretoze Vramci individudlnej-Specifickej kontroly budeme poévodné modely poctu

potomkov modifikovat’ v nule. Kontrolné¢ mechanizmy predstavime v ¢asti 3.2.6.
Trieda rozdeleni (a,b,0)

Podla P!, pravdepodobnostné funkcie rozdeleni triedy (a,b,0) vieme vyjadrit cez

Panjerov rekurzivny vztah

p(x) = (a + g) p(x — 1), x=123,.. (3.1)

kde a, b st konStanty, priCom zaciatona hodnota pre rekurzivny vypocet hodnot
p(0) > 0. Jediné diskrétne rozdelenia, nadobudajice nezaporné celoéiselné hodnoty, ktoré

vyhovuju vztahu (3.1) st Poissonovo, binomické a negativne binomické rozdelenie !,

Tabul’ka 3.2 Panjerové konstanty pre triedu rozdeleni (a,b,0).

Rozdelenie a b px(0)
X ~Po(}) 0 A g4
X~Bimq) | __91 | _9 ) |A-"

1-q|1-gq

X~NBir;p)| 1-» |Q-p)(r-1) p"

X~ Ge(p) 1-p 0 p

(Zdroj: Vlastné spracovanie podl’a [*l)
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Trieda rozdeleni (a,b,1)

Pre ttto triedu rozdeleni plati p(0) = 0 a nazyvame ich rozdelenia v nule useknuté
(z angl. zero-truncated distributions). Okrem useknutych, patria do tejto triedy aj rozdelenia

v nule modifikované (z angl. zero-modified distributions).

Pre tato triedu rozdeleni hodnoty pravdepodobnostnej funkcie mdézeme vypocitat

rekurzivne podla vztahu

p(x) = (a + g) p(x —1) prex = 2,34, ... (3.2)

kde a a b su konstanty. Zo vzt'ahu vyplyva, ze Startovacia hodnota pre rekurzivny vypocet
je p(1). Rozlisujeme dva pripady, resp. podtriedy tychto rozdeleni a metody ich ziskania,
ktoré rozlisuja podl'a toho, ¢i p(0) = 0, alebo p(0) > 0.

Prva metoda sa nazyva nulové skratenie, resp. useknutie (z angl. zero-truncation).
Ak py (x) su funkéné hodnoty pravdepodobnostnej funkcie rozdeleni z triedy (a,b,0), tak pre
modifikované hodnoty plati vzt'ah [°]
px (x)
7(x) = ———— prex = 1,2,3, ... (3.3)
Druha metoda sa nazyva nulovd modifikdacia (z angl. zero-modification). Ak py (x)

st hodnoty pravdepodobnostnej funkcie rozdeleni z triedy (a,b,0), je nulova modifikacia

dand vztahom [

1—pym (0)

—_— x) prex = 1,2,3, ... 3.4

PxM (x) =

kde px(0) je nahradena p,m(0) a zvy$né hodnoty px(x), x = 1,2,3, ... st ,,preskalované*
tak, aby Y e pym(x) = 1.
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3.1.2 Odhad parametrov

Parametre rozdeleni mozno odhadnut’ metédou momentov, Ktora na odhad vyuziva
znalost’ charakteristik strednej hodnoty a disperzie (za predpokladu, Ze existuji), ktoré

vypoé&itame z vyberového stiiboru [,

Ak X ~ Po(A), pre odhad parametra A plati:

N ok -
j = 5= 2ok T (3.5)
Y=o Mk

kde X = R, je vyberovy aritmeticky priemer, n, je pocet pozorovani (pocet potomkov)

s frekvenciou k.

Ak X ~ Ge(p), pre odhad parametra p plati:

1
h = 3.6
Pe1+z (39)
Ak X ~ NBi(p), pre odhad parametrov r a p plati:
= =2
X X
%) —_ e—r 7 = 3.7
P=’ "5 2 % 37
kde s2 je vyberovy rozptyl vypocitany vztahom:
Sieok? i (SReok m)

52 = = — = = x4 — )ZZ (38)

Dm0 M Y=o Mk

Poznamka 3.1 1 Prvotnym orientaénym kritériom pri vybere vhodného rozdelenia poétu

potomkov je vzt'ah medzi strednou hodnotou E(X) a D(X). V pripade,
- ak E(X) = D(X), potom X ~ Po(4),
- akE(X) < D(X), potom X ~ NBi(r;p), resp. X ~ Ge(p),

- ak E(X) > D(X), potom X ~ Bi(m; q).
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3.1.3 Test dobrej zhody

Ak mame Specifikované, resp. odhadnuté parametre daného modelu, je dolezité
overit vhodnost' tohto modelu porovnanim s empirickou distribiciou danych tdajov.
Rozdelenia mézeme overovat’ tzv. testami dobrej zhody. Pomocou nich testujeme nulova

hypotézu:
H,: Udaje sa riadia modelovym (teoretickym) rozdelenim.
H,: Udaje sa neriadia modelovym (teoretickym) rozdelenim.
Pearsonov chi-kvadradt test dobrej zhody:

Mnozinu empirickych hodnét rozdelime do intervalov (k;_4; k;),i = 1,2, ..., s, kde

pre kazdy z tychto intervalov uvazujeme dva druhy poéetnosti [H1:

0; (z angl. Observed — pozorované, absolutne pocetnosti n;) hodndt vyberového

suboru,

E; (expected) — o¢akavané, tzv. teoretické pocetnosti, ktoré vypocitame vzt'ahom

Ei=n-p; (3.9)
kde p; st relativne teoretické pocetnosti (pravdepodobnosti) i-teho intervalu hodnét a n je

rozsah vyberového suboru.

Podl’a testovacej charakteristiky

k
0i — Ei)?
g :Z( ED) (3.10)

, Ei

=1
zamietame nulovi hypotézu vtedy ak y2 > y?_,(v), v je podet stuptiov volnosti
s —1 — p, kde s je pocet intervalov a p je pocet parametrov modelu. Tento test je vhodné
pouzit’ v pripade vicsieho rozsahu vyberového stiboru, pricom hranice intervalov (triedy) sa
navrhuju tak, aby asponi 80 % z nich obsahovalo minimalne 5 hodnét. Ak je pocet intervalov

aspon 8, test poskytuje spol'ahlivé vysledky.

30



3.2 Model Sirenia nakazy ako vetviaci proces

Ako sme nalrtli v prvej kapitole, vetviacim procesom budeme skumat’ ohnisko
nakazy. V epidemioldgii je ohniskom nédhle zvySenie vyskytu choroby v konkrétnom Case a
na danom mieste . Ohnisko pretrvava tak dlho, kym v fiom nevyhynie posledny infikovany
jedinec. Prave informacia 0 tom kedy ,,skon¢i“ resp. zanikne nakaza, je ako spominame
vuvode acieloch prace, jedna znajziadanejSich. Vetviacim procesom a diskrétnym
zloZzenym rozdelenim mozno potom odpovedat’ na otazku kedy a ¢i vobec tato udalost’
eventualne nastane, teda poc¢ntc kol'’kou generaciou a s akou pravdepodobnost'ou a taktiez

moézeme ndjst’ vseobecné podmienky, ktoré tuto udalost’ podmieniuju.

V tejto Casti rozvinieme model, ktorého predpoklady sme predstavili v podkapitole
1.4. Okrem zakladného aparatu predstavime aj metddu Monte Carlo simuldcie, podl'a ktorej

moézeme takyto model realizovat’ za pomoci vypoctovej techniky.

3.2.1 Rozdelenie nahodnej premennej Z,

Definicia 3.1 Nech {X;};2, je postupnost’ nezavislych a identicky rozdelenych nahodnych
premennych poétu potomkov. Nahodnou premennou Z,_; (n € N) oznaime pocet
nakazenych generacie n — 1 nezavislej od X. Potom nahodna premennt Z,, opisujtiicu pocet

nakazenych n-tej generacie zapiseme rekurzivnou relaciou

Zn-1
7, = z X, (3.11)
i=1

kde Zy = 1a X = 0. Postupnost’ {Z,, },,c+ sa nazyva Galton-Watsonov proces s rozdelenim

potomkov X a jednotlivé Cleny postupnosti su zlozené diskrétne nahodné premenné, teda

Z; ~ X aplati

P =P @+ py () pEO) L nEN (312)

Veta 3.1 Nech Py(t) = E(t*) je pravdepodobnostna vytvérajuca funkcia NP X. Podla
vztahu (1.33) ak Z, = X; + X, + -+ X, pravd. vytvarajica funkcia NP Z,, je

P, (t) = Pzn_l(Px(t)) (3.13)
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Veta 3.2 [ Nech Py (t) = E(t¥) je pravdepodobnostna vytvarajuca funkcia NP X. Nech
Zy =1 je pocCiatona hodnota anech Z, je poCet nakazenych n-tej generacie,

n =0,1,2,.... Nech P, (t) je pravdepodobnostnd vytvarajuca funkcia NP Z,,. Potom

Py, (t) = Py (Px(Px (.. Px (1) .))) (3.14)

Poznamka 3.2 Z pravdepodobnostnej vytvarajicej funkcie P, (t) mozno ziskat

pravdepodobnostné rozdelenie nahodnej premennej Z,,, avSak v pripade velkého n je vel'mi
nepravdepodobné, Ze toto rozdelenie dokazeme vyjadrit’ v jednoduchej explicitnej forme.
Napriklad, uvazujme X ~ Po(4), potom pre generaciu n =3, dostaneme

pravdepodobnostnu vytvérajlicu funkciu v nasledujlicom tvare:

A(eAt-D 4
P, (t) = A -1)

3.2.2 Momenty ndhodnej premennej Z,,

Pre lepSie pochopenie takéhoto procesu je potrebné vediet vypoditat strednt
hodnotu, resp. rozptyl pre 'ubovolnti generaciu, priCom si pomoézeme rozdelenim poctu

potomkov. Dékazy nasledujicich charakteristik uvadzame podla B,
Ozna¢me E(X) = pu, D(X) = 0 strednt hodnotu a rozptyl poétu potomkov.
Veta 3.3 Nech {Z,,},,cz+ je vetviaci proces s Z, = 1. Nech X je rozdelenie poctu potomkov

a nech E(X) = u. Pretoze Z, =X;+ X, +--+X; _, potom strednd hodnota n-tej

generacie nakazenych je

E(Zy) = EX) - E(Zn-1)
=p-E(Zp-1)
= Nz "E(Zn-2)
(3.15)

=" E(Zy)
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Veta 3.4 Nech {Z;,},,c;+ je vetviaci proces s Z, = 1. Nech X je rozdelenie poctu potomkov

anech D(X) =02 a E(X) = p. Pretoze Z, = X, + X, + -+ X, __, potom rozptyl n-tej
n-1

generacie nakazenych vyjadrime v tvare

n-a?, U=

D(Zy) =1 , n_l,(l—#”> (3.16)
oop 1) p+1

Dokaz:
Nech D,, = D(Z,,). Podl'a (1.30) vypocitame D(Z,) ako
D(Zy) = E(X) - D(Zp_1) + E*(Zn_1) - D(X)
= Dy = U?Dp_y + 0%E(Zn_1)
= Dy = p*Dp_q +0?u™
ked'ze
D, = D(Z) = D(X) = o2
potom
D, = o?
D, = p?D; + o*u = p*o® + po® = po*(1 + p)

D3 = u?D, + o%p® = p?a*(1 + p + p?)

Dn — 'un—lo.Z(l +M +’u2 + .. +‘un_1)

1—u"
= "2 kp=#1.
u G(l—li) ak u #

D,=1"1¢2(1°+1*+ ..+ 1" ) =0¢2-n akyu=1.
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3.2.3 Pravdepodobnost zaniku nakazy

Dalej priblizime originalny problém, ktory sa snazil vyriesit Galton, teda aka je
pravdepodobnost’ zaniku rodu. V stvislosti snasou pracou mozeme vypocitat
pravdepodobnost’ zaniku ohniska nakazy skor nez za¢ne byt epidémiou. Ak Z, =0,

hovorime, Ze ohnisko zaniklo n-tou generaciou a plati Z,, = 0 pre m > n B,

Na zaciatku vetviaceho procesu nas zaujima aka je pravdepodobnost’ eventudalneho

zaniku, teda pravdepodobnost’ zaniku nakazy n-tou generaciou, pre 'ubovol'ni hodnotu n
[8]

Definicia 3.2 Nech y je pravdepodobnost’ eventualneho zaniku a u 'ubovolné nezaporné

realne Cislo, potom

limP, (1) =y, 0=st<1 (3.17)
n-oo
Veta 3.5 Nech y je pravdepodobnost’ eventualneho zaniku. Potom y je najmenSim
nezapornym rieSenim rovnice Py (t) = t.
Zo zisteni Galtona, Watsona aneskor Harrisa 1 vieme na zéklade hodnoty
u = E(X) € (0; +) rozdelit G-W proces na 3 situacie:
1) Ak u < 1, zanik je isty (y = 1). Proces sa nazyva subkriticky.
2) Ak u =1, zanik je isty (y = 1), resp. ak P(X = 1) = 1, potom y = 0. Proces sa
nazyva kriticky a plati, ze E(Z,) = u> =1, vn.
3) Aku > 1, zanik nie je isty (y < 1) a existuje pravdepodobnost’ prezitia nakazy (1 —
y) Proces sa nazyva superkriticky a plati, ze E(Z,) = u™ - o ak n - oo,

Priklad 3.1 B! Nech {Z,=1,7;,Z,,..} je vetviaci proces spoétom potomkov
X ~ Ge(0,25). Ulohou je néjst pravdepodobnost’ eventualneho zaniku y.
RieSenie:

p
1—qt

X~Ge(p) = Px(0) =

1
Dosadenim p = i = Py(t) = ﬁ — ﬁ
4

hl'adame najmenSie rieSenie rovnice Py (t) = t:
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1 —
4 -3t

t

4t — 3t? =
3t2—4t+1=0
t—-1)-Bt—1)=0

Y " 1 1
Korefimi rovnice si: t; =1, =-= y = <.

3.2.4 Model s pripadmi cestovatel’skej anamnézy

V praxi sa z viacerych dovodov, najmd v zmysle opatreni, modeluje Sirenie nakazy
V ramci hranic krajin a inych tzemnych celkov. Zékladny G-W proces predpokladd, Ze nulta
generacia obsahuje prave jedného nakazeného, teda P(Z,=1)=1. Vzmysle
novovzniknutej epidémie, moZeme takéhoto jedinca nazvat indexovy pripad. O tomto
jedincovi sa potom predpoklada, ze sa infikoval nieckde mimo skiimaného tizemia a odborne
sa takyto pripad nazyva cestovatelska anamnéza, resp. ndkazu importoval zo zahranicia.
Viaceri autori zaoberajlici sa vetviacimi procesmi (napr. pozri ) nazyvaja takyto pripad

imigraciou, V rdmci vetviacich procesov.

Nemdzeme vSak predpokladat’, ze ide vylu¢ne len o jednu takato osobu, lebo na
zaCiatku epidémie (ale aj v neskorSom priebehu) médze byt takychto importovanych
pripadov viacej, kde kazdy mdze spustit’ vlastny proces Sirenia. D4 sa povedat’, Ze kazdy
importovany pripad alebo ,,imigrant* predstavuje potencialne riziko lokalneho ohniska
nakazy, preto ma zmysel analyzovat’, kol'’ko takychto pripadov sa méze vyskytnut’ za asovl
periodu. Ak zohladnime tento fakt, potom neplati Z; ~ X, pretoze Z, je nahodnou

premennou.

Definicia 3.3 Nech {X;};2, je postupnost’ nezavislych, nezapornych, identicky rozdelenych
diskrétnych nahodnych premennych opisujacich pocet potomkov danej nakazy, Z, je
nahodna premenna poctu imigrantov nezavisla od X. Potom ndahodna premenna Z; opisujlca

pocet nakazenych prvej generdcie je generovana nahodnou premennou Z, a vyjadrime ju

vzt'ahom

Zl :X]_ +X2+"'+XZO (318)
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nahodna premennd Z; ma diskrétne zlozené rozdelenie, Z, ma primarne a nahodna premenna

X sekundarne rozdelenie.

3.2.5 Metoda simulacie Monte Carlo na urcenie rozdelenia poctu

nakazenych n-tej generdcie

Zéakladna myslienka simulacii vychadza z priameho napodobiiovania systému, ktora
nam umozni riesit’ tlohy pravdepodobnostného charakteru bez vyuzitia analytickych rieseni
1. Napodobiovanie systému uskuto¢fiujeme generatorom pseudondhodnych &isel, &ize
generovanie ¢isel podl'a deterministického algoritmu, ktory nie je klasickymi Statistickymi
testami rozli§ite’ny od nahodného Pl Ak tento systém opakujeme niekolko velakrat,
spracovanim takto nasimulovanych hodnot mozno ziskat’ rozdelenie modelovaného javu, ale
aj iné informacie, pri¢om takto ziskané vysledky su potom vel'mi presné, resp. porovnatel'né

s exaktnymi metodami.

Niektoré metddy generovania pseudonahodnych cisel generuju hodnoty
z rovnomerného normovaného rozdelenia, teda vyskyt 'ubovolného ¢isla z intervalu (0; 1)
je rovnako pravdepodobny a mimo tohto intervalu je pravdepodobnost’ vyskytu nulova.
Cisla srovnomemnym normovanym rozdelenim mozZno transformovat’ na &isla

s pozadovanym rozdelenim [*4],

Na urc¢enie rozdelenia ndhodnej premennej Z,, predkladame nasledujuci algoritmus,
resp. postup jednotlivych krokov Monte Carlo simuldcie v tomto poradi, ktoré sme upravili

podra [3;

1. Vygenerujeme pocet nakazenych generacie n-1, z; z rozdelenia ndhodne;j

premennej Z,_; vyuzitim generatora pseudonahodnych ¢isel.

Poznamka 3.3 V ramci jazyka R existuji predprogramované pseudondhodné generatory,
teda so znalostou prislusnych parametrov mozZzeme funkciou r*** vygenerovat pocet
potomkov konkrétneho rozdelenia *** n-krat. V pripade, ze nedisponujeme funkciou
konkrétneho rozdelenia priamo, ale pozndme pocet a prislusnu pravdepodobnost’, je mozné

pouzit’ kombinaciu funkcii simul @ subset za predpokladu spravne rozvrhnutej syntaxe
[14]
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2. Zo znameho rozdelenia poctu potomkov X vygenerujeme len z; hodn6t poctu
potomkov infikovaného jednotlivca xq, x5, ..., X, .

3. Sucet z, =x;+x;+ -+ Xz, urCuje prvé nahodn¢ Cislo z,, poctu
nakazenych n-tej generacie Z,,.

4. Kroky 1 az 3 opakujeme m-krat ¢im ziskame pseudondhodné generované

Cisla z, L1 Zngs s Zn,, Z nezndmeho rozdelenia ndhodnej premennej Z,,.

Prezentované kroky Monte Carlo Simuldcie mozno realizovat’ v jazyku R vyuZitim
funkcii replicate a r*** (simul, subset). Obrazok 3.2, ktory sme vytvorili podl'a (14]
znézornuje syntax funkcie replicate pre simulovanie hodnot ndhodnej premennej Z,
poctu nakazenych n-tej generacie, kde pocet potomkov generujeme cez r*** a pocet
nakazenych n-1-tej generacie cez sample. Teda ak napriklad X ~ Po(4 = 1,5) a rozdelenie

nahodnej premennej Z,,_4 je dané tabulkou:

z 0 1 2 3 4
Pz, ,(z) | 06 0,2 0,1 0,05 0,05

Potom Z,, ~ Co (pz,_, (2); X ~ Po(1,5)).

Obrazok 3.2 Kod v jazyku R na realizaciu MC simulacie podla prezentovanych krokov.

Pocet rozdelenie rozdelenie Parameter
simuldcii NP X NP Zn-1 NP X

(Zdroj: Vlastné spracovanie podl'a [141)
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3.2.6 Kontrolované sirenie VO vetviacom procese

Doteraz sme uvazovali 0 situacii, ked’ sa nakaza $iri nekontrolovane, teda bez zasahu
vonkajsich vplyvov. Zrejmy ciel pri zasahovani do ndhodného procesu Sirenia je
minimalizovat, resp. uplne zastavit’ Sirenie, ¢o je V tejto hrani¢nej situacii vel'mi tazko
dosiahnutelny ciel’. Tieto zasahy s v praxi realizované konkrétnymi vladnymi orgénmi,
ktorych ulohou je monitorovat’ stav, ale aj navrhovat’ rieSenia a opatrenia, na zamedzenie
Sirenia novovzniknutej infek¢énej nakazy vo forme intervencii. Takéto intervencie maju
zvyc€ajne charakter celoplosnych, resp. regionalnych zékazov a obmedzeni, alebo priamych
kontrol vybranej Gasti populacie. 21 Prigli s metodikou, ako kvantifikovat' dopady tychto
dvoch spdsobov intervencii na Sirenie nakazy v ramci vetviaceho procesu, ktorému sme sa

venovali v podkapitole 3.2, modifikaciou rozdelenia po¢tu potomkov.

Predpokladajme epidémiu, ktora ma prirodzené (nekontrolované) rozdelenie poctu

potomkov X ~ NBi(r; p).

Pozniamka 3.4 Vtomto pripade uvadzame alternativnu parametrizaciu negativne
binomického rozdelenia, s disperznym parametrom r a zédkladnym reprodukénym ¢islom

Ry = E(X). Pravdepodobnostnt vytvarajiicu funkciu vyjadrime potom v tvare

P =(1+2a-0) (319)

21 Prvy sposob intervencie nazvali kontrola celej populdcie (z angl. population-wide
control), ¢o predstavuje redukciu infekénosti kazdého jedinca o faktor ¢ € (0; 1) tak aby ich
ofakavany pocet potomkov, teda ich zakladné reprodukéné cislo bolo zredukované na
RP°P = (1 — ¢)R,. Pri tejto kontrole sa teda zmeni iba parameter R, a disperzny parameter
r zostane nezmeneny. Potom pocet potomkov X?°P ~ NBi((1 — c)Ry; 7). Pomer medzi
rozptylom a strednou hodnotou, resp. disperzny koeficient (ozna¢ime ako D) pri X?°? vieme

vyjadrit’ vztahom

R
Dpop =1+ (1 —¢) 7" (3.20)

a klesd monotdnne pri naraste faktora c.

21 Dalsim sposobom intervencie je individudlna-$pecifickd kontrola (z angl.

individual-specific control), kde kazdy infikovany jedinec je kontrolovany dokonale (tak, ze
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nesposobi prenos nakazy) s pravdepodobnostou c. Implementacia individualnej kontroly
ovplyviiuje prenos iba pre zlomok 1 — p, vsetkych jedincov, ktorych prirodzeny pocet
potomkov je vacsi ako nula. Z tychto jedincov, pre zlomok ,,odchytenych® ¢ bude platit’
X = 0 apre zlomok ostatnych 1 — ¢ sa ni¢ nezmeni, teda X:*¢ = X. Takyto model sa da
vyjadrit bud’ vo forme zmesi dvoch rozdeleni ako uvadzaji autori 21, alebo ako vieme z Zasti
3.1.1, mdézeme takyto model ziskat' pomocou nulovej modifikdcie pdvodného rozdelenia.

Pravdepodobnost’, Ze jedinec d’alej nikoho neinfikuje vyjadrime ako

P = po + (1 — po) (3.21)

ize podet potomkov X4 ~ZMNBi(Ry;7) (z angl. Zero-modified negative

binomial distribution) s modifikovanou hodnotou pravdepodobnostnej funkcie v nule

Dyind (0) = pi*®. V tomto pripade disperzny koeficient vyjadrime ako

R
Dina =1+—+c Ry (3.22)

a rastie monotonne pri naraste faktora c.

Teda ak X ~ NBi(Ry; 1), po prevedeni individualnej-$pecifickej kontroly mozeme

vyjadrit’ pravdepodobnostnu vytvarajicu funkciu v tvare

Px(t) =c+(1—-c)- <1 + %(1 - t)>_ (3.23)

Veta 3.6 Pre vietky ¢ € (0; 1 — Ri), pravdepodobnost’ zaniku n-tej generacie pz_(0) je vzdy
0

véacésia Vv pripade individudlnej-Specifickej kontroly ako v pripade kontroly celej populicie
a plati yd > yPoP pre identické rozdelenie poctu potomkov X.

Ak ¢ > 1 —— potom RE? = RIM® < 1, tize y'nd = yPoP =1,
0

Z hladiska jednoduchosti nasej prace sa nebudeme venovat’ dokazu tejto vety, avSak

Sitatel’ ju moze vyhladat v [,
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4 Vysledky prace a diskusia

V praktickej Casti naSej prace vytvorime vlastny program v jazyku R, pomocou
ktoré¢ho ziskame rozdelenie poctu nakazenych koronavirusom n-tej generacie, teda budeme
simulovat’” vetviaci proces. Zlozenym rozdelenim budeme skladat’ rozdelenie
n-1-te] generacie srozdelenim poctu potomkov aby sme ziskali rozdelenie poctu
nakazenych n-tej generacie. Prostriedok, ktorym budeme realizovat’ zlozené rozdelenia
Vv jednotlivych iteraciach je Monte Carlo simuldcia. Postup praktickej Casti vieme opisat’

nasledujucimi krokmi:

- Vytvorime algoritmus, ktory realizuje Vvetviaci proces nekontrolovaného
Sirenia nakazy v hypotetickej lokalite s pripadom, ked’ Z, = 1, resp. ked’ Z,
je nahodnou premennou opisujucou denny pocet importovanych pripadov.

- Zudajov o pocte prenosov infekcii jednotlivca Vv hypotetickej lokalite
ziskame konkrétny zakon rozdelenia poctu potomkov a vieme tak vypocitat’
pravdepodobnost’ eventudlneho zaniku ohniska. Zdajov o dennych
pripadoch s cestovatel'skou anamnézou ziskame zikon rozdelenia poctu
importovanych pripadov.

- So znalostou parametrov Sirenia (parametre rozdelenia poctu potomkov)
budeme simulovat’ ohnisko nakazy prostrednictvom vytvoreného algoritmu.

- Vysledok, ktory ziskame pre 4-ti generdciu poc¢tu nakazenych na tento druh
koronavirusu pre pripad Z, = 1 porovname S pripadom, ked’ Z, opisuje pocet
importovanych pripadov za jeden den.

- Vetviaci proces spripadom Z, =1 pouzijeme na analyzu efektivity
kontrolnych mechanizmov (pozri ¢ast 3.2.6) svopred stanovenou

minimalnou pravdepodobnostou zaniku.

Poznamka 4.1 Udaje na odhad podtu potomkov, resp. na odhad denného poctu
importovanych pripadov sme adekvatne nasimulovali tak, aby priblizne zodpovedali
charakteru udajov, ktoré sme odpozorovali vo viacerych publikaciach s rovnakou

problematikou.
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4.1 Zostavenie vetviaceho procesu Sirenia nakazy v jazyku R

Algoritmus vetviaceho procesu najprv predstavime pre pripad Z, = 1. Tento
algoritmus skonstruujeme zovSeobecnenim algoritmu Monte Carlo simuldcie prezentovanej
v Casti 3.2.5, resp. vnorenim funkcie replicate do cyklu. Kazda iteracia predstavuje
generovanie pseudonahodného pocétu potomkov n-1-tej generacie na ziskanie novej, n-tej
generacie poctu nakazenych. Ked'Ze prva generacia sa bude pocitat’ mimo cyklu, cyklus bude
obsahovat’ n-1 iteracii na ziskanie pseudonahodnych hodndt n-tej generacie. Vstupné

parametre nasho programu budu:
n — pocet simuldcii,
RO — zakladné reprodukéné ¢islo R, stredna hodnota po¢tu potomkov danej

nakazy (pre pripad nekontrolovaného Sirenia).

a dalSie parametre v zavislosti od zvoleného rozdelenia poctu potomkov. V pripade
negativne binomického, resp. geometrické rozdelenia Specifikujeme aj disperzny parameter
r. V pripade, Ze budeme pracovat’ s binomickym rozdelenim poctu potomkov, parameter RO
ne$pecifikujeme, nakol’ko v prostredi R nevieme vyjadrit’ pseudondhodny generator Cisel
pre binomické rozdelenie cez jeho stredni hodnotu. V pripade rozdelenia Poissonovho,
geometrického a negativne binomického ndm dané prostredie ponuka tuto Specidlnu

parametrizaciu cez strednll hodnotu.

Vystup z programu predstavuje vektor pseudondhodnych hodndt poctu nakazenych
n-tej generacie opisany nahodnou premennou Z,, ktory vieme viacerymi prikazmi na
manipuldciu tdajov spracovat do podoby tabulky. Tato tabulka bude okrem hodnot
vygenerovanych, obsahovat' pocetnost’ tychto hodndt, ich relativnu pocetnost, resp.
pravdepodobnostnu funkciu (ziskame po predeleni pocetnosti jednotlivych hodnét po¢tom

simulacii) a distribu¢nu funkciu (nakumulované hodnoty pravdepodobnostnej funkcie).

Pre pripad, ked’ Z, je ndhodnou premennou, pouzZijeme ini funkciu na ziskanie
pseudondhodnych hodnot ndhodnej premennej Z; a aj vSetkych nasledujucich generacii.
Konkrétne ide o funkciu sample (vzorkovanie). Pre tento pripad, bude pocet iteracii
algoritmu rovny poctu generdcie, ktoru pocitame, pretoze Z; pocitame uz vo vnutri cyklu.

Kod algoritmu, ktory sme v tejto Casti predstavili, uvadzame v prilohe ¢.1 s komentarmi.
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4.2 Vyber modelu poctu potomkov koronavirusu na zaklade adajov

V tabulke 4.1 je 500 pozorovani poc¢tu prenosov infekcii sposobenych jednym

nakazenym jedincom na koronavirus v hypotetickej lokalite.

Tabulka 4.1 Udaje na odhad rozdelenia poétu potomkov koronavirusu.

Pocet prenosov infekcii Pocet nakazenych
220
117
58

O© oo ~NO O WNPEF O
-
[op}

el ol
w N
'_\

Po nacitani idajov vypocitame odhad zdkladného reprodukcéného cisla R, resp.

vypocitame vyberovy priemer cez funkciu mean a vyberovy rozptyl funkciou var.

—_—

R, = ¥ = 1,468; s = 4,353683 (4.1)

KedZze E(X) < D(X), udaje sa budi pravdepodobne riadit negativne binomickym
rozdelenim, resp. geometrickym. Dalej odhadneme parametre negativne binomického
rozdelenia r, p metddou momentov zudajov prostrednictvom vztahov (3.7), teda

dostaneme hodnoty

7 =0,7467985; p = 0,3371858 (4.2)

Po odhadnuti parametrov mozeme ist’ testovat’ hypotézu o tom, ¢i udaje pochadzaja
z navrhovaného rozdelenia. Chi-kvadrat test dobrej zhody mdzeme vykonat v jazyku R
vypocitanim testovacej $tatistiky y? anaslednym porovnanim s Kritickou hodnotou so
zvolenou hladinou vyznamnosti a a S po¢tom stupnov volnosti v = 10, alebo porovnanim
s p-hodnotou. Vypocitame teoretické pocetnosti, teda E; =n-p;, podla negativne
binomického rozdelenia. Na vypocet hodndt pravdepodobnostnej funkcie pouzijeme funkciu

dnbinom, ktorej argumenty su odhadnuté parametre # a p a vektor pozorovanych hodnét.
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Vypocitané hodnoty pravdepodobnostnej funkcie upravime tak, aby ich stéet bol rovny
jednej.

Obrazok 4.1 Vypocet hodndt p; a E; podl'a NBi rozdelenia.

pnbi <- dnbinom(k, size = est r, prob = est p) ivypocet hodnot pf NBi
pnbi resc <- pnbi*l/sum(pnbi) fuprava hodnot
Enbi <- pnbi resc*sum(nk) fvypocet ocak.pocet. podla NBiL

Pomocou vztahu (3.10) vypocitame testovaciu Statistiku y? , ktorad dosadime do
vztahu 1 — F(y?%;v = 10), ¢im ziskame p-hodnotu. Ak bude tito hodnota vicsia ako

a = 0,01, potom nemo6zeme zamietnut’ hypotézu, ze pocet potomkov sa riadi navrhnutym

rozdelenim.

Obrazok 4.2 Chi-kvadrat test dobrej zhody pre NBi rozdelenie.
chisqg <- sum((nk - Enbi)"2 / Enbi) Fvypoocet statistiky
df <- length(k) - 3 ¥ =tupne volnosti
p value <- 1 - pchisg(qg = chiaq, df) # p-hodnota
o _value

Tabul’ka 4.2 Vysledok analyzy rozdelenia poctu potomkov pre danu lokalitu.

Pocet prenosov infekcii Pocet nakazenych NBi
0 220 223,12
1 117 110,44
2 58 63,93
3 39 38,80
4 23 24,09
5 16 15,16
6 9 9,62
7 6 6,15
8 6 3,95
9 1 2,54
10+ 5 2,20
Spolu 500 500
X’ 7,121146
x2(0,99;10) 23,20925
p-hodnota 0,7139607
parametre 7 = 0,7467985; p = 0,3371858
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Vypocitana p-hodnota = 0,7139607 > 0,01, teda pocet potomkov opisany nahodnou
premennou X ~ NBi(0,7467985; 0,3371858).

4.2.1 Vypocet pravdepodobnosti eventudlneho zaniku ohniska

S Pravdepodobnostou eventualneho zaniku ohniska y pre odhadnuté rozdelenie
poctu potomkov na dany druh koronavirusu mézeme potom analyzovat ,,ako d’aleko* je

pravdepodobnost’ zaniku danej generacie od eventudlnej. y vypocitame vztahom:
limP, (t) =y, 0<t<1
n—->oo

Kedze

1,468
0,7467985

)—0,7467985

X ~ NBi(0,7467985; 0,3371858); Ry = 1,468 = Py(t) = (1 + (1-10

potom hl'addme najmensi koren rovnice

1 s 1,468 (1 t) —0,7467985 L 0
0,7467985 B

Korene rovnice mézeme n4jst’ prostrednictvom funkcie uniroot.all po inStalacii balika
rootSolve Vjazyku R. Dalej uvidzame kéd v jazyku R na vypocet pravdepodobnosti

eventualneho zaniku (est r =0,7139607aest RO = 1,468):

install.packages ("rootSolve™)
library (rootSolve)

eq <- function(t) {

(1 + (est RO/est r)*(1l-t))"(-est r) - t
}
korene <- uniroot.all(eq, interval = c(0,2),
lower = 0,
upper = 2,

tol = 0.00000000001)

Pravdepodobnost’ eventualneho zaniku ohniska koronavirusu vzhladom na dané
rozdelenie poctu potomkov pre hypoteticki oblast’ je y = 0,722331. Pravdepodobnost’

zaniku nakazy konverguje k tejto hodnote pre Z,,, kde n — oo.
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4.3 Rozdelenie poétu importovanych pripadov koronavirusu z idajov

Dalej rozoberme situaciu, ked’ nulta generéacia Z, je ndhodnou premennou a opisuje
nezavisly vyskyt poctu importovanych pripadov, teda pripadov S cestovatel'skou
anamnézou. Na obrazku 4.3 je znazorneny histogram 150 pozorovani vyskytu denného

poctu importovanych pripadov koronavirusu v nasej hypotetickej lokalite.

Obrazok 4.3 Pocet importovanych pripadov koronavirusu a pocet dni.
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pocet importovanych pripadov

Po importovani udajov do prostredia R spracujeme udaje pomocou nasledujucich
prikazov, ¢im ziskame hodnoty a ich pravdepodobnost’, teda dostaneme rozdelenie Z,, ktoré

uvadzame v tabulke 4.3.

import <- read.csv("import.csv", header = FALSE)
import <- as.matrix (import)

imp tab <- as.data.frame (table (import))

days <- as.integer (as.vector (imp tab$Freq))

zI <- imp tabS$import # ziskanie hodndt

pzI <- days/sum(days) # vypocet pravd.
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Tabul’ka 4.3 Rozdelenie ndhodnej premennej Z,.

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8
pz,(2) | 0,0867 | 0,1667 | 0,1200 | 0,0867 | 0,0733 | 0,0733 | 0,0267 | 0,0467 | 0,0267
z 9 10 11 12 15 16 17 18 19
pz,(2) | 0,0333 | 0,0133 | 0,0200 | 0,0067 | 0,0267 | 0,0067 | 0,0067 | 0,0133 | 0,0267
z 20 21 22 23 27 28 32 33 38
pz,(2) | 0,0333 | 0,0200 | 0,0133 | 0,0200 | 0,0067 | 0,0200 | 0,0067 | 0,0133 | 0,0067

4.4 Analyza Sirenia koronavirusu v hypotetickej lokalite

S odhadnutym rozdelenim poctu potomkov na koronavirus ziskame simulaciou
rozdelenie poc¢tu nakazenych 4-tej generacie Vv hypotetickej lokalite. Najskor vytvorime
simuldciu vetviaceho procesu Sirenia, ktory zacina jednym indexovym pripadom, teda
Zy, = 1. Pomocou generatora pseudonahodnych ¢isel v jazyku R, vygenerujeme prvua
generaciu nakazenych znahodnej premennejZ; = X poctu potomkov, ktora sa riadi
negativne binomickym rozdelenim s parametrami # = 0,7467985 ap = 0,3371858. Kedze
budeme d’alej implementovat’ do modelu intervencie a modifikovat’ zékladné reprodukéné
¢islo Ry, pouZijeme alternativnhu parametrizaciu negativne binomického rozdelenia so
strednou hodnotou E (X) = R, a disperznym parametrom r. Strednt hodnotu, resp. zakladné
reprodukéné ¢&islo koronavirusu sme odhadli z idajov, R, = 1,468. Po zadani vypo¢itanych
parametrov, poctu iteracii (v naSom pripade 3 iteracie pre 4-tu generaciu) a poctu simulacii
100 000, spustime zakladny algoritmus, ktorym vygenerujeme pseudonahodné hodnoty
poctu nakazenych 4-tej generacie. Na obrazku 4.4 uvadzame vystup vo forme tabul’ky, ktora
obsahuje absolutnu pocetnost’, hodnoty pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie prvych
10 hodnét.

Obrazok 4.4 Vystup simulacie poctu nakazenych 4-tej generécie, S pripadom Z, = 1.

> Ztab

& Freg =¥} Fa
1 O &€71%7 0.67137 0.&7157
pE: 1 2535 0.02535 0.85732
3 2 2252 0.02252 0.71%84
4 3 2034 0.0203£ 0.7401%8
3 4 1521 0.01521 0.7553%5
& > 1748 0.01748 0.77687
7 & 1536 0.0135336 0.79223
a 71473 0.01473 0.8065¢%
S 8§ 141¢ 0.01416 0.852112
10 S 1335 0.01335 0.83447
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Teda ziskali sme rozdelenie poc¢tu nakazenych 4-tej generacie Z, S po¢tom potomkov
X ~ NBi(0,7467985; 0,3371858) pre pripad Z, = 1. Zvystupu si modézeme ako prvé
v§imnat'" pravdepodobnost’ zaniku ndkazy danou generaciou, teda pz, (0) = 0,67197.
Vzhladom na vypocitani hodnotu y = 0,722331, mdzeme sa domnievat, Zze
pravdepodobnost’ zaniku danej generacie nema d’aleko od pravdepodobnosti eventualneho
zaniku. Pravdepodobnost’ zaniku Stvrtou generdciou je onieCo VacSia, ako
pravdepodobnost, Ze nakazena osoba nikoho nenakazi, ¢o je pre tento koronavirus

px (0) = 0,44403.

Ocakavany pocet nakazenych tejto generacie (simulovana hodnota) je
Esim(Z,) = 4,592, &o je pocet priblizne rovny exaktnej hodnote E,,(Z,)=1,468"=4,644.
Dal$ou zaujimavostou je vysoka disperzia D, (Z,) = 106,4227 (simulovana hodnota).
Tuto hodnotu mézeme porovnat’ s exaktnou hodnotou disperzie, ktoru vypocitame pomocou
vztahu (3.16), teda dostaneme D, (Z,) = 107,2464. Vicsina hodnot sa sustredi okolo
strednej hodnoty a maximalna hodnota je 159. Pozorujeme silné pravostranné zoSikmenie,
pretoze pocet nakazenych nepresiahne hodnotu 80 s pravdepodobnostou 0,99874. Toto

rozdelenie mdzeme priblizit’ graficky histogramom, resp. distribu¢nou funkciou.

Obrazok 4.5 Histogram poctu nakazenych Z,, pre pripad Z, = 1.
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Obrazok 4.6 Distribu¢nd funkcia poctu nakazenych Z,, pre pripad Z, = 1.
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Dalej porovname dosiahnuté vysledky pre 4-t generéciu s pripadom, ked’ nahodna
premennd Z, opisuje denny pocet importovanych pripadov a riadi sa rozdelenim, ktoré sme

odhadli v ¢asti 4.3.

Rozdelenie ndhodnej premennej Z, z tabul’ky 4.3 priddme do algoritmu na tak, ze
zlozime nahodnu premennu Z, s nahodnou premennou poctu potomkov X, teda dostaneme

nahodnu premennu poctu nakazenych prvej generacie v tvare
Zl =X1 +X2 + "'+XZO

Rozdelenie nahodnej premennej Z; uréime metédou Monte Carlo simulacie vo forme

diskrétneho zloZeného rozdelenia, pretoze ju budeme pocitat’ v ramci cyklu.

Znovu nas bude zaujimat’ rozdelenie poctu nakazenych Stvrtej generacie. V tomto
pripade Vv algoritme zohladnime importované pripady nakazy. Opit vykoname 100 000
simulacii pre kazdi generdciu s rovnakym rozdelenim poctu potomkov
X ~ NBi(0,7467985; 0,3371858). Na obrazku opat’ uvadzame prvych 10 hodnét poctu
nakazenych 4-tej generacie, teda aj Sabsolutnymi pocetnostami a hodnotami

pravdepodobnostnej, resp. distribu¢nej funkcie.
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Obrazok 4.7 Vystup simulacie po¢tu nakazenych 4-tej generacie, s pripadom Z, je NP.

> Ztak

4 Freq =¥ Fa
1 0 20751 0.20751 0.20751
2 1 1551 0.01%51 0.22782
3 2 1877 0.01877 0.246585
4 3 1738 0.01738 0.26357
3 4 1638 0.01&38 0.28033
& 2> 1leee 0.01eee 0.25701
7 6 1566 0.01566 0.312&7
a8 7 1638 0.01&38 0.325905
S 8§ 1525 0.01325 0.34430
10 S 1521 0.015321 0.35%:31

Z vystupu mézeme vidiet, aky vplyv ma rozdelenie poctu importovanych pripadov
vramci nasho modelu. V tomto pripade je pravdepodobnost zaniku nédkazy S$tvrtou
generaciou pz, (0) = 0,20791. V porovnani s pripadom Z, = 1, bola tato pravdepodobnost’
0,67197. Dalej vidime, Ze simulovani strednd hodnota podtu nakazenych je
Egim(Z,) = 36,49. Tato hodnota je priblizne rovna exaktnej strednej hodnote, ktort

vypocitame vztahom
E.x(Zy) = E(Zy) - RE = 7,61333-1,468" = 35,3573

Maximalny pocet nakazenych je 376 apocet nakazenych nebude vicsi ako 200
s pravdepodobnostou 0,99348. Exaktni hodnotu disperzie pre tento pripad nevieme
vypocitat. V prilohe ¢.2 prezentujeme tabulku, Vv ktorej porovnavame vyvoj zakladnych
charakteristik a pravdepodobnosti zaniku daného koronavirusu medzi jednotlivymi pripadmi

prvych dvadsiatich generacii po¢tu nakazenych v hypotetickej lokalite.
Obrazok 4.8 Histogram poc¢tu nakazenych Z,, pre pripad Z, je NP.
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Obrazok 4.9 Distribu¢na funkcia poctu nakazenych Z,, pre pripad Z, je NP.
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45 Analyza efektivity kontrolnych mechanizmov

V tejto Casti budeme na odhadnutom rozdeleni poc¢tu potomkov pre dany koronavirus
aplikovat’ kontrolné mechanizmy, ktoré sme definovali v Casti 3.2.6. V tejto Casti budeme
pracovat’ s pripadom Z, =1 apre negativne binomické rozdelenie budeme pouZivat
parametre Ry = E(X) ar.

Analyzujeme efektivitu kontrolnych mechanizmov pri dosiahnuti stanoveného ciel’a,
teda aby sme zarucili zaniknutie epidémie S minimalnou pravdepodobnostou 0,9. Za
efektivnejsiu kontrolu budeme povazovat’ tu, ktora zanik epidémie zabezpeci so stanovenou
pravdepodobnostnou hranicou Vv nizSej generacii nakazenych as mensim faktorom
kontrolnych mechanizmov c. Na dosiahnutie tohto ciel’a si zvolime konvergencné kritérium,

teda pravdepodobnost’ eventudlneho zaniku zvolime ako y = 0,92.

Implementaciou kentroly celej populdcie v danej hypotetickej lokalite redukujeme
individualne reprodukéné cislo kazdého jedinca o faktor c. Vzhladom na nastavent

pravdepodobnost’ eventualneho zaniku y = 0,92 aodhad disperzného parametra
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7 =0,7467985, mbézeme faktor ¢ vypocitat pomocou pravdepodobnostnej vytvarajucej
funkcie z rovnice

(1-0,92)

(1-c)-1,468
14— . ~092=0

-0,7477985
0,7467985 )

Dana rovnica ma jeden koren, ktory nadjdeme nasledujicim kédom v jazyku R:

eq2 <- function(c) {

(L + ((1-c)*R0/est_r)*0.08)"(-est_r) - 0.92
}
c pop <- uniroot.all(eg2, interval = c(0,2),
lower = 0,
upper = 2,

tol = 0.00000000001)

Po zbehnuti hore uvedeného kodu dostaneme c = 0,2488534. Vypocitame

reproduk¢éné ¢islo po celoplosnej kontrole
RPP = (1 —0,2488534) - 1,468 = 1,10268
Néhodna premenné poctu potomkov sa bude riadit’ nasledovnym rozdelenim
XP°P? < NBi(RP°P = 1,10268;r = 0,7467985)

Simulaciu vetviaceho procesu prevedieme analogickym spdsobom ako v asti 4.4 s
reprodukénym ¢islom RP°P po kontrole celej populacie a rovnakym disperznym parametrom
(kod v jazyku R pre tento  vypofet uvaddzame v Casti  prilohy).
Analyticky urc¢it’ pocntic kolkou generaciou dosiahne tato generacia stanoveny ciel je
naroc¢na tloha, preto sme sa rozhodli modifikovat’ algoritmus tak, aby sa cyklus zastavil ked’
dosiahne stanoveny ciel’, teda p; (0) = 0,9. Vysledky naznacujl, Ze tento koronavirus
Sdanymi  parametrami  Sirenia a S faktorom  kontrolnych  mechanizmov
¢ =0,2488534 dosiahne zanik s pravdepodobnost'ou 0,90153 po¢nuc Sestnastou generaciou,

ak presadzujeme kontrolu celej populacie.
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Obrazok 4.10 Histogram 16-tej generacie nakazenych koronavirusom v pripade kontroly

celej populacie s ¢ = 0,2488534.
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Implementéciou individudlnej-Specifickej kontroly nédhodne izolujeme jedincov
s potencialom $irit’ nakazu, teda modifikujeme ich reprodukciu na stav X*¢ = 0. Obdobne
ako pri celoplosnej kontrole, opét’ si stanovime pravdepodobnost’ eventualneho zaniku ako
y =0,92. Koeficient kontrolného mechanizmu c¢ vypocitame z pravdepodobnostnej
vytvarajucej funkcie vtvare (3.23). Po dosadeni hodnét R, =1,468, t=0,92 a
r = 0,7467985, riesime nasledovnil rovnicu (pod rovnicou uvadzame aj kod v jazyku R na

vypocet ¢ V tomto pripade)

)

+ 0,7467985 (1-092)

—0,7467985
) —-092=0

c+(1—c)-<1

eqg3 <- function(c) {

c+(l—c)*(l+(RO/est_r)*O.O8)A(—est_r) - 0.92
}
¢ ind <- uniroot.all(eg3, interval = c(0,2),
lower = 0,
upper = 2,

tol = 0.00000000001)
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Vypocitand hodnota ¢ = 0,2258155 a reprodukéné Cislo po zavedeni individualnej-
Specifickej kontroly vypocitame ako

R = (1 -0,2258155) - 1,486 = 1,136503

Ako sme uviedli v metodickej Casti nasej prace, V pripade individualnej-$pecifickej
kontroly budeme pracovat’ s rozdelenim poctu potomkov, ktoré ma modifikovant hodnotu
pravdepodobnostnej funkcie v nule. Nakol’ko odhadujeme negativne binomické rozdelenie,
Vv tomto pripade budeme pracovat’ s negativne binomickym rozdelenim modifikovanym

vnule. Teda X ~NBi(r;p) a pXé'nd(O) vypolitame  vztahom
Pyina(0) = px(0) + (1 — px (0)).
Po dosadeni hodnét dostaneme Pxind (0) = 0,5695775. Pocet potomkov opiSeme

rozdelenim

X ~ NBi(0,7467985; 0,3371858); pyina(0) = 0,5695775;
R = E, (XM) = 1,136503

V tabul’ke 4.4 uvadzame na ukazku niekolko hodnot pravdepodobnostnej funkcie
poctu potomkov pred zavedenim kontroly py(x) apo zavedeni individualnej-$pecificke;j

kontroly Pxind (x). Tieto hodnoty sme vypogitali nulovym useknutim a nasledne nulovou

modifikaciou, teda pomocou vzt'ahu (3.4), pricom pym(0) = p xind (0).

Tabulka 4.4 Hodnoty pravd. funkcie poctu potomkov, pred a po ind.-Spec. kontrole.

X px(x) Pxina (X)
0 0,44403 0,56957
1 0,21979 0,17016
2 0,12724 0,09851
3 0,07722 0,05978
4 0,04794 0,03711
5 0,03017 0,02336
6 0,01915 0,01483
7 0,01223 0,00947
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Balik actuar obsahuje funkciu rzmnbi, teda generator pseudonahodnych hodnot
Z negativne binomického rozdelenia modifikovaného v nule, pomocou ktorého budeme
generovat’ pocet potomkov. Vo funkcii Specifikujeme nami vypocitane odhady
7 =0,7467985, p =0,3371858 ataktiez Specifikujeme pravdepodobnost v nule
pXCind(O) = 0,5695775.

Po zbehnuti koédu, ktory uvddzame v prilohe, dostaneme vysledok, ze epidémia
s danymi parametrami Sirenia v hypotetickej lokalite zanikne s pravdepodobnost’ou 0,90324

Vv §trnastej generacii, ak presadzujeme individualnu-$pecificka kontrolu.

Obrazok 4.11 Histogram 14-tej generacie nakazenych koronavirusom v pripade ind.-$pec.
kontroly s ¢ =0,2258155.
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Disperznym koeficientom, teda podielom disperzie a strednej hodnoty porovname relativnu

variabilitu jednotlivych modelov poctu potomkov. V nasledujucom grafe uvadzame tato

mieru ako funkciu faktora c pre jednotlivé kontrolné mechanizmy.
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Obrazok 4.12 Disperzny koeficient ako funkcia faktora c pri R, = 1,468, r = 0,7468.
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pravdepodobnost’ zaniku. Tato pravdepodobnost’ mdézeme graficky porovnat’ pre jednotlivé

modely poctu potomkov, teda pre pripad Ziadnej kontroly, kontroly celej populacie a pre

pripad individualnej-$pecifickej kontroly pri hodnote faktora ¢ = 0,3.

Obrazok 4.13 Vyvoj pravdepodobnosti zaniku pre jednotlivé modely (c = 0,3).
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Z hladiska nami stanoveného ciel’a, ktorym je zénik n-tou generaciou s minimalnou
pravdepodobnostou 0,9, nespliia toto kritérium volne iriaci sa koronavirus s odhadnutymi
parametrami Sirenia a S pravdepodobnost'ou eventualneho zaniku 0,72. Preto je potrebné
zaviest intervencie vo forme kontrolnych mechanizmov, ktoré vieme kvantifikovat
pomocou faktora c. Pravdepodobnost eventualneho zaniku sme nadhodnotili 0 2%
(y =0,92) aby sme mohli faktor ¢ vypocitat’ vyuzitim pravdepodobnostnej vytvarajicej
funkcie poétu potomkov. V pripade kontroly celej populicie nam tento faktor vysSiel
priblizne 25% a naslednou simuléciou sme ur¢ili, Ze prvéa generacia, ktord v tomto pripade
spifia dané kritérium je Sestnasta. V pripade individudlnej-Specifickej kontroly, priy = 0,92
nam faktor ¢ wvysiel priblizne 23% azarucil Vv simulacii zanik koronavirusu S
minimalnou pravdepodobnost'ou 0,9 po¢nic Strnastou generaciou. Nasa analyza potvrdila
zistenia autorov publikacie 2, teda individualna-$pecificka kontrola je efektivnejsia
v porovnani s kontrolou celej populacie ak povazujeme za kritérium efektivity
pravdepodobnost’ zaniku nakazy. Tieto zistenia moézu naznacovat, ze mensi faktor c
znamena mensie usilie na kontrolu ¢o sa moze potencialne pretavit’ do mensich ndkladov na
ich realizaciu. Z praxe vieme, ze kontrolné opatrenia celej populacie oproti opatreniam na
individualnejsej baze ako napr. trasovanie kontaktov alebo pravidelné testovanie vo vel'kych
zavodoch, prinasaju vacsie ekonomické skody. Preto aj z ekonomického hl'adiska, mozeme
na zaklade nasho modelu tvrdit’, Ze opatrenia viacej zamerané na potencialnych Siritel'ov st
uspornejsie a efektivnejsie v porovnani s kontrolovanim celej, v naSom pripade hypoteticke;j

lokality.

Autori uvadzaju aj treti typ kontroly, ktorou je cielend individudlna-Specifickd
kontrola (z angl. targeted individual-specific control). Tato kontrola odstranuje nedostatky
individualnej-Specifickej kontroly tak, Ze ndhodne vybranti vzorku potencialnych Siritel'ov
¢ rozdeli na skupiny slabS$ich a silnejSich Siritel'ov. Slabsi Siritelia sii ohodnoteni mensSou
pravdepodobnost’ou a silnejsi va¢sou pravdepodobnost'ou pri nahodnom vybere. Autori pri
tejto kontrole uplatnili Paretovo pravidlo 80/20, a polovicu kontrolného usilia (c) upriamili
na 20% najinfekénejsich jedincov aich vysledky naznaCuju zvySent efektivitu oproti
ostatnym kontrolnym mechanizmom. AvSak v pripade, ze skimand nikaza sa Siri
homogénne a vhodny model poctu potomkov sa javi ako Poisson (podla limitnej vety:
NBi =~ Po ak r - o), jednotlivé kontrolné mechanizmy majii podobnu efektivitu. Co je

vSak v praxi vel'mi ojedinely jav.

56



Zaver

Modelovanie ohnisk infek¢nych nakaz a z nich vznikajucich epidémii nie je Vv
dnesnej dobe ziadnou novinkou. Ked’ze klasické deterministické modely nedokazu zachytit’
variabilitu v sireni nakazy jednotlivych osob, ktora vyplyva zo stochastického spravania
nakazenych os6b a obzvlast' tazko identifikovatenych S$iriacich predispozicii, mozno v
takom pripade pristapit’ ku stochastickym modelom. Cielom naSej prace je poukazat' na
nestandardné vyuzitie diskrétnych zlozenych rozdeleni v oblasti epidemioldgie, ktoré tito

variabilitu v Sireni vedia zachytit’ a spresnit’ pravdepodobnost’ po¢tu nakazenych.

Pomocou negativne binomického rozdelenia sme opisali Sirenie koronavirusu
jednotlivca v hypotetickej lokalite a dokazali sme cez pravdepodobnostnii vytvarajiucu
funkciu tohto rozdelenia urcit’ pravdepodobnost’ eventualneho zaniku nakazy. Naslednym
skladanim tohto rozdelenia sme ziskali uzito¢né informacie, ako napriklad pravdepodobnost’
zaniku nédkazy danou generaciou poctu nakazenych. Dosiahnuté vysledky pre pripad jedného
indexového pripadu (Z, = 1), sme porovnali s pripadom, ked Z, je tiez nahodnou
premennou, opisujicou pocet dennych importovanych pripadov a mohli sme pozorovat
zvySenu variabilitu v poéte nakazenych pre rovnaku generaciu. Vsetky vypocty a algoritmus
vetviaceho procesu, teda viacnasobne zlozené diskrétne rozdelenie sme ziskali
pomocou jazyka R, kde jednotlivé iteracie sme realizovali metddou Monte Carlo simulacie.
Jednotlivé generacie poctu nakazenych sme priblizili pravdepodobnostnou, distribu¢nou
funkciou a zakladnymi ¢iselnymi charakteristikami strednou hodnotou a disperziou, pri¢om

tieto charakteristiky sme urc¢ili simuléciou, ale aj exaktne.

Kontrolné mechanizmy, ktoré sme najprv predstavili teoreticky v metodicke;j Casti,
sme aplikovali na konkrétnych tidajov. Potvrdili sme zname zistenia, ze individudlna-
Specificka  kontrola je efektivnejSia v porovnani s kontrolou celej populdcie.
Implementaciou tychto kontrol sme potvrdili, ze ak je indikatorom lepsie kontrolovanej
nakazy nizSia pravdepodobnost’ zaniku amen$i pocet nakazenych, tak individualna-
Specificka kontrola dokaze vopred stanovent minimalnu hranicu tejto pravdepodobnosti
zabezpeCit' v ramci nizS$ej generacie poctu nakazenych asmensim usilim, ktoré sme
kvantifikovali pomocou faktora c. Domnievame sa, Ze opatrenia, ktoré su cielené na cela
populaciu (napr. lockdown celej krajiny), st z hl'adiska zabezpecenia skorSicho zaniku

nakazy, V porovnani s opatreniami zameranymi na 0SObY S potencialom S§irit' nakazu
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(trasovanie kontaktov, testovanie vo velkych zavodoch) menej efektivne a taktiez

ekonomicky nédkladnejsie.
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Prilohy

Kompletny zdrojovy kod audaje pouzité V tejto praci mozno dohladat’ v jednotlivych

stiboroch s priponou .R a .csv vtomto repozitari: https://github.com/youuto/covid-

branching-process.

Priloha ¢.1 Program vetviaceho procesu v jazyku R s negativne binomickym rozdelenim
poctu potomkov pre pripad Z, = 1. Komentare K nasledujucim riadkom obsahuje zdrojovy

kod, ktory na vyssie uvedenom odkaze mozno najst’ v subore model.R.

#pripad 720 = 1
set.seed (1234)
n <- 100000
R <- RO
r <- est r
Z <- rnbinom(n, mu = R, size = r)
Ztab <- as.data.frame (table (Z))
z <- as.linteger (as.vector (Ztab$z))
pZ <- as.vector (Ztab$Freq/sum(Ztab$Freq))
for (i in 1:3) {
cat ("generating generation", i+1,"\n")
Z <- replicate
(n, sum(rnbinom
(sample(z, 1, prob = pZ,
replace = TRUE),
mu = R, size = r)))
Ztab <- as.data.frame( table(Zz))
z <- as.integer( as.vector (Ztab$Zz))
pZ <- as.vector( ZtabSFreqg / sum(ZtabS$SFreq))
}
FZ <- numeric(length (pZ))
FZ[1l] <- pz[1l]
for (i in 2:length (pZ))
{
FZ[1i] <= FZ[i-1]+pZ[i]
}
Ztab <- cbind(Ztab, pZ, FZ)
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Priloha ¢.2 Program vetviaceho procesu v jazyku R s negativne binomickym rozdelenim
po¢tu potomkov pre pripad ked Z, je ndhodnd premennd opisujica pocet dennych
importovanych pripadov koronavirusu v hypotetickej lokalite. Komentare k nasledujucim
riadkom obsahuje zdrojovy kod, ktory na vysSie uvedenom odkaze mozno najst’ v stubore

model_import.R.

#pripad Z0 je NP
import <- read.csv("import.csv", header = FALSE)
import <- as.matrix (import)
imp tab <- as.data.frame (table (import))
days <- as.integer(as.vector (imp tabSFreq))
set.seed (2345)
n <- 100000
RI <- RO
rI <- est r
zI <- imp tabS$import
pzZI <- days/sum(days)
for (i in 1:4)
{

cat ("generating generation",i,"\n")

Z1 <- replicate

(n, sum( rnbinom
( sample(zI, 1, prob = pZI,

TRUE) ,

replace
mu = RI,size = rI)))
Zltab <- as.data.frame (table(ZI))
zI <- as.integer (as.vector (Z2Itab$zI))
pZI <- as.vector (ZItabS$Freq/sum(ZItabS$SFreq))
}
FZI <- numeric(length (pZI))
FZI[1] <- pZI[1]
for (i in 2:length (pZI))
{
FZI[1i] <- FZI[i-1]+pZI[i]
}
ZItab <- cbind(ZItab,pZI,FzI)
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Zdrojovy kod modelu, kde sme pocitali zmeny po kontrole celej populdcie ndjdeme v stibore
model_popc.R, resp. zmeny po individualnej-Specifickej kontrole najdeme v subore
model_ind_spec.R na vyssie uvedenom odkaze, aj s komentarmi jednotlivych riadkov (oba

modely vyuzivaja rovnaky algoritmus, ktory sme pouzili v modeli v prilohe ¢.1)
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Priloha €.3 Vyvoj simulovanej pravdepodobnosti zaniku p;_(0), strednej hodnoty E;, (Z7,)

adisperzie Dg;n(Z,) prvych dvadsiatich generacii poétu nakazenych na koronavirus

v hypotetickej lokalite, pre pripad Z, = 1, resp. Z, je nahodna premenna poctu dennych

importovanych pripadov.

generacia pZn(O); Esim(Zn); Dsim(Zy); bz, (0); Esirr}(zn); Dsirr_l(Zn);
n Zy=1 Zy=1 Zy=1 Zo je NP Zo je NP ZyJe NP
1 0,4428 1,4703 4,3920 0,1960 11,2524 191,9554
2 0,5773 2,1495 16,0940 0,2545 16,6090 464,5771
3 0,6387 3,1237 42,8657 0,2887 24,3209 1074,2478
4 0,6720 45918 106,4227 0,3123 35,4723 2401,9405
5 0,6905 6,7777 252,6813 0,3263 52,1394 5362,8701
6 0,7039 09,8885 570,3753 0,3341 76,6384 11819,1990
7 0,7116 14,5002 1272,4010 0,3410 113,1694 26115,7130
8 0,7171 21,2002 2819,9188 0,3468 165,5974 56292,7954
9 0,7197 31,3128 6246,7187 0,3504 243,3049 123884,9495
10 0,7204 45,9196 13272,1627 0,3518 356,9937 266271,6312
11 0,7181 67,9907 28825,1819 0,3511 526,1460 578892,3358
12 0,7189 100,1118 62015,4796 0,3521 776,0469 1259851,2317
13 0,7196 146,5417 133251,6219 0,3503 1139,8853 2716187,0015
14 0,7185 217,1595 292196,7724 0,3495 1682,9440 5895463,0670
15 0,7169 321,3138 642228,2938 0,3478 2483,4218 12757405,5860
16 0,7179 476,2470 1415026,3590 0,3488 3654,8181 27542969,3305
17 0,7189 696,8386 3036405,6493 0,3474 5389,4669 59824835,1067
18 0,7191 | 1013,2845 | 6401848,7912 0,3484 7906,4333 | 129357359,8186
19 0,7189 | 1478,1799 | 13488463,2128 0,3493 11578,0529 | 276423794,7182
20 0,7182 | 2185,0822 | 29452256,0533 0,3505 17019,4048 | 601029988,3146
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