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ALTERNATIVNY SPOSOB VYUCBY CPM PROSTREDNICTVOM MS
EXCEL

ALTERNATIVE METHOD OF TEACHING CPM THROUGH MS
EXCEL

Ivan Brezina, Juraj Pekar, Marian Reiff

Abstrakt

Aj ked’ sa v praxi vyuziva mnoho $pecializovanych produktov na hl'adanie kritickej cesty, pre
vyucbu je vhodné vyuzivat Standardné nastroje, ktoré mozu Studentom rozsirit vedomosti
0 vyuziti programového produktu MS EXCEL. Pri rieSeni ulohy hl'adania mozno vyuzit
doplnok Riesitel’ na rieSenie Standardnej ulohy matematického programovania, ale na baze
CPM mozno aplikovat’ aj Specifické excelovské funkcie na ziskanie d’alSich dodato¢nych

informacii. Pre zvladnutie oboch pristupov pritom staci ovladat’ zakladné zru¢nosti prace s MS
EXCEL.

KPucéoveé slova: CPM, MS Excel, kriticka cesta

Abstract

Although many specialized tools are used in practice for finding the critical path, standard
software solutions are more effective for educational purposes, allowing students to expand
their skills in working with MS Excel. The Solver add-in can be utilized to solve the standard
mathematical programming problem for critical path analysis. Additionally, specific Excel
functions can be applied to obtain further insights based on the CPM (Critical Path Method).
Mastering both approaches requires only basic proficiency in MS Excel.

Keywords: CPM, MS Excel, Critical Path

1 Uvod

Vyucba hl'adania kritickej cesty je v rdmci sietovej analyzy ako sucasti predmetov operacného
vyskumu (operacnej analyzy, management science) Standardnym nastrojom na kvantitativne
riadenie projektov. Kritickii cestu mozno charakterizovat' ako najdlhs§iu mozni cestu zo
zaciatocného vrcholu u; sietového grafu do jeho koncového vrcholu uk. V kazdom projekte sa
pritom nachddza minimalne jedna kriticka cesta, ktord sa skladd znavzijom na seba
nadvézujucich ¢innosti. Termin ukoncenia poslednej €innosti na kritickej ceste je sucasne
terminom ukoncenia celého projektu. Pre ¢innosti leziace na kritickej ceste plati, Ze nemaju
asové rezervy a teda nedodrzanie ich terminov znamena celkové prediZenie trvania projektu.

Pretoze cely projekt pozostava z jednotlivych ¢innosti, mozno ho zaznamenat’ v tzv. siefovom
grafe, ktory predstavuje matematicky model projektu. Sietovy graf tvori n vrcholov
reprezentujucich udalosti (zaciatky a konce ¢innosti), z ktorych je jeden zaciato¢ny vrchol u; a
jeden koncovy vrchol uk. Na reprezentaciu jednotlivych ¢innosti v projekte sa v sietovom grafe

vyuzivaji ohodnotené orientované hrany hTJ (kazdej hrane je priradeny smer z vrcholu ui do

vrcholu uja dobatrvania tij, i =1, 2,...n—1; j = 2, 3,...n), pricom jednej ¢innosti je priradena jedna
hrana. Trvanie c¢innosti predstavuje okrem technologického popisu nadviznosti zakladny tidaj
pre zostavenie sietového grafu a predstavuje Cas potrebny na realizdciu zodpovedajucej
¢innosti. V sietovom grafe je trvanie ¢innosti oznaované ako tjj (i =1, 2,..n-1; j =2, 3,...n) a



predstavuje ohodnotenie hrany h—IJ

I <j, ¢o musi byt’ reSpektované pri zostrojeni sietového grafu.

teda hrany z vrcholu u; do vrcholu uj, pricom musi platit’

Ak s parametre (¢asové udaje, trvanie ¢innosti, naklady, zdroje,...) sietového grafu zadané
presnymi hodnotami, ide o deterministické sietové grafy, na ich rieSenie sa pouziva metoda
CPM (Critical Path Method), napr. Kadang et al., 2024, Goksu & Catovic, 2012 a pod.

2 Najdenie kritickej cesty ako loha matematického programovania

Na najdenie kritickej cesty mozno pouzit’ ilohu matematického programovania (UMP), v ktorej
st zname Casy trvania jednotlivych ¢innosti tj > 0, i =1, 2,..n -1, j = 2, 3,...n a hl'adaju sa
hodnoty binarnych premennych xjj € {0,1},1=1, 2,...n—1,j =2, 3,...n, zadiatocnym vrcholom
je vrchol uy, koncovym vrchol un. Pri formulacii UMP predstavuje mnozina Pj vrcholy, do
ktorych ¢innosti vedt, a mnozina Ri vrcholy, z ktorych ¢innosti vychadzaju.

Uloha matematického programovania na najdenie kritickej cesty:

max f(X)=>">"t.x;

ieP jeR

dox =L =l

P

D% =D %, =0,  j=23.n-1

ieP; keR;

> % =1, j=n,

ieR;

x;€{0,1}, ieR, jeP,
kde

]

P ={pe{l2.n}/t;#0,j=23.n]
R={re{l2.n}/t, =0, i=12.n-1}

RieSenim zodpovedajicej Glohy matematického programovania mozno ziskat’ kritick cestu
medzi zaiato¢nym vrcholom uz a koncovym vrcholom un.

3 Najdenie kritickej cesty ako UMP v MS Excel

Ulohu matematického programovania na néajdenie kritickej cesty mozno riesit pomocou
Riesitela (Solvera) programu MS Excel (napr. https:/flylib.com/books/en/3.287.1.114/1/).
Postup bude ilustrovany na priklade z obr. 1, zodpovedajuce udaje v tab. 1. RieSend tloha
obsahuje 81 rozhodovacich premennych, ktoré vyjadruju vSetky existujuce ¢innosti v sietovom
grafe. Pri rieSeni budi pouzité iba premenné, pre ktoré existuje ¢innost’, teda 11 premennych
pre realne Cinnosti a2 premenné pre fiktivne ¢innosti). Redlne ¢innosti su ohodnotené
koeficientami tjj (i =1, 2,...n-1, j = 2, 3,...n), fiktivnym ¢innostiam je priradené vel'mi malé
Cislo (v nasom priklade hodnota 0,0001). Je zrejmé, Ze matica koeficientov tj; je horno-
trojuholnikova, pretoZze ide o orientovany sietovy graf. KaZdej premennej je priradend
zaciatocna hodnota 0.



https://flylib.com/books/en/3.287.1.114/1/

Cinnost Predvc.hédza’jﬁca H_ra_na t
¢innost I
A - 1,2 3
B - 1,3 4
C A B 3,9 6
D - 14 2
E D 4,6 3
F D 45 3
G E,F 6,8 4
H F 58 2
| F 5,7 5
J | 7,8 3
K G,H,J 8,9 1
Obr. 1 Tab. 1

Mozny zapis ulohy spolu s prislusnymi vzorcami a funkciami v MS Excel je na obr. 2.
Optimaliza¢né kritérium je umiestnené v bunke K23 ako skalarny st¢in matice ¢asu ¢innosti
(blok B2:J10) smaticou premennych (blok B12:J20) prostrednictvom funkcie
=SUMPRODUCT(B2:J10;B12:J20), (funkcia =SUMPRODUCT (polel; [pole2]; [pole3]; ...)
vypocita sucet produktov zodpovedajucich rozsahov alebo poli). Funkcia =SUMIF(rozsah;
kritéria; [rozsah_suhrnu]) sa pouZiva na s¢itanie hodnét v rozsah, ktoré spiiaju zadané kritéria,
pricom rozsah predstavuje rozsah buniek, pre ktory sa ma na zaklade kritéria vykonat’ vypocet;
kritérium v podobe Cisla, vyrazu, odkazu na bunku, textu alebo funkcie, ktord definuje bunky
na s¢itanie; rozsah_suhrnu zodpoveda redlnym bunkam, ktoré sa scitaju.

K12 121

Vitup SUMIF| SUMIFC2 =SUMIKD2 sSUMIFGE2 =SUMIFIF2: =SUMIFIG2 =SUMSFIH =SUMIF[12! =SUMIFII10">0" 112:120)- 1

Obr. 2

Po aktivovani vlastného optimalizacného modulu Riesitel’ je pontknuté dialdogové okno
,, Parametre doplnku Riesitel'* urené na zadavanie parametrov rieSenej tlohy (obr. 3).



V ramci obr. 3 je uvedené aj optimalne rieSenie, z ktorého je zrejmé, ze kriticka cesta vedie
hranami vedtcimi z vrcholu uz do vrcholu us, z vrcholu us do vrcholu us, z vrcholu us do
vrcholu uy, d’alej z vrcholu uz do vrcholu ug a nakoniec z vrcholu ug do vrcholu ug s hodnotou
ucelovej funkcie 14. Kritické ¢innosti su teda D, F, 1, J a K a najskor mozny koniec ukon¢enia
projektu je 14.

Vyhodou pouzitia prezentovaného pristupu ndjdenia kritickej cesty je moZnost' vyuZitia
Standardného softvéru MS Excel. Nevyhodou vSak je, Ze okrem ndjdenia kritickej cesty
neposkytuje Ziadne d’alSie informacie o ndjdenom rieseni.

4 Metoda CPM (Critical Path Method)

V kazdom projekte je dané mnozstvo ¢asovych udajov a terminov spojenych s jednotlivymi
¢innostami, ktoré mozno zobrazit’ pomocou sietového grafu, o ktorom sa predpoklada, ze je

acyklicky, hrany E, i=1,2,..n-1,j=2,3,..n, smeruji od vrcholov s niz§imi indexmi do

vrcholov s vy$§imi indexmi, pre kazda ¢innost’ je znamy cas jej trvania tij a ur¢ena nadvéznost’
jednotlivych ¢innosti. Na najdenie kritickej cesty sa pre deterministické vstupné udaje (tij, | =
1,2,..n-1;j =2, 3, ...n, st presne zadané) najCastejSie pouziva metdda kritickej cesty (CPM),
ktort predstavuje matematicky algoritmus planovania priebehu na seba nadvézujicich ¢innosti
projektu.

Aplikacia metody CPM umoziuje pre projekt urcit’:
1. kriticku cestu, t. j. celkovi dizku trvania realizacie projektu,
2. priebeh realizacie projektu vratane kalendarneho rozpisu realizacie jednotlivych ¢innosti,
3. Casové rezervy pri realizacii jednotlivych ¢innosti.

Pouzivané oznacenie:

T Cas zaciatku celého projektu (zvycajne sa rovna 0, ale mdze byt zadany 1 ako datum),
T! vypoditany &as trvaniu projektu (dizka vypogitanej kritickej cesty), oznacuje sa aj ako
Th, ked’Ze projekt tvori n ¢innosti,

tij trvanie ¢innosti z vrcholu u; do vrcholu uj, teda trvanie ¢innosti (i, j) vyjadrené

v ¢asovych jednotkach (i=1, 2, ..n-1; j=2, 3, ...n),



ZMij najskor mozny zaciatok ¢innosti vychddzajucich z vrcholu ui, resp. najskdr mozny
zaciatok Cinnosti (1, j) (I=1, 2, ...n-1;j =2, 3, ...n),

KMij najskér mozny koniec €innosti konciacich vo vrchole uj, resp. najskdr mozny koniec
¢innosti (1, J) (I=1, 2, ..n-1; =2, 3, ..n),

ZPij  najneskdr pripustny zaciatok ¢innosti vychadzajtcich z vrcholu ui, resp. najneskor
pripustny zaciatok ¢innosti (i, j) (i=1, 2, ...n-1; =2, 3, ...n),

KPij  najneskor pripustny koniec ¢innosti konc¢iacich vo vrchole Uj, resp. najneskor pripustny
koniec ¢innosti (i, J) (i=1, 2, ..n-1;j =2, 3, ...n),

TMi  najskoér mozny termin vrcholu uj, t. j. najskér mozny koniec vSetkych ¢innosti, ktoré do
tohto vrcholu prichddzaju a sucasne najskor mozné zaciatky vsetkych Cinnosti, ktoré z tohto
vrcholu vychadzaju (i=1, 2, ...n-1),

TPi  najneskdr pripustny termin vrcholu Ui, t. j. najneskdr pripustny koniec vSetkych ¢innosti,
ktoré sa v tomto vrchole konéia (i = 1, 2, ...n-1).

Rozdiel medzi najskér moznym terminom vrcholu a najneskor pripustnym terminom sa
oznacuje ako Casova rezerva ¢innosti R (R = TM; — TP, i = 1, 2, ..n—1), priCom ak plati
TMi=TPi, 1 =1, 2, ..n—1, tak ¢asova rezerva neexistuje (R = 0) a ¢innosti s nulovou rezervou
tvoria kritickii cestu.

Kriticku cestu tvoria kritické ¢innosti s nulovou rezervou, teda tie, pre ktoré plati TM; = TP;j,
resp. tij = TPj — TM; = KPjj — ZMij, z ¢oho vyplyva, ze ZMij= ZPjj, resp. KMj; = KPjj (i = 1, 2,
.n=1;7=2,3,..n).

Vypocet kritickej cesty prostrednictvom CPM prebicha v 2 etapach:

e 1. etapa — vypocet vpred (od zaciatocného vrcholu ku koncovému), pocitaji sa najskor
mozné hodnoty (TMi, ZMjj, KMj) aprei=1,2,..n-1;j=2, 3, ...n plati:

TMi = ZMij, TM1 = T°, teda TM1 = 0 — ide o zaciato¢ny vrchol, ktory sa za¢ina v ¢ase 0 a ma
index 1

TMi = maxn(TMn + thi) = maxn(ZMhi + thi), resp. TMi = maxn(KMhi),

kde KMhi = TMp + thi = ZMni + thi

a h predstavuje indexy vsetkych vrcholov, z ktorych hrany vstupujt do vrcholu ui,

nasledne sa uréi celkovy &as projektu T* = maxm(KMmn), resp. Tt = TMy, kde n predstavuje
posledny vrchol sietového grafu a m indexy vSetkych vrcholov vstupujticich do posledného
vrcholu.

e 2.etapa— vypocet vzad (od koncového vrcholu k zaciatocnému), prei=1,2,..n-1;j =2, 3,
...n sa pocitaju najskér mozné hodnoty (TPj, ZPjj, KPjj):

TPj = KPjj, z prvej etapy je zname T'=TMh, preto TP, = T a, resp. TP, = TMh, kde n predstavuje
posledny vrchol sietového grafu, TPi = min;(TP; — tij) = min;(KPjj— tij), resp. TP; = min;(ZPj),
kde ZP;jj = TPj — tij = KPjj— tjj a j predstavuje indexy vsetkych vrcholov, ktorych hrany vystupuju
z vrcholu ui.

e Nasledne sa ur¢i kriticka cesta, resp. sapre i =1, 2, ...n-1; j = 2, 3, ...n uréia kritické ¢innosti
prostrednictvom vypoctu celkovej rezervy RCjj. Kritick cestu tvoria kritické ¢innosti s nulovou
rezervou, teda TM;i = TPj, z ¢oho vyplyva, ze ZMjj = ZPjj, resp. KMjj = KPjj a celkova rezerva
RCij = KPijj — KMijj = ZPjj — ZM;;.

Uvedeny pristup je pri vyucbe najdenia kritickej cesty prostrednictvom CPM interpretovany
napr. v Kala, 2001, MacDonald, 1995, internetové zdroje (7) — (8).

5 Najdenie kritickej cesty algoritmom CPM v MS Excel

Predchéadzajuci postup néjdenia kritickej cesty aj s informaciami o najskdr moznom zaciatku
a konci, 0 najneskoér pripustnom zaciatku a konci, ako aj o kritickych rezervach jednotlivych
¢innosti mozno aplikovat’ v MS Excel (obr. 4). Vhodné je pritom vyuzit' funkcie =MAXIFS



a =MINIFS. Funkcia =MAXIFS(max rozsah; rozsah kritériil; kritérial; [rozsah Kkritérii2;
kritérid2]; ...) vypocita maximdalnu hodnotu buniek vybratych na zaklade danej mnoziny
podmienok alebo kritérii, kde max_rozsah predstavuje aktualny rozsah buniek, v ktorych sa
urCuje maximalna hodnota; rozsah_kritériil je mnozina buniek, ktoré sa hodnotia na zaklade
kritérii; kritérial predstavuje kritéria vo formate Cisla, vyrazu alebo textu definujiuce bunky,
ktoré budu vyhodnotené ako maximum. Funkcia =MINFIS ma rovnaku syntax, samozrejme,
urcuje sa v nej minimalna hodnota z rozsahu buniek na zaklade definovaného kritéria.

A B T o £ ¥ G H

Najsde  Najnoskdr
motny pripusiny
ronlec eadintok

AR Najskdr molry 2atiatok 7M KM, », Napneskde prpustng koniec P, Kritické rezarvy fC,

21 2 3 WF{A2SLOMAXIFS|{SES2-SESIASES2SBS14.AT)) 0242 WG2-02 “IF{B2<9;MAX{ SESESESIA) MINIFS{SFSZSF 514 SAS2SASI4RD))  «F2-D2

31 3 2 =ARARLOMAXIFS{SESZSES1SSES2:58514:A3)) DIKI =633 =IF{B3=9;MAX|SESZSESIA) MINIFS| SFE2:55 514, 3452:54514:83) ]  =F3-D3

411 a2 SANASLOMAXIFSYSESIIES14;5850:50514:49) ) DAL =G4-Ca =P B=9;MAX{ SESZSES14) MINIFS[$SF 5256514 Sa52:50514:04))  =Fe-D4

312 3 0 SIF{AS=LOMAXIFYSESXSESI45852:58514,A5)) SO5HS  wG5-CS  wIF{BS=9;MAX|SESZSESTA) MINIFS|SFS2SFS1ASAS2SASIARS])  »FS-DS

63 3 6 sIF{ABSLO;MAXIFS|SESZSES1A;SBS2:SBSI4AL)) 06406 SGHCE «IF{BS<9;MAN|SESTSESIA) MINIFS|SFE2-5F S14SASRSASIABE)|  <F6.D6

72 3 3 SHAT=LOMAXIFS SESESES1L;SBs2:58514:A7)) 07T =GMC7 I B7=9;MAN{SESZSES14);MINIFS| SF 5255 514.5052:50814:87) ) =F7-07

B4 & ) =FABR=LOMAXIFSSESZSES14,5652:50514:A8)) =08CH =GE-C8 =F{ B MAXY SESZSESIA) MINIFS S5 S2SF S1A,SA52:5A514:08))  =F8-DN

015 & 0 «IF{AS=LOMAXIFSSEGZSESI4SBS2:SBS14.A9)) WDIHLT  «GH-C9 «IF{ESe0MAN{SESTSESIAMINIFS|SFS2SF 514 SAS2:5A514:89))  «F3-D3

105 7 5 SFALO=LOMAXIFS{SES2:SESIY;SBS2:58S14A0)) =DI4CI0 =GIOCI0  =IF{BI0=T;MAX{SESISESIA)MINIFS{SFS2:SF514;5A52:54514;810)) =F10-D10

1s & 15 MAXIFS(SESLSESIASBS2:58510,A11))  =O114C1T =G11-CI1  =IF{B11=9;MAX{SESLSESIA MINIF Y SFELSF518;5A52-00514:811)) =F11-D1L

1216 5 4 wR{AMMLOMAXFS{SESSESINSBS2:S8S10A12])  ~0124C12 #G12-C12  wIF{BI2=9MAX{SES2SESIA) MINIFSISFE2SF 514545254 514:812)) =F12-D12

1377 & 3 «F{AL3=L0;MAXIFS{SES2:SESIA,SBS2:SBSI4A13])  «D13+C13 =G13-CI3  «IF{B13=9)MAX({SESLSESIA) MINIFS{SFE2SFSI4;SAS2SA514:811)) =F13-D13

1818 5 1 =F{A1S=L0;MAXIFSISES2SESISSES:SB514;A18) )  =D84C1E =G14-C24  =IF{BIA=9MAX{SESLSESIAMINIFS SFE2:$F514;SA520A514:814)) =F14-D14

Obr. 4

Na obr. 5 je vysledné riesSenie, ktoré informuje, Ze kritické ¢innosti st ¢innosti 1-4, 4-5, 5-7 7-
8 a 8-9, ktoré maju v stlpci kritickych rezerv RCj; hodnotu 0.

A B C D E F G H
Majneskdr Majneskor
Majskdr moZny  Majskér moiny pripustny pripustny koniec Kritické rezervy

1|1 t; zaCiatok ZM koniec KM ; zatiatok ZP; KP RC;
2 1 2 3 0 3 5 8 5
3 | 1 3 4 1] a a 8 4
4 | 1 4 2 0 2 0 2 ]
5 | 2 3 0 3 3 8 8 5
b | 3 9 6 4 10 8 14 4
T | 4 5 3 2 5 2 5 L]
a8 | 4 b6 3 2 5 ] 9 4
g | 3 6 0 5 5 9 9 4
1{]_ 3 7 5 5 10 5 10 ]
11, 5 8 2 5 11 13 il
12] 6 8 4 5 9 13 4
13_ 7 8 3 10 13 10 13 L]
14, 8 9 1 13 14 13 14 ]

Obr. 5
Aj z obr. 5 je zrejmé, Ze kriticka cesta vedie hranami veducimi z vrcholu uz do vrcholu ug,

z vrcholu us do vrcholu us, z vrcholu us do vrcholu uz, d’alej z vrcholu u7 do vrcholu us
a nakoniec z vrcholu ug do vrcholu ug s hodnotou ucelovej funkcie 14.
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6 Zaver

Pre vyucbu hl'adania kritickej cesty je vhodné vyuzivat' Standardné nastroje, ktoré by mali
Studenti zvladnut’ tak, aby sa v nich nielen orientovali, ale aby ich vedeli aj pouzivat’ pri rieSeni
problémov, ktorym budi vystaveni v praxi. VSeobecnym programovym nastrojom, ktorého
ovladanie vyzaduje vacsina firiem je programovy produkt MS EXCEL. Preto jeho vyuzitie pri
rieSeni ulohy prostrednictvom CPM rozsiruje pohl'ad Studentov na jeho vyuzitie a umoziluje
Studentom vyuzit  tak Riesitel’ (Solver), ako aj $pecifické excelovské funkcie na ziskanie d’alSich
dodato¢nych informécii. V praxi pritom existuje aj mnoho Specializovanych produktov, ktoré
mozno pouzit’ pri hl'adani kritickej cesty, napr. internetové zdroje (2) — (6).
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FUZIE A AKVIZICIE FIRIEM A UKAZOVATELE SILY

MERGERS AND ACQUISITIONS OF COMPANIES AND POWER
INDICES

Zuzana Cickovd, Peter Pet’ko

Abstrakt

V prostredi dynamickej geopolitickej a makroekonomickej transformacie, poznacenej
vyzvami ako energetickd a digitalna tranzicia Ci potreba posilnenia odolnosti dodéavatel’skych
retazcov, zohravaju fuzie a akvizicie Ccoraz dodlezitejSiu tlohu ako néstroj na posilnenie
konkurencieschopnosti podnikov v Eurdpskej Unii. Kooperativne spravanie sa subjektov vo
svojej podstate skuma kooperativna teoria hier. Koalicné vztahy medzi firmami su
vyznamnym faktorom ovplyviiujicim uspech firmy v oblasti nedokonalej konkurencie. Tento
prispevok za zaoberd moznostami vycislenia zakladnych ukazovatelov sily subjektu
(Banzhafov a Shapleyho-Shubikov index), ktoré pontkaju prvotny pohlad na odhad jeho
koali¢ného potencidlu. Prezentujeme vypocet indexov v systéme MatLab.

KUPucové slova: fuzie, teoria hier, indexy sily

Abstract

In an environment of dynamic geopolitical and macroeconomic transformation, marked by
challenges such as energy and digital transitions or the need to strengthen the resilience of
supply chains, mergers and acquisitions play an increasingly important role as a tool for
strengthening the competitiveness of companies in the European Union. Cooperative behavior
of entities is essentially studied by cooperative game theory. Coalition relations between firms
are a significant factor influencing the success of a company in the area of imperfect
competition. This paper deals with the possibilities of quantifying the basic indicators of the
strength of an entity (Banzhaf index and Shapley-Shubik index), which offer an initial view of
the estimate of its coalition potential. We present the calculation of indices in the MatLab
system.

Keywords: mergers, game theory, power indices

1 UVOD

Fuzie a akvizicie (M&A) st dolezitym faktorom ovplyviiujucim konkurencieschopnost’
podnikov v Eurdpskej tnii. KI'i€ové spravy ako “Letta Report” (92024) a “Draghi Report”
(2024) varuju pred narastajucou divergenciou medzi Eurépou a USA v oblasti produktivity,
inovacii a investicii. V tomto kontexte M&A predstavuje nedostatocne vyuzity strategicky
nastroj na pribliZzenie sa k dynamickejSiemu modelu konsolidacie trhov a efektivnejSieho
kapitalového trhu, ktory je charakteristicky pre USA.

V nadviznosti na tieto analyzy predstavila Europska komisia v januari 2025 novy strategicky
nastroj na zvysenie konkurencieschopnosti EU s nidzvom “Competitiveness Compass”
(Europska komisia 2025). Tento kompas slizi ako ramec pre pravidelné hodnotenie
vykonnosti EU v oblasti konkurencieschopnosti naprie¢ $tyrmi piliermi: otvorené a
spravodlivé trhy, silné priemyselné ekosystémy, investicie do vyskumu a inovécii, a
schopnost’ podnikov rast’ a expandovat. Cielom tohto nastroja je nielen zmapovat stav
konkurencieschopnosti v jednotlivych ¢lenskych Statoch, ale aj identifikovat’ Strukturalne
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slabiny a poskytovat’ strategické odporucania na ich odstranenie. V tomto kontexte Komisia
zdorazituje potrebu konsolidacie, transformacie a internacionalizacie eurdpskeho
podnikatel’ského prostredia.

Jednou zo stratégii rastu, ktora mézu podniky vyuzit' na zvySenie svojej odolnosti a
konkurencieschopnosti, si prave fuzie a akvizicie. Zatial ¢o USA historicky aktivnejSie
podporuji M&A a konsolidaciu kIi¢ovych odvetvi, pristup EU bol v minulosti ¢asto
opatrnejsi, pricom pravidla hospodarskej sut'aze niekedy brzdili rozsiahlejSie M&A s cielom
chranit’ fragmentovany vnutorny trh. Pretrvavajuce regulacné bariéry, vyplyvajuce z
rozdielnych narodnych pravnych uprav v oblasti obchodného préva, dani a administrativnych
postupov, komplikuju a predrazujii najmi cezhraniéné fuzie, obzvlast pre malé a stredné
podniky (SME). V tejto stvislosti sa diskutuje o zavedeni tzv. 28. rezimu — voliteI'ného
celoeurdpskeho pravneho ramca pre spolocnosti, ktory by mohol zjednodusit’ cezhrani¢né
operacie vratane fuzii tym, Ze by sa obiSla potreba navigovat komplexitu 27 narodnych
systémov.

Tisice transakcii s hodnotou nizSou ako 500 miliénov dolarov tvoria viac¢Sinu M&A aktivit
kazdy rok. MenSie az stredne velké transakcie budil jednoduchSie na realizdciu nez
megatransakcie, a to vd’aka relativne niz§iemu riziku, mensej zavislosti od financovania a
niz8ej regulacnej kontrole.

2 INDEXY SILY

Na odhad koali¢ného potencialu firmy mozno pouzit’ indexy sily zname z kooperativnej tedrie
hier, ktoré¢ popiseme v d’alSej Casti.

2.1 Banzhafov index a Shapleyho-Shubikov index
Nech P = {1,2,...n} je mnozina hraCov (podnikov, firiem a podobne). Charakteristicka
funkcia hry s mnozinou hracov P nazveme funkciu v definovant pre vSetky podmnoziny

S € P, ktora mé tieto vlastnosti: V(6)=0 a v(S,US,)>Vv(S,)+V(S,) pre vietky disjunktné
dvojice S, a S, c P. Dvojicu (P,v) nazyvame kooperativna hra n hracov v tvare
charakteristickej funkcie.

Charakteristicka funkcia prirad’'uje kazdej koalicii § © P cislo v(S), ktoré vyjadruje ,,silu®
koalicie S. Toto c¢islo nazyvame aj hodnota koalicie S. Hodnota koalicie, ktord vznikne
zjednotenim dvoch disjunktnych koalicii, nem6ze byt mensia ako sucet hodnot tychto dvoch
koalicii, operujucich samostatne (t.j. ,,sila* celku nie je mensia ako ,,sila* jeho Casti).

Najjednoduchiou formou koali¢nych hier st hry kde v(S)e{0,1}. Tento pripad mozno

pouzit napriklad v pripade hlasovacich hier, alebo v pripade sledovania hrani¢ného
ukazovatela (napriklad sledovanie podielu na trhu, dosiahnutie stanovenej hodnoty trzieb a
podobne).

Banzhafov index (Dlouhy a Fiala, 2015, Ci¢kova a kol., 2019) je metodou odhadu sily hraca
z hl'adiska jeho hrani¢ného prinosu ku koalicii, kde prinos i-teho hrac¢a ku koalicii S mozno

urcit’ ako: V(S)—V(S —{i}). Ak pre charakteristicku funkciu plati V(S) =1 aV(S —{i}) =0,
potom i-ty hra¢ je nevyhnutny pre vitazstvo koalicie S. Nech je pocet takychto koalicii
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oznaCovany ako ei, potom Banzhafov ukazovatel pre i-teho hraca: f =—

, pricom plati

> B =1520.
i=1
Shapleyho-Shubikov ukazovatel mozno za predpokladu v(S)=1 a V(S —{i}) =0 vygislit

ako: h=Y (IS[-2)((n[s])!

ieS nl

, kde symbolom |S|oznaéujerne pocet Clenov koalicie S,

pri¢om plati z h =1h >0.

i=1

2.2 Vypocet indexov v systéme MatLab
Nech P :{A, B,C, D}a nech sila hracov je: v(A) = 4, v(B) = 3, v(C) = 2, v(D) = 1. Nech

hrani¢nou silou koalicie (hodnota, kedy koalicia je vacSinova), je hodnota 9. Na vypocet
Banzhafovho a Shapleyho-Shubikovho ukazovatela sme vytvorili program v systéme
MatLab.

%zadanie vstupnych dat, meno hraca a jeho sila (podiel na trhu)
hraci = ['A','B','C','D"]
sila hraca=[4,3,2,1]"
%$blokovacia konstanta
konstanta=9;
rozmer=size(sila hraca);
pocet=rozmer (1) ;
pocet koalicii=2"pocet-1;
celkovy pocet=sum(sila hraca);
$vypocet Banzhafovho a Shapley-Shubikovho ukazovatela ukazovatela
Banzhaf=zeros (pocet,1);
Sharpley=zeros (pocet, 1) ;
%hranicne 1l-koalicie
for i=l:pocet
if sila hraca(i)>=konstanta
Banzhaf (i) =Banzhaf (i) +1;
Sharpley (i)=Sharpley (i) +factorial (pocet-1)/factorial (pocet);
end
end
%$hranicne 2 a viac-koalicie
for i=2:pocet
koalicie=nchoosek (hraci,i);
pocet clenov=nchoosek(sila hraca,i);
pocet v koalicii=sum(pocet clenov');
pocet v koalicii=pocet v koalicii';
for j=l:pocet
sila hraca bez=sila hraca;
sila hraca bez (j)=0;
pocet clenov_bez=nchoosek(sila hraca bez,1i);
pocet v koalicii bez=sum(pocet clenov bez');
rozmerl=size (pocet v koalicii bez);
rozmer2=rozmerl (2) ;
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pocet v koalicii bez=pocet v koalicii bez'
for m=l:rozmer?2
if
pocet v koalicii (m)
Banzhaf (j)
Sharpley (]
i) /factorial (pocet) ;
end
end
end
end

Banzhaf (j)+1;

>=konstanta&pocet v _koalicii bez (m)<konstanta
)=Sharpley (j)+factorial (i-1) *factorial (pocet-

r

Vysledkom su rovnaké hodnoty Banzhafovho aj Shapleyho-Shubikovho indexu:

B,=h, = (1/3,1/3,1/3,0),i € P. V tejto hre maju hraci A, B, C rovnaky koali¢ny potencial,
koali¢ny potencial hraca D je nulovy.

3 ZAVER

Fuzie a akvizicie predstavuju kl'aiCovy nastroj zvySovania konkurencieschopnosti firiem v
dynamicky sa meniacej eurdpskej ekonomike. V kontexte aktudlnych strategickych
dokumentov EU, ako aj rastucich vyziev v oblasti technologickej a energetickej
transformécie, moZno oc€akavat’ d'al§i narast ich vyznamu. Ukazovatele sily zaloZzené na
kooperativnej teérii hier — konkrétne Banzhafov a Shapleyho-Shubikov index — ponukaju
uzito¢ny nastroj na kvantifikaciu koaliéného potencialu subjektov pri strategickom planovani
a hodnoteni fazii a akvizicii. Ich vypo¢tom mozno identifikovat hracov s rozhodujucim
vplyvom a ur¢it mozné zoskupenia firiem s potencidlom dosiahnut’ synergické efekty.
Implementacia tychto metdod v systéme MatLab ukdzala, Ze aj v relativne jednoduche;j
konfiguracii mozno ziskat' zrozumitelné vysledky, ktoré mézu posluzit' ako podklad pre
strategické vyjednavanie a rozhodovanie.

Do budtcnosti sa javi ako prinosné rozsirit’” analyzu o viackriteridlne hodnotenie subjektov
(napr. kombinacia trhového podielu, inovaéného potencialu a geografickej pdsobnosti), ako aj
o empiricku validaciu vysledkov na redlnych datach z trhu fuzii a akvizicii. Zarovenl by bolo
vhodné preskimat’ moznosti vizualizacie koali¢nych Struktur a ich vyvoja v cCase, o by
mohlo prispiet’ k lepSiemu pochopeniu dynamiky fuzii a podpore datovo orientovaného
rozhodovania v oblasti hospodarskej politiky aj na Grovni podnikového manaZzmentu.
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MATEMATICKE MODELOVANIE EKONOMICKYCH A
EKOLOGICKYCH SYSTEMOV AKO NASTROJ EKOLOGICKO-
EKONOMICKYCH ROZHODNUTI

MATHEMATICAL MODELING OF ECONOMIC AND ECOLOGICAL
SYSTEMS AS A TOOL FOR ECOLOGICAL-ECONOMIC DECISION-
MAKING

Daniel Dudek!

Abstrakt

Této praca sa zaoberd moznostami matematického modelovania ekonomickych a ekologickych
systémov s dorazom na energeticky manazment. Ciel'om je navrhnt’ pristupy, ktoré pomozu
optimalizovat” procesy vramci udrzatelného rozvoja, obehového hospodarstva akruhovej
ekonomiky. Praca blizSie analyzuje nastroje systému energetického manaZmentu (EMS),
legislativne aekonomické motivacie k ekologizacii a prindSa navrh univerzalneho modelu
planovania vyuzivania energii. Model prihliada na variabilitu tarif elektrickej energie, potencial
obnovitel'nych zdrojov a moznosti integracie do priemyselnych ¢i domacich procesov.

KUlucové slova: Systém Energetického Manazmentu, Udrzatel'ny Rast, ObnoviteI'né Zdroje

Abstract

This paper explores the possibilities of mathematical modelling in economic and ecological
systems, focusing specifically on energy management. It aims to propose methods that help
optimise processes under the principles of sustainable development, circular economy, and eco-
friendly strategies. The paper analyses tools of the Energy Management System (EMS),
legislative and economic motivations for greener solutions, and offers a proposal for a universal
model for energy usage planning. The model accounts for variable electricity pricing, renewable
energy integration, and the practical incorporation of these tools into both industrial and
household processes.

Keywords: Energy Management System, Sustainable Growth, Renewable Resources

1 INTRODUCTION

Ecology, environmentalism, and sustainable development are topics frequently discussed in
contemporary economic and social debates. These areas intersect various scientific disciplines
and can significantly impact both global economic processes and environmental stability. Over
the decades, numerous national and international organisations, including the European Union
and the United Nations, have introduced legislative frameworks, recommendations, and
incentives to promote sustainable growth and minimise environmental footprints (European
Parliament, 2019; United Nations, 1992).

One such strategic objective, both globally and within the European Union, is to reduce the
negative impacts of industrial processes while simultaneously supporting economic growth.

! Economics University in Bratislava, Faculty of Business Informatics, Department of Operations Research and
Econometrics, Dolnozemska cesta 1 851 04 Bratislava, daniel.dudek@euba.sk

The paper was elaborated in the scope of the grant assignment ESG 1-24-111-00 Exploring the use of
artificial intelligence to support the creation of scientific research papers and the data mining within them
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These efforts have given rise to the concept of a “circular economy” in which resources and
energy are managed in cycles to reduce waste and emissions. Within this context, new policy
instruments emphasise the integration of environmental criteria alongside traditional economic
objectives (The World Bank, 2008).

From a legislative standpoint, several directives aim at achieving efficient energy usage. For
instance, the European Union’s Directive on Energy Efficiency (EED) encourages both
industrial and household users to adopt systematic measures to reduce energy consumption
(European Parliament, 2012). Simultaneously, Directive 2019/944 supports dynamic electricity
tariffs, enabling consumers to shift their energy usage to lower-cost (and often greener) time
periods (European Parliament, 2019).

2 CURRENT STATE OF THE RESEARCH

Recent decades have seen an accelerated emphasis on incorporating environmental
considerations into economic planning. In part, this is driven by growing consumer demand, as
more individuals and organisations recognise the importance of reducing emissions and
resource usage. Tools such as ESG (Environmental, Social, and Governance) reporting have
emerged to measure and disclose ecological and social impacts. Moreover, cap-and-trade
systems encourage producers to reduce emissions and monetise any unused emission
allowances (May, Stahl and Taisch, 2016).

2.1  Energy Management Systems (EMS)

Energy management involves systematically optimizing production, distribution, and
consumption of energy. The modern concept of a comprehensive Energy Management System
(EMS) focuses primarily on end-user consumption. Defined by ISO 50001, EMS provides
organisations with a framework to continuously improve energy performance by defining and
measuring consumption goals, implementing improvements, and regularly reviewing progress
(McKane et al., 2009).

Two key energy-related categories often targeted for optimisation are:

. Electricity — Shifting or reducing power consumption to match cheaper tariff windows
or higher supply from renewables.
. Heating, ventilation, and air conditioning (HVAC) — Enhancing thermal comfort in

buildings while minimising energy use and associated costs.

Energy management systems can be further divided based on their domain:

. HEMS (Home Energy Management System) — Typically integrates photovoltaic
systems, battery storage, electric vehicle charging, and household appliances.

. BEMS (Building Energy Management System) — Controls lighting, HVAC, and other
building-level energy loads.

. FEMS (Factory Energy Management System) — Focuses on manufacturing processes
and industrial loads.
. CEMS (Community Energy Management System) — Coordinates energy usage and

production among multiple buildings, local producers, and prosumers.

2.2  Smart Grids and Dynamic Tariffs

Smart grids leverage digital communication and real-time data to enhance reliability and
efficiency in power distribution (Cecati et al., 2010). By using smart meters and IoT-based
technologies, consumers can access variable tariff structures—also known as time-of-use
pricing—allowing them to shift energy usage to oft-peak hours with lower costs. This approach
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balances supply and demand more effectively, promoting the integration of renewable sources
like solar and wind (Ghelasi and Ziel, 2024).

Various studies (Samadi, Schober and Wong, 2011) have demonstrated that dynamic pricing
significantly reduces peak loads, lowers consumer costs, and improves grid stability. On the
industrial side, advanced scheduling of production processes can reduce overall electricity
expenses by strategically using lower tariff windows (Wu et al., 2005).

2.3 Recent Developments in EMS Research

A growing portion of EMS research addresses multi-objective optimisation, incorporating both
economic and ecological criteria. For example:

. Zhang, Yang and Li (2022) proposed a hybrid algorithm combining gravitational search
and particle swarm optimization to schedule flexible loads and electric vehicle charging,
minimising both cost and emissions.

. Ali et al. (2024) implemented real-time EMS control in an actual household with solar
panels, battery storage, and dynamic tariffs, achieving significant cost reduction (nearly 58%)
and lower stress on the grid.

Multi-appliance scheduling is another key aspect, accounting for appliances with different
flexibility properties (Roh and Lee, 2016). Many models classify appliances as fully
interruptible, partially interruptible, or non-interruptible and then address each category with
specific constraints. While these models can be highly accurate, their computational complexity
often grows, requiring meta-heuristic approaches such as genetic algorithms, swarm
optimisation, or hybrid solutions (Javaid et al., 2017).

3 PROPOSED MODEL AND METHODOLOGY

In this shortened paper, we outline a universal model aimed at optimising energy usage for
various entities—households, buildings, and factories—under a single unifying approach. The
model is based on discrete time intervals, 15-minute, to capture dynamic tariff changes and
renewable supply variability.

We distinguish between three core categories of energy-consuming devices:

. Interruptible Devices (SV): Operation can be paused or resumed. Example: charging
batteries, electric vehicles.
. Non-Interruptible Devices (SN): Once turned on, they must run continuously until

completion (e.g., washing machines). Some such devices may form a “chain,” where one task
must finish before the next begins (like a washing machine followed by a dryer).

. Uncontrollable Devices (SBO): Operated at the user’s immediate discretion (lighting,
TVs).

The primary objective is minimising total cost of electricity—calculated by multiplying the
device’s power usage within each interval by the interval-specific tariff—while respecting
constraints such as runtime requirements and user-defined comfort or scheduling preferences.
Secondary objectives, not yet fully integrated in this simplified model, include environmental
impacts (e.g., carbon intensity in each interval), maximising usage of on-site renewables, or
limiting the number of devices ON-OFF transitions to preserve equipment lifespan.

3.1  Example of a Simplified Scheduling Problem
Consider a scenario with:
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. One Shiftable Interruptible Appliances (Electric vehicle [EV] charger) requiring 8
discrete intervals of operation.

. One Shiftable Uninterruptible Appliances (washing + drying) requiring 12 + 16
intervals, respectively.
. Several Regular appliances (lights, small appliances).

By applying a mathematical programming approach in a solver, the model finds the schedule
that runs the washing machine and dryer at the cheapest time frames, while the EV charger is
switched on during periods with lower tariffs. The result can differ markedly from a baseline
schedule, demonstrating potential cost savings of over 20-30% (Zhao et al., 2013).

We used sample data that served as an estimate how many wats of electricity such devices could
consume per time frame. We used price tariffs inspired by real tariffs of electricity, while the
cost is calculated with sample monetary units. In the future we could use data predicted by
artificial intelligence based on historical data and trends, so the scheduling of devices could be
done up to 1 year ahead, not only for basic tariffs, but also for possible electricity output from
regular or renewable sources of electricity. We then used model created by work of Doctor
Javaid and his team (2017).

Figure 1. Illustration of device scheduling
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Table 1 Description of appliances

Interruptible devices

Name of Device

Number of device | Consumption per
(m) 15 minutes ()

Operation time of 15
minutes

EV

1 700

8

Non-interruptible devices

Number of device | Consumption per

Name of Device (m) 15 minutes (1) Operation time
Washing machine 1 700 12
Dryer 2 1000 16

Uncontrollable devices

Number of device | Consumption per

Name of Device (m) 15 minutes (2,) Operation time
Lightl 1 215 16
PC 2 300 6
Fridge 3 30 48
Light2 4 30 36
Light3 5 180 32

Source: Own elaboration

Table 2. Description of symbol used in mathematical model.

Description

Total number of homes

Total number of appliances

Set of appliances

Time interval

Total time

Energy consumption

N

Pricing signal (RTP)

Power rating of appliance

Energy consumption

Cost per day

Cost per 15 minutes

I RIEN LY ISIESIER PN 2%1
on
=N

Total load demand

Shiftable—interruptible loads are end-using whose operation can be scheduled in any time slot
and paused without loss of service quality. Typical members of this class include vacuum
cleaners, domestic water-heaters, booster pumps, dishwashers and hair-dryers. Let Ag; be the
set of interruptible appliances and ag; € Ag; a particular device with rated power Ag; (kKW).

Source: (Javaid et al., 2017)

Then total energy consumption per day( &g;) is represented by the following Eq.1.

b= ) (izﬂ-*a(r»

agi€Ag; T=1

The aggregate daily operating cost of the shiftable—interruptible fleet during tariff window 7'is

calculated as:
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=y (iasi*pma(r)) @

agi€Ag; T=1
Let p(z) be the real-time price signal and let the binary variable a(z)€{0,1} indicate the

appliance state (1 =ON, 0 =OFF). The corresponding 15-minute operating cost for an
interruptible load is therefore:

T
0= ) Asixp(@*a(®) V t=1:T 3)

By minimizing each appliance’s 15-minute operating cost, the total daily expenditure is
correspondingly reduced.

Shiftable—non-interruptible loads are tasks whose start time can be deferred yet must run to
completion once activated. Canonical examples are washing machines and tumble-dryers. Let
Agin denote this set and agy,; € Agy,; a particular appliance with rated power Ag;,, then, total
energy consumption &g,; per day is represented by the following Eq. 4

fmi = ). (iam*aa)) 4)

Asni€Asni T=1

Because each non-interruptible task must run to completion, its full-cycle operation can raise
expenditure; the resulting cost is given by Eq. 5:

T
= N (O A+ p@) (@) (5)
Asni€Asni T=1

The 15 minute operating cost for a shiftable-non-interruptible load is given by:

O = ) Gt *p(@ +a(®) ¥ 1=1:T ©)

Regular (non-shiftable) loads—such as refrigerators, ovens and lighting—must operate
whenever demanded. Let A, abe the set of these devices and a, € A, an individual appliance
with rated power A,., and &, is the total energy consumption per day which is represented by the

Eq.7:
= (izr*a@) @

ar€A,r =1

Regular loads frequently operate for extended durations to satisfy continuous demand; their
expenditure during tariff window 7 is therefore given by:
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ghotat = % (i Ay p(D) (@) (®)

ar€Ar T=1

The 15 minute operating cost of regular loads is given by Eq. 9.

T
0F =) Gprp@+a@) ¥ 1=1:T ©
=1

Let Y denote the total electrical load of a household during interval T.
Y, =&+ &ni T & V7=1:T (10)

Appliance-level energy use across successive time slots is summarized in the matrix below:

T1 T1 T1

IYaSi Yoo Yar]l

T2 T2 T2

M, _ve - Y, Ye |
T T T J
Yoo YL Y0

Electricity charges are evaluated under a real-time-pricing (RTP) tariff p(r) , whose 15-min
rates fluctuate with system demand and supply (profile in Graph 1.). Let 4, = A, UA, U4,
denote the full appliance portfolio and a; € A,, any individual load. The 15-minute expenditure
is simply the product of the aggregate household demand Y, and the corresponding RTP signal,
cf. Eq. (11).

O-tTotal = z Y(1',al-) * p(T) Vt=1:T (11)
a,r€Ar

The daily expenditure is obtained by summing the 15 min costs over the 24-h, or 96 time series
horizons, as formalized in Eq. (12).

Grotat = i( > Yeeap *p@) (12)

=1 a,€EAr

3.2 Problem formulation and Results

The optimisation targets cost reduction through strategic grid usage: a knapsack-based
scheduler shifts controllable loads away from high-tariff periods, yielding the objective
function:

minZT: > Yeap*p@ (13)

=1 \ a;€Ap

Subject to:
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(14)
(15)

(16)

Equation (13) formulates the objective—minimise the household’s daily electricity charge.
Constraint (14)  confines the
Constraint (15) limits the combined demand of every appliance class to the feeder capacity
KW, a utility-defined value that secures grid reliability (computed from Fig. 2).

Constraint (16) enforces energy conservation: total consumption before and after scheduling is

identical, so each device’s full operating cycle is preserved.

We found solution for the problem, that is using the data from table 1 and graph 1, while we
denote that 7"is equal 96, because there are 96 different time intervals consisting of 15 minute

search to the prescribed

scheduling  horizon.

intervals in the whole day. The scheduling plan for the whole day is noted in graph 2, and the

value of the objective function of optimised plan and the value of unscheduled plan is depicted
in table 3. The Total saved electricity for one home is, that represents monetary units of saved

costs. The unscheduled a4 7), as well as @A 7) is calculated using fig. 17.

ar(0) ==

Comparison is written in table below:

(17)

Table 3. Comparison of optimal and unscheduled Plan, with the percentages of total cost

saved.
Optimal Plan Unscheduled plan Percentage of money saved
Costs per day () 45.18 64.24 30%

Source: Own elaboration

Graph 2. Optimal scheduling of all appliances through the day
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4 EXTENSIONS AND FUTURE WORK

While the above example focuses primarily on cost-based optimisation, a more comprehensive
framework can incorporate multiple objectives:

. Environmental criteria: Shifting usage toward periods when the grid is powered by
renewable sources

. Comfort metrics: Keeping indoor temperatures within user-preferred ranges, balancing
occupant comfort with energy expenditures (Ha et al., 2006).

. Risk and uncertainty: Accounting for uncertain forecasts in renewable generation or
variable tariffs

As these complexities grow, meta-heuristic algorithms such as improved bald eagle search
(Youssef et al., 2023) or humpback whale algorithms (Ali et al., 2024) offer robust solutions
that can converge to near-optimal solutions within a reasonable computation time.

5 CONCLUSION

Mathematical modelling of economic and ecological systems, particularly in the domain of
energy management, holds substantial promise for advancing sustainable and cost-effective
operations across households, commercial buildings, and industrial facilities. A suitably
designed Energy Management System can integrate dynamic tariffs, user preferences, and
renewable energy availability into a unified platform for scheduling energy usage.

By merging best practices—such as HEMS, BEMS, or FEMS—into a single, flexible model,
stakeholders can effectively reduce energy costs, lower carbon footprints, and enhance the
reliability of the grid. While many models exist, further research is needed to refine multi-
objective optimization (economic, ecological, comfort) and to incorporate novel meta-
heuristics for solving increasingly complex scheduling problems in real-time. Ultimately, better
synergy between technology, policymaking, and user engagement can drive sustainable
progress, aligning both economic and environmental goals.
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OPTIMALIZACIA SORTIMENTU PODI’A MARKOVOVHO MODELU
VYBERU
ASSORTMENT OPTIMIZATION UNDER MARKOV CHAIN CHOICE
MODEL
Monika Ferencakova

Abstrakt

Clanok sa zaobera problematikou optimalizacie sortimentu pomocou Markovovho modelu
vyberu (MCCM), ktory presne zachytdva spravanie zdkaznikov pri substitucii produktov v
rdmci rozhodovacieho procesu. V uvode st popisané teoretické zaklady a literarne
vychodiska, ktoré¢ viedli k aplikdcii MCCM v oblasti revenue manazmentu. Praktickd Cast’
obsahuje simulovany priklad s hotelovymi izbami, kde sa na zadklade tdajov o preferenciach a
vybere zakaznikov vypocitavaju pravdepodobnosti prichodu, prechodové pravdepodobnosti a
ocakavané vynosy pre r6zne kombinacie ponukanych produktov. Vysledky potvrdzuju prinos
MCCM pre rozhodovanie v podmienkach neistoty a zdoraziuji potrebu jeho aplikovatel'nosti
Vv praxi.

KPucové slova: revenue manazment, optimalizacia sortimentu, Markovov model vyberu,
substitucia, zakaznicke spravanie

Abstract

This paper investigates assortment optimization using the Markov Chain Choice Model
(MCCM), which effectively captures customer substitution behavior in decision-making
processes. The study begins with a review of theoretical foundations and literature that
support the integration of MCCM into revenue management. A numerical example based on
simulated hotel room data illustrates how arrival and transition probabilities are derived and
used to compute expected revenues across different assortment configurations. The results
demonstrate the model’s potential for decision-making under uncertainty and highlight the
need for accessible implementations in practice.

Keywords: revenue management, assortment optimization, Markov chain choice model,
substitution, customer behavior

1 INTRODUCTION

In revenue management, accurately modeling customer choice behavior is essential for
optimizing product assortments and maximizing expected revenues. Traditional models, such
as the Multinomial Logit (MNL), often rely on the Independence of Irrelevant Alternatives
(I1A) assumption, which may not hold in real-world settings where customer substitution
behavior is more complex and context-dependent.

The Markov Chain Choice Model (MCCM) offers a more flexible and behaviorally realistic
framework by representing customer decision-making as a sequence of transitions within a
Markov process. In this model, customers arrive with an initial preference for a specific
product. If that product is unavailable, they transition to other alternatives—or exit without
purchasing—based on empirically estimated transition probabilities. This mechanism allows
the MCCM to capture a broader range of substitution patterns while avoiding the restrictive
assumptions of traditional utility-based models.

Moreover, the methodological adaptability of the MCCM makes it suitable for addressing
interdisciplinary challenges. Emerging research emphasizes the importance of integrating
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assortment optimization not only with profit-driven objectives but also with sustainability
metrics and environmental considerations. This positions MCCM as a promising tool for
organizations striving to align operational efficiency with sustainable development goals.

Recent studies have demonstrated the applicability of MCCM in various revenue management
contexts, including assortment planning, single-resource allocation, and network-based
optimization. Its structural properties facilitate tractable mathematical formulations, such as
linear programming, supporting its integration into data-driven decision-making systems.

2 LITERATURE REVIEW

Revenue Management (RM) emerged as a strategic response to the challenges faced by the
airline industry following deregulation in the late 1970s. Initially reliant on heuristic and
statistical approaches to manage fare classes and seat allocations, airlines transitioned toward
data-driven systems capable of dynamically adjusting availability across different fare
products, leading to notable improvements in industry-wide revenues (Talluri & van Ryzin,
2004; McGill & van Ryzin, 1999). Beyond airlines, RM practices rapidly extended into
hospitality, rental, and transportation sectors, where the combination of fixed capacities,
demand uncertainty, and time-dependent perishability proved an ideal fit for these tools
(Belobaba, 1987). Early RM models were rooted in independent demand assumptions, where
each product or fare class was believed to generate demand unaffected by availability controls
or the portfolio of products presented to the customer (Littlewood, 1972; Brumelle & McGill,
1993). Although simple and tractable, these models failed to capture the complexities of
substitution and customer adaptation that characterize real-world consumer behavior (Talluri
& van Ryzin, 2004).

In parallel with developments in RM, Markov chains established themselves as vital tools in
stochastic modeling and decision analysis. Conceived to model random processes with
memoryless property, Markov chains describe transitions between discrete states governed by
probabilistic rules independent of prior history (Markov, 1906). Their foundation in
operations research is notable, with applications ranging from modeling queuing systems and
reliability analysis to forecasting market shares and customer switching behavior (Karlin &
Taylor, 1975; Winston & Goldberg, 2004). The transition probability matrix, solving for
stationary distributions and passage times, became instrumental for optimal control and
sequential decision-making, particularly in dynamic environments (Puterman, 2014).

As both RM and Markov chain modeling matured, the integration of these fields became a
natural evolution. Traditional RM models were typically static or short sighted, neglecting the
dynamic and fast evolving nature of both inventory consumption and customer behavior
(Talluri & van Ryzin, 2004). Markov Decision Processes (MDPs) and dynamic programming
approaches offered a rigorous and computationally tractable framework for optimizing
booking controls, overbooking decisions, and dynamic pricing strategies under uncertainty.

Recognizing that demand is fundamentally endogenous rather than exogenous marked a
critical shift in RM. Consumer choice modeling became essential, allowing substitution, buy-
up, buy-down, and no-purchase behaviors to be formally incorporated into revenue
optimization frameworks (Talluri & van Ryzin, 2004; Ben-Akiva & Lerman, 1987). Discrete
choice models, particularly the Multinomial Logit (MNL) model, gained prominence for their
theoretical reach and analytical tractability (McFadden, 1974; Ben-Akiva & Lerman, 1987).
However, despite their utility, MNL models were constrained by the Independence of
Irrelevant Alternatives (I1A) property, limiting their ability to realistically capture customer
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substitution dynamics and leading to potentially inaccurate predictions in more complex
choice environments (Blanchet, Gallego, & Goyal, 2016).

The limitations inherent in traditional choice models motivated the introduction of the
Markov Chain Choice Model (MCCM), as formalized by Blanchet, Gallego, and Goyal
(2016). The MCCM conceptualizes customer search and substitution as a probabilistic
process where a customer enters considering an initial preferred choice and, if unavailable,
transitions through a Markov chain across available alternatives until a purchase or no-
purchase decision is made. Distinguished by its flexibility, the MCCM can approximate a
wide range of random utility models, including the MNL, nested logit, and their mixtures,
without being constrained by the I1A assumption. Moreover, the MCCM requires only basic
choice probabilities over small offer sets for calibration and remains computationally
efficient, making it highly suitable for assortment optimization problems (Blanchet, Gallego,
& Goyal, 2016; Feldman & Topaloglu, 2017).

Efforts to model consumer choice behavior under MCCM have evolved substantially in recent
years. Feldman and Topaloglu (2017) were among the first to examine the operational
implications of MCCM within a revenue management framework, demonstrating that optimal
assortments could be characterized through linear programming formulations, thus enabling
efficient computation even in high-dimensional settings. They also highlighted the non-trivial
structural differences that emerge when customer choice behavior follows Markovian
transitions, such as the absence of nested assortment structures that are typical under MNL
optimization.

Building on this foundation, research has expanded the application of MCCM to dynamic
pricing and inventory control. Kleywegt and Shao (2022) showed that even under inventory
constraints and time-dependent pricing, MCCM remains analytically tractable by
reformulating the optimization task into a convex conic problem. Their work opens the door
to real-time assortment and pricing decisions that are simultaneously behaviorally grounded
and computationally efficient.

At the same time, robust optimization techniques have been developed to address parameter
uncertainty within MCCM-based models. Desir et al. (2020) introduced a robust assortment
optimization framework under uncertainty in transition probabilities, employing min-max
formulations to ensure worst-case performance guarantees. Their approach is particularly
relevant in practice, where the empirical estimation of choice parameters often suffers from
data sparsity, noise, or censoring effects.

Generalizations of the MCCM framework have also been proposed to capture phenomena
such as dynamic preference evolution and choice overload. Goutam, Goyal, and Soret (2019)
incorporated context-sensitive transitions into the MCCM to model cognitive overload, where
an excessive number of available alternatives reduces the likelihood of any purchase. Their
work represents a significant advancement toward aligning choice models with insights from
behavioral economics and consumer psychology. Similarly, Liu and Chen (2020) extended
MCCM to multi-category environments, addressing asymmetric cross-category substitution
patterns and developing estimation methods based on expectation-maximization algorithms
applied to transactional data.

A complementary line of research explores the structural properties of RM policies under
Markov-modulated environments. Ozkan et al. (2012) introduced a stochastic dynamic
programming framework where customer arrivals and preferences are influenced by
exogenous Markov processes, demonstrating the adaptability of threshold-based admission
policies depending on environmental states.
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Finally, Strauss, Klein, and Steinhardt (2018) provided a comprehensive survey situating
MCCM within the broader taxonomy of choice-based RM models, emphasizing its unique
ability to bridge behavioral realism and optimization tractability. Together, these
contributions form a robust theoretical and methodological foundation for assortment
optimization under customer choice uncertainty.

Nevertheless, despite the promising features of MCCM, its practical adoption remains limited
due to the scarcity of applied case studies and simplified implementations accessible to
practitioners. Addressing these gaps is essential not only for theoretical advancement but also
for making MCCM-based methods deployable in dynamic and complex real-world
environments. The present project seeks to contribute a brief example of MCCM in the
context of assortment optimization, supported by a reproducible Python-based
implementation.

3 FORMULATING THE ASSORTMENT OPTIMIZATION PROBLEM
UNDER MCCM

Understanding customer choice dynamics is essential in modern revenue management,
particularly when customer behavior includes sequential product substitution. A rigorous
framework for modeling such behavior is provided by the Markov Chain Choice Model
(MCCM), introduced by Blanchet, Gallego, and Goyal (2016). In this model, customers’
decisions are conceptualized as a stochastic process governed by Markovian transitions
between states representing products or no-purchase outcomes.

A Markov chain is formally defined as a discrete-time stochastic process {Xn} that satisfies
the Markov property, meaning that the probability of transitioning to the next state depends
solely on the current state and not on the sequence of preceding states. This property is
mathematically expressed as:

P(Xn+1 :j | Xn. = iJXn,—lJ "'JXO) = P(Xn,+1 :j |Xn = i) (31)

for all n and all states i, j (Markov, 1906; Karlin & Taylor, 1975).

In the MCCM framework, customer preferences are encoded via arrival probabilities and
transition probabilities, both of which can be computed from empirical choice data. The
goal of the model is to describe customer substitution behavior in a probabilistic yet
computationally tractable manner.

Arrival Probabilities
Each product i € IV, has an associated arrival probability 4;, representing the likelihood that a
customer initially prefers product i when presented with the full assortment &'. As defined by
Blanchet, Gallego, and Goyal (2016), these are calculated as:

A =, V) (3.2)

where 7 (i, V') is the observed choice probability of product i from the full offer set V.
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Transition Probabilities

If a customer's preferred product i is unavailable, the model assumes that the customer
transitions to an alternative option j € IV, with a probability governed by the Markov chain.
These transition probabilities are defined as:

1, ifi=0,j=0
_|rG.N ) — G, )
Pij = FI'(I'.,N) ’

0, otherwise (3.3)

if ieN,jeN,, i+ ]

This formulation captures how the removal of product i affects the probability of product j
being selected, normalized by the original preference for i. However, not all products are

always available. When an assortment S © M is offered, the set of products in S becomes
absorbing states (i.e., once reached, the customer does not leave). In that case, Blanchet et al.

(2016) defines the modified transition probabilities p; ; as:

0, ifieS.j#i
pij(H=11 ifieS.j=1i
Pi j» otherwise (3.4)

This modification ensures that offered products are absorbing states in the Markov chain,
while the remaining transition probabilities apply to substitution behavior among unavailable
options.

Transition Matrix Decomposition and Absorption
The central structure of a discrete-time Markov chain is the transition matrix P, where each

entry p;; denotes the probability of transitioning from state i to state j. For a Markov chain
with mmm states, the matrix takes the form:

Pi1 P12 = DPim
p— p?l P§2 p2: m
Pm1  Pm2 *** Pmm (35)

where each row sums to one, ensuring that the chain defines a valid probability distribution:

m
j=1

(3.6)
(Winston & Goldberg, 2004).

A critical aspect of the MCCM is its handling of absorbing and transient states. As explained
in standard Markov chain theory (Winston & Goldberg, 2004), available products are
modeled as absorbing states, meaning that once a customer chooses an available product, the
transition process stops. Unavailable products are modeled as transient states, where
customers continue transitioning until absorption occurs. The transition matrix P this context
can be partitioned as:
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b= Lf? g] (3.7)

where 1 is the identity matrix for absorbing states, O is the zero matrix, R captures transitions
from transient to absorbing states, and Q represents transitions among transient states.

Purchase Probabilities

Given the arrival distribution A and the modified transition matrix P(S), the probability that a
customer purchases product j € S is defined by Blanchet et al. (2016) as:

2 1) = 4 + (A65)) - €)'Be; (3.8)

This formula computes the purchase probability for product j, given an offered assortment
S, where:

« /; isthe direct arrival probability for product j,

« A(S) vector of arrival probabilities for products not in the assortment S,
« Cisatransition submatrix between unavailable (transient) products,
o B is atransition matrix from unavailable to available products,

 e; isaunit vector indicating the absorbing state j.

Markov Chain Choice Model (MCCM) for Assortment Optimization
The ultimate goal of the assortment optimization problem under the Markov Chain Choice

Model is to determine the subset of products S € N that maximizes expected revenue,
considering both arrival preferences and sequential substitution behavior. Once purchase

probabilities 7(j 1 S) have been computed using the transition matrix decomposition
described in this chapeter. Feldman and Topaloglu (2017) describe that the expected revenue
function takes the following form:

WRE) = mag) 5+ 26,5)
jes (3.9)
where:

 1; is the revenue generated from product j,

o 1(j,S) is the probability that a customer ultimately purchases product j when offered
assortment S.

This revenue formulation reflects both direct preferences and substitution dynamics in a
compact, interpretable form. It allows the analyst to evaluate any proposed assortment S using
estimated transition probabilities and known product prices.

Feldman and Topaloglu (2017) further develop this framework and show that despite the non-
nested structure of optimal assortments under MCCM, the expected revenue function remains
tractable. They demonstrate that even though standard monotonicity results from Multinomial
Logit models no longer hold, the optimal assortment can be computed effectively by
evaluating revenue over a feasible set of assortments or by applying approximation methods
in larger-scale problems.
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The simplicity and clarity of the revenue function R(S) make it well-suited for practical use.
In the following section, this model will be applied to a numerical example based on
simulated data, illustrating each computational step of the theoretical framework described
above.

4 PRACTICAL IMPLEMENTATION AND EXTENSIONS

To illustrate the practical implementation of the Markov Chain Choice Model (MCCM) in the
context of assortment optimization, we present a step-by-step application using simulated
customer choice data. The use of simulated data enables full control over customer
preferences and assortment visibility, ensuring consistency with theoretical assumptions and
supporting clear interpretation. This approach is aligned with the methodology outlined in
Blanchet et al. (2016) and Feldman and Topaloglu (2017).

4.1 Problem

We analyze a stylized case of assortment planning for a hotel offering three room types,
differentiated by features and price:

1. Standard Room (Product 1) — €80
2. Room with Breakfast in Restaurant (Product 2) — €110
3. Room with Breakfast Served in Room (Product 3) — €150

All room types are structurally identical, differing only in the additional breakfast service
included in the offer. Therefore, no capacity constraints are assumed in the analysis.

The dataset consists of 100 simulated customer records. Each record includes information
about the customer's initial preference (i.e., the product they would choose if available), the
assortment they were exposed to at the moment of decision-making, and their final choice.
This structure is essential for MCCM estimation, as it allows for identification of both arrival
probabilities and substitution patterns.

Arrival preferences are summarized through arrival probabilities 4; , computed from

simulated data assuming the full assortment V" = {1,2,3} is available. These values reflect the
probability that a customer initially prefers product j:

A =020 A,=070 A;=0,10
These values reflect empirical arrival frequencies under full information.

Transition Probabilities and Matrix Construction

In the MCCM framework, products in the offered set—alongside the no-purchase option—are
modeled as absorbing states. Any product not in the assortment is treated as a transient state,
from which customers probabilistically transition until they either purchase an available
product or exit. In this case, the absorbing states are 0, 1, and 2, while the transient state is 3.

Next, we construct the transition probability matrix from customer behavior when their
preferred product was not available in the offered assortment. For each such instance, we
recorded the product ultimately chosen. This approach adheres to the MCCM principle of
estimating substitution dynamics solely from non-absorbing (transient) situations.
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The resulting empirical transition matrix is as follows:

1 0 0 0
P=10,769 0,231 0 O
0 05 05 0

This matrix shows, for example, that customers who initially preferred product 3 but could
not purchase it transitioned to product 1 or 2 with equal probability.

Revenue Calculation using MCCM

To demonstrate the revenue computation step-by-step, we select one representative
assortment: S = {1,2}. Using the arrival probabilities and transition matrix, the purchase
probabilities for the available products are calculated as follows:

#(11{1,2}) = 0,20 + 0,05 = 0,25

#(21{1,2}) = 0,7+ 0,05 = 0,75
The expected revenue for this assortment is then computed as:

R({1,2}) =80 0,25 + 110 0,75 = 20 + 82,5 = 102,5

This process was applied similarly to each of the eight possible assortment configurations:
o Fullset: [1, 2, 3]
o All two product combinations: [1, 2], [1, 3], [2, 3]
e Single product offers: [1], [2], [3]
o Empty set: @

The computation produced the following values:

Assortment ExpecteRd(SI:\;evenue 7(118) | A(218) | 7#(31S)

[1,2, 3] 108 0.2 07 0.1
1, 2] 102,5 0.25 0.75 0.0
[1, 3] 43,92 0.362 0.0 0.1
[2,3] 92 0.0 0.7 0.1
[3.] 15 0.0 0.0 0.1
2] 88 0.0 0.8 0.0
[1.] 36,92 0.462 0.0 0.0

%] 0 0.0 0.0 0.0

The full assortment yielded the highest expected revenue. Removing product 2 significantly
reduced the revenue, confirming it as the most preferred product. Offering product 2 alone
generated more revenue than any other single-product offer.

This example demonstrates a replicable methodology for applying MCCM to real-world
settings and highlights how even limited data can yield structured insight into choice
dynamics.



Despite the substantial theoretical progress in modeling customer substitution through the
Markov Chain Choice Model, its real-world applicability remains limited by the lack of
simple, transparent implementations. Existing contributions often focus on theoretical
properties or large-scale algorithmic frameworks, leaving a gap in accessible, example-driven
studies suitable for direct use in applied revenue management contexts. This highlights the
need for illustrative models based on simulated or real-world data that not only operationalize
MCCM but also demonstrate its decision-making value in a clear and replicable manner.

Beyond its economic relevance, the MCCM framework may also support environmentally
informed assortment decisions. By incorporating sustainability-related metrics—such as
energy consumption, packaging intensity, or supply chain emissions—into the product
evaluation process, the model can serve as a decision-support tool for environmentally
responsible and resource-efficient assortment planning.

5 CONCLUSION

This study examined assortment optimization using the Markov Chain Choice Model
(MCCM), highlighting its ability to capture realistic customer substitution behavior within a
revenue management framework. Through simulated data, we demonstrated how arrival and
transition probabilities can be estimated and applied to compute purchase probabilities and
expected revenues across various assortments.

The hotel room example illustrated the sensitivity of revenue outcomes to assortment design,
with the MCCM offering a tractable and behaviorally sound approach. While the results
confirm the model’s practical relevance, broader adoption will benefit from the development
of accessible tools and real-world case studies. This work lays a foundation for both academic
extension and applied use in assortment planning.

The paper was prepared as part of the research project A-25-103/3020-08 ,,Preskimanie
interdisciplinarnych stratégii pre efektivne manaZovanie Zivotného prostredia a
udrzatel’ny rozvoj*
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PRIESTOROVA ANALYZA EMISIi SKLENIKOVYCH PLYNOV V
REGIONOCH EU: DORAZ NA STREDNU EUROPU

SPATIAL ANALYSIS OF GREENHOUSE GAS EMISSIONS IN EU
REGIONS: A FOCUS ON CENTRAL EUROPE

Andrea Furkovd, Zuzana Cickovd*

Abstrakt

Ciel'om prispevku je analyzovat’ priestorové rozlozenie emisii sklenikovych plynov (GHG) v
regionoch NUTS 2 krajin Eurdpskej tnie na zéklade udajov z databazy EDGAR za rok 2022.
Pomocou nastroja Moranovo | bola identifikovani existencia priestorovej autokorelacie,
pri¢om bola analyzovana jej intenzita medzi vietkymi regiénmi EU a vybranou skupinou
regionov strednej Eurdpy (Slovensko, Cesko, Mad’arsko, Pol'sko, Rakusko). Vysledky
poukazuji na vyraznejSie zoskupovanie regiénov s podobnou Urovilou emisii v zapadnej a
severozapadnej Eurdpe, zatial’ Co priestorové rozlozenie v stredoeurépskom priestore je menej
vyrazné.

KPudové slovi: sklenikové plyny, priestorovd autokoreldcia,, EDGAR, EU regiény, spillover

efekty

Abstract

The aim of this paper is to analyze the spatial distribution of greenhouse gas (GHG) emissions
in NUTS 2 regions of European Union countries based on data from the EDGAR database for
the year 2022. Using Moran’s | statistic, the presence of spatial autocorrelation was identified,
and its intensity was analyzed both across all EU regions and within a selected group of Central
European regions (Slovakia, Czechia, Hungary, Poland, and Austria). The results indicate a
stronger clustering of regions with similar emission levels in Western and Northwestern
Europe, while the spatial distribution in the Central European area appears to be more diffuse.

Keywords: greenhouse gases, spatial autocorrelation, EDGAR, EU regions, spillover effects

1 UvVOoD

Zmena klimy patri medzi najvyznamnejsie globalne vyzvy stcasnosti, pricom vyznamnu ulohu
v jej priebehu zohravaju emisie sklenikovych plynov. Tieto emisie vznikaju v réznych
sektoroch hospodarstva, ako su energetika, doprava, priemysel ¢i polnohospodarstvo, a ich
intenzita sa v jednotlivych regionoch znacne liSi. V ramci Eurdpskej unie je zniZovanie emisii
sklenikovych plynov kl'icovym cielom klimaticko-energetickej politiky, ¢o sa premieta aj do
iniciativ ako Europska zelena dohoda a balik opatreni Fit for 55, ktory stanovuje ciel’ znizit
emisie do roku 2030 o minimdlne 55 % v porovnani s rokom 1990 (European Commission,
2021). Vzhladom na komplexna povahu environmentéalnych javov je nevyhnutné zohl'adnit’ aj
ich priestorovy rozmer. Priestorova analyza umoziuje identifikovat, ¢i sa vysoké alebo nizke
urovne emisii geograficky zhlukuju, a tym odhalit’ potencialne priestorové vzorce, zavislosti a
tzv. spillover efekty medzi regionmi. V tomto kontexte sa Coraz CastejSie vyuZzivaju nastroje

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej tlohy VEGA 1/0115/23 a VEGA 1/0047/23.
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priestorove] Statistiky alebo priestorové regresné modely, ktoré umoznuji kvantifikovat
priestorovu autokorelaciu (Anselin a Rey, 2014; Fahrmeir a kol., 2021; Chi a Zhu, 2019)

Cielom prispevku je preskiimat’ priestorové rozlozenie emisii GHG (Greenhouse Gas
emissions) na urovni regionov NUTS (Nomenclature of territorial units for statistics) 2 v
krajinach Eurdpskej tnie, identifikovat’ existenciu a intenzitu priestorovej autokorelacie a
porovnat’ priestorové vzorce medzi vybranou skupinou stredoeurdépskych regiénov a ostatnymi
regionmi EU. Analyza je zaloZen4 na udajoch z databszy EDGAR za rok 2022 a vyuZiva
nastroje priestorove;j Statistiky dostupné v softvéri GeoDa (Anselin, 2023).

2 METODOLOGIA

Moranovo | ako globalny indikator priestorovej autokorelacie (blizsie pozri napr. v (Anselin,
2023) meria korelaciu medzi sledovanou premennou a jej priestorovo oneskorenej premennou.
Tento indikéator odhal'uje, ¢i existuje tendencia, aby priestorovo blizke regiony vykazovali
podobné hodnoty sledovaného javu . Vztah pre vypocet globalnej Moranovej Statistiky mozno
formalne zapisat’ nasledujiicim sposobom ((Anselin, 2023):

| — i=1 j=1 _ (1)
=1

>, (% -x)

i=1
kde X; predstavuje hodnotu skiimanej premennej pre jednotku i (region, Stat, atd’), x,

=1 |

—

predstavuje hodnotu skiimanej premennej pre jednotku j, X oznacuje priemerni hodnotu
skiimanej premennej, N je pocet sledovanych jednotiek v subore udajov a w; s prvky matice

W, matice priestorovych vah (blizsie pozri napr. v Anselin a Rey, 2014; Fahrmeir a kol., 2021;
Chi a Zhu, 2019).

Na vizualizaciu a interpretaciu vysledkov je mozné aplikovat’ Moranovu rozptylova mapu,
ktora zobrazuje vztah medzi hodnotou premennej a jej priestorovym vazenym priemerom. Na
zvyraznenie moznych nelinearnych trendov je vhodné pridat’ do grafu LOWESS smoother
(Locally Weighted Scatterplot Smoothing), ktory poskytuje flexibilné vyhladenie dat (Anselin,
2023). V ramci empirickej Casti prispevku vyuzijeme aj techniku "brushing", ktora umoziuje
interaktivne oznacit’ konkrétne regiony v grafe a analyzovat’ ich priestorové spravanie (Anselin,
2023). Napokon, nastroj rezimov v Moranovom rozptylovom grafe pouzijeme na vypocet
osobitnych hodnét Moranovho | pre jednotlivé skupiny priestorovych jednotiek, ¢im sa umozni
porovnanie priestorovej autokorelacie medzi roznymi cast’ami Gizemia (napr. regiony s roznou
uroviiou GHG emisii alebo ekonomickej aktivity).

3 PRIESTOROVA ANALYZA EMISIi REGIONOV SR

Udaje pre analyzu boli ziskané z databazy Emissions Database for Global Atmospheric
Research - EDGAR (Crippa, M. akol., 2023). Skiimana premenna GHG (Greenhouse Gas
emissions) je vyjadrena v kton COzeq a predstavuje emisie sklenikovych plynov, ktoré
prispievajii ku globalnemu oteplovaniu a zmene klimy. Udaje su za emisie za rok 2022.
Sledovanymi jednotkami boli regiony NUTS 2, pricom celkovy pocet sledovnych regionov bol
221. Kedze cielom analyzy je preskimat potencidlne spillover efekty z emisii, regionov
Slovenska a jeho susednych regionov, podrobnejSie sme sa sustredili na NUTS2  regiony
Slovenska (4 regiony), Ceskej republiky (3 regiony), Mad’arska (4 regiony), Pol'ska (3 regiony)
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a Rakuska (2 regiony). Ako kritérium susednosti regionov bolo zvolené kritérium susednosti
typu kral'ovna. Prehlad skiimanych regionov poskytuje obr. 1.

Map - emisie

[ Jeed)

&

Obr.1 Regiony NUTS 2 Slovenska a ich susedné regiony (kritérium kralovnd)
Zdroj: vlastné vypracovanie

Obr. 2 zobrazuje priestorové rozlozenie emisii sklenikovych plynov (GHG) vo vsetkych
regionoch NUTS 2 v ramci Eurdpskej unie za rok 2022. Na lavej strane je zndzornena mapa
prirodzenych zlomov, ktora rozdel'uje regiony do kategérii na zaklade vnutornej variability
udajov, ¢im sa zvyraziluju priestorové rozdiely v intenzite emisii. Pravad strana zobrazuje
krabicovu mapu, ktord umoznuje identifikovat’ regiony s extrémne vysokymi alebo nizkymi
hodnotami vzhl'adom na celkové rozdelenie. Vysledky poukazuju na existenciu priestorovych
zhlukov s vysokymi emisiami, najma v priemyselne rozvinutych oblastiach zdpadnej a stredne;j
Europy (napr. severné Taliansko, Porurie v Nemecku, Benelux), zatial’ ¢o regiony s nizkymi
emisiami su CastejSie v periférnych Castiach juhovychodnej a severovychodnej Eur6py. Takéto
rozloZenie naznacuje potencialnu priestorovu autokorelaciu.
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Obr.2 Regiony NUTS 2 Slovenska aich susedné regiony (kritérium kralovnd) — mapa
prirodzenych zlomov (vl'avo) a krabicova mapa (vpravo) pre premenni GHG
Zdroj: vlastné vypracovanie
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Obr. 3 Moranovo | a LOWESS smoother (v strede), Moranovo | pre podskupiny regionov
(vlavo a vpravo) pre premenni GHG
Zdroj: vlastné vypracovanie

Obr. 3 znazornuje vysledky priestorovej analyzy pre premenni GHG — emisie pomocou
Moranovej rozptylovej mapy. Stredna Moranova mapa (obr. 3) zobrazuje globalny vzt'ah
medzi hodnotami GHG v jednotlivych regionoch a ich priestorovym priemerom, pricom bola
doplnena o LOWESS smoothing krivku, ktora odhal'uje potencidlne nelinearne trendy.
Vysledna, Statisticky vyznamna hodnota globalneho Moranovho | = 0,139 indikuje pozitivnu
priestorovii autokorelaciu, &o naznaduje, Ze regiony s podobnou tiroviiou emisii sa v ramci EU
maju tendenciu sa geograficky zoskupovat'.

LPavy a pravy panel na obr. 3 zobrazuji Moranove rozptylové mapy pre dve samostatné
podskupiny regionov. Prva podskupina zahfiia NUTS 2 regiony Slovenska (4 regiony), Ceskej
republiky (3), Mad’arska (4), Pol'ska (3) a Rakuska (2) — teda stredoeurdpsky priestor, ktory je
predmetom podrobnejSej analyzy. Pre tuto skupinu bola vypocitana hodnota Moranovho | =
0,037, ¢o predstavuje velmi nizku mieru autokoreldcie. Druht podskupinu tvori zvySok
regionov EU, pre ktorii bola hodnota Moranovho | 0,137, &o indikuje vyssiu uroven
priestorovej zavislosti.

4 ZAVER

Vysledky analyzy poukazuji na regionélne rozdiely v priestorovej Struktire emisii — zatial’ Co
v SirSom eurdpskom kontexte moZzno pozorovat’ priestorové zhluky regiénov s podobnymi
urovilami emisii (napr. vysoké hodnoty v priemyselnych oblastiach zapadnej Eurdpy), v
pripade stredoeuropskych krajin (prva podskupina) je tento vztah vyrazne slabsi. Mozné
vysvetlenie je heterogenita v Urovni industrializacie, zdrojoch energie alebo Vv
environmentalnych politikdch medzi tymito susediacimi krajinami, ¢o modZe obmedzovat
Sirenie efektov medzi regionmi. Napriek slabej priestorovej autokorelacii v prvej skupine
nemozno uplne vylucit existenciu lokalnych spillover efektov, napriklad v pripadoch
cezhrani¢nej dopravy alebo energetickej infrastruktary, ktoré vSak pravdepodobne pdsobia na
mikrourovni (napr. medzi susednymi regionmi) a neodzrkadl'uju sa na urovni celej podskupiny.
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CENTRA ZDIECANYCH SLUZIEB NA SLOVENSKU
A ICH ROZMIESTNENIE

SHARED SERVICE CENTERS IN SLOVAKIA
AND THEIR LOCATION

Pavel Gezik

Abstrakt

Slovensko celi dlhodobému problému vysokej miery fragmentacie miestnej samospravy, ¢o
vedie k nizkej efektivite a odbornej kapacite v poskytovani verejnych sluzieb. Jednym z
rieSeni je zriad'ovanie centier zdielanych sluzieb, ktoré budu poskytovat’ podporu viacerym
malym obciam v rdmci mikroregiénov. Tento prispevok analyzuje kritéria pre vyber ich
umiestnenia s vyuZzitim optimalizacnych modelov na zaklade vzdus$nej a cestnej vzdialenosti.
Na prikladoch Tornale a Fil'akova sa ukazuje, Ze tieto centrad boli zvolené efektivne vzhl'adom
na ich geograficku polohu a potencidl obsluhovat’ viaceré obce. Zistenia podporuji zaver, ze
odborné a analyticky podloZzené planovanie moze vyrazne prispiet’ k spravodlivejSiemu a
efektivnejSiemu poskytovaniu verejnych sluzieb na regionalnej urovni. Zaroven ale poukazuju
na fakt, Ze je stale nutné vychadzat' z realnych skutocnosti a tedriu vhodne doplnit’ faktami
a moznostami.

KUlucové slova: optimalne umiestnenie, minimalizacia vzdialenosti, poskytovanie sluzieb

Abstract

Slovakia faces a long-term problem of high fragmentation of local government, which leads
to low efficiency and professional capacity in the provision of public services. One solution is
the establishment of shared service centers that will provide support to several small
municipalities within micro-regions. This paper analyzes the criteria for selecting their
location using optimization models based on air and road distance. The examples of Tornale
and Fil'akovo show that these centers were effectively selected due to their geographical
location and potential to serve several municipalities. The findings support the conclusion that
professional and analytically based planning can significantly contribute to a fairer and more
efficient provision of public services at the regional level. At the same time, they point out
that it is still necessary to proceed from real realities and appropriately supplement theory
with facts and possibilities.

Keywords: Optimal Location, Distance Minimization, Service Provision

1 UVOD

Slovensko ma v porovnani s priemerom EU velky pocet malych, roztrieitenych samosprav,
ktor¢ maji problém s efektivnym poskytovanim sluzieb a financovanim odbornych
zamestnancov. Malé obce casto zapasia s nedostatkom kvalifikovaného personalu a
obmedzenymi finanénymi zdrojmi na zabezpecenie odbornych verejnych sluzieb, ako su
stavebné urady, verejné obstaravanie, pravne poradenstvo, ¢i sprava Zivotného prostredia.
RieSenim ma byt vytvéranie centier zdiel'anych sluZieb na Grovni mikroregionov. Zriadenie
takychto centier v najmenej rozvinutych okresoch je sucastou Planu obnovy a navrh na
zriadenie centier zdielanych sluzieb vznikol z iniciativy ZdruZzenia miest a obci Slovenska
(ZMOS), ktoré vnima rasticu potrebu spajania administrativnych kapacit obci do efektivnych
a odborne zabezpecenych jednotiek.



ZMOS uz v roku 2023 upozoriiovalo na to, ze samospravy v regionoch s vysokou mierou
nezamestnanosti a nizkym dafnovym vynosom maju vyrazne horSie predpoklady na
zabezpecenie kvality verejnych sluzieb.
Vznik centier mal byt’ zdrovenl impulzom na zvySenie odbornosti a profesionalizacie vykonu
verejnej spravy v regiénoch, kde je ich uroven podpriemerna.
Vlada SR schvalila koncom septembra 2024 zriadenie pilotnych Centier zdiel'anych sluzieb v
22 obciach z najmenej rozvinutych regionov. Ich cielom je posilnit’ administrativne kapacity
a efektivitu verejnej spravy na regionalnej a lokalnej trovni, pricom vznik tychto centier
zaroven plni podmienky milnika v Plane obnovy a odolnosti. Financovanie je dvojiroviiové:
investicie do rekonStrukcii a vybavenia hradi MV SR z Planu obnovy a odolnosti, kym
financovanie odbornych personalnych kapacit zabezpecuju eurofondy cez vyzvy Programu
Slovensko.
Zoznam vybranych obci, v ktorych vzniknt centrd zdiel'anych sluzieb: Becherov, Fil'akovo,
Gemerskd Poloma, Giraltovce, Hntst'a, Margecany, Medzev, Medzilaborce, Michalovce,
Nizny Orlik, Pti¢ie, Sabinov, Secovce, Sobrance, Spisska Stara Ves, Stara Cubovna, Tornal’a,
TrebiSov, Trhoviste, Velké KapuSany, Vinica, Vranov nad Topl'ou.
Tieto centra s navyse nastrojom podpory regionalneho rozvoja — stabilizuju pracovné miesta
v regionoch, kde je odliv kvalifikovanych T'udi vysoky, a zaroven prispievaju k vytvoreniu
odborného zdzemia pre nové projekty.
e Zlepsenie kvality zivota obyvatel'ov mozno ocakavat’ v tychto oblastiach:
e Rychlejsi a jednotnejsi pristup k rozhodnutiam verejnej spravy (napr. stavebné
povolenia, dane a miestne poplatky, podnety vo veciach verejnych)
e Dostupnost’ prdvneho a socidlneho poradenstva, ktoré sa Casto v malych obciach
nevykonava vobec.
e Zvysenie transparentnosti a kontrolovatel'nosti procesov v obciach.
e ZniZenie byrokratickej zataZe starostov a starostiek, ktori sa mo6zu viac sustredit’ na
rozvoj komunity.

2 UMIESTNENIE CENTIER ZDIEANYCH SLUZIEB

Zriad'ovanie Centier zdielanych sluzieb reflektuje snahu o optimalizaciu vykonu verejnej
spravy, zvySenie efektivnosti vynakladania verejnych zdrojov a zabezpecenie rovnocenného
pristupu k verejnym sluzbam aj pre najmensSie obce. Malé obce Casto nedokdZu zamestnat’
odbornikov na zlozitejSie agendy — napriklad na stavebny urad, pravne sluzby, ¢i projektoveé
riadenie. Vznik tychto centier umoziuje, aby si tieto obce zdielali spolo¢ny odborny aparat,
¢im sa znizuji néklady a zaroven zvysSuje odbornost” a spolahlivost’ verejnych rozhodnuti.
Prave ztohto dovodu je nutné aby boli tieto centra efektivne umiestnené pre vsetkych
obyvatel'ov jednotlivych obci, ktoré pod dané centrum spada.

Vhodné umiestnenie tychto centier predstavuje ucinny model modernizacie vykonu
samospravy, ktory kombinuje ekonomicku racionalitu so socidlnym dopadom. St jednym z
praktickych nastrojov, ako zniZzovat’ rozdiely medzi rozvinutymi a zaostavajicimi regidnmi
Slovenska.

2.1 Optimaliza¢né metédy pre umiestnenie centra

Vychadzajic z optimaliza¢nych iloh, mozno riesit’ umiestnenie centra zdiel'anych sluzieb na
zdklade optimalizatného kritéria, ktoré reprezentuje celkovil vzduSni vzdialenost z
potencidlneho obce, kde bude zriadené do jednotlivych obci, ktoré by malo dané centrum
obsluhovat’. Pouzitim uvedeného kritéria mozno lokalizovat’ obec, kde mozno umiestnit’
centrum na baze vzdusnych vzdialenosti.

Takymto sposobom mozno najst bod (stredisko) s celkovo najkratSou vzdialenostou z
vychodiskového vrcholu x° do vietkych n ostatnych vrcholov X',



Optimalne umiestnena prevadzka (bod) x° je umiestnena v strede priestoru so suradnicami
[x1°, x2°]. Vzdialenost d(x', x°) sa poéita podla L2 metriky, teda vytvorenim ,.$tvorca“ so
suradnicami [x1', x2'] s ciePom minimalizovat’ sudet vietkych vzdialenosti d(x!, x%) (i = 1,
2,...n). Takto popisany problém mozno formulovat’ podla (Brezina, 2020) ako ulohu najdenia
vol'ného extrému:

n
fx?, xd) = Z\/(J\‘j —x2)* +(x) =x))* — min
=1

Dal$ia moznost’ je optimalizovat’ umiestnenie na zéklade matice vzdialenosti vychadzajucej
z cestnej siete a realnej dostupnosti z jednotlivych obci.

2.2 Realne moZnosti pre umiestnenie centra

Optimalne, resp. efektivne umiestnenie centier vychadzajace z dostupnosti pre vybrané obce
na zaklade vzdusnej alebo cestnej vzdialenosti je v praxi len teoretické vychodisko. Realne je
nutné sa na umiestnenie tychto centier pozerat tak, ze proces optimalizacie sa zameriava na
vyber obci, ktoré budu zaradené pod jednotlivé centra.

Tento fakt vychadza najmé zo skutocnosti, Ze obce pre tieto centra uz boli vybrané. Jedna sa
0 vdc¢sie obce, resp. mestd, kde uz existuje byrokraticky aparat arovnako aj priestorové
kapacity. V niektorych pripadoch sa jedna o okresné mesta, kedy je tento proces jednoduchy
a pravomoci sa kumuluj na zaklade okresnej prislusnosti.

3 AKTUALNE VYBUDOVANE CENTRA ZDIEIANYCH SLUZIEB

Na zaklade vysSie uvedenych skutocnosti mozno zhodnotit aktualne Sest' vybudovanych
centier zdielanych sluzieb a uviest’ jednotlivé ukazovatele, ktoré potvrdzuji vhodny vyber
daného centra alebo naopak, poukazuju na nedostatky pri zaradeni jednotlivych obci pod dané
centrum.

3.1 Centrum zdiel’anych sluzieb v Tornali

Jedna sa oprvé azaroven zpohladu optimalizacie o najvhodnejSie zvolené centrum
z aktualne zriadenych centier. Centrum v Tornali obsluhuje aktualne 30 obci (31. v procese) a
to: Abovce, Barca, Batka, Hubovo, Chanava, Chramec, Chvalova, Kesovce, Kral,
Lenartovce, Lenka, Levare, LevkuSka, Martinovd, Neporadza, Radnovce, RaSice, Riecka,
Rimavska Se¢, Rumince, Skere$ovo, Stranska, Strkovec, TomaSovce, Tornala, Vielince,
Vieska nad Blhom, Visiiové, Ziar, Zip.

O vhodnosti vyberu mesta Tornala hovori aj fakt, ze obsluhuje 8 obci z okresu Reviica a 22
obci z okresu Rimavska Sobota, ¢im nerieSi prislusnost’ obci podl'a okresu, ale podla
dostupnosti z jednotlivych obci. S pouzitim vztahu z ¢asti 2.1 mozno vypocitat’ bod, ktory
reprezentuje pomyselny optimalny bod na zaklade vzdusnych vzdialenosti.

Na zéklade vypoctu je bod, ktory urCuje optimalne umiestnenie centra len 6,6 km od realne
zriadeného centra v Tornali.

Pre ilustraciu efektivnosti tohto centra mozno uviest' niektoré vzdialenost. Napr. Tornala je
vzdialena od Rimavskej Soboty 25,6 km a od mesta Reviica 41,3 km. Jedna sa o okresné
mesta obci, ktoré spadaji pod toto centrum. Na ilustraciu mozno uviest’ konkrétne najkratsie
cestné vzdialenosti ak by bolo centrum zriadene v okresnych mestach. Napr. z obce
Neporazda by mali obyvatelia do okresného mesta (Rimavska Sobota) 34,7 km, pricom do
Tornale to maju len 12,6 km (0 63,7% menej). Rovnako, napr. z obce Ziar to je do okresného
mesta (Revica) 36 km, no do Tornale len 4,6 km (0 87,2% menej).

Na obrazku su zobrazené vsetky obce, ktoré spadaju pod centrum zdielanych sluzieb
v Tornali a zaroven su tam aj okresné mesta, pre lepSiu predstavu o vhodnosti umiestnia
centra v tomto meste oproti okresnému mestu.
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import numpy as np
from scipy.optimize import fmin
def f(x):

function=0

for i in V:

function += ((latitude[i]-x[0])**2+(longitude[i]-x[1])**2)**0.5

return function
villages=["Abovce","Barca","Batka", "Hubovo", "Chanava","Chramec","Chvalova",
"Kesovce","Kral","Lenartovce","Lenka", "Levare", "Levkuska","Martinova", "Neporadza", "Radnovce","Rasice",
"Riec¢ka","Rimavska Se¢","Rumince","Skeredovo","Stranska","Strkovec","TomdSovce","Tornala","Véelince",
"Vieska nad Blhom","Visnové","Ziar","Zip"]
latitude=[48.318691,48.37451,48.378838,48.399837,48.336136,48.278753,48.512891,48.375234,48.38284,48.29
7936,48.387105,48.513353,48.457595,48.298021,48.362171,48.342274,48.471406,48.339846,48.305084,48.36832
2,48.504094,48.403083,48.358331,48.393046,48.419152,48.386193,48.351134,48.515824,48.438546,48.364237]
longitude=[20.336469,20.230347,20.169953,20.368824,20.299285,20.185435,20.177025,20.35295,20.0224,20.31
0052,20.34837,20.255219,20.265124,20.172945,20.391388,20.205583,20.23913,20.330619,20.234921,20.287099,
20.201727,20.279611,20.324864,20.152972,20.325661,20.306233,20.19881,20.187858,20.273041,20.203258]
n, V = len(villages), set(range(len(villages)))
xopt, fopt, iter, funcalls, warnflag = fmin(f,np.array([0,0]),full_output=True)
print(xopt, fopt)

Optimization terminated successfully.
[48.38365864 20.26918867] 2.7970731748474216

Obr. 1 - Zdrojovy kod a vystup v programovacom jazyku Python
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Obr. 2 — Obce, ktoré spadaju pod Centrum zdielanych sluzieb v Tornali
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3.2 Centrum zdielanych sluZieb vo FiPakove

V pripade zriadenia Centra zdiel'anych sluzieb vo Fil'akove nie je az tak vyrazna vzdialenost’
od okresného mesta Lucenec (14,9 km) ale aj tak bolo zvolené vhodné mesto, ktoré obsluhuje
vzdialenej§ie obce. Napr. obec Surice je od Lu¢enca vzdialena 25,3 km a od Filakova len
10,6 km a obec Siatorska Bukovinka je od Luéenca vzdialena 26,5 a od Fil'akova len 12,1 km
(najkratsie cestné vzdialenosti). Podla vztahu zc¢asti 2.1 vypocitany optimalny bod na
zaklade vzdusnych vzdialenosti len 4 km vzdialeny od mesta Fil'akovo.

import numpy as np
from scipy.optimize import fmin
def f(x):

function=0

for i in V:

function += ((latitude[i]-x[0])**2+(longitude[i]-x[1])**2)**0.5

return function
villages=["Belina","Biskupice","Bulhary", "Buzitka","Cakanovce","Camovce","Filakovo","Filakovské
Kovace","Holisa", "Kalonda","Nitra nad Iplom","Pr3a","Radzovce","Ratka","Savol","Siatorska
Bukovinka","Sid","Surice", "Velké Dravce"]
latitude=[48.242528,48.33249,48.29351,48.33249,48.213166,48.250415,48.267567,48.292077,48.308134,48.259
62,48.318237,48.300936,48.221069,48.33249,48.33249,48.33249,48.275321,48.2336,48.346441]
longitude=[19.851331,19.66708,19.848056,19.66708,19.8146,19.883103,19.824734,19.776229,19.751704,19.656
153,19.773716,19.791293,19.828931,19.66708,19.66708,19.66708,19.879367,19.914027,19.839282]
n, V = len(villages), set(range(len(villages)))
xopt, fopt, iter, funcalls, warnflag = fmin(f,np.array([0,0]),full_output=True)
print(xopt, fopt)

Optimization terminated successfully.
[48.29328356 19.782136 ] 1.6216960793842736

Obr. 3 - Zdrojovy kéd a vystup v programovacom jazyku Python
Q

0

Obr. 4 — Obce, ktoré spadajii pod centrum zdielanych sluzieb vo Filakove
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Centrum zdielanych sluzieb vo Fil'akove obsluhuje tieto obce: Belina, Biskupice, Bulhary,
Buzitka, Fil'akovo, Filakovské Kovace, Holisa, Kalonda, Nitra nad Iplom, PrSa, Radzovce,
Ratka, Vel'ké Dravce, Siatorskd Bukovinka, Surice, Savol’, Sid, Cakanovce a Camovce.

Pri tomto centre je otazna efektivnost’ pre obec Kalonda, ktoré je blizsie k Lu¢encu. Zaroven
by bolo vhodné prehodnotit’ zaradenie d’alSich obci ako napr. Horna Baba, Obrucna, Ples
a Sikov, ktoré sit malé obce blizko Fil'akova.

3.3 Centrum zdielanych sluzieb v Medzilaborciach

Centrum zdielanych sluzieb v Medzilaborciach je spominany priklad, kedy centrum bolo
zriadené v okresnom meste a obsluhuje vietky obce okresu, teda 22 obci: Sukov, Nagov,
Palota, Certizné, Krasny Brod, Habura, Cabiny, Svetlice, Vyrava, Olka, Cabalovce, Radvari
nad Laborcom, Zbojné, Roskovce, OlI'Sinkov, Volica, Zbudska Bela, Valentovce, Rokytovce,
Repejov, Kalinov a Brestov nad Laborcom. V pripade tohto centra sa jedna o maly okres, kde
ani nebola iné moznost’ vzh'adom na umiestnenie, ale aj kapacity jednotlivych obci.

3.4 Centrum zdielanych sluZieb v Michalovciach, vo Velkych KapuSanoch a v

Secovciach
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Obr. 5 —0bce, ktoré spadaju pod centra zdielanych sluzieb v Michalovciach, vo Velkych
Kapusanoch a v Secovciach



Posledna Cast’ pojednava o dvoch susediacich okresoch, kedy boli zriadené centra vo vacsich
mestach a v okresnom meste Michalovce. Tu je predpoklad, ze sa jedna o proces zaradovania
jednotlivych obci, ked’ze napr. pri centre v Secovciach vznika viacero neefektivnych zaradeni
obci (Vini¢ky, Ladmovce ¢i Malcice). Rovnako pri centre v Michalovciach, kedy toto
centrum obsluhuje iba jednu ¢ast’ na juh od mesta (okrem troch obci). Centrum vo Velkych
Kapusanoch vykazuje vhodné umiestnenie v strede medzi vybranymi obcami, avsak pod toto
centrum patri len 10 obci, priCom minimalne rovnaky pocet by bolo efektivne zaradit’ pod toto
centrum tak z pohl'adu vzdialenosti, ako aj z pohl'adu velkosti obce (jedna sa o vel'mi malé
obce z pohl'adu poctu obyvatel'ov). Uvedené skutocnosti vidiet’ na obrazku nizsie, kde su
obce farebne rozlisené podl'a prislusnosti k jednotlivym centram:

e modra - centrum zdiel'anych sluzieb v Michalovciach,

e bordova - centrum zdiel'anych sluzieb vo Velkych Kapusanoch,

e fialova - centrum zdiel'anych sluzieb v Secovciach.

4 ZAVER

Zavadzanie centier zdielanych sluZzieb predstavuje dolezity krok smerom k modernizécii a
zvySeniu efektivity vykonu verejnej spravy v najmenej rozvinutych regionoch Slovenska.
Ako ukazuju priklady z Tornale, Filakova a d’alSich miest, vhodné umiestnenie tychto centier
moéze zasadne znizit’ vzdialenosti, ktoré musia obyvatelia a predstavitelia obci prekonavat’ za
ucelom vybavenia agendy, a zaroven zabezpecit’ kvalitnejSie, odborne kryté sluzby, ktoré by
samostatné malé obce nedokazali realizovat’ vlastnymi silami.

Zaroven sa ukazuje, Ze optimalne geografické umiestnenie centier je len jednym z faktorov
uspechu. Rovnako doélezity je aj vyber obci, ktoré pod dané centrum spadaju, ako aj
dostupnost’ personalneho zazemia, infraStruktiry a administrativnej kapacity v hostitel'skom
meste. Pilotné projekty ukazujl, Ze vhodnou kombindciou analytického pristupu, miestnych
znalosti a vyuZitia dostupnych dat mozno dosiahnut’ vysokl efektivitu a prijatelnost’ tohto
modelu zo strany samosprav aj obyvatel’stva.

Centra zdiel'anych sluzieb tak moézu prispiet’ nielen k lepSiemu fungovaniu verejnej spravy,
ale aj k regiondlnemu rozvoju, stabilizacii kvalifikovanych pracovnikov v izemi a zniZovaniu
regionalnych rozdielov. Pre d’alSie etapy implementacie bude kI'i¢ové vyhodnotit’ skisenosti
z prvych zriadenych centier, flexibilne reagovat na zistené nedostatky a systematicky
budovat’ udrzateI'ny model poskytovania verejnych sluzieb na regionalnej tirovni.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia vyskumného projektu VEGA — 1/0120/23
»Environmentalne modely ako nastroj ekologicko-ekonomickych rozhodnuti®.
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ENVIRONMENTALNA KUZNETSOVA KRIVKA V KONTEXTE
TRANSFORMACIE SLOVENSKEJ EKONOMIKY

ENVIRONMENTAL KUZNETS CURVE AND THE TRANSITION OF
THE SLOVAK ECONOMY

Michaela Chocholatd*

Abstrakt

Cielom prispevku je preskimat’ problematiku environmentalnej Kuznetsovej krivky (EKC)
pre Slovensku republiku v obdobi 1990 — 2022. Prostrednictvom analyzy ¢asovych radov
HDP na obyvatel'a a emisii CO-2 na obyvatela sa testuje hypotéza obrateného U-tvaru vztahu
medzi hospodarskym rastom a environmentalnym zatazenim. Vzhladom na vyskyt
autokoreldcie a silnej multikolinearity bol model rozsireny o oneskorent zavisli premennu a
bolo aplikované centrovanie nezavisle premennej. Vysledky analyzy poukazuju na nelinearnu
a konkavnu povahu vztahu medzi In(GDP); a In(CO:), €o je v stilade s obratenym U-tvarom
EKC.

KPlucdové slova: Environmentalna Kuznetsova krivka, HDP, emisie CO-, Slovensko

Abstract

The aim of this paper is to examine the issue of the Environmental Kuznets Curve (EKC) for
the Slovak Republic during the period 1990 — 2022. By analysing time series data on GDP per
capita and CO: emissions per capita, the hypothesis of an inverted U-shaped relationship
between economic growth and environmental degradation is tested. Due to the presence of
autocorrelation and strong multicollinearity, the model was extended by including a lagged
dependent variable and applying centring to the independent variable. The results of the
analysis indicate a nonlinear and concave relationship between In(GDP), and In(COz2),, which
Is consistent with the inverted U-shape of the EKC.

Keywords: Environmental Kuznets Curve, GDP, CO: emissions, Slovakia

1 UVOD

Aktudlne environmentalne vyzvy, ako st zmeny klimy, strata biodiverzity a znecistenie
zivotného prostredia, predstavuji vazne hrozby pre udrzatel'nost’ nasich ekosystémov. Tieto
problémy ovplyviluju nielen prirodné prostredie, ale aj hospodérske a socidlne systémy, ¢o si
vyzaduje komplexny pristup k ich rieseniu. Celosvetovou vyzvou je prijat’ efektivne opatrenia
na zmiernenie negativnych dopadov klimatickych zmien a zlepSit' environmentalnu odolnost’
krajin.

V ramci rieSenia tychto vyziev je nevyhnutné integrovat ekonomické a ekonometrické
nastroje do procesu tvorby environmentalnych politik, ked'ze umoziuji lepSie pochopit’
nielen ekonomické dopady environmentalnych opatreni, ale aj posudenie ich ekonomicke;j
realizovatel'nosti na narodnej a globalnej rovni. Jednym z vyznamnych konceptov, ktory je
stale aktualny, je tzv. Environmentalna Kuznetsova krivka (EKC). Pojem EKC sa dostal do

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovych tiloh VEGA 1/0047/23 , Vyznam priestorovych spillover
efektov v kontexte priority EU zelenSia a bezuhlikova Europa® a VEGA 1/0052/24 ,,0Odhad klacovych
strukturalnych parametrov sucasnych makroekonomickych modelov*.
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popredia v 90. rokoch 20. storo¢ia vdaka stadii Grossmana a Kruegera (1991), ktorych
empirické analyzy ukézali, Ze niektoré formy znecistenia (napr. oxid siri¢ity — SO2) vykazuju
nelinearny vzt'ah s HDP na obyvatel'a. EKC teda predpokladd, ze vztah medzi ekonomickym
rastom (zvyCajne meranym HDP na obyvatela) a environmentalnou degradaciou ma tvar
obrateného pismena U. V pociatoénych fazach rastu ekonomiky dochadza k zhorSeniu
zivotného prostredia, no po dosiahnuti urcitej irovne prijmu zacne environmentalna zat'az
klesat — vd’aka napr. vysSSej reguldcii, environmentalnemu povedomiu, technologickym
inovaciam a zmene Struktury ekonomiky. Hoci Grossman a Krueger su povazovani za
zakladatel'ov empirického testovania EKC hypotézy, koncept EKC bol inSpirovany uz pracou
Kuznetsa (1955), ktory navrhol podobny vztah medzi ekonomickym rastom a prijmovou
nerovnostou.

Dalsie §tadie nasledne rozsirili tato hypotézu na rézne environmentalne ukazovatele, ako su
emisie sklenikovych plynov (GHG), kvalita ovzduSia, vodné znelistenie ¢i spotreba
prirodnych zdrojov. Vysledky vSak casto nie su konzistentné a ,,platnost* EKC zavisi od
konkrétneho indikétora, metodiky, regiénu a casového obdobia (Dinda, 2004; Stern, 2004).

Zastancovia EKC tvrdia, ze dlhodoby hospodarsky rast moze viest’ k zlepSeniu Zivotného
prostredia, najmid v rozvinutych krajinach. Tento argument rezonuje aj v politikdch tzv.
»zelenej transformdcie” a konceptoch ,zeleného rastu®, ktoré predpokladaji moznost’
oddelenia ekonomického rastu od environmentalnej degradacie (Russel, 2020). Naopak,
kritici EKC upozoriiujii na skuto¢nost, ze sa modely zalozené na neustalom raste opieraji o
nerealistické predpoklady technologického pokroku a ignoruju limity planetarnych zdrojov.
Tieto pristupy zdoraziiuju potrebu redukcie nadmernej spotreby a reStrukturalizacie ekonomik
— aj za cenu znizenia celkového HDP (Kallis et al., 2020). Podrobny prehl'ad kritickych §tadii
k problematike EKC mozno najst’ napr. v publikacii Kaika & Zervas (2013).

O atraktivnosti a aktualnosti problematiky EKC sved¢i aj Obr. 1, ktory bol ziskany pomocou
vyskumného asistenta ,,Web of Science Research Assistant (Clarivate, 2025), pricom
graficky znazornuje prehl'ad pocétu publikacii v ¢asovom obdobi (2000 — 2025) na tému
»Environmental Kuznets Curve®. Celkovy pocet identifikovanych publikacii z databazy ,,Web
of Science Core Collection” za uvedené obdobie bol 3135 s vyraznym narastom poctu
publikacii v obdobi pandémie Covid-19.
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Obr. 1: Pocet publikacii (v kusoch) z databazy ,,Web of Science Core Collection* na tému

Environmental Kuznets Curve v obdobi 2000-20252
Zdroj: Clarivate (2025).

2 Udaje za rok 2025 st aktuélne k 15.4.2025.
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Struktara prispevku je nasledujiica: po tvode do problematiky v prvej &asti, nasleduje ¢ast
venovana predstaveniu konceptu EKC, v tretej Casti je pozornost’ zamerana na analyzu vztahu
medzi emisiami CO. a hospodarskym rozvojom meranym pomocou HDP v Slovenskej
republike za obdobie 1990 — 2022 a prispevok uzatvara zaver.

2 PREDSTAVENIE KONCEPTU EKC

Pod pojmom EKC, ako sme uz uviedli vyssie, si mozno predstavit’ teoreticky model, ktory
zobrazuje vzt'ah medzi ekonomickym rastom a environmentalnymi problémami (zhorSovanim
zivotného prostredia). Tento model predpoklada, ze v pociatonych fazach hospodarskeho
rozvoja dochadza k zhorSovaniu environmentalnych ukazovatelov, ako su emisie
sklenikovych plynov alebo degradacia prirodnych zdrojov. Po dosiahnuti urcitej Grovne
rozvoja (prahova hodnota, bod obratu) sa tento negativny efekt znizuje, Co vedie k
zlepsovaniu kvality zivotného prostredia. EKC teda predpoklada, ze vztah medzi zne€istenim
a hospodarskym rastom je v tvare obrateného pismena U. Grafické znazornenie EKC je
zachytené na Obr. 2 (0s X — hospodarsky rozvoj merany napr. zlogaritmovanymi hodnotami
HDP na obyvatela, 0S y — environmentalne zat'azenie merané napr. zlogaritmovanymi
hodnotami emisii CO2 na obyvatel'a).

6 ] 1¢ 12 11
Hospodarsky rozvo

Obr. 2: Grafické znazornenie Environmentalnej Kuznetzovej krivky
Zdroj: Na zéklade inStrukcii autorky vygenerované pomocou nastroja OpenAl (2025)

Matematicku formulaciu modelu EKC v tvare obratenej U-krivky mozno zapisat’ v tvare:
In(CO2); = Po + P1 - In(GDP); + B2 - (In(GDP),)* + u¢ 1)

kde In(CO.), oznacuje logaritmus emisii CO: v roku t, In(GDP), oznacuje logaritmus HDP v
roku t a symbolu u; zodpoveda nahodna zlozka (rezidualny ¢len), pricom do modelu mézu byt
zahrnuté eSte iné faktory (nezavisle premenné) s vplyvom na kvalitu Zivotného prostredia
(zavisle premenna). V literatire je mozné stretntit’ sa aj s EKC v tvare tzv. N-krivky (napr. pri
pridani tretej mocniny premennej In(GDP), do modelu), ¢o naznacuje, ze environmentalna
situacia sa po zlepSeni moze opdt’ zhorSovat’ pri vel'mi vysokej Grovni prijmu (Grossman &
Krueger, 1995).
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Vzhl'adom na rézne pristupy ku koncepcii EKC je vhodné analyzovat empirické data a overit’
platnost EKC Vv konkrétnych regionoch, resp. krajinach. Ako uvadzaju Wang et al. (2024),
z hl'adiska pouzitych metdd testovania platnosti EKC mozno hovorit’ o prechode od odhadu
jednoduchych linearnych modelov po sofistikované panelové a nelinedrne pristupy s dorazom
na heterogenitu, prahové efekty a globalne makroekonomické premenné ako obchod a
globalizacia. Vyvoj metodologie EKC odraza aj posun vo vnimani vztahu medzi rastom a
udrzatelnost’ou.

3 DATA A EMPIRICKE VYSLEDKY ANALYZY

Predmetom prispevku je analyza ro¢nych tudajov 0 vyvoji emisii CO: avyvoji HDP
v Slovenskej republike v obdobi 1990 — 2022 s cielom preskumat’ platnost EKC v tvare
obratenej U-krivky. Udaje o vyvoji emisii CO: (v tonach na osobu) boli ziskané z Global
Carbon Budget (2024) a idaje o HDP (v parite kiipnej sily v medzinarodnych dolaroch?, na
osobu) boli ziskané z internetovych stranok Svetovej banky (World Bank, 2023). Obr. 3
znézornuje vyvoj logaritmu emisii CO: na obyvatela (InCO:, oranzova krivka a os y vl'avo) a
logaritmu HDP na obyvatela (Ingdp, modra krivka a 0s y vpravo) v Slovenskej republike
v obdobi 1990 — 2022. V obdobi 1990 — 1993 pozorujeme prudky pokles emisii CO: pri
miernom poklese HDP (pravdepodobne tzv. transformaény $ok), obdobie 1994 — 2008 bolo
sprevadzané zrychl'ovanim ekonomického rastu a stabilizaciou urovne emisii. Poc¢as obdobia
2009 — 2022 sice ¢asovy rad In(GDP), pokracuje v raste, ale In(COx), uz nekopiruje jeho trend,
¢o mozno povazovat' za znak oddelenia rastu od emisii (tzv. decoupling).

Analyza bola zrealizovana v softvéri EViews 10 (IHS Global Inc., 2017) a vSetky grafické

znazornenia, na zdklade vstupnych Udajov autorky, boli generované pomocou nastroja
OpenAl (2025).

196 1995 2000 2005 2010 2015 2020

Obr. 3: Priebeh vyvoja zlogaritmovanych hodnot CO. a HDP
Zdroj: vlastné vypocty

Odhadovanie modelu vtvare (1) preukdzalo pritomnost autokorelacie a tiez silnej
multikolinearity medzi premennymi In(GDP), a (In(GDP),)2. Do modelu (1) sme doplnili
oneskorent hodnotu zavislej premennej In(CO:)t.1, pricom rozsireny dynamicky model EKC
mal potom tvar:

In(CO2) = Bo + B1 - In(GDP), + P2 - (In(GDP),)> + Bs - In(CO2).1 + uy ()

3 PPP (purchasing power parity) in current international $, per capita



S cielom odstranit’ pretrvavajucu silnd multikolinearitu sme pristapili k centrovaniu
premennej IN(GDP),, ¢im sa zmenSila korelacia medzi linearnou a kvadratickou zloZzkou.
Centrovanie bolo vykonané podla vzt'ahu:

Ingdp_c: = In(GDP), — priemer(In(GDP),), 3)

kde symbolom Ingdp_c: su oznacené centrované hodnoty povodnej premennej In(GDP).
Obr. 4 ilustruje priebeh centrovanych hodnot premennych a zaroven ilustruje, ze centrovanie
znizuje rozsah a teda aj korelaciu medzi premennymi.

Centrované hodnoty

0.00
-0.25 o
—-0.50

Ingdp ¢
v Ingdp_c"2

~0.75 o o2

1990 1985 2000 2005 2010 2015 2020

Obr. 4: Vyvoj centrovanych hodnét premennych
Zdroj: vlastné vypocéty

Model (2) s centrovanymi premennymi mozno zapisat’ v tvare (4) takto:

In(CO2); = Po + P1 - Ingdp_c¢+ P2 - (Ingdp ci)*> + B3 - In(CO2)t-1 + ug 4)
Tab. 1 obsahuje odhady parametrov z regresného modelu EKC s centrovanymi premennymi
(4). Odhadnuté parametre su Statisticky vyznamné na hladine vyznamnosti 0,05 s vynimkou

parametra P2, ktory je Statisticky vyznamny na hladine 0,053.

Parameter Odhad t-hodnota p-hodnota
Bo 0,949 3,54 0,001
B1 -0,097 -4,45 <0,001
B2 -0,062 -1,99 0,053
Ba 0,53 5,21 <0,001

Tab. 1: Odhady parametrov modelu (4)
Zdroj: vlastné vypocty v EViews 10

Koeficient determinacie R? = 0,932, ¢o znamena, ze model vysvetluje 93,2 % variability v
emisiach CO.. Vysoka hodnota R? naznacuje tiez silni predikénti schopnost’ modelu (4), o
c¢om sved¢i aj Obr. 5 porovnavajici priebeh skutocnych a predikovanych (vyrovnanych)
hodnét.
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Obr. 5: Skuto¢né vs. predikované hodnoty In(CO2)t
Zdroj: vlastné vypocty

Na zéklade ziskanych vysledkov mozno tvrdit, ze odhadovany model (4) sved¢i v prospech
platnosti EKC v obratenom U-tvare. Vztah medzi HDP a emisiami je nelinearny, konkavny,
¢o znamena, ze pri uritej urovni rozvoja dochadza k poklesu emisii. Doplnenie oneskorenej
hodnoty In(CO:).1 medzi nezavisle premenné prispelo k zachyteniu dynamiky vyvoja emisii.

4 ZAVER

Vysledky empirickej analyzy naznacuju, Ze vzt'ah medzi hospodarskym rozvojom a emisiami
CO: v Slovenskej republike vykazuje charakteristiky environmentalnej Kuznetsovej krivky
v obratenom U-tvare. Pociatocné fazy hospodarskeho rastu boli sprevadzané zvySujicimi sa
emisiami, no po prekroceni urcitej trovne HDP doSlo k ich stabilizacii, respektive poklesu, ¢o
mozno interpretovat’ ako dokaz environmentalneho ,,decouplingu®. Aplikovany dynamicky
model s centrovanymi premennymi potvrdil nelinearnu a konkavnu povahu vztahu medzi
IN(GDP); a In(CO2);, pricom odhadnuté parametre boli Statisticky vyznamné. Vyznamna
zotrvacnost emisii podporuje potrebu zohladnit casové aspekty v environmentalnom
modelovani.
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MIGRACIA A STARNUTIE POPULACIE: PRILEZITOSTI A VYZVY

MIGRATION AND POPULATION AGEING: OPPORTUNITIES AND
CHALLENGES

Miroslava JanoSova

Abstrakt

Migracia je Coraz CastejSie vnimana ako jeden z nastrojov, ktoré mozu pomoct’ zmierfiovat
dosledky demografického starnutia, najmd v krajinach s dlhodobo nizkou pdrodnost'ou a
rastuicim podielom obyvatelov v postproduktivnom veku. Tento prehladovy c¢lanok sa
zameriava na sucasné vedecké poznatky o vzt'ahu medzi migraciou a demografickymi
zmenami, priCom literatiru tematicky rozdeluje do troch hlavnych oblasti: demografické
prinosy migracie, fiSkadlne a ekonomické dosledky a spolocenské a inStituciondlne vyzvy
spojené s integracnym procesom. Osobitna pozornost’ sa venuje empirickym zisteniam z krajin
OECD a EU, ako aj ich moznej aplikovatelnosti v podmienkach Slovenskej republiky. Analyza
ukazuje, ze migracia moéze v uréitych podmienkach pozitivne ovplyvnit' vekova Struktaru,
podporit’ verejné financie a stabilitu trhu prace, no zaroven poukazuje na nevyhnutnost
adekvatnych integra¢nych opatreni a dlhodobo udrzatel'nej migrac¢nej politiky. Cielom ¢lanku
je prispiet’ k systematickému pochopeniu migracie ako komplexného javu so Sirokymi
dosledkami v oblasti socialno-ekonomického rozvoja.

Krucové slova: migracia, demografické starnutie, integrdcia, verejné financie, migracnd
politika

Abstract

Migration is increasingly perceived as one of the tools that can help mitigate the consequences
of population ageing, especially in countries with persistently low fertility and a growing
proportion of people of post-productive age. This review article looks at the current scientific
evidence on the relationship between migration and demographic change. It divides the
literature thematically into three main areas: the demographic benefits of migration, its fiscal
and economic impact, and the social and institutional challenges associated with the integration
process. Particular attention is paid to empirical findings from OECD and EU countries and
their potential transferability to the context of the Slovak Republic. The analysis shows that,
under certain conditions, migration can have a positive impact on the age structure, support
public finances and improve the stability of the labour market. At the same time, the need for
appropriate integration measures and a long-term, sustainable migration policy becomes clear.
The aim of the article is to contribute to a systematic understanding of migration as a complex
phenomenon with far-reaching effects on socio-economic development.

Keywords: migration, population ageing, integration, public finance, migration policy
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1 UVOD

Demografické starnutie patri medzi najzavaznejSie vyzvy, ktorym celi vécsSina eurdpskych
krajin. Pokles porodnosti a predlzovanie strednej dizky Zivota vedu k rasticemu podielu
obyvatel'stva v postproduktivnom veku, ¢o so sebou prindsa tlak na déchodkovy systém,
zdravotnil a socidlnu starostlivost, ako aj na celkovi udrzatelnost’ verejnych financii.
Slovenska republika nie je vynimkou, prognozy Eurostatu ukazuja, ze v najblizsich dekadach
bude starnutie populdcie Coraz vyraznejSie ovplyviovat ekonomické aj spolocenské Struktury.
V tomto kontexte sa Coraz CastejSie diskutuje o migracii ako o0 moznom néstroji zmiernovania
dosledkov demografického vyvoja. Migracia moze potencialne dopliiat pracovnu silu,
zlepsovat’ vekovu Strukturu obyvatel'stva a podporovat stabilitu danovych prijmov. Zaroven
vSak ide o fenomén, ktory je socialne aj politicky citlivy a ktorého ucinky zéavisia od celej skaly
faktorov od $truktary migrantov az po schopnost’ institticii zabezpeéit ich tispe$nu integraciu.
V tomto prispevku sa zameriame na syntézu vybranych vedeckych poznatkov o vztahu medzi
migraciou a demografickym starnutim. Cielom je zachytit' r6zne pohl'ady na ekonomicke,
socialne a populacné dosledky migracie a poskytnut’ ramec, ktory umozni lepsie pochopit’ jej
potencidl a limity v podmienkach krajin ako je Slovensko

2 MIGRACIAV KONTEXTE DEMOGRAFICKYCH A
SPOLOCENSKYCH ZMIEN

Vyskum migracie v kontexte demografického starnutia je tematicky rozsiahly a rozmanity.
Vedecké studie sa lisia nielen metodologickym pristupom, ale aj tym, aké aspekty problému
kladt do centra pozornosti, niektoré¢ zdéraznuju populacnu Struktiru, iné verejné financie ¢i
spolocenské dosledky. Z tohto dovodu sme sa rozhodli existujicu literaturu rozdelit’ do troch
hlavnych tematickych oblasti:

e Demografické prinosy migracie
o FiSkélne a ekonomické dosledky migracie
e Spoloc¢enské a institucionalne vyzvy migracie

2.1 Demografické prinosy migracie

Prvou z tematickych oblasti s demografické prinosy migracie, ktoré predstavuji jednu z
najcastejSich tém odbornych diskusii o dosledkoch starnutia populacie. V ich centre stoji
otazka, do akej miery modze migracia prispiet k zmierneniu demografickej nerovnovahy
sposobenej dlhodobo nizkou porodnostou a predlzujiucou sa strednou dizkou Zivota. Stidie z
tejto oblasti analyzuju predovsetkym to, ako moze prilev mladsich a ekonomicky aktivnych
0s0b z inych krajin ovplyvnit’ vekovu Struktiru populacie, stabilitu pracovnej sily a vyvoj tzv.
indexu zavislosti, teda pomeru medzi poctom ekonomicky neaktivnych a aktivnych
obyvatelov. Vplyv migracie na demograficky profil spolo¢nosti dokumentuju viaceré
empirické prace. Lee a Mason (2014) vyuzivaju modelovanie demografickych scenarov, ktoré
ukazuju, Ze migracia moze prispiet’ k vyrovnaniu pomeru medzi populaciou v produktivnom
veku a starSou populaciou. Ich vysledky ukazuji, Ze hoci migracia sama o sebe nezvrati trend
starnutia, m6ze ho spomalit’ a tym znizit’ naroky na verejné financie. Rovnako OECD (2022)
vo svojom hodnoteni migra¢nych politik upozoriiuje, Ze migréacia zohrava vyznamnu tlohu pri
stabilizacii velkosti pracovnej sily v niektorych c¢lenskych Statoch, najmid v tych, kde
prirodzeny populac¢ny prirastok dlhodobo stagnuje. Z udajov Eurostatu (2020) vyplyva, ze v
niektorych krajinach EU migranti predstavuju rozhodujuci podiel na celkovom populaénom
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raste, najmé v produktivnej vekovej kategorii. Goldin, Cameron a Balarajan (2011) poukazujt
na historicky kontext migracie ako mechanizmu, ktory v réznych obdobiach suploval
prirodzent reprodukciu a zaroven prinasal flexibilitu ekonomike. Podl'a autorov migracia asto
nahradza ,,chybajuce generacie® a umoziuje spoloCnostiam prisposobit’ sa demografickym
Sokom. Z pohl'adu popula¢nych preferencii je relevantnd aj stdia Goldstein, Lutz a Testa
(2003), ktora ukazuje, Ze v mnohych ecurdpskych krajinach sa idealna velkost rodiny
stabilizovala pod hranicou prirodzenej reprodukcie. To podporuje argument, ze bez
dopliiovania populacie prostrednictvom migracie nie je mozné dlhodobo udrzat’ stabilny pocet
obyvatel'ov v produktivnom veku. Tieto zistenia poukazuju na to, Ze migréacia nie je rieSenim
vSetkych demografickych problémov, no mdze pdsobit’ ako docasny korekény nastroj, ktory
zmiernuje dosledky starnutia. Jej G¢inok je vSak podmieneny zlozenim migrantov podl'a veku,
ekonomickej aktivity a miery integracie.

2.2 Fiskalne a ekonomické désledky migracie

Druha tematicka oblast’ vyskumu sa zameriava na to, ako migracia ovplyviiuje verejné financie,
makroekonomické ukazovatele a dlhodobu udrzatelnost doéchodkovych, zdravotnych a
socialnych systémov. V podmienkach demografického starnutia a klesajiceho poctu
pracujucich sa ¢oraz vicsia pozornost’ venuje tomu, ¢i mozu migranti prispievat’ k stabilizacii
dafiovych prijmov a zmiertiovat tlak na vydavkové zlozky verejnych rozpoétov. Stidie z tejto
oblasti poukazuju na to, Ze migra¢né prady, ak maji spravnu vekovu a kvalifika¢n Struktaru,
moézu mat’ pozitivny efekt na fiskalnu rovnovahu. Ekonomicky aktivni migranti, ktori vstupuja
na trh prace, zvySuju prijmy z dani a odvodov, pricom z kratkodobého hl'adiska zvycajne
¢erpajii mensi rozsah verejnych vydavkov. D’ Albis, Boubtane a Coulibaly (2019) analyzovali
vplyv migracie na verejné financie vo vybranych krajinach OECD prostrednictvom panelove;j
regresie a ukazali, Ze prilev migrantov ma vo vicSine pripadov pozitivny Cisty prispevok k
verejnym rozpoctom. Najvicsi pozitivny efekt vykazovali migranti v produktivnom veku, ktori
vstupovali na trh prace a platili dane a odvody, zatial’ Co vyuzivanie verejnych sluzieb bolo v
ich pripade limitované. Vysledky tiez ukazuji, Ze v krajindch s dlhodobo etablovanymi
migra¢nymi politikami je dopad migracie na fiSkalnu rovnovahu stabilne pozitivny. Zaroven sa
potvrdilo, Ze negativny efekt moZe nastat’ v pripade starSich migrantov alebo vtedy, ak
integracia zlyhdva a migranti sa nedokédzu plnohodnotne zapojit’ do pracovného trhu. Autori
zdoraznuj, ze kI'i¢ovymi faktormi pozitivneho dopadu st vek, kvalifikacia, a naymi schopnost’
zamestnat’ sa v kratkom case po prichode. Tieto zistenia potvrdzuju, Ze dobre riadend migracia
modze vyznamne prispiet’ k fiSkalnej udrzatelnosti, najmd v kontexte starnutia populacie.
Vyznamny prinos v tejto oblasti predstavuje Stidia Boubtane, Dumonta a Raulta (2016), ktora
analyzovala vztah medzi migraciou a ekonomickym rastom v 22 krajinach OECD v obdobi
1986-2006. Autori pomocou modelu VAR identifikovali pozitivny a dlhodoby efekt
migracnych tokov na HDP a zamestnanost’, bez negativneho dopadu na mieru nezamestnanosti.
RozliSujii medzi rdéznymi typmi migracie, vratane migrujucich za pracou, uteCencov a
rodinnych migrantov priCom zistili, Ze pracovnd migracia ma najvyraznejsi vplyv na
ekonomicky rast. Vysledky podporujii argument, Ze dobre nastavena migracna politika moze
byt’ efektivnym nastrojom hospodarskej adaptacie na demografické vyzvy. Obdobne Bloom,
Canning a Fink (2010) uvadzaju, Ze migracia pomaha vyrovnavat’ demografické Soky, ¢im
znizuje potrebu drastickych Gprav v dochodkovych systémoch alebo zvySovania dani. OECD
(2022) tiez potvrdzuje, ze ak je migracia dobre zacielend a sprevadzana uc¢innou integraciou,
ma potencidl byt’ dolezitym néstrojom hospodarskej adaptacie na starnutie populécie. Niektoré
pristupy v tejto oblasti vyuzivaju metodiku narodnych transferovych uctov (NTA), ktora
umoznuje kvantifikovat’ rozdiel medzi produkciou a spotrebou v réznych vekovych skupinach
a odhadovat’, ako migranti ovplyviiuji tzv. Zivotny cyklus verejnych prijmov a vydavkov.
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Takouto $tudiou je aj Stidia uz vyssie spomenutych autorov Lee a Mason (2014), kde ukazuju,
ze migracia dokaze oddialit’ zhorSovanie fiskalneho salda sposobené starnutim obyvatel’stva.
Migracia moze v kontexte demografického starnutia prispievat k  zlepSeniu
makroekonomickych ukazovatel'ov a k zmierneniu tlaku na verejné financie, predovSetkym
vtedy, ak sa podari dosiahnut’ trvalt zamestnanost’ migrantov a ich plnohodnotnt ekonomickt
integraciu. U¢inok tychto procesov je viak podmieneny viacerymi faktormi najma $truktarou
migraénych tokov, vyskou miezd, ktoré migranti dosahuji, ako aj dizkou ich zotrvania v
krajine.

2. 3 Spolocenské a institucionalne vyzvy migracie

Tretia skupina $tidii sa zameriava na SirSie spolocenské a institucionalne stvislosti migracie,
ktoré su casto urCujuce pre to, aky redlny vplyv mdze mat’ migracia na demografické ci
ekonomické procesy. KI'ic¢ovou otdzkou nie je len to, kol’ko migrantov prichadza, ale aj akym
spdsobom su prijati, ako st schopni sa zapojit’ do spolo¢nosti a do akych verejnych systémov
vstupuji. Vyskum v tejto oblasti upozornuje, ze pozitivne efekty migracie sa mozu oslabit’
alebo uplne stratit’, ak krajina nemé dostatocne rozvinutt integra¢nu infrastruktaru alebo ak celi
vyraznému odporu verejnosti. Podl'a viacerych $tadii su verejné postoje k migracii formované
nielen ekonomickymi, ale aj kultirnymi faktormi, obavami o bezpecnost’ ¢i spravodlivost’
rozdelenia verejnych zdrojov. Napriklad Dustmann a Preston (2007) poukazuji na to, zZe
ekonomicky status migranta nie je jedinym urcéujucim prvkom verejnej akceptécie, dolezitu
ulohu zohrava aj jeho kultirna alebo etnickd blizkost k véacSinovej populécii. Z
inStituciondlneho hl'adiska je vyznamnd aj otdzka kapacit verejnych sluzieb. V niektorych
sektoroch, ako je zdravotnictvo a opatrovatel'ska starostlivost, st migranti kIicovymi
pracovnikmi, no zaroven aj uZivateI'mi tychto sluzieb. OECD (2018) upozoriiuje, Ze miestne
samospravy zohravaji kl'a¢ovu tlohu pri znizovani napitia v sivislosti so zat'aZzenim verejnych
sluzieb a zaroven pri budovani udrzatelnej integracie migrantov. V podmienkach Slovenska
Letavajova a Divinsky (2019) poukazujt na absenciu komplexného integracného ramca, slabé
prepojenie politiky zamestnanosti s migraénou agendou a pretrvavajice spolocenské
stereotypy. Migranti ¢elia obmedzeniam v pristupe k vzdelaniu, byvaniu a jazykovej priprave,
¢o oslabuje ich schopnost’ integrovat’ sa na trhu prace aj v komunite. Podobne Radvansky et al.
(2021) upozoriiuju, ze chyba dlhodoba stratégia podpory cirkuldrnej a pracovnej migracie, a
vyzdvihuju potrebu lepSej koordindcie medzi narodnymi a miestnymi inStitliciami. Autori
zaroven odporucaju systematicky budovat’ analytické kapacity a datové zazemie pre efektivne
riadenie migracie. Z tychto zisteni vyplyva, Ze Gspech migracie ako néstroja reagujiceho na
demografické vyzvy zavisi nielen od ¢iselnych ukazovatel'ov, ale aj od kvality spolo¢enského
a inStituciondlneho prostredia, ktoré migrantom umozni efektivne sa zapojit' do ekonomiky a
spolo¢nosti.

3 ZAVER

Migracia predstavuje komplexny spolofensky fenomén, ktory ma potencial vyznamne
ovplyvnit’ demograficky, ekonomicky aj socidlny vyvoj krajin eliacich starnutiu populacie.
Ako ukazuje analyza existujucich vedeckych poznatkov, migracia moze v priaznivych
podmienkach zmiernit' désledky nepriaznivého demografického vyvoja, podporit’ stabilitu
verejnych financii a prispiet’ k udrzatel'nosti systémov socialnej ochrany. Empirické vyskumy
naznacuju, ze prilev mladSich a ekonomicky aktivnych migrantov méze spomalit’ rast indexu
zéavislosti a posilnit’ ponuku pracovnej sily, o je obzvlast dolezité pre krajiny s nizkou
porodnost'ou a predlzujucou sa dizkou Zivota. Zarovei viak plati, Ze pozitivne u¢inky migracie
nie su automatické ani garantované. Ich realizacia zavisi od viacerych faktorov, vratane kvality
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integracnych politik, spoloc¢enskej akceptdcie migrantov a schopnosti Statnych institacii
zabezpecit’ ich plnohodnotné zac¢lenenie do ekonomického a spolocenského zivota. Skusenosti
z krajin OECD a EU poukazujii na vyznam lokalnej urovne pri tvorbe efektivnych nastrojov
integracie, ale aj na potrebu zberu kvalitnych udajov a koordinovaného strategického
planovania. V pripade Slovenskej republiky je migracia stale pomerne novou vyzvou, ktoru
treba vnimat nielen ako problém, ale predovsSetkym ako prilezitost. Za predpokladu
premyslenej, datovo podloZenej a udrzatelnej migracnej politiky mdéze migracia zohravat
dolezita ulohu pri rieSeni demografickych vyziev a posiliiovani socialno-ekonomickej odolnosti
krajiny. Vyzvou do buducnosti preto zostava nielen prilakat’ a udrzat’ vhodnych migrantov, ale
aj zabezpecit’ ich Gispesnu integraciu a spolocenské zaclenenie.
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EMPIRICKA ANALYZA VOJNOVYCH KONFLIKTOV
EMPIRICAL ANALYSIS OF WAR CONFLICTS

Brian Konig

Abstrakt

Clanok sa zaobera empirickou analyzou determinantov medzistatnych vojnovych konfliktov
vyuzitim pravdepodobnostnych modelov (probit), priom su vyuzité dve zakladné Casové
intervaly: dlhodoby horizont (1816 - 2010) a povojnové obdobie (1948 - 2010). Z ¢lanku
mozno konstatovat’, ze (i) rozdiely v moci a to najmi rozdiel v CINC indexe, vojenskom
persondli — vyznamne ovplyviiuju pravdepodobnost’ vyskytu medzistatneho vojenského
konfliktu. (i) KIac¢ovu tlohu zohrava aj geograficka blizkost,, kde spolo¢na hranica a mensia
vzdialenost’ medzi Statmi zvySuju riziko konfliktu.

KUlucové slova: vojnové konflikty, cinc index, gravitacné modely

Abstract

The article presents an empirical analysis of the determinants of interstate war conflicts using
probabilistic (probit) models, based on two key time intervals: a long-term historical horizon
(1816-2010) and the post-war period (1948-2010). The findings suggest that (i) differences in
power—particularly disparities in the CINC index, military personnel — significantly influence
the probability of an interstate military conflict. (ii) Geographic proximity also plays a crucial
role, as a shared border and shorter distance between states increase the risk of conflict.

Keywords: war conflicts, cinc index, gravity models

1 UVOD

Vojnové konflikty sprevadzaju vyvoj l'udskej civilizacie uz od jej pociatkov. Ich priciny, ako
aj faktory ovplyviiujtce ich priebeh, boli predmetom r6znorodych pohl'adov naprie¢ vednymi
disciplinami. V modernej ekondmii sa zaujem o systematické skimanie konfliktov vyraznejSie
rozvinul s nastupom tedrie hier, naymd po publikacii prelomového diela Von Neumanna a
Morgensterna (1944). Ich pristup umoznil formalizaciu strategického spravania aktérov v
konfliktnych situaciach a vytvoril zaklad pre vznik komplexnej analytickej Struktury vyskumu
vojnovych interakcii.

Komplexny prehl'ad modernych ekonomickych teérii konfliktov poskytuji Kimbrough,
Laughren a Sheremeta (2020). Autori zhrnuli $iroké spektrum modelov, vratane sut'aznych hier
v $tyle Colonel Blotto, dynamickych a priestorovych konfliktov, ako aj modelov poukazujucich
na neefektivnost’ konfliktu a moZnosti jeho vyhybania (conflict avoidance).

Konig (2023) poskytuje systematicky prehl'ad empirickych §tidii zameranych na vojnové
konflikty, ktoré vyuZzivaji ekonometrické pristupy v dvoch oblastiach: identifikacia
determinantov vojnového konfliktu pomocou binarnych modelov (probit, panelovy probit, I'V-
probit), a analyza obchodnych tokov so zbratami ako formy externého zasahovania do
konfliktov, prevazne cez gravitatné modely.

Elbadawi a Sambanis (2001) vo svojej praci analyzuju faktory ovplyviujuce vyskyt
ob¢ianskych vojen v 161 krajinach v obdobi 1960-1999. Pomocou panelovych



pravdepodobnostnych modelov (logit/probit) identifikuja klIi¢ové determinanty obcianskych
konfliktov, medzi ktoré patria nizka uroven prijmov, nerovnost’, slabé institicie a etnicka
fragmentacia. Studia tiez zdoraziiuje vyznam externych $okov a geopolitickych podmienok a
poskytuje ramec pre kvantitativne predikcie pravdepodobnosti vypuknutia obCianskej vojny.

Empirickym vychodiskom tejto $tadie je aj praca Hegreho (2008), ktory pomocou probit
modelu a dyadickych dat ukazuje, Ze nie rovnovaha sil, ale absolitna vojenska kapacita zvySuje
pravdepodobnost’ konfliktu. Autor zaroven upozoriiuje na nutnost’ kontrolovat’ za premenné
ako demokracia, vzdialenost a minulé¢ konflikty, ktoré vyznamne ovplyviuju vysledky
modelov.

V ramci tejto Stadie sa budeme zaoberat’ empirickym skiimanim determinantov ovplyviiujacich
pravdepodobnost’ vyskytu medzistatneho vojnového konfliktu, pricom analytickym néstrojom
st probit modely aplikované na bilateralne udaje. Analyza je zaloZena prevazne na idajoch z
databaz projektu Correlates of War a databazy gravity (CEPII). Struktura &lanku je nasledovna:
druha kapitola predstavuje pouziti datova zakladiu a konstrukciu premennych; tretia kapitola
prezentuje vysledky odhadov a diskutuje dosledky, ktoré z nich vyplyvaju.

2 DATA

Empiricka analyza je zaloZenéd na kombinacii viacerych datovych zdrojov, pricom pozorovanie
je definované dvojicou $tatov (dyadov) v konkrétnom roku. KI'icovou databazou, z ktorej su
cerpané udaje o vyskyte vojnovych konfliktov, je Dyadic Interstate War Dataset z projektu
Correlates of War (COW), pokryvajtci obdobie 1816 az 2010 (Sarkees a Wayman, 2010). Tato
databdza zachytdava medzistatne konflikty s intenzitou presahujiicou 1 000 umrti v boji za rok,
a to vo forme dyadickych pozorovani, v ktorych je pre kazdu dvojicu Statov indikovany vyskyt
vojny v danom roku. Pre nase potreby bola vytvorena ako zavisla premenna umela premenna
(conflict), ktora nadobtdala hodnotu 1 ak pre danti dvojicu krajin a konkrétny rok existoval
vojnovy konflikt a inak nadobtida hodnotu 0.

Na meranie mocenskych charakteristik Statov bola pouzita databaza National Material
Capabilities (NMC 60 Abridged), ktora je dostupnd pre roky 1816 az 2016. Z tejto databazy je
odvodeny zloZeny ukazovatel’ moci — Composite Index of National Capability (CINC), ktory
vyjadruje relativnu vahu $tatu v medzinarodnom systéme. Index vznika ako priemer Siestich
zloziek: celkovej populacie (tpop), urbanizovanej populacie (upop), vojenského personalu
(milper), vojenskych vydavkov (milex), spotreby primarnej energie (pec) a produkcie Zeleza
a ocele (irst). Kazda zlozka vyjadruje podiel daného $tatu na celkovych svetovych hodnotach v
danom roku.

Informéciu o geografickej blizkosti Statov zabezpecCuje databaza Direct Contiguity v3.2
(Stinnett et al., 2002), ktora poskytuje data pre roky 1816 az 2016. V nej su krajiny
klasifikované podl'a typu spolo¢nej hranice. Hranica typu 1 (conttype) oznacuje priame
pevninské spojenie (hranicu), ktoré zahfia aj rieCne a jazerné hranice. Typy 2 az 5 oznacuju
namornu separaciu v roznych vzdialenostiach (do 12 namornych mil’, 12 - 24, 24 - 150, 150 —
400 ndmornych mil’).

Premenné zachytdvajliice bilaterdlnu obchodny tok boli Cerpané z databizy Dyadic Trade
Dataset v3., pokryvajucej obdobie 1870 az 2009 0 (Barbieri et al., 2009). Tato databaza
obsahuje udaje o objeme obchodného toku medzi dvoma $tatmi, reportované z pohl'adu kazdej
krajiny samostatne. V analyze je pouzity sucet oboch obchodnych tokov kazdej dvojice
vyjadreny logaritmom (Intot_flow).

Za ucelom moznosti rozsirenia skupiny vysvetlujicich premennych, ako demografickych a
geografickych charakteristikdch dvojic krajin, bola pouzita aj CEPII Gravity databaza, ktora
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poskytuje Siroké spektrum bilateralnych premennych pre obdobie od 1948 do 2020 (Head et
al., 2010). Pouzité boli najméa udaje o geografickej vzdialenosti medzi hlavnymi mestami (dist),
spolo¢nej hranici (contig), spolo¢nom oficialnom jazyku (comlang off), spolocnom jazyku
asponn pre 9% populacie (comlang_ethno), historickych kolonidlnych vézbach (colony),
spolo¢nom nabozenstve (comrelig) a o rozdiele ekonomickej velkosti vyjadrenej rozdielom
hrubych domacich produktoch krajin (gdp_o, gdp_d), ktoré su vyjadrené v tisicoch americkych
dolarov.

Pre skiimanie dopadov pravneho §tatu na vyskyt vojnového konfliktu boli prevzaté data o Rule
of Law (ROL) z databazy Worldwide Governance Indicators (WGI; Kaufman et al., 2010),
ktoru spravuje Svetova banka. Indikator Rule of Law je v rdmci WGI dostupny pre viac ako
200 krajin od roku 1996 a predstavuje agregovany index zalozeny na viacerych zdrojoch
hodnotiacich vymahatel'nost’ prava, kvalitu sudneho systému ¢i doveru v dodrziavanie
zakonov. Hodnoty tohto indikatora st Standardizované na priemer nula a smerodajnu odchylku
jedna, ¢o umoziluje ich priamu porovnatel'nost’ medzi krajinami a v €ase. Typicky sa pohybuju
v intervale priblizne od 2,5 do 2,5, priCom vysSie hodnoty indikuji silnej$i pravny Stat.
Nedostatkom tejto databazy je, Ze zachytava iba vel'mi kratky casovy horizont, v dosledku ¢oho
zachytava iba vel'mi malo vojnovych konfliktov.

3 VYSLEDKY

Za ucelom identifikovania determinantov ovplyviiujucich pravdepodobnost’ vypuknutia
vojnového konfliktu, sme obdobne ako Hegre (2008) pouzili probit model. Ako vychodiskovy
bod nasej analyzy sme pouzili probit model v tvare:

P(conflictijt = 1) = Cb(acinc_difijt + Xijtﬁ); 1)

kde ¢(.) je kumulativna distribu¢na funkcia Standardného normalneho rozdelenia, premenné
oznacené *_dif reprezentujii absolutne rozdiely medzi dvojicou krajin v danom ukazovateli,
Xije je vektor premennych ovplyvitujiicich pravdepodobnost’ vyskytu vojnového konfliktu.!

Vysledky odhadnutych modelov sme rozdelili do dvoch casti, podl'a ¢asovych intervalov, za
ktoré boli jednotlivé databazy dostupné. Vysledky probit modelov ziskané na zaklade Cisto
databaz z COW (1816 - 2010), s niz8im po¢tom dostupnych premennych st v tabul’ke 1.

Z vysledkov uvedenych v tabul’ke 1 mozno konstatovat’, ze s rastom rozdielu vojenskej sily
medzi krajinami (cinc_dif) rastie pravdepodobnost’ vyskytu vojenského konfliktu. Pokial’ ide
0 jednotlivé zlozky cinc indexu, Statisticky vyznamne k jeho vzniku prispieva rozdiel vo
velkosti vojenského persondlu.

! Pre detailné informécie ohl'adom premennych pozri sekciu data.
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Tabulka 1: Probit modely vyskytu vojnového konfliktu na zaklade udajov z COW databaz (1816
- 2010)

@) (2) ®) (4) (©) (6)
conflict
cinc_dif 2.995™
(11.83)
time -0.00543™"  -0.00640™" -0.00551™" -0.00524™ -0.0118™" -0.0103™
(-23.65) (-26.10) (-20.28) (-19.06) (-11.18) (-8.03)
tpop_dif 8.16e-08 4.93e-08 3.38e-08 0.000000746" 0.000000895™
(0.53) (0.29) (0.20) (2.36) (2.88)
irst_dif -0.0000064™"  -0.0000074™"  -0.0000074™"  -0.00000453 -0.00000377
(-3.93) (-4.17) (-4.18) (-1.11) (-1.06)
pec_dif 0.000000147  0.000000231  0.000000239 -0.000000496 -0.000000512
(0.70) (1.04) (1.08) (-1.09) (-1.10)
milex_dif -6.08e-10 -8.89e-10 -0.88e-10 4.13e-09" 4.29e-09"
(-0.44) (-0.60) (-0.66) (2.39) (2.43)
milper_dif 0.000273™" 0.000273™" 0.000272"™" 0.000226™" 0.000209™"
(23.15) (22.55) (22.35) (3.69) (3.63)
contg 0.900™"
(16.64)
0.conttype 0 0
() ()
1.conttype 0.939™" 0.629™"
(17.20) (4.36)
2.conttype 0.778™" 0.647
(3.60) (1.58)
3.conttype 0.852™" 0.840™"
(4.90) (3.38)
4.conttype 0.531"" 0.347
(5.19) (1.71)
5.conttype 0.360" 0.0442
(.17 (0.13)
Intot_flow 0.0167 -0.00149
(0.91) (-0.07)
_cons -2.279™" -2.189™" -2.429™" -2.496™" -1.777 -2.113™
(-55.11) (-60.75) (-57.11) (-56.75) (-11.13) (-10.47)
conflict=1 1360 1360 1360 1360 126 126
N 956884 956884 956884 956884 395606 395606
Pseudo R2 0.0966 0.173 0.231 0.239 0.193 0.227

t statistics in parentheses
“p<0.05 "p<0.01, " p<0.001
Poznamka:Standardné odchylky su klastrované v rozmere dvojic krajin (pair_id).

Vo vSetkych modeloch ma casovy trend Statisticky vyznamny, negativny efekt na
pravdepodobnost’ konfliktu, Co vyplyva aj z faktu, Ze ¢im viac sa historia priblizuje sucasnosti,
tym menej vojnovych konfliktov v priemere zaznamendvame. Premenna contig (spolocné
hranica) a Specifické hodnoty pre conttype (typ hranice) ukazuji, Ze priama geograficka
blizkost’ vyznamne zvysuje riziko konfliktu. Premenna Intot flow (log celkového obchodu) nie
je signifikantna v modeli (3) ani v modeli (4).

Vysledky probit modelov odhadnutych na kratSom ¢asovom intervale (1948 — 2010), ale so
SirSou ponukou dostupnych premennych mozno pozorovat’ v tabul'ke 2:
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Tabulka 2: Probit modely vyskytu vojnového konfliktu na zaklade udajov z gravity a WGI
databdz (1948 - 2010)

€] (2) 3)
conflict
tpop_dif 0.000000553" 9.77e-08 -6.70e-08
(2.05) (0.29) (-0.16)
irst_dif -0.0000116™ -0.00000332 -0.00000658
(-2.78) (-0.60) (-1.09)
pec_dif 0.000000868™" -5.41e-09 -2.65e-08
(7.34) (-0.02) (-0.11)
milex_dif 3.42e-10 1.87e-09™ 1.24e-09
(1.30) (2.71) (1.65)
milper_dif -0.000914™ 0.000180 0.000181
(-4.03) (1.82) (1.49)
ROL_dif -0.214
(-1.17)
time -0.0822™" -0.0267" -0.0326™"
(-10.52) (-7.43) (-8.20)
contig 0.833™" 0.820™"
(7.13) (7.21)
comlang_off -0.376" -0.449™
(-2.20) (-2.76)
comlang_ethno 0.240 0.210
(1.48) (1.32)
comrelig -0.371 -0.289
(-1.38) (-1.08)
Indist -0.101™ -0.113™
(-3.64) (-2.85)
comcol 0.272" 0.337"
(2.11) (2.12)
Ingdp_dif 0.0900"
(2.51)
_cons 11.28™" 1.547™ 1.101
(6.75) (2.97) (1.74)
conflict=1 10 192 160
N 128203 321737 288038
Pseudo R2 0.156 0.243 0.243

t statistics in parentheses
“p<0.05 " p<0.01, "™ p<0.001
Pozndmka:Standardné odchylky st klastrované v rozmere dvojic krajin (pair_id).

Na zaklade vysledkov z tabulky 2, ktora obsahuje tri rozne Specifikacie probit modelov na
kratSom ¢asovom intervale (1948 — 2010), mozno vyvodit’ niekol’ko zaverov. Podobne ako
v predchadzajucich odhadoch, Casovy trend vyrazne znizuje pravdepodobnost’ konfliktu.
Premennd contig (spolo¢na hranica) je vo vSetkych modeloch pozitivna a Statististicky
signifikantna, o znamena, ze Staty, ktoré zdielaji hranicu, maju podstatne vysSiu
pravdepodobnost’ vojenského konfliktu. Podobne aj niZsia vzdialenost’ (Indist) mé negativny a
signifikantny vplyv, ¢o je v sulade s tradicnymi zisteniami geopolitickej literatiry. Premenna
comlang_off (spolo¢ny oficidlny jazyk) ma negativny a signifikantny efekt, o naznacuje, Ze
jazykova podobnost moéze zmieriiovat’ konflikty. Naopak, premenna comcol (kolonidlne
vizby) ma pozitivny a signifikantny efekt, o poukazuje na to, ze historické vztahy vyplyvajlice
z kolonializmu mézu zvySovat’ riziko napati a konfliktov. Premenné comlang_ethno a comrelig
nie su Statisticky vyznamné, takze etnickd podobnost’ ¢i spolo¢né naboZenstvo nevykazuju
jednoznaény vplyv. Premenna ROL_dif (rozdiel v pravnom §tate) ma negativny, ale Statisticky
nevyznamny koeficient. Z toho vyplyva, Ze rozdiely v kvalite pravneho Statu medzi krajinami
nie su samy o sebe silnym prediktorom konfliktu, ak st v modeli zahrnuté aj in€¢ premenné moci
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a geografie. Tento zaver vSak moze byt ovplyvneny a j nizkym po¢tom vojen, ktoré data z ROL
zachytavaju (k dispozicii iba od 1996 a pouzité len pri 10 konfliktoch).

4 ZAVER

Prispevok sa zaoberd skiimanim determinantov ovplyviujucich vypuknutie vojnového
konfliktu na zaklade probit modelov. Zo ziskanych vysledkov mozno konstatovat’, ze rozdiely
v moci a to najmé rozdiel v CINC indexe, konkrétne vojenskom personali — vyznamne
ovplyvituji pravdepodobnost’ vyskytu medziStatneho vojenského konfliktu. KIicovu ulohu
zohrava aj geografickd blizkost, kde spolo¢nd hranica a menS$ia vzdialenost medzi $tatmi
zvySuju riziko konfliktu. Asymetrie v institucionalnej kvalite medzi krajinami (ROL_dif)
nemaju Statisticky vyznamny efekt, ¢o moze byt spojené aj s nizkym poctom konfliktov
zahmutych do odhadu. Casovy trend ma stabilne negativny a $tatisticky vyznamny efekt, ¢o
moze byt aj v dosledku faktu, ze konflikty medzi §tatmi st Coraz menej pravdepodobné v Case.

Vysledky mozu byt ovplyvnené nevyuzitim panelového probit modelu. V ramci d’al§ieho
vyskumu by mohla byt realizovana analyza na zaklade panelového probit modelu s
Mundlakovou korekciou, ktora umoziiuje kontrolovat’ nepozorovanu heterogenitu medzi
dvojicami pozorovani a sucasne rozli§it vplyv vnutrodyadickych zmien od casovo
konStantnych charakteristik..

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia projektu VEGA 1/0115/23 ,,Aplikacie
kooperativnych modelov tedrie hier v ekonomii a medzinarodnych vzt'ahoch®.
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EKONOMETRICKE PRISTUPY MODELOVANIA LIECEBNYCH
EFEKTOV PRED-REHABILITACIE

ECONOMETRIC APPROACHES FOR MODELLING THE
TREATMENT EFFECTS OF PRE-REHABILITATION

Veronika Mit’kova

Abstrakt

Cielom tohto clanku je poskytnut’ prehl'ad ekonometrickych metdd, ktoré vyuzivaju
porovnanie medzi lieCenou a kontrolnou skupinou na odhadovanie kauzalnych efektov pred-
rehabilitacie pacientov, ktori podstupujii vymenu kolenného alebo bedrového kibu. V ¢lanku
analyzujeme teoretické zaklady a metodologicky vyvoj roznych estimatorov, ako rozdiel v
rozdieloch (Difference-in-Differences), priradenie na zaklade pravdepodobnosti liecby, teda
skore naklonnosti (Propensity Matching Score), instrumentalne premenné (Instrumental
Variables) a regresny diskontinuitny dizajn (Regression Discontinuity Design). Zohl'adiiujeme
aj moderné pristupy zalozené na strojovom uceni, ako aj syntetické kontrolné¢ metddy. V zavere
diskutujeme aplika¢né moznosti tychto metdd v si¢asnom vyskume.

Klucové slova: pred-rehabiliticia, rozdiel-v-rozdieloch, skore ndklonnosti, regresny
diskontinuitny dizajn

Abstract

The purpose of this article is to provide an overview of econometric methods that use
comparisons between treatment and control groups to estimate the causal effects of pre-
rehabilitation in patients undergoing knee or hip replacement. In this paper, we analyze the
theoretical foundations and methodological development of various estimators such as
Difference-in-Differences (DID), Propensity Matching Score (PMS), Instrumental Variables
(IV), and Regression Discontinuity Design (RDD). We also consider modern machine learning-
based approaches as well as synthetic control methods. We conclude by discussing the
applications of these methods in current research.

Keywords: prerehabilitation, Difference-in-Differences, Propensity Matching Score,
Regression Discontinuity Design

1 UVOD

Empiricka ekonomia Coraz viac kladie doraz na identifikdciu kauzalnych efektov pri
modelovani r6znych opatreni. Kedze tradi¢né korelacné pristupy nedokazu zachytit’ skutocny
dopad, napriklad pred-rehabilitacnej starostlivosti o pacientov podstupujicich ortopedicky
zakrok, rozvinuli sa také metodické nastroje, ktoré vyuzivaju porovnanie lieCenej a kontrolne;
skupiny ako zaklad pre odhad kauzalnych G¢inkov. Tento ¢lanok pontka systematicky prehl'ad
tychto metod.
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2 PREHLAD EKONOMETRICKYCH PRiSTUPOV

V tejto Casti uvadzame prehlad technik odhadov parametrov modelov zameranych na odhad
efektov pred-rehabilitacie pacientov, ktori podstupuju vymenu kolenného alebo bedrového
kibu. Vsetci pacienti podstupujii operaény zékrok a su rozdeleni do dvoch skupin: lie¢ebna
skupina tvori pacientov, ktori pred samotnou operdciou absolvuju rehabilitacny program
a kontrolnu skupinu tvoria ti pacienti, ktori pred-rehabilitaciu neabsolvuju.

2.1 Rozdiel v rozdieloch

Metdda nazyvana difference-in-differences (DiD), teda rozdiel v rozdieloch, vyuziva panelové
alebo opakované prierezové udaje na porovnanie vyvoja vysledkov v lieCenej a kontrolnej
skupine pred a po rehabilitacii. Predpokladom je paralelny trend — v nepritomnosti liecby by sa
vyvoj oboch skupin pohyboval podobne. DiD moZno vyjadrit’ ako interakény efekt v regresnom
modeli. Praktické aplikacie zahfiaji hodnotenie vplyvu minimalnej mzdy, reformy dani alebo
zdravotnej politiky, na ktort zameriavame pozornost’ v tomto ¢lanku. Bertrand, Duflo a
Mullainathan (2004) upozoriiuji na potrebu korekcie Standardnych chyb pre zoskupené data.

Tabulka 1: Diff-in-diff estimator

vystup Y pred liecbou po liecbe
kontrolna skupina A= ykontrolna,pred E = ykontrolna,po
lie¢ebna skupina B = Yiiecebna,pred C = Yiiecebna,po

Obrazok 1: : Schematické zndzornenie diff-in-diff estimatora

vystup Y
C
- - D
=" ~ [feéebna skupina
B S nepozorovatelnym trendom
E
kontrolna skupina
A
pred liecbou po liecbe cas
Zdroj: Hill, Griffiths, Lim
2.2 Matching

Matching je metdda, ktora sa snazi vytvorit rovnovaznu kontrolni skupinu porovnanim
jednotiek na zéklade podobnosti ich kovaridtov. Najznamej$im pristupom je propensity score
matching (PSM), ktory pouziva pravdepodobnost’ vystavenia lieCbe ako jedinu vysvetl'ujicu
premennt. Zaklady tejto metody polozili Rosenbaum a Rubin (1983). Matching je nachylny na
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skreslenie v pripade, ze neboli zohl'adnené vsetky relevantné premenné, a preto je nevyhnutné
kombinovat ho s robustnymi testami vyvazenosti a senzitivity.

2.3 InStrumentilne premenné

V pripadoch, kedy nie je mozné predpokladat’ nezavislé zaradenie do kontrolnej a lieCebnej
skupiny, uzito¢nu alternativu poskytuje metoda instrumentalnych premennych (Instrumental
Variables). InStrument je premenna, ktora ovplyviuje pravdepodobnost’ podstiipenia lieCby, ale
sama osebe nema priamy vplyv na vysledkovi premennu, teda jej G¢inok na vysledok prebieha
vyhradne cez liecbu. Zakladny ramec pre odhadovanie tzv. lokdlneho priemerného efektu
liecby (Local Average Treatment Effect, LATE) predstavil Imbens a Angrist (1994).

Tato metdda ma vSak aj svoje obmedzenia. NajzasadnejSim problémom je narocnost’ najdenia
validného a silného inStrumentu. Slabé inStrumenty moZu viest’ k velkej Statistickej neistote
alebo skresleniu odhadu. NavySe sa odhaduje len efekt na podskupinu tzv. compliers —
jednotky, ktorych sprdvanie sa meni v reakcii na inStrument. Preto odhad pomocou
inStrumentalnych premennych nemusi byt generalizovatel'ny na celu populaciu.

2.4 Regresny diskontinuitny dizajn

Regresny diskontinuitny dizajn (Regression Discontinuity Design, RDD) je kvazi-
experimentalna metdda, ktora vyuziva prahové rozhodovacie premenné, ktoré uréuju
podstipenie liecby. Ak st jednotky tesne nad a pod touto hranicou porovnatelné, rozdiel vo
vysledkoch mozno interpretovat’ ako kauzalny efekt liecby. Predpokladom je, Ze ostatné faktory
sa v okoli prahu menia hladko. RozliSujeme dve zékladné formy RDD: Sharp RDD, kde prah
presne urcuje priradenie k liecbe a Fuzzy RDD, kde prah ovplyviiuje pravdepodobnost’
priradenia, ale neurcuje ju striktne.

Metodologicky zaklad polozili Hahn, Todd a van der Klaauw (2001). DdleZitou vyzvou v praxi
je overenie nemanipulovatel'nosti prahu — ak si jednotky (pacienti) vedia uc¢elovo upravit’ svoju
poziciu voci prahu, platnost’ dizajnu je ohrozena. McCrary (2008) navrhol test na detekciu
diskontinuit v hustote rozdel'ovacej premennej ako indikator manipulécie.

2.5 Syntetické kontrolné metody

Syntetické kontrolné metddy sliZia na vytvorenie kontrafaktudlu pre lieCent jednotku
(pacienta) v pripade, ak chyba vhodna prirodzena kontrolna skupina. Tato metoda bola
zavedend Abadiem a Gardeazabalom (2003) a neskor rozsirend v praci Abadie, Diamond a
Hainmueller (2010). Rozsirenim pévodného pristupu je Generalized Synthetic Control (Xu,
2017), ktory umoziuje viacrozmerné a panelové modelovanie s interaktivnymi fixnymi
efektmi.

Princip tejto metody spociva vo vytvoreni ,,syntetickej* kontrolnej jednotky ako vazeného
priemeru nevystavenych jednotiek (nelieCenych pacientov), pricom vahy su zvolené tak, aby
synteticka jednotka ¢o najvernejsie kopirovala vyvoj lieCenej jednotky pred liecbou. Metoda je
transparentnd a umoznuje vizualnu aj kvantitativnu validaciu.

2.6 Strojové ucenie a kauzalna inferencia

Rozvoj metdd strojového ucenia (Machine Learning, ML) poskytol nové nastroje pre kauzalnu
inferenciu, najmd pri praci s velkym mnoZstvom premennych alebo pri identifikécii
heterogénnych efektov lieCby. ML techniky vSak samy osebe nezarucuju kauzalitu, je potrebné
ich vhodne integrovat’ do ekonometrickych rdmcov.
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Jednou z najvyznamnejSich metéd je Double Machine Learning (DML), ktorti vyvinul
Chernozhukov et al. (2018). Tento pristup oddel'uje predikciu a identifikaciu pomocou tzv.
ortogonalizacie, Co zabezpeCuje konzistentnost odhadu aj pri pouziti flexibilnych ML
nastrojov.

Dal§imi ddlezitymi pristupmi st tzv. kauzalne lesy (Causal Forests) od Wager a Athey (2018),
ktoré umoznuju nelinedrne a heterogénne efekty, a metdda X-learner (Kiinzel et al., 2019), ktora
zvysuje presnost’ odhadu pri nevyvazenych skupinach.

3 MODELOVANIE LIECEBNYCH EFEKTOV PRED-
REHABILITACIE PO ORTOPEDICKYCH ZAKROKOCH

Jednou z vyznamnych oblasti aplikacie ekonometrickych odhadov je zdravotnictvo, najma
hodnotenie G¢innosti rehabilitaénych programov po naro¢nych ortopedickych operaciach, ako
si vymeny bedrového alebo kolenného kibu. Takéto zasahy maju vysoku prevalenciu v
starnucej populécii a predstavujil znacnu zataz pre verejné rozpocty. Zaroven existuje zna¢na
heterogenita v priebehu zotavovania a vysledkoch pacientov, ¢o si vyZaduje preciznu evaluaciu
intervencii.

Metoda rozdielu v rozdieloch bola pouzita napriklad na hodnotenie efektivnosti vcasnej
mobilizacie pacientoV, pricom sa porovnavali nemocnice pred a po zavedeni Standardizovaného
rehabilitaéného protokolu. Matching bol efektivne pouzity na vytvorenie porovnatel'nych
skupin pacientov v §tadii Naylor et al. (2018), ktora skumala efekt rehabilitacie v domacnosti
oproti nemocnic¢nej starostlivosti.

InStrumentalne premenne sa uplatnili pri rieSeni selekéného skreslenia sposobené¢ho vyberom
pacientov do $pecifickych lie¢ebnych programov. Napriklad Masaracchio et al. (2017) pouzili
vzdialenost’ k rehabilitaénému centru ako inStrument pre prijatie do intenzivneho programu.

Moderné pristupy ako syntetické kontrolné metddy a kauzalne lesy sa osved¢ili pri analyzach
na Urovni zdravotnickych zariadeni alebo regionov, kde chyba prirodzené kontrolnd skupina.
Vyznamné metodologické vyzvy v tejto oblasti zahfiiaju zaistenie merania vysledkov kvality
zivota, sledovanie dlhodobych ucinkov a kontrolu komorbidit. Strojové uc¢enie ma potencial
odhalit’ heterogénne efekty u r6znych podskupin pacientov a tym umoznit’ personalizovanejSiu
zdravotnt starostlivost. Ekonometrické metddy zalozené na porovnavani liecenych a
kontrolnych skupin tak predstavuju nevyhnutny néstroj pre politiku zaloZzenu na dokazoch,
najma v citlivych oblastiach ako je zdravotna starostlivost’.
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JE RAST AMERICKEJ EKONOMIKY PO FINANCNEJ KRIiZE NIZSi?

IS THE US ECONOMY GROWTH LOWER AFTER THE FINANCIAL
CRISIS?

Karol Szomoldnyi, Martin Lukadik, Adriana Lukdcikova®

Abstrakt

Tato stadia na dostupnych oficialnych udajoch preukaze, ze od finan¢nej krizy v roku 2008 je
priemerny americky rast HDP na obyvatel'a Statisticky vyznamne nizs§i. Vyuziju sa spojité
vypodty miery rastu v roznych obdobiach (pred a po finanénej krize). Statistickti vyznamnost
rozdielov rastu pred a po finan¢nej krize bude testovana na baze log-linearneho regresného
modelu trendu. Analyza sa zopakuje vyuzitim trendovej zlozky redlneho HDP na obyvatel’a.

KUrucové slova: miera rastu realneho HDP na obyvatela, Chowov test, Hamiltonov filter

Abstract

Using available official data, this study will show that since the 2008 financial crisis, average
United States GDP per capita growth has been statistically significantly lower. It will make
use of continuous calculations of growth rates in different periods (before and after the
financial crisis). The statistical significance of the differences in growth before and after the
financial crisis will be tested using a log-linear regression trend model. The analysis will be
repeated using the trend component of real GDP per capita.

Keywords: real per capita GDP growth rate, Chow test, Hamilton filter

1 UVOD

V Spojenych Statoch americkych ,,priemernd miera rastu realneho HDP od 1870 do 2005 bola
3,5 % rocne. ... Ak podelime populaciou, aby sme urcili redlny HDP na hlavu, ukéze sa, Ze
priemernd miera rastu redlneho HDP na hlavu bola 2,0 % rocne. ... Miera rastu redlneho HDP

na hlavu v hodnote 2,0 % ro¢ne znamena, Ze realny HDP na hlavu vzrastol 16-nasobne od
1869 do 2005. (Barro, 2008, s. 4)

,Priemerna miera rastu HDP bola 3,4 % od roku 1948 do 2005, v porovnani s 3,8 % od 1890
do 1914.“ (Barro, 2008, s. 6)

Téato studia na dostupnych oficialnych udajoch preukaze, ze od finan¢nej krizy v roku 2008 je
priemerny americky rast HDP na obyvatel'a Statisticky vyznamne niz§i. Vyuzija sa spojité
vypodty miery rastu vV roznych obdobiach (pred a po finanénej krize). Statistickti vyznamnost’
rozdielov rastu pred a po finan¢nej krize bude testovana na baze log-linearneho regresného
modelu trendu. Analyza sa zopakuje vyuzitim trendovej zlozky redlneho HDP na obyvatela.

2 UDAJE, METODOLOGIA A VYSLEDKY

Obr. 1 zobrazuje prirodzeny logaritmus Stvrtro¢ného, sezénne ocisteného Casového radu
realneho HDP na obyvatela sbazickym rokom 2017 vobdobi od 1947 po 2024
publikovaného Americkym uradom ekonomickej analyzy (US Bureau of Economic Analysis)

! Prispevok bol spracovany v rdmci rieSenia grantovych uloh VEGA 1/0052/24 ,,0dhad kI'a¢ovych
Strukturalnych parametrov sucasnych makroekonomickych modelov* a VEGA 1/0047/23 ,,Vyznam
priestorovych spillover efektov v kontexte priority EU zelensia a bezuhlikova Eurdpa®.
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a ziskaného z portalu Federalnej rezervnej banky St. Louis (Federal Reserve Bank of St.

Louis, FRED). Graf priebehu naznacuje pokles rastu realnecho HDP na obyvatel'a od finan¢nej
krizy v roku 2008.
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Obr. 1: prirodzeny logaritmus Stvrtro¢ného, sezonne ocisteného ¢asového radu redlneho HDP
na obyvatela s bazickym rokom 2017 v obdobi od 1947 po 2024.

Zdroj: Americky urad ekonomickej analyzy (US Bureau of Economic Analysis), portal Federalnej rezervnej
banky St. Louis (Federal Reserve Bank of St. Louis, FRED)

Podl'a FRED finan¢nd kriza zacala v prvom Stvrtroku 2008 skoncila v tretom Stvrtroku 2009.
Spojité vypoCty priemernej miery rastu v celkovom obdobi a v obdobiach pred a po finan¢ne;j
krizy su v tab. 1.

Obdobie Rast realneho HDP na obyvatel'a v %
1947Q1:20240Q4 1,9%
1947Q1:2007Q4 2,1%
2008Q1:20240Q4 1,3%
20090Q3:20240Q4 1,7%

Tab. 1: Spojité vypoclty priemernej ro¢nej miery amerického rastu redlneho HDP na

obyvatel'a v roznych obdobiach.
Zdroj: vlastné vypocty

Miera rastu redlneho HDP na obyvatel’a v celom obdobi (1,9 %) je o malo niz$ia ako Barrova
referencna hodnota 2,0 %. V obdobi pred krizou je tato hodnota dokonca o trocha
vyssia (2,1 %). V obdobi od zaciatku financnej krizy je priemerny rast realneho HDP
podstatne nizsi (1,3 %). Americka ekonomika nevyuzila oZivenie po krize, aby sa vratila do
dlhodobého trendu, naopak, priemerna miera rastu redlneho HDP v obdobi od oZivenia
(vratane) bola relativne nizka (1,7 %).
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Na verifikaciu $tatistickej vyznamnosti rozdielu mier rastu v obdobiach pred a po finan¢nej
krize mozno vyuzit Chowov (1960) test. Nasledujuce rovnice slizia na odhad priemernej
miery rastu realneho HDP v celom obdobi a v obdobiach pred a po finan¢nej krize.

§, =9,680+0,0049t
(0,006) (3,41x10°) R?=0,985

(1)
§, =9,631+0,0055t +0,2934d, —0,0016d,t

(0,004) (2,66x10°°)(0,050)  (0,000) R?=0,996

Vyrovnané hodnoty prirodzeného logaritmu redlneho HDP na obyvatela st oznacené
symbolom ¥, , ¢asovy trend je t, umeld premenna, ktorej hodnota je 0 v obdobi od 1947Q1

do 2007Q4 a1l v obdobi od 2008Q1 do 2024Q4 je di. Podla vysledkov, priemerna ro¢na
miera rastu redlneho HDP na obyvatel'a bola v celom obdobi priblizne 2,0 %, v obdobi pred
finan¢nou krizou priblizne 2,2 % a po nej priblizne 1,6 %.

Statistické porovnanie neohrani¢eného (prva regresnd rovnica) a ohrani¢eného (druhd)
linearneho modelu (1) mozno formulovat zdruzenou hypotézou, ze parametre nasobiace
umelt premennt a sucin umelej a trendovej premennej sa spolocne rovnaji 0. Zodpovedajica
Statistika podlichajuca Fisherovmu rozdeleniu s po¢tom stupiiov volnosti 2 (pocet
ohraniCujicich parametrov) a308 (pofet pozorovani minus pocet parametrov
V ohranic¢ujucom modeli) sa rovnd 379,09 apreto sa hypotéza zamieta. Inymi slovami
americky rast redlneho HDP na obyvatel’a sa po finan¢nej krize $tatisticky vyznamne zniZzil.

Stadia sa zaoberd porovnanim trendov v roznych obdobiach. Preto sa v d’aliej analyze
abstrahuje od hospodarskych cyklov. Trendova zlozka prirodzeného logaritmu redlneho HDP
na obyvatela odhadnutd Hamiltonovym filtrom (2018) je na obr. 2.

Za parametre Hamiltonovej funkcie st zvolené odporti€¢ané hodnoty, Casovy horizont, pri
ktorom je pravdepodobna nespravna predikcia je h = 8 a pocet oneskoreni v Hamiltonovej
regresnej rovnici je p = 4. Vysledny ¢asovy rad trendovej zlozky je od 4. Stvrtroku 1949 po
Stvrty Stvrt'rok 2024.

Aj tento graf naznacuje menSi rast od financnej krizy. V tab. 2 st hodnoty miery rastu
v danych obdobiach. Rozdiely rastu trendovej zlozky st eSte vyraznejsie.

Nasledujiice rovnice odhadujii miery rastu trendovej zlozky redlneho HDP na obyvatel’a
v obdobiach pred a po finanénej krize.
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Obr. 2: trendova zlozka prirodzeného logaritmu ¢asového radu realneho HDP na obyvatel'a

odhadnutd Hamiltonovym filtrom.
Zdroj: Vlastné vypocty

Obdobie Rast trendu redlneho HDP na obyvatel'a v %
1947Q1:2024Q4 1,9%
1947Q1:20070Q4 2,2%
2008Q1:20240Q4 1,1%
2009Q3:2024Q4 1,1 %

Tab. 2: Spojité vypolty priemernej ronej miery amerického rastu redlneho HDP na

obyvatel'a v roznych obdobiach (trendova zlozka).
Zdroj: vlastné vypocty

§, =9,746 +0,0049t
(0,006) (3,44x10°) R?=0,985
(2)
§, =9,702+0,0054t +0,5246d, —0,0025d,t
(0,004) (2,82x10°°)(0,048)  (0,000) R?=0,995

Rovnice (2) odhadujii hodnotu priemernej rocnej miery rastu redlneho HDP na obyvatela
Vv celom obdobi rovnajlicu sa priblizne 2,0 %, v obdobi pred finan¢nou krizou priblizne 2,2 %
apo nej priblizne 1,2 %. Vypocitand Statistika Fisherovho rozdelenia s poctami stupiiov
vol'nosti 2, 297 hypotézy, Ze medzi neohrani¢enym a ohrani¢enym modelom nie je rozdiel sa
rovna 330,10. Znova konStatujeme, zZe americky rast redlneho HDP na obyvatela sa po
finan¢nej krize Statisticky vyznamne znizil.
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3 ZAVER

Tato praca na dostupnych oficidlnych tidajoch preukazala, ze od finan¢nej krizy v roku 2008
je priemerny americky rast HDP na obyvatel’a Statisticky vyznamne nizs§i. Vyuzili sa spojité
vypolty miery rastu v roznych obdobiach (pred a po finan¢nej krize). Podla vysledkov,
priemerna ro¢na miera rastu realneho HDP na obyvatel’a spadla z hodnoty 2,1 % v obdobi pre
finanénou krizou na 1,3 % po krize. Statisticki vyznamnost' rozdielov rastu pred a po
finan¢nej krize bude testovana na baze log-linedrneho regresného modelu trendu. Podla
odhadov bola miera rastu realneho HDP na obyvatel'a pred krizou 2,2 %, ale po krize uz iba
1,6 %.

Este vyraznejSie rozdiely sa ukazali na casovom rade trendovej zlozky prirodzeného
logaritmu realneho HDP na obyvatel'a. Podla spojitého vypoctu, ako aj podla regresného
modelu, bola miera rastu realneho HDP na obyvatela pred finanénou krizou 2,2 %. Po
finan¢nej krize, vSak redlny HDP na obyvatel'a rastol priemernou ro¢nou mierou 1,1 %
(spojitym vypoctom), resp. 1,2 % (v regresnom modeli).
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OPTIMALIZACNY PRiISTUP K MERANIU ZMIEN
V PRIESTOROVOM ROZSIRENI DRUHOV

AN OPTIMIZATION-BASED APPROACH TO MEASURING CHANGES
IN SPECIES’ SPATIAL DISTRIBUTION

Jan Zouhar

Abstrakt

Jednou z ddlezitych otazok v monitorovani vol'ne Zijucich zivoc¢ichov je, ako sa v priebehu ¢asu
meni priestorové rozsirenie jednotlivych druhov. Na identifikaciu tychto zmien v rdmci
urcitého Uzemia (zvyCajne krajiny) je uzito¢né merat’ podobnost’ rozsirenia V po sebe
nasledujucich rokoch. V tomto prispevku predstavujeme vyuzitie tzv. Earth Mover’s Distance
(EMD), optimaliza¢nej metriky zaloZzenej na dopravnej tlohe, na tento ucel. Tato metrika
vychadza z dopravnej ulohy, ktord patri medzi klasické problémy opera¢ného vyskumu.
Vyhodou EMD je jej zrozumitelnd interpretacia a dostupnost’ nastrojov v R, ktoré ulahcuju
vypocty pri praci s monitorovacimi tdajmi. Jej vyuZzitie ilustrujeme na dlhodobych udajoch
Z Medzinarodného sé&itania vodného vtactva v Ceskej republike.

KUlucové slova: Earth Mover’s Distance, priestorové rozsirenie, Monitoring volne Zijucich
zZivocichov

Abstract

One key question in wildlife monitoring is how the spatial distribution of a species changes
over time. To detect such changes across a region (typically a country), it is useful to measure
the similarity of distributions in consecutive years. We demonstrate how the Earth Mover’s
Distance (EMD), an optimization-based metric, can be used for this purpose. This metric is
grounded in the transportation problem, a classic model in operations research. EMD offers a
clear interpretation and can be efficiently computed using tools available in R for ecological
monitoring data. We illustrate its application using long-term data from the International
Waterbird Census from the Czech Republic.

Keywords: Earth Mover’s Distance, spatial distribution, wildlife monitoring

1 INTRODUCTION

Wildlife monitoring programs worldwide collect vast amounts of data on species distributions
and abundances. Analyzing how these spatial distributions change over time is a fundamental
aspect of ecology and wildlife management. Understanding these changes across a region, such
as a country, provides crucial insights into population dynamics, responses to environmental
pressures, and the effectiveness of conservation efforts. However, developing quantitative
measures that effectively capture changes in spatial distribution, particularly when dealing with
data collected at discrete monitoring sites, can be challenging. (See Table 1 for an illustration
of the structure of a typical dataset that comes from a wildlife monitoring project; this particular
example deals with waterbird abundance monitoring.)

Traditional statistical methods for comparing distributions, such as Kullback-Leibler
divergence or Jensen-Shannon divergence, focus on the overlap of probability mass in the same
regions. However, these metrics fail to capture the spatial nature of distribution changes. To
give an example related to Table 1, if an entire flock of birds moves a short distance to a nearby
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water pond, traditional metrics would register a complete change in distribution despite the
spatial proximity of the new location.

This simple illustration shows that a useful metric to gauge distribution changes should
incorporate geographic distance between different parts of the distribution’s domain. One such
metric, the so-called Earth Mover’s Distance (EMD), happens to be derived from a classical
problem in operations research: the ubiquitous transportation problem.

The aim of this paper is threefold: (i) to advocate for the use of the EMD as a valuable
descriptive statistic for analyzing species monitoring data structured as counts or proportions at
discrete sites; (ii) to demonstrate its practical application using typical long-term bird
monitoring data from Czechia; and (iii) to discuss its key merits, limitations, and computational
considerations in the context of ecological monitoring. By applying EMD to this specific data
structure, we show how it can provide a quantitative, intuitively interpretable measure of
changes in species’ spatial distributions over time.

2 BACKGROUND: THE EARTH MOVER’S DISTANCE

The Earth Mover’s Distance, also known as the Monge-Kantorovich mass transportation
distance, the Wasserstein distance, or the Mallows distance, has a rich history, dating back to
the 18" century. The concept was first introduced by Gaspard Monge in 1781 in the context of
transportation theory (see Deng and Yu, 2009). Later, Kantorovich (1942) gave a relaxed
formulation of the problem and proposed a variational principle for solving it. In recent years,
EMD has been successfully applied in a wide array of fields for comparing diverse types of
distributions. These applications include computer vision (e.g., Rubner et al, 1997),
paleoclimatology/paleoecology (for comparing vegetation distributions or affinity scores)
(Chevalier et al, 2023), physics (for comparing particle collision events) (Schmitt, 2019), and
many more.

The EMD’s name stems from its intuitive interpretation. Consider two distributions, P and Q,
defined on the same metric space M. If these distributions are viewed as piles of earth (dirt) —
with the mass of dirt representing the probability mass — the EMD represents the minimum cost
of transforming one pile into the other, where cost is defined as the amount of earth moved
multiplied by the distance it travels.

Formally, in a general sense, the definition of EMD may be phrased as that in Wikipedia’s
(2005) page on EMD:

EMD(P, Q) = inferp,9)Exy)~rld(x, )], (1)

where d: M x M — [0, o) is a distance function (metric) on M and I'(P, Q) is the set of all joint
distributions on MxM whose marginal distributions are P and Q. From this definition, the
analogy with dirt transportation is far from apparent. Assuming a minimum exists, we can
obtain the right-hand side of (1) as the optimal objective value in the optimization problem

minimize Sy A Y) dF(x,y)
subjectto [, . dF(x,y) =P(A), VACM, (2)
foB dF(x,y) = Q(B), VBCc M.
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Now, let us restrict attention to marginally continuous distributions (see Studeny, 2014, Chapter
1.3), so that it makes sense to talk about Radon-Nikodym densities with respect to a chosen
system of dominating measures (typically, either the system of arithmetic measures for discrete-
valued distributions or Lebesgue measures for continuous distributions). Denote x and v the
dominating measures for P and Q, respectively. Rewriting (2) using densities yields a more
straightforward link to the transportation problem: this approach is adopted by e.g., who restrict
attention to a convex and compact M c R? and define EMD(P, Q) via the optimization problem

minimize foM dixy) fxy)d(p®Vv)(xy)
subject to fM f(x,y)dv(y) =p(x), VxXE€ M, (3)

Jyf&xydu®) =q@), Vye M,

where p (and g and f, respectively) is the density of P (Q, F) with respectto u (v, u @ v). Here,
f(x, y) can be interpreted as the flow from x to y. Indeed, if P and Q are discrete-value
distributions with the supports X and Y, we can immediately rewrite (3) as

minimize Yixex Lyey d(x, ¥)f (x,y)
subjectto Yyey f(x,¥) = P(x), Vx€X, 4)

ZxEXf(xly) = Q(y)' Vy EY.

The structure of the transportation problem is clearly evident here. [See e.g. (Li et al, 2018) for
a version of (3) with continuous, rather than discrete, distributions.]

3 USING EMD FOR WILDLIFE MONITORING DATA

Wildlife monitoring data are often acquired through widespread citizen science programmes.
One such example is the International Waterbird Census (IWC), a large-scale international
monitoring programme aiming at obtaining the numbers of several waterbird species. In
Czechia, the IWC measurement occurs over the course of one week in January, with hundreds
of amateur and professional ornithologists taking part in data collection each year.

Datasets collected within wildlife monitoring programmes often share a typical structure,
representing observations collected at discrete and disjoint sites within a defined study region
(e.g., a country). The core data points generally consist of the count or number of individuals
of the target species observed at each individual site at a specific moment of measurement.
Table 1 provides an illustrative example of this typical structure using fictitious count data for
a single species at actual Czech ponds in two consecutive years.

Table 1: An example of monitoring data for EMD calculation. Source: Fictitious count data
for actual Czech ponds.

Site Latitude Longitude Count in 2022 Count in 2021
site lat lon count lag count
Laska (Love) 49° 6'35.460" N 14° 44' 54.6792" E 160 80

Prkenny (Wooden) 49° 6'43.956" N 14°47'10.0176" E 0 108

Klec (Cage) 49°5'23.438" N 14°46' 00.4944" E 28 0

EMD can be used to measure the year-to-year changes in the geographical distribution of the
species. In the context of wildlife monitoring, EMD has an intuitive interpretation: it represents
the average distance an individual would have to travel to transform the spatial distribution
observed at time t to the distribution observed at time t+1, assuming minimal effort (i.e., if the
individuals moved along the most efficient transportation plan. For instance, an EMD value of



10 km between consecutive years suggests that, on average, individuals would need to travel
10 km to transform one year’s distribution into the next.

In practice, the process of EMD calculation involves three steps:
1. Representing species distributions as empirical probability distributions based on counts
at monitoring sites (this includes the standardization of counts into proportions).
2. Calculating the ground distance matrix between all pairs of monitoring sites (typically
using geographic distance).
3. Solving the transportation problem to find the optimal flow of “probability mass” from
one distribution to another.

Fortunately, given that one already has a tidy dataset in the format of Table 1, implementing
these steps in the R software using existing packages is straightforward. In Figure 2, we show
a code that uses the dplyr package (Wickham et al., 2023) for data handling (including Step 1
in the list above), the geosphere package (Hijmans, 2024) for Step 2, and the emdist package
(Urbanek & Rubner, 2023) for Step 3. Even though the implementation is not complicated, we
aim to produce a separate R package with utility functions for researchers that will facilitate
both the actual EMD calculation and the surrounding tasks, such as data preparation and
visualizations.

Figure 2: R code that transforms data from Table 1 for use with emdist::emd().

calculate_emd <- function(df, iter = 1e5) {
# Filter and standardize monitoring data for both years
df <- df %%
filter(!is.na(count) & !is.na(lag_count)) %% # Keep only sites observed in both yrs
filter(count > 0 | lag_count > 0) %% # Drop sites with zeros in both years
mutate( # Standardize counts Tnto probability distributions

count = count / sum(count),
Tag_count = Tag_count / sum(lag_count)
)
A <- df %% select(count, lat, Ton) %% as.matrix() # Input for emdist::emd()

B <- df %>% select(lag_count, lat, lon) %% as.matrix() # Dirto

# calculate the EMD
emdist::emd(A, B, max.iter=iter, dist=function(x, y) geosphere::distGeo(y[1:2], x[1:2]))

}

The results for the fictitious data from Table 1 are presented in Table 2 and Figure 1. For this
small-scale example, results imply that if the individuals moved along the most efficient
transportation plan, converting the distribution from 2021 into that of 2022 would involve a
total flight distance of 293.19 kilometres, or an average of 1.56 km per individual. The latter
figure is the EMD for this example.

Table 2: Distances in the optimal flight plan. Source: Own calculations.

1—2 352 Still Total
Distance (km) 2.757 2.594 0
Individuals 80 28 80 188
Total dist. (km) 220.56 72.63 0 293.19
EMD (avg. dist.) 1.560
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Figure 1: Optimal flight plan for Table 1. Source: Map screenshot taken from mapy.cz, own
illustrations.
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It should be noted, however, that this appealing interpretation of EMD hinges on the fact that
in our example, both distributions were equal in size. If the number of individuals varies across
years (as it usually does), one needs to switch the narrative from talking about actual counts to
discussing proportions. (Implementation-wise, however, the problem of varying total
populations is simply solved by the standardization routine included in the code in Figure 2.)
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4 CASE STUDY: ASSESSING CHANGES IN CZECH WATERBIRD
DISTRIBUTIONS

Needless to say, the intended purpose of EMD is not to provide optimal transportation plans for
wildlife animals or measure the distance traveled in these plans. We perceive the EMD as a
useful metric that enables us to compare the magnitude of distribution changes over time. To
demonstrate such an application of EMD, we will use long-term data from the International
Waterbird Census in the Czech Republic for several species, spanning a period of 20 years
(2001-2021) and containing data on more than a thousand monitoring sites (various water
bodies including lakes, fishponds, industrial waters, and river segments).

Figure 3: Spatial distribution and EMD for the Great Cormorant. Source: Own calculations
based on IWC data for Czechia, 2016-2019.
2017 (EMD = 40.3) 2018 (EMD =72.2) 2019 (EMD = 23.2)
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50.5°N -
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To illustrate the magnitude of distributional changes for different EMD values, consider the
case of the Great Cormorant depicted in Figure 3. Between 2017 and 2018, there was a sizeable
shift of the Great Cormorant population towards the large water bodies in the southeast of the
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Czech Republic. This translates to a large value of EMD, 72.2, compared to the EMD of 23.2,
corresponding to a largely unchanged stable spatial pattern between 2018 and 2019.

Calculating the EMD values for a large longitudinal dataset and visualizing these results can
provide a very quick overview of overall distributional dynamics. An example is shown in
Figure 4. Here, EMD values for 6 species are plotted over the course of 20 years. Points high
above the trend lines may suggest large distributional shifts, warranting a closer inspection of
detailed data by the analyst.

Figure 4: EMD values for selected waterbird species with LOESS trend lines. Source: Own
calculations based on IWC data for Czechia, 2001-2021.
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While EMD provides valuable insights, several caveats must be considered in its interpretation:

1. Monitoring coverage. Incomplete or varying monitoring coverage introduces noise in

EMD calculations. Consistent sampling effort across time is important for reliable
results. Data imputation techniques might be considered for more accurate EMD
calculations; this is a subject of our ongoing research.

Unmarked individuals. EMD does not track individual movements but compares
population-level distributions. Even if EMD equals zero, individuals may have moved
considerably while maintaining the same overall distribution. This limitation is inherent
in monitoring data with unmarked individuals.

Abundance effects. Total abundance affects EMD calculations, particularly in
interspecies comparisons. Abundant species tend to show more stable distributions due
to the law of large numbers, while rare species may exhibit higher variability in
distribution patterns.

Regional constraints. EMD is inherently restricted to the defined monitoring region and
cannot account for movements beyond this boundary.

5 CONCLUSION

The Earth Mover’s Distance provides a powerful and intuitive metric for assessing changes in
species’ spatial distributions over time. By incorporating the spatial dimension of distribution
changes, EMD offers deeper insights than traditional overlap-based metrics. Despite certain
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limitations, the meaningful interpretation and computational tractability of EMD make it a
valuable addition to the toolkit for analysing wildlife monitoring data. The ongoing
development of specialized R packages will further facilitate its application in ecological
research and conservation planning.
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