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VYUZITIE KVADRATICKEHO PRIRAEOVACIEHQ PROBLEMU PRI
ROZMIESTNOVANI AUTOVRAKOVISK!

QUADRATIC ASSIGNMENT PROBLEM USE FOR SCRAPYARD
ALLOCATION
Ivan Brezina, Juraj Pekdar

Abstrakt

Politika odpadového hospodarstva kazdej krajiny Eurdpskej Gnie zahffia aj aktivity v oblasti
likvidacie starych automobilov a recyklacie ich suciastok. Druhotné spracovanie surovin
zZ likvidovanych automobilov sa realizuje u r6znych Specializovanych spracovateloch, Coraz
viac vSak toto spracovanie komplikuju chybajice kapacity na dalSie Specializované
materialové a surovinové spracovanie.. Ich vzdialenost od zbernych miest a intenzita
prepravy spracovavané¢ho materidlu (celkové prepravné néklady) ovplyviiuje efektivnost
spracovania druhotnych surovin. Optimalizacia prepravnych nakladov pri urcitej intenzite
prepravy viedla k myslienke pouzit na rieSenie tohto problému metodologiu a rieSenie
kvadratického priradovaciecho problému. V prispevku je prezentované mozné rieSenie
kvadratického prirad'ovacieho problému ako potencidlneho néstroja na optimaliziciu siete
spracovatelov druhotnych surovin na béaze existujiceho umiestnenia autovrakovisk
prostrednictvom optimalizacného programového systému GAMS.

KUPucové slova: rozmiestinovanie autovrakovisk, kvadraticky priradovaci problem, GAMS
Abstract

The waste management policy of each European Union country also includes activities in the
disposal of old cars and the recycling of their parts. Secondary processing of raw materials
from liquidated vehicles is carried out with various specialized processors. Still, this
processing is increasingly complicated by the lack of capacity for other specialized material
and raw material processing. Its distance from collection points and the intensity of transport
of the processed material (total transport costs) affect the efficiency of processing secondary
raw materials. The idea of optimizing transport costs at a certain transport intensity has led to
using a methodology and solving a quadratic assignment problem to solve this problem. The
paper presents a possible solution to the quadratic assignment problem as a potential tool for
optimizing the network of processors of secondary raw materials based on the existing
scrapyard location through the optimization software system GAMS.

Keywords: Scrapyard Allocation, Quadratic Assignment Problem, GAMS

UVOD
Politika odpadového hospodarstva v krajindch Eurdpskej tnie je uz viac ako tridsat’ rokov
aplikovana prostrednictvom akénych planov jednotlivych krajin. Na tieto akéné plany

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia projektu ,,Stav a vizie zhodnocovania odpadov
Z automobilového priemyslu SR*, zdruzenie UNIVNET.



nadvézuju aj aktivity v oblasti likvidacie starych automobilov a recyklacie ich stuciastok, ¢i uz
,»ha vyrobu obdobnych stciastok, alebo inych pouzite'nych vyrobkov*.

Niektoré druhy odpadu mozno sice z likvidovanych aut vyseparovat’, ale vznikaju problémy
zich d’alsim zhodnotenim, pricom pocet spracovatel'ov prave tohto typu odpadov da Coraz
viac znizuje. Podl'a roznych zdrojov sa na Slovensku ro¢ne likviduje priblizne 50-60 tisic,
resp. podla Spektrum 60-90 tisic starych automobilov (v rdmci Eurdpy predstavuje tento
pocet 15 az 16 milionov automobilov). Na Slovensku vSak recyklaciu vSak Coraz viac
komplikuji chybajuce kapacity na dalSie Specializované materidlové a surovinové
spracovanie (Prepiak, 2020).

Na Slovensku podla Spektrum v stcasnosti v jednotlivych regionoch posobi 46
autorizovanych spracovatelov starych vozidiel, ktori maja zriadené zberné miesta, z ktorych
privazaji staré automobily na dalSie spracovanie. Druhotné spracovanie surovin
z likvidovanych automobilov sa realizuje U rdznych Specializovanych spracovatel'och. Ich
vzdialenost’” od zbernych miest aintenzita prepravy spracovavaného materialu (celkové
prepravné naklady) ovplyviiuje efektivnost’ spracovania druhotnych surovin.

Vseobecne by bolo mozné konStatovat, ze pocet spracovatelov starych automobilov je
relativne velky. Je vSak zrejmé, ze nie kazdy autorizovany spracovatel dokdze spracovat
kazdu komoditu, z ktorych sa automobil sklada, pretoze sa sklada z kovov, plastov, tekutin,
gumy, skla, textilu. Kovy mo6zu smerovat’ priamo do zbernych surovin, ktoré st k dispozicii
v kazdom okresnom meste, resp. priamo do hutnickej prvovyroby, ale napriklad pre d’alsie
spracovanie staré¢ho oleja su potrebné vel'ké objemy a Specidlna chemické technologia (bezny
spracovatel nema k dispozicii $pecidlnu linku na stary olej), preto je potrebné vytvorit
systém, v ktorom posobi koncovy spracovatel” realizujici spracovanie takéhoto druhu odpadu.
Takychto koncovych spracovatel'ov je vSak Coraz menej a celkovo chyba logisticky systém,
do ktorého by boli zapojeni tak spracovatelia likvidovanych automobilov, ako aj spracovatelia
druhotnych surovin (Prepiak, 2020).

Podla Spektrum pri spracovani 50 000 likvidovanych automobilov ro¢ne vznikd priblizne
60 000 ton rozneho materialu, ¢o predstavuje potrebu prepravit’ priblizne 200 az 240 ton tohto
materidlu pri pouziti 20 az 24 tonovych nakladnych vozidiel. Z tohto dévodu je potrebné
vytvorit” zodpovedajlci logisticky systém, ktory by minimalizoval naklady zodpovedajtce
prepravnym vzdialenostiam a intenzite prepravy medzi zodpovedajicimi lokalitami, v ktorych
pOsobia spracovatelia likvidovanych automobilov a spracovatelia druhotnych surovin.

Prave tato optimalizacia prepravnych nakladov pri urcitej intenzite prepravy, ktora je spojena
s Casovymi, resp. vzdialenostnymi ohodnoteniami medzi jednotlivymi lokalitami vedu k idey
pouzit' na rieSenie tohto problému metodologiu a rieSenie kvadratického priradovacieho
problému.

1 KVADRATICKY PRIRADOVACI PROBLEM

Vseobecne mozno kvadraticky prirad'ovaci problém (Quadratic Assignment Problem - QAP)
zaradit’ do skupiny naro¢nych optimalizaénych kombinatorickych tuloh, ktorych cielom je
najst’ jednoznaéné priradenie prvkov dvoch mnoZin tak, aby bolo toto priradenie najlepsie zo
vSetkych  mozZnych. Ako prvi prezentovali zodpovedajuci model matematického
programovania v roku 1957 Koopmans a Beckmann (Koopmans & Beckmann, 1957) ako
matematicky model na umiestnenie nedelitel'nych ekonomickych aktivit.

V kvadratickom priradovacom probléme su definované dve mnoziny, napriklad mnozinu n
lokalit (L4, Lo, ... Ls, ..., Ly) @amnozinu n zariadeni (Z1, Zy, ... Zy, ..., Zy), ktorych prvky treba
vzajomne priradit. Cielom QAP je pritom identifikovat’ také priradenie vsetkych n prvkov



jednej mnoziny ku vSetkym n prvkom druhej mnoziny s dosiahnutim optimalnej hodnoty
zodpovedajucej ucelovej funkcie, pricom treba dodrzat’ primarnu podmienku prirad’ovacieho
problému, teda skuto¢nost’, ze kazdému prvku jednej mnoziny je priradeny prave jeden prvok
druhej mnoziny (Brezina a Pekar, 2018).

Za tymto ucelom je vhodné definovat’ binarne premenné X tak, Ze ak plati X,s = 1, prvok r je
priradeny prvku s, Xrs = 0, prvok r nie je priradeny prvku s. Pretoze obe mnoziny obsahuju n
prvkov, ide o jednozna¢né priradenie.

Podmienky, ze r-ty prvok z mnoziny (Zi, Z,, ..., Zy) je priradeny prave jednému prvku

z mnoziny (L1, L, ..., Ly) @ S-tému prvku mnoziny (L, Lo, ..., Ly) je priradeny prave jeden
n

prvok z mnoziny (Z1, Zy, ..., Z,) zabezpecia ststavy rovnic Zxrs =1 r=12,...,n, resp.

s=1

> %=1 s=12..,n.

r=1

Ako uvadza (Pelikan, 2001), v lohach QAP su identifikované dve matice, maticu D = {d;j}, i
=12, .,nj=12 .,namatcu C={cu}, k=12, ...,n 1 =1 2, .., n) Prvky dj
vyjadruju vzdialenost’ (Casové, vzdialenostné ...) medzi i-tym a j-tym prvkom mnoziny (Lj,
Lo, ..., Ln). Prvky cy udavaji vzajomny intenzitu interakcii medzi prvkami mnoziny (Z1, Z,
coey Zn).

Vzdialenost’ dj;, ktora reprezentuje fyzickd vzdialenost’ realizovanej prepravy realizovanej
medzi lokalitami (prvkami) i aj ahodnota cy intenzitu prepravy medzi lokalitami ka |.
Ugelovu funkciu reprezentujucu prepravné naklady v zavislosti od intenzity prepravy mozno
formulovat’ ako sumu vynalozenych prepravnych nakladov

min f (X) =anznzznlzn:ck,dijxkixij .

k=1 1=l i=1 j=1

Kvadraticky priradovaci model ako ulohu matematického programovania potom moZno
formulovat’ ako

min f(X) = iiiickldijxkixij

k=1 11 i1 j=1

Zn:xrs =1 r=12,..,n
s=1

Zn:xrs =1 s=12,..n
r=1

Xs€{0,1} r,;s=12..,n.

2 VYUZITIE KVADRATICKEHO PRIRADOVACIEHO PROBLEMU
PRI ROZMIESTNOVANI AUTOVRAKOVISK
A SPRACOVATELOV DRUHOTNYCH SUROVIN

Uvazujme d’alej problém existujucej siete n autorizovanych spracovatel'ov starych vozidiel,
ktori maju zriadené zberné miesta (v sucasnosti posobi v SR 46 autovrakovisk) — (L, Lo, ...
Ls, ..., Ln). Treba vytvorit’ siet’ spracovatel'ov druhotnych surovin, ktori mézu posobit’ v tych
istych lokalitach ako st umiestnené autovrakoviskd, potom ich pocet je n, zodpovedajica
mnozina je (Zi, Zz, ... Zr, ..., Zpn). V pripade, ak by bolo mozné umiestnit’ spracovatel’



druhotnych surovin aj do inej lokality ako je mnozZina autovrakovisk, treba do modelu zaviest’
fiktivne autovarkoviska, aby boli prvky oboch mnozin totozné.

Binarne premenné X5 reprezentuju skuto¢nost’, ¢i je na s-té autovrakovisko priradeny s-ty
spracovatel’ druhotnych surovin. Prvky matice D = {d;}, i =1, 2, .., n, j =1, 2, .., n)
vyjadruju vzdialenost’ (Casové, vzdialenostné ...) medzi i-tym autovrakoviskom a j-tou
lokaliltou, v ktorej ma posobit’ j-ty spracovatel’ druhotnych surovin. Prvky matice C = {cq},
k=1, 2, .., n, | =1, 2, .., n) reprezentuji vzajomny intenzitu interakcii medzi
autovrakoviskami a spracovateI'mi druhotnych surovin, teda mnozstvo napr. prepravnych
kontajnerov, resp. nakladnych automobilov prepravovanych denne z k-teho autovrakoviska
Kk I-tému spracovatel'ovi druhotnych surovin.

Ako ilustraény priklad budeme dalej uvazovat s existenciou 8 autovrakovisk v urcitych
lokalitach (n = 8) a s vybudovanim 8 S$pecializovanych liniek na spracovanie druhotnych
surovin (n = 8). Je pritom znamy denny pocet nakladnych automobilov (intenzita prepravy),
ktoré zabezpecuju prepravu z existujucich autovarkovisk k potencidlnym spracovatel'om
druhotnych surovin. Pre zjednoduSenie budeme uvaZovat, Ze poOsobenie spracovatelov
druhotnych surovin je mozné len v lokalitach, v ktorych pdsobia autovrakoviska (ako sme uz
uviedli na zadiatku tejto Casti, uprava ulohy o umiestnenie aj v inych lokalitach je velmi
jednoducha).

Zname su pritom vzdialenosti medzi jednotlivymi lokalitami dané maticou D = {d;j}, i = 1, 2,
. 8,j=1,2,..,8):

L1 L2 L3 L4 LS L6 L7 L8
L1 0 207.8 212.8 119.4 195.3 1415 165.8 88.5
L2 2078 0 390.7 88.4 403.1 126.5 47 199.9
L3 212.8 390.7 0 302.3 35 302.5 348.7 230.4
L4 119.4 88.4 3023 O 314.7 84.7 46.4 140
LS 195.3 403.1 35 3147 0 293 361.1 220.9
L6 1415 126.5 3025 84.7 293 O 78 73.4
L7 165.8 47 348.7 46.4 361.1 78 0 151.4
L8 88.5 1999 2304 140 2209 734 1514 0

Denny pocet nakladnych automobilov reprezentuje intenzita prepravy (predpokladané toky
medzi autovrakoviskami a spracovatelmi druhotnych surovin) a je dany maticou intenzity
prepravy C={cu}, k=1,2,..,8,1=1,2, ..., 8):

Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6 Zi Z8
Z1 0 10 0 0 0 0 0 0
Z2 0 0 0 0 0 0 0 9
Z3 0 0 0 0 7 0 0 0
Z4 0 0 0 0 0 0 0 0
Z5 0 0 0 0 0 0 4 0
Z6 7 0 0 5 0 0 0 0
Z7 0 0 8 0 0 0 0 0
Z8 0 0 0 0 0 5 0 0

Strategické rozhodovanie je postavené na rozhodnuti o umiestneni spracovatel'ov druhotnych
surovin do jednotlivych lokalit tak, aby celkové naklady vyplyvajice z rozmiestnenia
spracovatel'ov druhotnych surovin boli minimélne.



3 RIESENIE KVADRATICKEHO PRIRADOVACIEHO PROBLEMU
POMOCOU GAMS

Jednym z mozZnych softvérovych nastrojov na vyrieSenie tlohy kvadratického prirad’ovacieho
problému je programovy systém GAMS. Pri zadpise Ulohy budeme pre jednotlivé lokality
zapisovat’ maticu vzdialenosti v tvare D ={d;},i=0,1,..,7,j=0, 1, ..., 7) a takisto maticu
intenzity prepravy C = {cu}, k=0,1,...,7,1=0,1, .., 7).

Kod programu GAMS na rieSenie uvazované¢ho ilustrativneho prikladu je nasledujuci:
Sets
I index uzla /0*7/

alias (i,j,k,I)
table c(k,I)

0 1 2 3 4567
0 0 10 0 0 00O0O
1 0 0 0 0 0009
2 0 0 0 0O 7000
3 0 0 0 0O 00O00O
4 0 0 0 0 0040
5 7 0 0 5 0000
6 0 0 8 0 00O0O
7 0 0 0 0 0500
table d(i,j)

0 1 2 3 4 5 6 7
00 207.8 212.8 1194 195.3 141.5 165.8  88.5
1207.8 0 390.7 88.4 403.1 126.5 47 199.9
22128 390.7 0 302.3 35 302.5 348.7 230.4
31194 88.4 302.3 0 314.7 84.7 46.4 140
4195.3 403.1 35 314.7 0 293 361.1 220.9
5141.5 126.5 302.5 84.7 293 0 78 73.4
6 165.8 47 348.7 46.4 361.1 78 0 151.4

788.5 199.9 230.4 140 220.9 73.4 151.4 0;
Binary Variable x(i,j);

Variables f;

Equations

ohrl(i)

ohr2(j)

ucel;

ucel.. f=e=sum((i,j,k,1),c(k,D*d(i,j)*x(i,k)*x(j,1));
ohr1(i).. sum(j,x(i,j))=e=1;

ohr2(j).. sum(i,x(i,j))=e=1;

Model gap /all/;

Solve gap using migcp minimizing f;

RieSenie: Xoz= X16= X24= X37= X40= Xss5= Xg2= X71=1, ostatné nadobudaji nulové hodnoty,
hodnota ucelovej funkcie je 4977,7 jednotiek.

Z rieSenia vyplyva, Ze do lokality 0 bude umiestneny treti spracovatel’ druhotnych surovin, do
lokality 1 Siesty spracovatel’ druhotnych surovin, do lokality 2 Stvrty spracovatel’ druhotnych
surovin, do lokality 3 siedmy spracovatel’ druhotnych surovin, do lokality 4 nulty spracovatel’
druhotnych surovin, do lokality 5 piaty spracovatel’ druhotnych surovin, do lokality 6 druhy
spracovatel’ druhotnych surovin a do lokality 7 prvy spracovatel’ druhotnych surovin.



ZAVER

Problematika spracovania starych vozidiel je v sucasnosti na Slovensku vel'mi aktuéalna a je
predmetom rieSenia Univerzitnej a priemyselnej vyskumno-edukacnej platformy recyklujuce;j
spolo¢nosti - UNIVNET. Druhotné spracovanie surovin z likvidovanych automobilov sa
realizuje prostrednictvom Specializovanych spracovatelov. Optimalizacia prepravnych
nakladov medzi autovrakoviskami a tymito spracovatemi pri urcitej intenzite prepravy je
zaujimavym problémom pri lokécii spracovatel'ov druhotnych surovin pri zadanej sieti
autovrakovisk. Pretoze siet’ Specializovanych spracovatelov druhotnych surovin je Coraz
redSia a autovrakoviskd maju Coraz vAaCSi problém s umiestiiovanim druhotnych surovin
K tymto spracovatel'om, stoji pred deciznou sférou problém ako vytvorit' efektivnu siet’
spracovatelov druhotnych surovin a ako ich rozmiestnit' tak, aby boli prepravné naklady
medzi autovrakoviskami a Specializovanymi spracovate'mi ¢o najniz$ie. Tento problém je
spojeny s ¢asovymi, resp. vzdialenostnymi ohodnoteniami medzi jednotlivymi lokalitami
a intenzitou prepravy medzi nimi. Téato problematika bola motivom na rieSenie tohto
problému prostrednictvom kvadratického prirad’ovacieho problému.

Kvadraticky priradovaci problém patri do skupiny naroénych optimalizacnych
kombinatorickych tloh, ktorych cielom je najst jednoznac¢né priradenie prvkov dvoch
mnozin tak, aby bolo toto priradenie najlepSie zo vSetkych moZznych. Bolo vyvinutych mnoho
metdd na rieSenie tohto zlozitého problému, ale na rieSenie loh mensSieho rozmeru mozno
uspesne pouzit’ aj rozne dostupné softvérové produkty. V prispevku je prezentované mozné
rieSenie kvadratického prirad’ovacieho problému ako potencidlneho néstroja na optimalizaciu
siete spracovatel'ov druhotnych surovin na baze existujuceho umiestnenia autovrakovisk
prostrednictvom optimalizacného programového systému GAMS.
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STANOVENIE CENY DUOPOLISTU V MODELI PRIESTOROVEJ
KONKURENCIE!
DETERMINATION OF THE DUOPOLIST PRICE IN SPATIAL
COMPETITION MODEL

Zuzana éié’kovd, Patricia Holzerova

Abstrakt

Analyza oligopolného trhu je relativne diskutovanou témou. Priestorové hry, zamerané na
nedokonalt konkurenciu z priestorového hl'adiska, st Specifickou oblastou tedrie hier,
analyzujucu spravanie sa subjektov na trhu, ktori sa snazia prilakat’ zdkaznikov a ndjst
najlep$iu lokalitu pre svoju pobocku. Kazda firma uplatiiuje svoju vlastni cenovu politiku,
ktord ovplyviiuje jej podiel na trhu. Tento prispevok sa zameriava na rieSenie Specifickej
situdcie dvoch firiem, ktoré sa rozhoduji o svojom umiestneni, s cielom maximalizovat’ svoje
zisky, zatial' ¢o vysledkom st informdcie o cene prvého vyrobcu ovplyvneného zndmou
cenou druhého vyrobcu. V modeli vylu¢ujeme predpoklad jednotkového dopytu uzlov a jeho
vel'kost’ zohl'adiiujeme v rieSeni. Zékaznici si vyberaju jedného z vyrobcov na zdklade svojich
celkovych nakladov, ktoré pozostavaju z ceny produktu a nadkladov na dopravu.

KUlucové slova: duopol, cenova politika, priestorova konkurencia

Abstract

The analysis of the oligopolistic market is a relatively discussed topic. Spatial games, aimed
at imperfect competition from a spatial point of view, are a specific area of game theory,
analyzing the behavior of market players who try to attract customers and find the best
location for their branch. Each company applies its own pricing policy, which affects its
market share. This paper focuses on solving the specific situation of two companies that
decide on their location, in order to maximize their profits, while the result is information
about the price of the first producer affected by the known price of the second producer. In the
model, we exclude the assumption of unit demand of nodes and take its size into account in
the solution. Customers choose one of the manufacturers based on their total costs, which
consist of the price of the product and shipping costs.

Keywords: duopoly, pricing policy, spatial competition

1 UVOD

Analyza oligopolistického trhu v priestore je neustale pomerne diskutovanou témou. Jednym
z prvych, ktori sa zacali venovat tejto problematike bol matematik a ekoném Harold
Hotelling (1929), ktory predstavil model spocivajlici v pritomnosti dvoch firiem hl'adajticich
¢o najvyhodnejsiu poziciu na takzvanom linearnom trhu. Model je zdkladom mnozstva tedrii
produktovej diferencidcie alokdcie, no napriek svojej vyuZitelnosti preSiel mnohymi
kritikami. C. D'Aspremont, J. Jaskold Gabszewicz a J.-F. Thisse (1979) poukazuji na jeho
chybnost’ a dokazuju, ze nie je mozné aby existovala rovnovaha v pripade, ze su firmy blizko
pri sebe. Vysledkom ich upraveného modelu je model, ktorého rieSenim je zabezpecena
existencia rovnovahy v akomkol'vek mieste na trhu (C. D'Aspremont et al., 1979).

! Prispevok vznikol ako s¢ast’ vyskumného projektu VEGA 1/0427/20 - Viackriteridlne modely tedrie hier
v ekondmii a politologii
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Autori Melvin L. Greenhut, George Norman a Chao-Shun Hung vo svojej publikacii z roku
1987 The Economics of Imperfect Competition: A Spatial Approach zaujali odlisny pristup
k tradi¢nej teérii cien a analyze nedokonalej konkurencie, a to prostrednictvom priestorove;j
perspektivy, ktorti aplikuji na cely rad nepriestorovych problémov spéjajucich sa
s nedokonalou konkurenciou (Greenhut et al., 1987).

Vychadzajiac z Hotellingovho modelu vznikla aj publikacia The economic theory of product
differentiation (Beath and Katsoulacos, 1991). Autori sa, okrem iného, venuju cenovej
konkurencii priestorového duopolu. Zakaznici, rozmiestneni pozdi linearneho trhu a nuteni
cestovat’ ak si chci zadovazit’ pontikané produkty, su jedini, ktori znaSaju dopravné naklady.
Pre vyrobcov plati, ze lokacia ich produktov je pre nich exogénnym parametrom, takze cena
je ich jedinou rozhodovacou premennou (Beath a Katsoulacos, 1991).

Vseobecne pri lokaénych modeloch plati predpoklad, Zze su zakaznici umiestneni
v diskrétnych bodoch uréitého priestoru aich volba zavisi od vzdialenosti dostupnych
produktov. V pripade modelu formulovaného ako ,,problém variaéeného poctu* autorov Sze-
Chun Wong a Hai Yang (2002) ide o predpoklad, Ze zakaznici st spojito rozptyleni v ramci
celého priestoru arozhoduju sa na zdklade Casovej narocnosti a vlastnosti produktov.
Rovnovézne priestorové podmienky vol'by zdkaznika a optimélne podmienky tohto modelu su
podrla autorov ekvivalentami (Wong a Yang, 2002).

Medzi novsie prispevky patri publikacia The multi-route location-routing problem and zone
price decision-making using a tabu and variable neighborhood search algorithm. V tej sa
autori zameriavaju na zo6nové stanovovanie cien, cenovu politiku, Castokrat vyuZzivani
spolo¢nostami, a polohy. Model navrhnuty autormi je modelom zmieSaného celoc¢iselného
nelinedrneho programovania (nelinearita bola rieSend metddou ciastocnej linearizacie). Pre
rieSenie velkych problémov predstavuju dva algoritmy, ktorych porovnanim prichadzaju
K tvrdeniu, Ze G¢innejsi je algoritmus VNS (variable neighborhood search) oproti algoritmu
tabu search (Sadeghi-Dastaki et al., 2018).

V nasom prispevku budeme prezentovat' Specificky problém priestorovej hry v pripade
duopolu. Ten je, ako uz bolo spomenuté, Specifickym typom oligopolu, kde na trhu na strane
ponuky pdsobia iba dva subjekty. Duololisticky trh budeme prezentovat’ v priestore, ktory
mozno charakterizovat’ formou grafu. Hraci robia svoje rozhodnutie o umiestneni prevadzky,
pri¢om vysledky hry st dané stanovenim ich cien, ktoré ovplyvnia im prislichajuci podiel na
trhu. Zakaznici si pritom vyberaji jedného z dvoch duopolistov na zaklade svojich niz§ich
nakladov, ktoré zahfnaju jednak cenu tovaru, ale aj naklady na dopravu. Budeme prezentovat
origindlny matematicky model, prostrednictvom ktorého mozno stanovit’ cenu pre jedného
z duopolistov na zdklade uz znamej ceny protihraca tak, aby jeho trzby boli ¢o najvyssie.
Model zaroven zohladiuje vylucenie predpokladu jednotkové dopytu v kazdom z uzlov,
pricom velkost dopytu v jednotlivych uzloch vstupuje do modelu ako premenna.

2 STANOVENIE CENY DUOPOLISTU NA ZAKLADE NAJLEPSEJ
ODPOVEDE

V tejto Casti budeme prezentovat’ origindlny matematicky model umoznujuci stanovit' cenu
dopolistu na zaklade stanovenej ceny protihraca v pripade Specifickej priestorovej hry.

V modeli uplatiiujeme, rovnako, ako Hotelling vo svojom zikladnom modeli, zakladné
predpoklady: homogenitu produktu (obe firmy na trhu ponukaju vel'mi podobny produkt),
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nulové vyrobné naklady firiem, neelastickost’ dopytu (spotreba jednej jednotky zakaznikmi
v kazdom bode trhu) a indiferentnost’ spotrebitel'ov (vzhl'adom k vyberu vyrobcu).

Idea priestorovej hry vychadza z¢&lanku (Lopez a Citkova, 2018). V prispevku budeme
predpokladat: Nech V ={1,2,..n},n € Z¥ | je mnozina zdkaznikov a nech je dany graf
G = (V,H), v ktorom V predstavuje uzly grafu, a H © VxV predstavuje mnozinu hran
hi; = (v,v;) z uzla v; kuzlu v;, pricom kazdej orientovanej hrane h;; je priradené redlne
¢islo a(h;;), ktoré sa oznacuje ako ocenenie alebo hodnota h;;. Priestorova hra bola
formulovana v takzvanom plnom hodnotenom grafe G = (V, H) s rovnakou mnoZinou uzlov
ako graf G, kde H je mnozina hran medzi kazdou dvojicou uzlov v; a v;, pri¢om ich ocenenie
je rovné minimélnej cene medzi uzlami v;a v; vV pdovodom grafe, i,.j EV. Casto mozno
predpokladat, ze o(h;;) = d;; kde d;; predstavuje minimalnu vzdialenost’ (najkratSiu dizku
cesty) medzi uzlami v; a v;. Potom matica D
medzi uzlami v; a v;.

nen = 1d;;} je matica najkratsich vzdialenosti

V ¢lanku (Lopez a Cickova, 2018) sa predpokladalo, Ze existuju dve spoloénosti (hraci)
P = {1,2}, ktoré ponukaju homogénny produkt (tovar alebo sluzbu) a tieto spolo¢nosti majh
moznost’ umiestnit’ svoje pobocky v jednom z uzlov, to znamend v akomkol'vek prvku
mnoziny V = {1,2, ...n}, ktoré s zaroven sidlom zakaznikov. UvaZovalo sa o konstantnom
(jednotkovom) dopyte v kazdom uzle. Hoci obaja hrac¢i ponukaju identicky produkt v
neobmedzenom mnoZstve, cena produktov mohla byt odlisna. Nech p'* je cenou produktu
hraga 1 a p'® cenou produktu hraca 2. Neuvazovalo sa o ziadnych obmedzeniach kapacity,
pricom kazdy zdkaznik mohol uskutocnit’ nakup u ktorejkol'vek spolo€nosti (zakaznik pritom
uskutocnil nakup vzdy, teda neuvazovalo sa o stratenom dopyte). Zakaznici pri rozhodovani
zvazovali celkové ndklady na kipu produktu, ktoré pozostavaji z ceny produktu a nakladov
na prepravu k vybranej spoloc¢nosti. Naklady na dopravu st vyjadrené ako t na jednotku
vzdialenosti, takZe predpokladdme, Ze zakaznik musi platit’ cenu produktu a dopravné naklady
ku kazdej spolo¢nosti. Ak hra¢ 1 umiestni svoju poboc¢ku v i —tom uzle (i € V) ahrac 2
umiestni svoju predajiiu v j —tom uzle (j € V), hra¢ 1 ziska zakaznika z k —teho uzla
(k € V) len v pripade, ak t = d,; + pW <t dy; + p'?, v opatnom pripade je zékaznik z
i —teho uzla obslizeny hra¢om 2. Ak t = d,; + p'¥' =t #d,. + p'@ , hraci zdielaju dopyt v
rovnakej miere.

Je zrejmé, Ze zaujem hraca o dany uzol je vo vSeobecnosti podmieneny aj ,,velkostou‘
dopytu daného uzla, pricom z hladiska tohto kritéria s niektoré uzly pre hraca zaujimavejSie
ako iné. Velkost’ dopytu moze suvisiet’ napriklad s po¢tom obyvatel'ov. Takéto situdcia bola
popisana v ¢lanku (Ci¢kova a Holzerova, 2019).

Obidva tieto ¢lanky zvazovali situdciu, ked’ ceny produktov boli vopred zndme a na zaklade
vysSie uvedenych predpokladov umozinovali explicitne vypocitat prvky matice platieb hraca 1
A= [ah-),;r', j €V (kde prvok a;; reprezentuje pocet obsluzenych uzlov hraca 1 v pripade,
ak si hra¢ 1 vybuduje prevadzku v i-tom uzle a protihra¢ v j-tom uzle). Potom mozno
stanovit’ rovnovazne stratégie hracov rozhodujucich sa o umiestneni svojich prevadzok ako
hru s konstantnym suctom). V takomto pripade mozno rovnovazne stratégie hracov ziskat’
pomocou ulohy linedrneho programovania.

Parametre:

e ay;;i,j €V —platba hraca pri jeho i-tej stratégii a j-tej stratégii protihraca
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e p'? —cena vyrobku protihraca (hraca 2)

Premenné:

e p'Y_cena vyrobku hraca 1

e W —vyslednd platba hraca
e x. =0,i €V —i-tazmieSana stratégia hraca

Rovnovazne stratégie mozno potom urcit’ takto:

W — IMax (1)
Y axzwiev )
iV
x=1 3)
iV

Uvazujme teraz problém urcenia rovnovaznej ceny hrac¢a ako reakciu na stanovent cenu
protihraca, ked’ budeme sucasne zohladnovat’ velkost' dopytu uzlov. Ozna¢me velkost
dopytu uzla ry, k € V. Nech cena tovaru druhého hraca pt? je vopred znama. Cenu tovaru
prvého hraca p't viak povazujeme za premennu, pricom hra¢ by ju chcel stanovit’ tak, aby
sa maximalizovali jeho trzby. Je zrejmé, Ze pri takychto predpokladoch budt prvky matice
platieb hraca 1 zévisiet od hodnoty ,U':l:'.

Ak sa hra¢ 1 rozhodne vybudovat’ miesto spotreby v uzle 1 a hra¢ 2 bude realizovat’ obsluhu v
uzle 2, potom pre spotrebitel’a z k-teho uzla pri vybere hraéa mézu nastat’ tri pripady:

a) ted;+ p - [:t *dy; + 3“':1}) =0 )
b) . d;u- ¥ ka:' _ [:E - dki + pui:') =10 (5)
c) tedy+p® —(ted, +pP) <0 (6)

Priradenie zakaznika k hracovi 1 moZzno potom realizovat’ pomocou funkcie Signum:
sgn(t * dy; +p'® — (t+ dy + p)) )

Kde v pripade a) (4) vrati hodnotu 1, v pripade b) (5) vrati hodnotu 0 a v pripade c) (6) vrati
hodnotu -1. Ked'ze v pripade a) bude k-ty uzol priradeny hracovi 1 (dopyt v hodnote 1), v
pripade b) bude polovica dopytu k-teho uzla priradena hracovi 1 (dopyt v hodnote 1/2) a v
pripade c) hra¢ 1 nebude obsluhovat’ k-ty uzol, vztah medzi prvkami matice platieb a cenou

pje:

(1) sgn {t #dy; + p® — (t = dy + Pm)) +1
a,e®)=). 5 e @
iFW

Teraz by bolo mozné modelovat’ stanovenie ceny pre hraca 1 tymto matematickym modelom:
Parametre:

. de;: i,j € V —najkratsia vzdialenost’ z vrcholu i do vrcholu |,

e t—ndaklady na jednotku vzdialenosti,

o p'¥>0-cena vyrobku protihraca (hraca 2).
Premenné:
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e W —vysledny pocet obsluzenych uzlov,

e x, =0,i € V- i-tazmieSana stratégia hraca,

e p'Y= 0— cena vyrobku hraca 1,

o ai}-{'p':lj'}— matica platieb pre hraca 1.
Problémom je nespojitost’ funkcie Signum. Teraz vSak ukazme, ako mozno tato funkciu
v€lenit’ do ulohy matematického programovania s binarnymi premennymi. Zaved'me binarne
premenné b;:i' € {0,1}a b;{fi' €{0,1}; k,1,j € V a spojitt premennu by;; € (—1,1); k,i,j E V.
Pridajme takéto obmedzenia:

tedy,+p? = (trd, +pV)<M=b ik ijeV 9)
i i |:z R

kde M je vel’ké kladné ¢islo.
Ohranigenim (9) zabezpedime, ze ak t * d,; +p'® — (¢t #d,; + p'¥’) = 0, potom b;{ji' =1a

ohrani¢enim (10) zabezpecime, Ze ak t = d,,; + p'? — (t = d,, —|—p':1:'} < 0, potom b;{;? =1
Pretoze tieto dva pripady nemo6Zu nastat’ sicasne, do modelu zavedieme podmienku:

(1)

(z -
by, + b <LikijevV (11)

Vypodet prvkov a;; zabezpetime pomocou premennych by;; € (—1,1); k,i,j € V:

by = b;:‘ — bkf:'k ijev (12)
by * (t+dy; +p = (t#dy; +p)) 2 e* byk i jEV (13)
a; = Z(bw +1)/2;ij €V (14)

kev

kde nerovnica (13) oSetruje pripad, ked t*d,; +p? — (t +d,; + p':l}} =0. € v tomto
pripade povazujeme za malé kladné &islo.

Zrekapitulujme pouZivané premenné a parametre eSte raz.
Parametre:

e d,;i,j €V —najkratsia vzdialenost’ z vrcholu i do vrcholu j,
e 1, — vektor dopytu,

e t-—ndklady na jednotku vzdialenosti,

e p'¥ = 0- cena vyrobku protihra¢a (hraca 2)

o M —velké kladné ¢islo,

e = — velmimale kladné ¢islo.

Premenné:

e W —vysledny pocet obsluzenych uzlov

e x,=0,i € V—i-tazmieSana stratégia hraca
e p''= 0-cenavyrobku hraga 1

o ai}-{'p':l}}— matica platieb pre hraca 1

b':i}

kij € {0,1}; k,i, j € V - bindrna premenn3,

15



o b7 €{01}ik,i,j € V-bindrna premennd,

e by;; €E(—1,1); k,i,j €V —ohrani¢end premennd.

Uvedenu situaciu mozno popisat’ takymto matematickym modelom:

W p'iiil - max (15)
tedy + p.:z} — (t=dy; _|_,p-:1}) =M = biﬁ;k, LjEV (16)
s d’kj + pI:ZI' — [t wd; + p':j‘:') = —M= bi::k, LjEV (17)
by + b < 1;k,ijEV (18)
by = b:::;} - b::a}k LjEv (19)
by = (t = dy; +p? — (e dy +p))z e bk, 1] EV (20)

kev
wﬂZu!—j*x!-;i,jEV 22)

iV
=1 (23)
iV

Ucelova funkcia (15) reprezentuje funkciu trzieb hraca 1. Nerovnice (16) az (22) sliZia na
stanovenie matice platieb hrda 1. Nerovnice (16) a (17) umoziuju stanovit’ priradenie
spotrebitelov z k-teho uzla pre poziciu (i,j), k.i,j € V. V pripade ostrej nerovnosti nakladov
(ak je k-ty uzol priradeny hracovi 1, premenna b;ﬂli' = 1, ak je tento uzol priradeny hracovi 2,
premenna b;:i' = 1). Premenné by,; kalkuluju obsluzené uzly pre hraca 1 (ak je k-ty uzol
priradeny hracovi 1, premenna by;; = 1, ak je tento uzol priradeny hracovi 2, premennd by, ; =
-1). V pripade rovnosti ndkladov nerovnice (8) az (20) umoznia nastavit’ hodnotu by;; = 0.
Konec¢nt kalkulacie prvkov a;; zabezpecia nerovnice (21) (ak by;; = 1, prvok a;; je zvySeny
01, ak by; =0, prvok a;; je zvySeny 00,5 a ak by,;; = -1, prvok a;; ostidva nezmeneny).
Vztahy (22) a (23) umoziiuju stanovit’ rovnovaznu zmieSanu stratégiu hraca 1.

3 ZAVER

Tato praca bola zamerana na analyzu oligopolistického, konkrétne duopolistického trhu, na
ktorom posobia dve firmy prijimajace rozhodnutia o svojej lokalite s cielom maximalizovat’
svoje zisky. Nakol'’ko ma povaha tejto situacie konkurenény charakter, mohli sme na rieSenie
problému pouzit' tedriu hier. Duopolisti sutazia o prildkanie svojich zdkaznikov, ktori si
vyberaju jedného z vyrobcov na zaklade svojich celkovych nakladov, pozostavajacich z ceny
produktu a nakladov na dopravu. V nasom ¢lanku rieSime problém za predpokladu, Ze je
znama cena druhého vyrobcu vopred, ¢o znamend, ze cena je v modeli variabilna. Zaroven
uvazujeme situaciu, ze v kazdom z uzlov je velkost’ dopytu rézna, nie jednotkova. Na zaklade
tychto informacii podnika spolo¢nost’ 1 taka cenovu politiku, aby maximalizovala svoj zisk.
Navrhujeme model, ktorého vysledok obsahuje informacie o konec¢nej cene p spolu s
informaciami o pocte obsltizenych uzlov a findlnom zisku.
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Porovnani implementace feSitelt do prostfedi R

Comparison of solver implementation into R

Ing. Jiti Georgiev

Abstrakt

Pro integraci optimalizacnich tloh do bézného chodu firmy je klicové, aby tato integrace byla
proveditelnd v souladu s technologiemi, které firma jiz vyuZiva. Programovaci jazyk R patii
mezi jeden z nejpouzivanéjsich jazyki pro datovou analyzu, a tedy je vhodnym prostfedim pro
implementaci téchto feSeni. Tento piispévek se zaméfuje na integraci populdrnich feSitelt Gu-
robi, LpSolve a MOSEK pravé do prostfedi programovaciho jazyku R. Cilem je popsat zakladni
syntaxi zapisu modelu a moZnosti nastaveni pro linearni, tak i pro kvadratické tlohy a ndsledné
porovnat rychlost vypoctu trividlnich uloh, aproximujici dobu inicializace samotného vypoctu.

Klicovd slova: optimalizace, R, FeSitelé

Abstract

Integration of optimization tasks into the regular operation of the company must be feasible
under the technologies that the company already uses. The R programming language is one
of the most used languages for data analysis and is, therefore, a suitable environment for the
implementation of these solutions. This paper focuses on the integration of popular solvers Gu-
robi, LpSolve and MOSEK into the environment of the R programming language. The aim is
to describe the basic syntax of model notation and setting options, both for linear and quadratic
problems and to compare the calculation speed of trivial problems, thus approximating the ini-
tialization time of the calculation itself.

Keywords: optimization, R, solvers
Uvod

Reseni tloh linedrniho a kvadratického programovéni umoZiiuje podnikiim fesit komplexni
otazky planovani, distribuce vyrobnich prostfedki, dopravy a rozloZzeni vyrobnich programi
a ve vysledku minimalizovat ndklady a optimalizovat své chovani. Pfekazkou zaclenéni téchto
uloh do kazdodenniho béhu firem je nejenom vypocetni Cas ale i nutnost neustalych zmén ve
vstupnich datech a nastavenich pouZzitych modeli. Optimalizacni algoritmy se za poslednich
nékolik desitek let rapidné zlepSily a vypocetni Casy tedy zaznamenaly znacny pokles, a to
i u dloh s vysokou komplexitou Bixby, 2010. Nadale zlstavd otdzkou, jak vhodné zaclenit
proces feseni téchto uloh do kazdodenni praxe. Jako jedno nejvhodnéjsi feseni se zda byt inte-

grace feSiteltl linearniho a kvadratického programovani prostfednictvim API do popularnich vy-

/////

Python i R patif mezi top 20 nejpouzivangjsich programovacich jazyki dle Stackoverflow Survey 2019

18



mnoho vyhod a moZnosti automatizace jako napiiklad: ziskdvani dat pfimo z SQL databazi,
pfiprava a ¢isténi vstupnich dat, prepocet pii zméné vstupnich dat, tvorba reportti a sad nafizeni
zaloZenych na vysledcich optimalizace, vizualizace vysledk, interaktivni zaddvani vstupi a
zmén. Ddle tato integrace od uzivatele nevyZaduje znalost jednoicelovych jazykd jako jsou
napiiklad MPS, AMPL, ptipadné GAMS. Tento pfispévek se zamétfuje pouze na integraci po-
puldrnich fesiteli Gurobi, LpSolve a MOSEK do prostiedi programovaciho jazyku R. Cilem
je popsat zakladni syntaxi zapisu modelu a moznosti nastaventi, a to jak pro linearni ulohy, tak
1 pro ulohy kvadratické a porovnat rychlost vypoctu trividlnich uloh, aproximujici tedy dobu

inicializace samotného vypoctu.

1 Prehled optimaliza¢nich softwaru

Gurobi je komer¢ni optimalizacni feSitel od Gurobi Optimization. Nazev v sobé skryva jména
zakladatelti Zonghao Gu, Edward Rothberg a Robert Bixby, ktefi se ptivodné podileli na vyvoji
CPLEX, ktery je v soucasné dobé vyvijen spole¢nosti IB Gurobi byl od pocétku vytvaren,
aby vyuZzival moderni architekturu a vice jadrové procesory a pouzival nejnovéjsi algoritmy.
Obsahuje nekolik fesitelli, napiiklad, feSitele kvadratického programovani, linearniho progra-
movani a smiSeného celociselného programovani. Podporuje Sirokou Skalu programovacich ja-
zykl (C++,

Java, Python, .Net, C, MATLAB,a R) a samozifejmé i standardni modelovaci jazyky (AIMMS,
AMPL,GAMS,MPL..) Tento prispévek pouZziva nejnovéjsi dostupnou verzi Gurobi 8.1.1..
LpSolve (Ip_Solve) je fesitel vyvijeny pod licenci LGPL. K feSeni uloh pouZziva rozsifeni sim-
plexové metody a metodu vétveni a mezi. Podporuje knihovny z riznych jazyku jako napiiklad
C, VB, .NET, Delphi, a dalsi. Také je umoznéno propojeni s AMPL, MATLAB, OCTAVE a
R (LpSolve, 2019).

MOSEK (Mosek, 2019) je komer¢ni softwarovy balicek pro feSeni jak linearnich, kvadra-
tickych, smiSené kvadratickych optimaliza¢nich problémd, tak pro tlohy konvexniho progra-
movani. MOSEK je dostupny v prostfedich C, C#, Java a Python. Je také podporovan fadou
modelovacich systémi napt.: AIMMS, GAMS, AMPL. MozZné je i propojeni s MATLAB, R.

Thttps://www.ibm.com/analytics/cplex-optimizer
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2 API pro programovaci jazyk R

2.1 Balié¢ek Gurobi

Balicek Gurobi neni dostupny z CRANEI, ale je soucasti samotné distribuce Gurobi. Gurobi

rozhrani pro R umoziuje zapsat model v nasledujici formé
. T T
min x Ox+c x+ o, (D)

kde c je vektor koeficientl, Q je Ctvercova matice koeficientil pro kvadratickou ticelovou funkci.

Sadu moznych podminek Ize zapsat nasledovné:

Ax=0b linedrni omezeni )
xj Jje celociselné 3)
x'Qex+q¢ ' x < B kvadratické omezeni %)

Vysledny model je uloZen jako 1ist obsahujici jednotlivé komponenty. Model 1ze zapsat po-
moci standardnich principt jazyku R. Pfipadné 1ze model také nacit pomoci funkce gurobi_read
z libovolného podporovaného formatu (napfiklad .mps, .Ip, atd). Takto pfipraveny model se
vyfesi pomoci piikazu gurobi, ktery zavold odpovidajiciho feSitele. Napiiklad pokud se jedna
o ulohu smiSeného linedrniho programovani bude pouZita metoda vétveni a mezi. Zakladni

komponenty modelu jsou nésledujici:

e A je matici strukturnich koeficientt.

e obj je Ciselny vektor c.

e modelsense je textovy fetézec nastavujici, zdali se jednd o ucelovou funkci minima-
liza¢ni, ¢i maximalizacni.

e sense je vektor textovych fetézcl predstavujicich typy omezeni. Mozné hodnoty jsou
“<”, >, “=". Pokud neni uvedeno jinak vSechna omezeni jsou automaticky nastavena
na ‘6<”.

e vtype je vektor nastavujici podminky celoc¢iselnosti. MiiZe nabyvat hodnot “C” pro spo-
jité, “B” pro binarni, “I”’ pro celociselné podminky.

e rhs je vektor pravych stran pro linedrni omezeni

Prehled vSech moznych komponenti modelu je uveden v dokumentaci Gurobi, 2019.

Takto zapsany model lze vyfeSit pomoci funkce gurobi (model). Déle je moZné model zapsat

funkci gurobi_write () do libovolného z podporovanych formati.

3The Comprehensive R Archive Network je platforma zajistujici distribuci bali¢ki pro R
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2.2 Balicek IpSolve

K open source feSiteli LpSolve LpSolve, 2019 existuje stejnojmenny balicek lpSolv aje
uren zejména k feSeni celoCiselnych a smiSenych uloh linedrniho programovani. Balicek ob-
sahuje funkce napsané v C a R a k samotnému feSeni vyuziva 1p_Solve ve verzi 5.5. K tvorbé

modelu a i k jeho feSeni se pouziva funkce 1p (). Zakladni argumenty této funkce jsou:
e direction je textovy fetézec udavajici, zdali se jednd o minimaliza¢ni min ¢i maxima-
liza¢ni tlohu max.
e objective.in je Ciselny vektor koeficientt c.
e const.mat je matice koeficienti A.

e const.dir je vektor textovych fetézct udavajici typ omezeni. Mozné hodnoty jsou “<”,

6G<:,7’ 46:9?, “::”’ 66>’9 a 66>:9’.
e cont.rhs je vektor pravych stran b.
e all.int je logickd hodnota uddvajici, zdali jsou vSechny proménné celocCiselné.
Dalsi mozné argumenty jsou popsany v dokumentaci balicku.

Vysledkem je objekt model obsahujici feSeni a dalsi udaje. K feSeni dopravnich a pfifazovacich

uloh jsou dostupné specidlni funkce 1p.trasport() alp.assign().

2.3 Balicek Rmosek

Balicek Rmosekﬂ je vyvijen jako oficidlni rozhrani pro MOSEK Mosek, 2019. I prestoze MOSEK
je proprietarnim softwarem je tento bali¢ek vyvijen pod licenci LGPL2.1/LGPL3, jedna se tedy
o open source projekt a je mozné balicek ziskat pifimo z CRAN. Obdobné jako u bali¢cku Gurobi,
model je zde definovan jako 1ist. Jednotlivé komponenty jsou tedy pfidavany jako elementy

tohoto listu. Zakladni komponenty modelu jsou nasledujici:

e A je matici strukturnich koeficienti. V rdmci Rmosek je nutné matici definovat jako
sparseMatriz, tj. fidkou matici. Tento zdpis je vyrazné€ uspornéjsi oproti béZnému ob-

jektu matrix. Stejnou formulaci lze pouZit i v balicku Gurobi.
e obj je Ciselny vektor c.

e sense textovy fetézec nastavujici, zdali se jednd o ucelovou funkci maximalizacni, Ci

99 <¢ 29 ¢

minimalizacni. MoZné hodnoty jsou “max”, “maximize”, “min” a “minimize”.
e binsub je vektor indexil binarnich proménnych

e intsub je vektor indexil proménnych s podminkou celociselnosti

4nttps://cran.r-project.org/web/packages/lpSolve/
>https://cran.r-project.org/web/packages/Rmosek/
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e bc je matice s faddky blc a buc, obsahujicimi koeficienty pravé strany, piipadné Inf,—Inf.

e bx je matice s fddky blc a buc, obsahujicimi omezeni proménnych, pfipadné pokud

proménné nejsou omezeny lze vyuzit hodnot Inf,—Inf.

Vysledkem je seznam obsahujici feSeni, véetné informace o prubéhu vypoctu. Pro feseni kvad-
ratické ulohy je nutné model rozsifit o matici Q. K tomu je nutné ptfidat do objektu model list
s nazvem qobj obsahujici vektory i, j,v. Tyto vektory predstavuji fadek, sloupec a samotnou
hodnotu. Vyslednd matice je tedy zapsdna ve formatu fidké matice.

Pro snadnou tvorbu fidké matice 1ze také vyuzit balicek slam a jeho funkci

as.simple triplet matrix. Takto zapsand dloha je opét feSena pomoci funkce mosek ().
MOSEK umi fesit pouze konvexni tlohy a je tedy nutné, aby matice @Q byla pozitivné semi-

definitni.
3 Benchmark

K vyhodnoceni rychlosti inicializace jednotlivych fesiteli v R byly nasimulovéany spojité (C),
celoGiselné (I), bindrni (B) a smiené (M) dlohy linedrniho programovani. Ulohy byly gene-
rovany s riznym mnozstvim proménnych a omezeni. Uvazovany byly pouze malé tlohy s méné
neZz péti proménnymi a méné neZ péti omezenimi. VSechny dlohy byly vyfeSeny desetkrat,
aby vypocetni ¢as nebyl ovlivnén jinymi dlohami béZicimi na pozadiﬁ Pro kazdy typ bylo na-
simulovano sto uloh. K opravdovému ovéieni vypocetni vykonnosti zkoumanych fesitelti by
bylo vhodnéjsi pouzit nékterou z kolekci uloh z praxe, naptiklad MIPLIB 2017 Hendel, [2019.
Vysledek by nejspiSe odpovidal vysledkiim dosazenym Hansem Mittelmannem Mittelmann,
2019, Cilem tohoto benchmarku je tedy primarné porovndni Casu inicializace vypoctu, tedy
jak dlouho trva fesiteli zah4jit vypodet, nebof na tlohdch této velikosti samotny Cas feeni je
zanedbatelny. Vysledky pro ulohy linearniho programovani jsou uvedeny v tabulce|l|a vizuali-

zovany na obrdzku

e g= 7 - W

o 19 ‘ ‘
{

LR i
| ; i LT
I [
== i [
Obrézek 1: Porovnéni vypocetniho Casu na trividlni Obrazek 2: Porovnani vypoCetniho Casu na trividlni
tiloze linearniho programovani uloze kvadratického programovéni

6Veskeré vyporty byly proveden na Ubuntu 18.04.04, i5-7400 (4) @ 3.500GHz, 16GB aR 3.6.1.
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Z vysledki je patrné, Ze nejvyssi vypocetni ¢asy maji vykonnéjsi fesitelé Gurobi a MOS-EK
a to napfi¢ vSemi typy uloh. Divodem je by mohla byt vypocetné narocna predpiiprava tdlohy
pred zahdjenim samotné optimalizace. JelikoZ se jednd o closed-source feSitele neni mozné

tento predpoklad nijak ovéfit.

Tabulka 1: Vypocetni Casy

Linedrni tloha Kvadraticka dloha
Resitel gurobi Ipsolve mosek gurobi Ipsolve
Druh B C I M |B c 1 M |B C I M |c 1 M |c I M|
primér 1349 1456 2288 2366 | 328 341 587 470 | 83 716 4000 2756 | 13145 3.4 28 | 8400 121 95 |

maximum 2228 8280 5692 12740 ‘ 541 550 1016 979 ‘ 189 1153 10632 13311 ‘ 1850.1 7.4 103 ‘ 1159.6 245 235 ‘

\
\
sméf.odeh. | 190 699 927 1423 |58 58 210 158 | 17 66 2671 2437 | 5390 08 10 | 3486 33 38 |
\
\

minimum | 1203 1199 198 2 | 237 246 105 102 |57 594 198 6 | 14 18 17 |10 14 14 |

Obdobny postup byl pouzit i pro kvadratické tlohy. Opét tedy byla vytvorena sada 100 ndhodné
generovanych uloh pro kazdy typ. Vysledky pro ulohy kvadratického programovani jsou uve-
deny v tabulce |1|a na obrdzku [2| Nejvétsi rozdil byl mezi reSiteli u spojitych tloh, kde Gurobi
byl téméf dvakrat pomalejsi.

4 Zavér

Tento prispévek se zabyval hodnocenim implementace API pro feSitele uloh linearniho a kva-
dratického programovani. Porovnédna byla syntaxe zdpisu a vypocetni rychlost na trividlnich
ulohach pro Gurobi, MOSEK a LpSolve. Z analyzovanych feSitelii se opakované ukazal, a to
jak na linedrnich ulohéch, tak na ulohach kvadratického programovani jako nejpomale;jsi feSitel
Gurobi. Pokud by se vSak jednalo o redlné tlohy tento fesitel je opakované hodnocen jako nej-
rychlejsi z dostupnych fesiteld Mittelmann, 2019/ a rozdil by s ristem naro¢nosti ilohy rychle
vyrovnal. Naopak jeden z nejméné vykonnych feSitelit LpSolve se ukazal jako vhodny fesitel
pro malé ulohy a jeho nasazeni lze tedy doporudit pro ilustrativni ulohy, naptiklad, v rdmci
kurzii zaméfenych na linearni programovani. Dalsi vyhodou tohoto feSitele je, Ze je vydavan
jako open source a ma velmi podrobné zpracovanou dokumentaci. Pokud se jednd o samotnou
implementaci rozdil mezi jednotlivymi feSiteli neni piili§ velky a v pfipadé potfeby by nemélo

byt piili§ ndrocné jednotlivé feSitele vymenit.
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IDENTIFIKACIA STAVOV ZMIEN SPRAVANIA SA ZAKAZNIKOV
PRE PLANOVANIE POCTU OTVORENYCH POKLADNI

IDENTIFICATION OF THE REGIMES IN CUSTOMERS BEHAVIOR
FOR PLANNING THE NUMBER OF OPEN CASHDESKS

Pavel GeZik, Marian Reiff

Abstrakt

Prispevok prezentuje moznosti vyuzitie udajov z pocitadla zakaznikov v maloobchodnych
prevadzkach typu FMCG a modelovanie tychto dat, ktoré moze efektivne ovplyvnit
planovanie potreby otvorenych pokladni. V prispevku su pouzité redlne udaje konkrétnej
prevadzky v danom segmente. Prispevok definuje koeficient prechodu prevadzkou, ktory
mozno uréit z udajov o pocte zakaznikov vstupujucich a vystupujicich zakaznikov z
prevadzky maloobchodu Toto modelovanie je realizované pomocou metodologie Markovov
ho modelu prepinania rezimov, nakol’ko trvanie nakupu nie je priamo merané, ale skryte v
datach o prichode a odchode zdkaznikov. Prave skryté stavy umoznuji spravny vyber
pravdepodobnosti, ktoré uréuji spominany koeficient, ked’ze ten sa v priebehu otvaracej doby
prevadzky meni.

KPucové slova: Markovov model prepinania reZimov, teoria radov, predikcia navstev
obchodu, optimalny pocet pokladni

Abstract

The article presents options on using the data from the customer counter in FMCG retail
establishments and modeling this data, which can effectively influence the open cash registers
planning need. In the article, the real data for a specific location in a given segment are
analyzed. In the article, an operational transition coefficient is defined, which can be
determined from the number of customers entering and leaving the retail store. The modeling
is done using the Markov switching model methodology since the duration of purchase is not
directly measured but hidden in customer arrival and departure information. It is the system's
hidden states, which make it possible to select the probabilities that determine that coefficient
since it varies during the opening hours of a retail store.

Keywords: Markov switching model, Queue Theory, Prediction of Store Visits, Optimal
Cashiers Count

1 UVOD

Urcenie potreby otvorenych pokladni a zaroven predpoklad tvorby radu v maloobchodnych
prevadzkach typu FMCG je zékladné otazka, ktora musi byt zodpovedana na zabezpecenie
plynulého chodu prevadzky. Jeden z klicovych faktorov, ktory ovplyviiuje prechod
zakaznika obchodom je prave Cakanie zédkaznika v rade pri pokladni. Z toho doévodu je prave
optimalizacia v tejto oblasti jedna z najddlezitejSich tloh spojenych s riadenim prevadzky.

Retazce maji Casto zavedené isté pravidla, ktoré s spojené s obsluhou zakaznikov. Tieto
pravidla sleduju tak veduci prevadzok, ako aj obsluha. Predikcia potrebného poctu otvorenych
pokladni radikalne poméha k planovaniu tloh jednotlivych pracovnikov a zaroven prispieva k
plynulej obsluhe zakaznikov.
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Z tychto dvoch hlavnych dévodov je prave odhad poctu zdkaznikov prichddzajicich
k pokladniam jedna z ¢asto riesenych optimalizacnych tloh v maloobchode.

V prispevku na tento odhad je pouzita tedria skrytych Markovovych modelov, ktora sa uz
dlhsie pouziva v oblasti spracovania signdlov, najmid v suavislosti s automatickym
rozpoznavanim reci. Tato teoria vSak poskytuje dostatocne flexibilné, univerzalne modely
aplikovatel'né v pripadoch, ak su k dispozicii data typu ¢asovych radov jednej alebo viacerych
premennych, a to bud kvalitativneho alebo kvantitativneho charakteru, vratane cCasovych
radov s cyklickych vyskytom hodnét. Vd’aka flexibilite modelu sa zaujem o teoriu a aplikacie
skrytych Markovovych modelov rychlo rozsiril aj do inych oblasti. Medzi prvé aplikacie
skryt¢ého Markovovho modelu ¢asovych radov na ekonomickych ukazovateloch mozno
zaradit’ publikdcie (Hamilton 1989) a (Hamilton 1990), kde autor skiima povojnovy vyvoj
hrubého narodného produktu Spojenych statov americkych v zavislosti od skrytych stavov
modelujucich ekonomické cykly v Spojenych Statoch americkych.

Skryty Markovov model je model detekcie signalu, ktory predpoklada, ze pozorované
sekvencie st odvodené zo sekvencie skrytych stavov. Sekvencia skrytych stavov je diskrétna,
modelovana pomocou Markovovho retazca. Skryty Markovov model je teda stochasticky
model (MacDonald a Zucchini 1997). Baum a Petrie (1966) navrhli matematické zéklady
teorie skrytého Markovovho modelu. Autori predpokladaju, ze pozorovania si generované
skrytou sekvenciou, ktora je modelovana Markovovym procesom. V skrytom Markovovom
modeli su latentné stavy neviditel'né, zatial’ o pozorovania (vstupy modelu), ktoré zavisia od
stavov, su viditel'né.

Ak model skrytého Markovovho retazca uvazuje s faktom, ze pozorovatelny proces nie je
zavisly len od sticasného skrytého stavu ale aj predchadzajicich pozorovani pozorovatel'nych
stavov mozno takyto model nazvat Markovov prepinaci model (angl. Markov switching
model) alebo Markovov model prepinania rezimov (angl. Markov regime switching model).

Vo vSeobecnosti mézeme povedat’, Ze skryty Markovov model je skor teoreticka konStrukcia.
Cas zakaznika straveny v predajni ndkupom tovaru, nie je bezne priamo merany u kazdého
zakaznika. VyuZzitim pocitadiel navstev mozno ale merat pocet zdkaznikov na vstupe a
vystupe do predajne v case. Pocitadlo poskytuje udaje o pocte zdkaznikov vstupujucich a o
pocte vystupujucich zékaznikov prevadzky maloobchodu.

Stavy Markovovho retazca mdzeme interpretovat’ ako uroven kvality poskytovania sluZieb,
kde jeden zo stavov je charakterizovany nizkou uroviiou poskytovanych sluzieb
charakterizovany dlhym ¢akanim pred pokladiami, resp. dlhym ¢asom potrebnym na ndkup a
druhy stav s vysokou urovilou poskytovanych sluzieb, teda kratkym ¢akanim pre pokladiiami,
resp. kratkym ¢asom potrebnym na nakup.

2 KOEFICIENT PRECHODU PREVADZKOU A JEHO SKRYTE
STAVY

2.1 Koeficient prechodu priestorom prevadzky

Predikcia tvorby radu je v principe predikcia prichadzajicich zékaznikov k pokladniam
v ur¢itom ¢ase a naslednom urceni potrebného mnozstva obsluznych kandlov. Spdsoby, ako
predpokladat’, resp. robit odhad prichddzajucich zdkaznikov su rézne anajmid dané
Specifikami ret'azca alebo daného typu maloobchodu, ¢i Specifikami prevadzky. NajcastejSie
sa ale tieto odhady robia kratkodobo na zaklade prichadzajicich zakaznikov do
maloobchodnej prevadzky a tak moze manazment prevadzky urit’ potrebny pocet otvorenych
pokladni.
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Uvedeny spdsob umoziuje jednoducho predikovat’ prichadzajucich zakaznikov k pokladniam
za predpokladu poznania ¢asu pobytu v prevadzke ST (ShoppingTime). Cas pobytu v
prevadzke mozno ur¢it ako c¢as medzi okamihom prichodu zékaznika do prevadzky
a okamihom odchodu zakaznika z prevadzky. Vhodnejsie je uvadzat’ ako entitu navstevu a tak
je nutné definovat’ mnozstvo prichadzajucich navstev a mnozstvo odchadzajicich navstev.

Nasledne mozno definovat’ koeficient prechodu prevadzkou, teda koeficient, ktorym mozno
prenasobit’ prichadzajuce navstevy a vysledny pocet navstevnikov s istou pravdepodobnostou
nasledne pride K pokladniam po istom case. Tento Cas sa da ur¢it' z uz spominaného Casu
pobytu v prevadzke, od ktorého sa odpocita ¢as Cakania a Cas obsluhy. VSetky tieto Casy je
pomerné naro¢né presne modelovat’ a tak pre d’alSie potreby je vhodné vyuzivat’ priemerne
hodnoty. Nasledne je mozné stanovit odhadom cas, oaky je nutné zareagovat na
prichadzajuce navstevy.

Vychadzajuc z uvedeného, je mozné pouzitie jednoduchého odhadu poctu prichadzajucich
navstev k pokladniam. Dali by sa vyuzit aj zlozitejSie metoédy, avSak tie budi vyuzivat
rovnaké principy ako takyto jednoduchy odhad. Vol'ba jednotlivych metdd je podmienena aj
gasom, kedy sa predikcia vykonava. Dalej je uvedeny vypoéte koeficientu z uvedenych dvoch
casovych radov.

koef = odchddzajuce navstevy/prichddzajiice navstevy 1)

Porovndvanim tychto dvoch casovych radov je mozné odhadnit’ spominany koeficient a tak
urCit mnozstvo pokladni v case, kedy zékaznici budu priblizne prichadzat’ k pokladaniam
vzhl'adom na ich prichod do prevadzky. Zmeny ¢asu potrebného na ndkup tovaru mozno
analyzovat’ z pozorovatelného ukazovatela poctu odchadzajucich zakaznikov a poctu
vstupujlcich zdkaznikov a modelovat skrytym Markovovym modelom s dvoma stavmi
Vv nasledujucej Casti. Tento koeficient mozno pocitat’ po abstrakcii od Specifickych faktoroch
(zal'udnenost’ prevadzky, sezonnost alebo akcie v jednotlivych zoénach, alebo v celej
prevadzke, vacsie mnozstvo navsStevnikov v zonach prechodu, resp. v ulickéch, naplnenost’
pokladni, rychlost’ jednotlivych prechodov pokladiami, atd’.)

Ak by bol ST pocas celého dna rovnaky, Co je striktne teoretickd situacia, tak by bolo
relativne jednoduché urcit’ pocet prichadzajicich navstevnikov k pokladniam a koeficient nie
je nutny (koef = 1). Danu situaciu popisuje obrazok 1.

Obrazok 1 - Priebeh prichodu a odchodu navstevnikov s konstantnym casom pobytu

»

\ — prichadzajuce navstevy - odchadzajuce navstevy

pocet navstev

- " ST

S T .............

cas

Zdroj: Vlastné spracovanie.

27



V praxi je samozrejme ST rdzny v jednotlivych okamihoch dna a to nielen v savislosti s uz
spomenutymi Specifickymi faktormi ale aj v suvislosti s faktom, ze na ST prave vplyva pocet
otvorenych pokladni. A stouto skutoCnostou je spojena optimalizacia poctu pokladni.
Uvedené ilustruje obrazok 2.

Obrazok 2 - Priebeh prichodu a odchodu navstevnikov s roznym casom pobytu

»
'

— prichadzajice navstevy - odchadzajuce navstevy

t navsteyv

poce

e, . ST

Zdroj: Vlastné spracovanie.

Danu skutoc¢nost’ dobre ilustruju aj priemerné hodnoty vybraného retazca za obdobie 22
ucelenych tyzdiiov od 22. juna 2020 do 22. novembra 2020*, ktoré st na obrazku 3.

Obrazok 3 - Priemerné hodnoty koef.

6:00 7:.00 800 9:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00 16:00 17:00 18:00 19:00 20:00
Pondelok 0,87 094 096 103 093 102 101 105 095 09 104 099 105 109 1,26
Utorck 0,86 090 094 103 098 100 102 104 09 097 099 102 103 112 121
Streda 0,88 094 096 101 099 100 105 102 09 098 101 105 103 106 124
Sturtok 0,86 090 098 098 103 098 102 106 09 097 106 1,01 102 107 127
Piatok 0,87 090 095 1,03 097 102 102 103 09 087 104 104 100 110 124
Sobota 0,77 087 090 098 102 101 111 101 1,02 101 1,00 1,01 1,035 105 121
Nedefa 0,00 083 087 104 097 107 106 101 100 103 099 101 104 107 117

Zdroj: Vlastné spracovanie.

2.2 Markovov model prepinania reZimov pre spravanie sa zakaznikov a jeho odhad

Markovov model prepinania rezimov je odhadnuty pomocou softvéru Eviews pre
maloobchodnu predajiiu na zédklade hodinovych dat o pocte prichaddzajucich a odchadzajucich
zakaznikov. Analyzované je zavisla premenni koef podl'a vzt'ahu (1), sedem nezavislych
kvalitativnych umelych premennych reprezentujicich den v tyzdni (d1 d2, ..., d7) al15
nezavislych kvalitativnhych umelych premennych reprezentujucich hodinu pocas otvaracej
doby od 6:00 do 20:00 (h06, h07, ..., h20) a nezavislé oneskorené exogénne premenné (ar(l),
ar(2)) a premenntt OCCUPANCY, ktora reprezentuje zal'udnenost’.

Odhadli sme viacero verzii modelu pricCom v prispevku prezentujeme model (Tabulka 1)
s najnizSou hodnotou Akaikeho informac¢ného kritéria kde vSetky vysvetlujuce premenné st
Statisticky vyznamné. Vplyv dia v tyZzdni na hodnotu koeficientu sa Statisticky vyznamne
nepotvrdil. Prezentovand verzia modeluje prepinanie medzi rezimami s rdoznou strednou
hodnotou a rozptylom. Odhadnuté boli aj verzie modelujuce len prepinanie medzi rezimami
s roznou strednou hodnotou a rovnakym rozptylom a verzia s rovnakou strednou hodnotou
a roznym rozptylom.

1 . v , . v . ’ v , . e r
20. juna sa zacala posledna, piata vlna uvolfiovania opatreni a tak sa da povedat’, ze sa spravanie zdkaznikov

ustalilo.
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Tabulka 1 - Statistiky pre odhadnuty Markovov model prepinania rezimov

Dependent Variable: KOEF
Method: Markov Switching Regression (BFGS / Marquardt steps)
Date: 11/27/20 Time: 22:31

Sample: 1 2200

Included observations: 2200

Number of states: 2

Initial probabilities obtained from ergodic solution
Standard errors & covariance computed using observed Hessian
Random search: 25 starting values with 10 iterations using 1 standard

deviation (rng=kn, seed=94382250)
Convergence achieved after 24 iterations

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Regime 1
C 0.914656 0.008201 111.5356 0.0000
LOG(SIGMA) -2.196773 0.061508 -35.71496 0.0000
Regime 2
C 0.890737 0.005090 174.9858 0.0000
LOG(SIGMA) -2.719260 0.040276 -67.51557 0.0000
Common
HO08 0.071764 0.009631 7.451042 0.0000
HO09 0.147520 0.008699 16.95887 0.0000
H10 0.134323 0.008517 15.77138 0.0000
H11 0.167571 0.008552 19.59476 0.0000
H12 0.180411 0.008245 21.88146 0.0000
H13 0.166264 0.008176 20.33645 0.0000
H14 0.109005 0.008008 13.61241 0.0000
H15 0.127642 0.008127 15.70651 0.0000
H16 0.171480 0.008199 20.91369 0.0000
H17 0.164111 0.008098 20.26667 0.0000
H18 0.170699 0.008035 21.24400 0.0000
H19 0.214279 0.008103 26.44305 0.0000
H20 0.339339 0.008882 38.20715 0.0000
OCCUPANCY -0.001953 0.000178 -10.96157 0.0000
AR(1) -0.317139 0.022981 -13.80011 0.0000
AR(2) -0.118905 0.021925 -5.423239 0.0000
Transition Matrix Parameters
P11-C 0.661839 0.449066 1.473810 0.1405
P21-C -2.002287 0.380783 -5.258344 0.0000
Mean dependent var 1.008406 S.D. dependent var 0.117871
S.E. of regression 0.081526 Sum squared resid 14.48943
Durbin-Watson stat 2.008557 Log likelihood 2437.429
Akaike info criterion -2.195845 Schwarz criterion -2.138883
Hannan-Quinn criter. -2.175030
Inverted AR Roots -.16-.31i -.16+.31i

Zdroj: Vlastné spracovanie.
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Odhadnuté podmienené pravdepodobnosti prechodu medzi rezimami a strednd hodnota
zotrvania Vv prislusnom stave/rezime st uvedené v tabul’ke 2.

Tabulka 2 - Matica podmienenych pravdepodobnosti prechodov medzi stavom jedna a dva
stredna hodnota zotrvania v prislusnom stave

Equation: EQ02

Date: 11/27/20 Time: 22:41

Transition summary: Constant Markov transition
probabilities and expected durations

Sample: 1 2200

Included observations: 2200

Constant transition probabilities:
P(i, k) = P(s(t) = k | s(t-1) =)
(row =i/ column =)

1 2
1 0.659673 0.340327
2 0.118963 0.881037
Constant expected durations:
| 1 2
| 2.938353 8.405975

Zdroj: Vlastné spracovanie.

Pri analyze ¢asového radu za sledované obdobie pre hodinové data pocas otvaracej doby boli
odhadnuté pravdepodobnosti, v ktorom stave sa pravdepodobne analyzovany systém
nachadza. Tieto pravdepodobnosti si zobrazene na obrazku ¢ 3.

Obrdzok 4 - Odhadnuté pravdepodobnosti v ktorom stave sa analyzovany systém nachddza
(Smoothed Regime Probabilities).
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0.6 0.6 4
0.4 0.4 4
0.2 0.2
0.0 0.0
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Zdroj: Vlastné spracovanie.
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3 ZAVER

Problematika optimalizacie po¢tu a potreby pokladni je spojenda s mnozstvom faktorov a
Specifik jednotlivych prevadzok, ktoré maji ale spolo¢né principy ateda na zaklade
uvedeného v prispevku mozno celkom jednoducho stanovovat’ pocet otvorenych pokladni.
K danému je dobré si ale uvedomovat’, ze na prevadzke mozu nastavat’ rozne situacie a podl'a
nich koeficient upravovat. Odhadnuté dva stavy mozno kumulativne zobrazit’ v prehl'adom
pohl'ade podl'a hodin v tyzdni (Obrazok 5). Vzhl'adom na fakt, Ze tieto stavy sa ,,prepinaju®,
postacuje iba pohl'ad na stav 2.

Obrazok 5 - Vyskyt stavu 2.

6:00 7:00 8:00 9:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00 16:00 17:.00 18:00 19:00 20:00

Pondelok 2 3 8 6 4 3 3 1 0 1 0 0 2 4 5
Utorok 2 3 4 4 3 1 2 1 0 0 0 0 1 3 3
Streda i 9 6 5 2 1 3 0 0 0 3 3 0 2
Strtok 3 3 6 7 6 5 4 3 1 1 2 0 1 2 4
Piatok 4 a4 7 7 5 4 2 1 2 2 1 1 0 3 2
Sobota 3 3 3 2 1 2 5 3 2 2 2 1 0 0 1
Nedela 0 1 5 4 4 a 3 2 0 0 0 0 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie.

Z odhadnuté¢ je zrejme, ze tieto stavy suvisia so zaludnenostou prevadzky hlavne
v doobdenych hodinach, co presne reflektuje jedno z pandemickych opatreni, ktoré prave tieto
hodiny vy¢leniuje ako ,,ndkupne hodiny pre dochodcov®. Prave tento vysledok potvrdzuje
pohl'ad na priemernu zal'udnenost’ za skimane obdobie. Je zrejme, Ze aj ked” zal'udnenost’ ma
podobné hodnoty aj poobede, stav 2 sa v danych hodinach uz nie je taky pocetny, €o je
spdsobené inou Struktirou zakaznikov, ich nakupnym ¢asom inou Struktirou obsluhy.

Obrazok 6 - Priemerné hodnoty zaludnenosti.

6:00 7:00 800 9:00 10:00 11:00 12:00 13:00 14:00 15:00 16:00 17:00 18:00 19:00 20:00
Pondelok 500 9,17 1491 1618 1966 2445 1818 1572 17,15 2565 2857 2584 2280 17,60 10,11

Utorok 582 10,30 1645 17,24 18,70 21,83 1548 1461 1631 22,70 2558 21,30 20,14 1654 9,40
Streda 6,01 10,84 1594 16,35 1895 21,69 1644 1458 17,79 22,76 2548 19,92 17,16 1553 9,31
Stvrtok 555 11,08 16,03 18,10 20,09 2380 1853 1657 19,11 2435 2581 2045 2047 1629 852

Piatok 6,07 12,04 1853 1915 2194 2691 1981 19,70 21,98 2716 2668 2020 1985 1621 9,23
Sobota 6,51 1433 2672 3093 3353 2872 2066 1650 14,76 1528 1808 17,68 17,05 1757 11,08
Nedela 0,00 10,06 16,39 21,03 2225 2276 14,00 12,30 12,23 1217 1357 1472 1465 1288 7,01

Zdroj: Vlastné spracovanie.

Uvedené poukazuje na fakt, Ze uvaZované otvaranie pokladni podla prichadzajicich
zakaznikov je jednoduchSie prave v ¢asoch stavu 2, ¢o sa dalo aj predpokladat’, nakol'’ko
nakup dochodcov je ,.klI'udnejSie* a teda vykyvy nie su az tak bezné.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0339/20 VyuZitie
skrytého Markovovho modelu vo finanénom modelovani.
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METODOLOGICKY POHLAD NA PRIJMOVO
MULTIPLIKATOROVU ANALYZU!

METHODOLOGICAL PERSPECTIVE ON INCOME
MULTIPLIER ANALYSIS
Maridan Goga

Abstrakt

Autor v ¢lanku analyzuje v prvej cCasti niektoré metodologické problémy modelovania
multiplikatorov v input-output analyze so zameranim na prijmovy multiplikator
v Leontiefovom modeli. Analyza ekonomickych désledkov zmien v parametroch, ktoré su pre
Leontiefov input-output model dané exogénne je jednym z jeho hlavnych vyuziti. Vo
vSeobecnosti multiplikatory v input — output modeli predstavuju podiel celkového efektu
uritej zmeny veli¢iny k pociatocnému efektu exogénnej zmeny. V druhej Casti uvadza
metodologicky pohlad na prijmovo multiplikatorovli analyzu v makroekonomickej teorii,
priCom sa zameriava na prijmovy multiplikator, ktory je mierou celkového priameho aj
nepriameho efektu zvySenia findlneho dopytu o jednu petiaznu jednotku.

Krucové slova: Leontiefov model, prijmovy multiplikdtor, principy multiplikatora, celkova
produkcia, spotreba

Abstract

The author in the article analyzes in the first part some methodological problems modeling
multipliers in an input-output analysis, focusing on the income multiplier in the Leontief's
model. The analysis of the economic consequences of changes in parameters that are for the
Leontief’s input-output model given exogenous is one of its main uses. In general, the
multipliers in the input-output model represent the proportion of the overall effect of a
particular change in quantity to the initial effect of the exogenous change. In the second part,
it presents a methodological view of the income multiplier analysis in macroeconomic theory,
focusing on the income multiplier, which is a measure of the overall direct and indirect effect
of increasing the final demand for one monetary drive.

Keywords: Leontief’s model, income multiplier, multiplier principle, final production,
consumption

JEL Classification: C 67, E 29
1 UVOD

Vo vSeobecnosti multiplikatory v input — output modeli predstavuju podiel celkového efektu
urcitej zmeny veli€iny k pociatocnému efektu exogénnej zmeny. Pricom exogénna zmena
(napr. zmena v konecnom dopyte jednotlivych odvetvi) predstavuje hodnotu, na zaklade
ktorej sa postupnym narastanim pociato¢ny efekt transformuje do celkového efektu. V
podmienkach input — output analyzy sa rozliSuju celkové efekty v otvorenych modeloch
(priame + nepriame efekty) a v uzavretych modeloch (priame + nepriame + indukované
efekty) [8, s. 59]. Pri identifikacii a definovani jednotlivych multiplikatorov sa v odborne;j

! Prispevok bol spracovany v ramci rie§enia grantovej ulohy VEGA 1/0193/20: Vplyv priestorovych spillover
efektov na inovacné aktivity a rozvoj regionov EU.
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literatire moézeme stretnut’ s istymi odliSnostami, 1 ked’ ich zakladna myslienka zostava
rovnaka. NajznamejSie a najpouzivanejSie st multiplikator vyroby (produkcie), multiplikator
prijmov, multiplikdtor zamestnanosti, multiplikdtor pridanej hodnoty a multiplikator
dovoznych koeficientov. Rozdielnost’ v nazve jednotlivych multiplikatorov spociva vo vybere
pociato¢ného efektu, resp. exogénnej zmeny.

V ¢lanku sa zameriame v prvej casti na metodologické problémy modelovania
multiplikatorov v input-output analyze so zameranim na prijmovy multiplikator a v druhej
Casti ukdZzeme metodologicky pohl'ad na prijmovo multiplikatorova analyzu
Vv makroekonomickej teorii.

2 PRIJMOVY MULTIPLIKATOR V INPUT-OUTPUT ANALYZE

Input-output multiplikatory su néstroje, vdaka ktorym je mozné predvidat’ dosledky zmeny
dopytu po produkcii jedného odvetvia na celi ekonomiku. Poskytujii rychle odpovede na
mozné vplyvy rastuceho alebo klesajuceho dopytu po odvetvovej produkcii, na mozné
dosledky novych projektov a na vysledky stratégii zameranych na nahradzanie dovozu, a to
nielen v samotnom odvetvi, ale aj vo vSetkych ostatnych odvetviach hospodarstva. Ich
pouzitie je pomerne jednoduché a relativne u¢inné. Pretoze multiplikatory opisuju priemerné
dosledky, nezohl'adnuju vynosy z rozsahu, nevyuzita kapacitu ani technologické zmeny.

Najjednoduch$im a najcastejSie pouzivanym input-output multiplikatorom je multiplikator
vystupu (produkcie), ktory vyjadruje vztah medzi pociato¢nym narastom produkcie (alebo
dopytu) jedného odvetvia a koneénym narastom produkcie vSetkymi odvetviami
hospodarstva. Preto, ak sa zmeni dopyt po produkcii daného odvetvia o jednotku, celkova
produkcia vo vSetkych odvetviach sa zvysi presne o hodnotu multiplikatora. Pri interpretacii
je dolezité poznamenat, ze multiplikator produkcie zapodita tiez cela medzispotrebu, a preto
niektoré vstupy moédzu byt zapocitané opakovane v celom dodavatel'sko-odberatel'skom
retazci. Multiplikatory produkcie byvaju teda zna¢ne nadhodnotené kvoli interpretacii
vysledkov. Okrem uvedeného multiplikdtora mdézeme pre kazdé odvetvie vypocitat aj
multiplikator zamestnanosti, multiplikdtor prijmov, multiplikator pridanej hodnoty
a multiplikator dovozu.

Multiplikator prijmov predstavuje hodnotu prijmov, ktoré v celej ekonomike vygeneruje
zvySenie konecnej spotreby j-tej komodity o jednotku.

Analyza ekonomickych ddsledkov zmien v parametroch, ktoré st pre Leontiefov input-output
model dané exogénne je jednym z jeho hlavnych vyuZiti. Na tcely takejto analyzy sa ako
vel'mi vhodny javi prave Leontiefov input-output model. Na zéklade tohto modelu vieme
pomocou prislus$nej Leontiefovej inverznej matice vypocitat, aky dosledok mé dana okamzita
zmena v kone¢nej spotrebe na objemy produkcie v§etkych komodit v hospodarstve [1].

Pri analyze vychadzame z maticovo — vektorového zapisu ststavy distribu¢nych rovnic
Vv tvare:

AX+y=X, 1)
resp. (I-A)x=y, (2)

kde A = [ajjlnn, X=[Xilna, Y=1[Yiln1 a | je jednotkova matica.
Vztahy (1) a (2) predstavuji sustavy linearnych rovnic, ktoré tvoria zaklad otvoreného
statického leontiefovského input—output modelu [10].
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Tento input—output model zobrazuje systém, ktorého zlozkami su odvetvia. Otvoreny je preto,
lebo produkcia odvetvi sa spotrebuiva nielen vo vyrobnej sfére, ale aj mimo nej, vo sfére
konec¢nej (findlnej) spotreby. Na druhej strane do systému vstupuji zlozky, vytvarané mimo
vlastného systému (primarne zdroje). St to najmé pracovné sily, kapital, produkcia z dovozu
a pod. Systém je teda spojeny urCitymi vézbami so svojim okolim tak na strane vystupu
(outputu), ako aj na strane vstupu (inputu).

Na vypocet multiplikatorov, ktoré vyhodnocuju efekty niektorych premennych na hodnotu
ekonomickej aktivity sa pouzivaji vizby jednotlivych sektorov zachytené v Leontiefovej
inverznej matici. Pri rieSeni sa vyuziva vzt'ah (2) modifikovany do tvaru:

x=(1-A)".y, 3)
resp. x=R.y, 4)
kde R=[rj]=(-A"
Prvky inverznej matice rij (i, j = 1, 2, ..., n) nazyvame celkovymi (komplexnymi)

koeficientmi spotreby. Zavisia iba od technickych koeficientov a; a maji charakter
parametrov.

Systém linearnych rovnic predstavujtici Leontiefov input-output model teda zachytava priame
aj nepriame efekty zmeny v objeme konecnej spotreby danej komodity. Prostrednictvom
jednotlivych stipcov Leontiefovej inverznej matice tento model umoziuje vy&islit' dosledky
zmeny v konec€nej spotrebe jednej z komodit na jednotlivé objemy produkcie vSetkych
komodit v hospodarstve.

Ststavu (4) mozno zapisat’ aj v tvare
Xi= >y, i=1,2,..,n (5)
j=1

Koeficienty rjj vyjadruji teda nutny rozsah vyroby v i-tom odvetvi (i = /, 2, ..., n) potrebny
na zabezpeCenie vyroby jednotky produkcie j-tého odvetvia pre kone¢nu spotrebu.

Komplexné koeficienty spotreby (koeficienty celkovej spotreby) rij vyjadruji tiez prirastok
produkcie i-tého odvetvia na jednotkovy prirastok konecnej spotreby produkcie j-tého
odvetvia. Vyplyva to z derivacie vzt'ahu (5)

OX; -
—L = Tij, I,J:l, 2,..,N (6)
o,

Medzi prirastkom konecnej spotreby Ay a prirastkom objemu celkovej produkcie AX plati teda
vztah

Ax=(1-A)" Ay (7

Matica (I — A)™ sa preto tieZ nazyva maticovym multiplikatorom, ktory transformuje zmeny
Vv konecnej spotrebe na zmeny v objeme vyroby. Koeficienty rjj sa vztahuji na konecnu
spotrebu; na rozdiel od koeficientov priamej spotreby ajj (tie sa vztahuju na celkovy objem
produkcie odvetvi), preto sa nazyvaju aj koeficientmi celkovej materialovej spotreby [5].

Zmena konec¢ného dopytu generuje nielen priame, ale aj nepriame efekty, ktoré vzniknu touto
zmenou dopytu. Priame efekty vyjadruji, ze ak sa zvysi kone¢na spotreba v i-tom odvetvi o
jednotku, musi odvetvie i vyrobit' o jednotku viac. AvSak toto zvySenie vyroby v odvetvi i

3
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sposobené zvysenim spotreby i-t¢ho odvetvia je podmienené zvySenim vyroby aj v ostatnych
(n — 1) odvetviach, ktoré su dodavateI'mi vstupov do odvetvia i. Tieto zmeny sposobuju, Ze
konec¢ny efekt na ekonomiku je vacsi ako pociato¢na zmena konecného dopytu.

Komplexné koeficienty spotreby rij st vzdy nezdporné a vicSie alebo rovnajiice sa
zodpovedajucim technickym koeficientom. Medzi koeficientmi priamej a celkovej spotreby
ajj a rjj plati vzt'ah:

rij

IV

djj , Lj=1,2,..,n (8)
i > 1+ a;, i=1,2,...,n

Tento vzt'ah bezprostredne vyplyva z moznosti rozkladu matice (I — A)'1 do konvergujucej
postupnosti matic [12, s. 291].

A=A =1+A+A%+  + A+ 9)
(A" 5 0, pre k — o).

Je dokdzané, ze konvergencia tohto sictu a zaroven platnost’ rovnosti st ekvivalentné so
splnenim Hawkinsovej — Simonovej podmienky, ktord je nutnou a zaroven postacujicou
podmienkou pre samotnt existenciu Leontiefovej inverznej matice [13, s. 363].

Takyto rozklad je mozny vtedy, ak plati
limy, Lo AT = 0. (10)
Dalej vo vztahu (9) s¢itame vietky matice, okrem prvej a druhej a sucet oznadime R*:
R*= A2+ A%+ .+ AR+ . (11)

Maticu komplexnych koeficientov R mdzeme potom napisat’ v tvare, v ktorom sa da pouzit’
na skiimanie Struktury hospodarstva:

R=(I-Al=1+A+R* (12)

Pretoze matica A je nezaporna (a;; > 0), st nezaporné aj mocniny matice A a tieZ matica R*,
ktora je si¢tom mocnin matice A, je nezaporna (rj* > 0,1,j=1,2, ..., n).

Pre jednotlivé komplexné koeficienty spotreby rj; plati:

= alj + rij* + 5”’ (l,J = 1,2, ceey n), (13)

=
=

kdeaj >0, r*>0 a 6; =1, pre i=],
gij =0, pre i#j.

Odtial' vyplyva, ze komplexné koeficienty spotreby rjj si nezdporné a si vicSie alebo
rovnajuce sa zodpovedajucim technickym koeficientom a;j. Tie koeficienty, ktoré v matici R
lezia na hlavnej diagonale (rjj, pre i = ]), st vacsie alebo rovnajuce sa 1, lebo d;; = 1, pre i =
J.

Ako sme uz spomenuli, multiplikdtor prijmov urcuje vysku prijmov, ktoré v ekonomike
generuje jednotka produkcie j-tej komodity pre kone¢nt spotrebu.

Na vypocet tohto multiplikdtora je potrebné poznat' koeficienty prijmov za jednotlivé
komodity. Koeficienty prijmov vyjadruji linearny vztah medzi objemom produkcie j-tej

komodity a prijmami, ktoré musia byt v suvislosti s produkciou tejto komodity vyplatené.

4
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Hodnoty tychto koeficientov sa daji ziskat' vydelenim hodnoty prijmov suvisiacich s
produkciou danej komodity celkovym objemom produkcie danej komodity. VSetky tieto
hodnoty st sucast'ou input-output tabul’ky.

Diagonalnu maticu prijmovych koeficientov oznacime ako Kp. Ak sa tato matica vynasobi
sprava Leontiefovou inverznou maticou (I — A)™, vznikne matica kumulativnych koeficientov
prijmov:

R,=A, (I-A)" (14)

Prvok matice R, vyjadruje objem, o ktory sa musia v produkcii i-tej komodity zvysit’ prijmy
na to, aby mohlo byt pre kone¢nu spotrebu vyprodukované jednotkové mnozstvo j-tej
komodity. Multiplikator prijmov j-tej komodity sa potom vypocita ako prislusny stlpcovy
stcet prvkov tejto matice:
m(p); = X1 1y (15)

Ak je vztah medzi objemom produkcie jednotlivych komodit a vyplatenymi prijmami
linearny, potom sa daju odhadnit’ dosledky zmeny v objeme konecnej spotreby danej
komodity na celkovu hodnotu prijmov v ekonomike.

Celkovu hodnotu prijmov generovant jednotlivymi zloZkami kone¢nej spotreby mozno ziskat’
vynasobenim matice kumulativnych koeficientov prijmov R, prislusnymi vektormi konec¢ne;j
spotreby:

pc= Rp.yc;  Pc¢= Rp.ye; Ppi= Rp.y;; Pe= Rp.yr (16)

kde yc je vektor kone¢nej spotreby domacnosti, ys je vektor kone¢nej spotreby Statnej
spravy, ysje vektor investicii a yz je vektor exportu.

Sucet vektorov prijmov generovanych jednotlivymi zloZkami kone¢nej spotreby sa musi
rovnat’ vektoru celkovych prijmov prisluchajucich jednotlivym komoditam, uvedenému v
input-output tabul’ke:

p=pc + p¢ +ps +pr (17)

Na zéklade hodndt prijmov generovanych jednotlivymi zlozkami kone€nej spotreby
vypoCitame mutliplikatory prijmov tychto zloziek konecnej spotreby. Hodnoty
multiplikdtorov prijmov jednotlivych zloziek konec¢nej spotreby potom vypocitame ako
podiely hodnét generovanych prijmov a prislusnych objemov konecnej spotreby:

n
. 1.7 v . 7 7 j=1DP
e multiplikator konec¢nej spotreby domacnosti: m(p)c= —ZL 1yc ,
j=1YC
ey . e Yi.p
e multiplikator konecnej spotreby Statnej spravy: m(p)c = ﬁ,
j=17G
. e, . , ey Z;’l=1 144
e multiplikator investicii: m(p);==—,
Z}':l VI
v oger Z;‘l=1 PE
e multiplikator exportu: m(p)r= = .
Zj:l YE

Tieto multiplikatory kvantifikuju hodnoty prijmov generovanych jednotkovym objemom
danej zlozky kone¢nej spotreby. Umoznuji vypocitat dosledky zmien v jednotlivych
zlozkach konecnej spotreby na celkovi hodnotu prijmov v ekonomike.
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3 PRIJMOVY MULTIPLIKATOR V MAKROEKONOMII

V makroekonomickej tedérii sa modzeme stretnut’ aj sinym pohladom na prijmovo-
multiplikatorovl analyzu, ktora vychadza z tychto predpokladov: [6]

e kone¢na produkcia (HDP) Y sa pouzije na ndkup spotrebnych tovarov (vydavky
obyvatel'stva na spotrebu C), na nakup investicii (hrubu tvorbu kapitalu I) a na vladne
vydavky (kone¢na spotreba Statnej spravy G),

e vydavky obyvatel'stva na spotrebu st funkciou kone¢nej produkcie (disponibilného
dochodku).

Matematicky sa tieto predpoklady daju vyjadrit’ takto:
Y=C+I+G
C=aY+F (18)
kde
a je konstanta, ktora indikuje vplyv kone¢nej produkcie na vydavky na spotrebu,
Fc - vplyv ostatnych faktorov na spotrebu.

Predpokladajme, ze hodnoty | a G st vopred zndme (exogénne). Potom rovnice (18) moZeme
upravit’ do tvaru

Y-C=1+G
-aY + C = F, (19)

Uvedent ststavu linearnych rovnic mézeme vyjadrit’ aj pomocou maticového zapisu: [7, S.

29]
1 -1||Y 1+G
o e e e
Zo vzt'ahu (20) vieme vypocitat’ inverzni maticu, a teda aj nezname hodnoty Y a C:
Y _ %__a) }6__3_) 1 +G
c| |a 1 F 1)
Pi-a) Ji-a)

Zo vztahu (21) vyplyva, Ze hodnoty Y a C zéavisia od hodnoét I, G a F.. Ak by sme vy¢islili
tieto vzt'ahy v hospodarstve za dve obdobia (oznaéme ich 1 a 2) a predpokladali by sme, Ze
vydavky $tatnej spravy st konstantné, vyraz (21) méZeme vyjadrit’ a zapisat’ takto:

b e

T

Teraz odpocitame vyraz (22 a) od vyrazu (22 b) a dostaneme:
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Kt e = N

Vzt'ah (23) vyjadruje, Ze zmena konecnej produkcie (4Y = Y, — Y1) a zmena vo vydavkoch na
spotrebu (AC = C, — C;) zavisia od zmien vydavkov na investicie (4/ = I, — |;) a od zmeny
preferencii spotrebitefov (4F, = Fg — Fe). Dalej predpokladajme, Ze doslo k zmene
V investiciach, ale preferencie spotrebitel'ov sa nezmenili, nezmenila sa ani funkcia spotreby
[2]. Potom

L el

Po vynasobeni dostaneme tento vysledok:

— —a
AY = (1_a) a AC = (1_a). (25)
Uvedeny vysledok mo6zeme analyzovat’ takto: ak obyvatel'stvo spotrebuje iba Cast’ prirastku
svojho dochodku (a < 1) aked sa investicie zvysia o jednu pefiaznu jednotku, koneéna
produkcia vzrastie o viac ako jednu penaznt jednotku. Priame zvySenie kone¢nej produkcie
0 jednu peniaznu jednotku a nepriame zvySenie mdézeme vypocitat’ pomocou matice v (24).

Bude ¢init’ %_ a) pettaznych jednotiek, takZe celkovy efekt bude 1 + [ %L— a)} = }6__ a)

petiaznych jednotiek. Cim blizsie k jednotke je hodnota a, tym viési je nepriamy efekt (a teda
aj celkovy efekt) =zvySenia vydavkov na investicie na konecnu produkciu.

V makroekonomickej teorii sa cislo }6__ a) nazyva prijmovy multiplikator. Prijmovy

multiplikator je mierou celkového priameho aj nepriameho efektu zvysenia findlneho dopytu
0 jednu penaznu jednotku [7, s. 30].

4 ZAVER

Cielom ¢lanku v ramci vyskumu bolo analyzovat' metodologicky pohl'ad na postavenie
multiplikatorov Vv ekonomike z hladiska réznych ukazovatelov a meratelnych vystupov
zalozenych na input-output analyze. Uké4zali sme moZnosti odvodenia prijmového
multiplikatora a jeho vyuzitie pri tvorbe analyzy ekonomickych prinosov. Analyzovali sme
efekty jednotlivych zloziek koneéného pouzitia na prijmovy multiplikator. Nase zavery
potvrdili vyznamnu ulohu domaceho dopytu pri tvorbe celkovej produkcie a celkovych
prijmov v ekonomike, pricom jednoduché $tatistiky jeho vyznam skor podcenuju.

V ¢lanku sme identifikovali vyznam prijmového multiplikatora v ekonomike. Niektoré
odvetvia prindsaju pre ekonomiku malé celkové efekty, vzh'adom na ich velkost, ale vyrazné
prinosy z jednej dodato¢nej jednotky celkovej spotreby. Iné st dodlezité prave svojou
vel'kost'ou alebo previazanost'ou s inymi odvetviami. Ani kI'i¢ové odvetvia by neprinasali pre
rozvoj celého narodného hospodarstva pozitivne vystupy, ak by dobre nefungovali komplexné
vdzby medzi odvetviami navzdjom. Uvedené suvislosti a empirické vysledky v ¢lanku mézu
byt podkladom pri tvorbe hospodarskej politiky.
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Spracovanie  dalsich  metodologickych a  aplikacnych  problémov  spojenych
s multiplikatorovou analyzou v input-output analyze za ekonomiku Slovenska a jej regiony je
napliou d’alSej etapy vyskumu autora ¢lanku.
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SROVNANiKAPACFFZDRAVQTNiPECEPRO(I“HD19RMJENTY
V KRAJICH CESKE REPUBLIKY

COMPARISON OF HEALT CARE CAPACITIES FOR PATIENTS
WITH COVID 19 IN THE REGIONS OF THE CZECH REPUBLIC

Jakub Hanousek

Abstrakt

Clanek se zabyva srovnanim kapacit zdravotni péée v krajich Ceské republiky pro pacienty
snemoci COVID 19. Zdravotni kapacity jsou méfeny metodou analyzy obalu dat. Metoda
analyzy obalu dat je metoda linedrniho programovani, kterd se vyuZzivd pro hodnoceni
efektivnosti homogennich produkénich jednotek. Cilem pfispévku je srovnat kapacity
zdravotni pée mezi kraji Ceské republiky pro pacienty s nemoci COVID 19. Kapacity
zdravotni péce jsou v tomto prispévky definovany jako pocty lazek ARO + JIP pro dospélé a
lazka s kyslikem. Z vysledki je patrné o kolik by se méla navysit lizka zdravotni péce
v danych krajich, aby v celé Ceské republice byla srovnatelna zdravotni pée pro pacienty
s COVID 19.

Klicova slova. COVID 19, Zdravotni péce, Analyza obalu dat

Abstract

This article deals with comparison of health care capacities for patients with COVID 19 in the
regions of the Czech Republic. Health care capacities are measuring by data envelopment
analysis. Data envelopment analysis is a linear programming method that is used to measure
efficiency of homogenous production units. The goal of this article is to compare health care
between regions for patients with disease COVID 19. The health care capacities are the capacity
of anesthesiology resuscitation beds + intensive care beds and beds with oxygen. The results show
how much health care beds should be increased in the given regions, so that there would be
comparable health care for patients with COVID 19 in the whole Czech Republic.

Keywords: COVID 19, Health care, Data envelopment analysis

1 UVOD

Nemoc COVID 19 je nové onemocnéni, které zpuisobuje novy typ koronaviru SARS-CoV-2.
Tento koronavirus se objevil na konci roku 2019 v Cinské lidové republice. B&hem
nasledujiciho roku se rozsifil po celém svété. Onemocnéni je pievazné nebezpetné pro
rizikové skupiny. Do rizikovych skupin se fadi stafi lidé a lidé oslabeni jinou chorobou. Jako
ptiklad téchto rizikovych chorob mizeme uvést cukrovka, ¢i hypertenzi. Mize se stat, ze
hospitalizaci mtze potfebovat i jinak zdravi cloveék. Narlst pacientd vyvolava tlak na
zdravotni systém po celém svété. Tento &lanek je zaméfen pouze na kraje Ceské republiky.
V ¢lanku budou analyzovéany kapacity lizek ARO + JIP pro dospélé a kapacity lazek
s kyslikem. Analyza bude provadéna metodou linearniho programovani analyzy obalu dat.
Analyza obalu dat je zalozena na srovnani efektivnosti homogennich produkénich jednotek.
Kazdé produkéni jednotka spotiebovava urcité mnozstvi vstupt a produkuje urcité mnozstvi
vystupti. V tomto ¢lanku je produkéni jednotka definovana jako kraj Ceské republiky. Vstup
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je definovan jako celkovy pocet nakazenych nemoci COVID 19 v kraji. Vystupy jsou
definovany pocty lizek ARO + JIP pro dospélé a kapacity lazek s kyslikem v pfislusSném
kraji. Data se vztahuji k datu 11.11.2020.

2 METODY

Maximalizovat: X

Za podminek: Zukyk/. <Xx; j=1,2,.,n, (D
k=1
Zukyiq = 1
k=1

u ¢ 1=12,.,m,

Kde X, je skore efektivnosti hodnocené produkeni jednotky. X; je mnoZstvi vstupl
spotiebovavanych produkéni jednotkou j. y; je mnoZstvi vystupli vyprodukovanych
produkéni jednotkou j. u, jsou vahy vystuptia ¢ je infinitezimalni konstanta. V. modelu

orientovaném na vystupy efektivni jednotky dosahuji skére 1. Neefektivni jednotky maji
skore mensSi vétsi nez 1. Skore neefektivni jednotky vyjadruje potrebné navySeni
vystupt, diky které by se stala j jednotka efektivni.
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3 APLIKACE

V souladu s predchozim vykladem bude za produkéni jednotku povaZzovan kraj Ceské
republiky. Budeme tedy analyzovat celkem 14 produkénich jednotek.

Vstup: pocet nakazenych
Vystup: kapacity luzek JIP + ARO pro dospélé, kapacity standartnich lizek s kyslikem

Pocet Ltuzka (ARO+JIP Ltzka (standardni s

Kraj nakaZenych dospéli) kyslikem)
Praha 53862 836 3199
Stredocesky 57310 284 2042
JihocCesky 27796 249 1697
Plzensky 24205 150 1211
Karlovarsky 8947 78 598
Ustecky 28968 251 1368
Liberecky 18564 117 895
Kralovehradecky 23584 243 1561
Pardubicky 21047 133 543
Vysocina 22720 151 1402
Jihomoravsky 41611 568 2197
Olomoucky 27317 185 1472
Zlinsky 30259 170 626
Moravskoslezsky 46622 430 2735

Tabulka 1: hodnoty vstupt a vystupi
Pomoci vztahu (1) ziskame vysledné hodnoty efektivnosti. Vysledky jsou v tabulce 2.

Kraj Skore efektivnosti
Praha 1,00
Stiedocesky 1,87
JihocCesky 1,09
Plzensky 1,34
Karlovarsky 1,00
Ustecky 1,36
Liberecky 1,39
Kréalovehradecky 1,00
Pardubicky 2,34
Vysocina 1,08
Jihomoravsky 1,13
Olomoucky 1,24
Zlinsky 2,76
Moravskoslezsky 1,13

Tabulka 2: vysledné miry efektivnosti
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Produk¢ni jednotky, které jsou efektivni, dosahuji skore 1. Neefektivni produkéni jednotky
maji skore >1. U neefektivnich produkénich jednotek nam skore tikd, o kolik by produkéni
jednotka musela navysit svoje vystupy, aby se stala efektivni produk¢ni jednotkou.

Efektivnimi produk¢énimi jednotkami jsou kraje Praha, Karlovarsky a Kralovehradecky.

Obrazek 1: Mapa Ceské republiky
K Modelu (1) naformulujeme dualni model.

Maximalizovat: g =g, +&(e's" +e's')
Za podminek: XA+s =X,

Y-8 = ¢qu (2)

As',s >0
Model se snaZi najit virtudlni jednotku charakterizovanou vstupy XA a vystupy YA, které
jsou linedrni kombinaci vstupti a vystupii ostatnich jednotek a které nejsou hor$i nez vstupy a
vystupy hodnocené jednotky. A =(4; 4,;....4,, ), je vektor vah, které jsou prifazené

jednotlivym produkénim jednotkdm. Jedna se o proménné modelu. Hodnocend jednotka je
efektivni, pokud virtualni jednotka s témito vlastnostmi neexistuje, resp. je totozna s
hodnocenou jednotkou. Tato situace nastane, jestliZze optiméalni hodnota ucelové funkce

9" =1. Pokud je hodnota ticelové funkce >1 jednotka efektivni neni. Hodnota proménné ¢,

vyjadiuje potiebnou proporciondlni zménu navySeni vystupii, aby se hodnocend jednotka stala
efektivni.

Cilové hodnoty vystupli pro dosazeni efektivnosti neefektivni jednotky Ize ziskat pomoci
vztahu (3)

Yq =Yqts” ©)

podle vztahu (3), vypocitame potiebné hodnoty vystupt (virtudlni vystupy), aby se hodnocena
jednotka mohla stat efektivni.
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Lazka (ARO+JIP Virtualni Ltzka (standardni s Virtualni

Kraj dospéli) vystup kyslikem) vystup

Praha 836 836,00 3199 3199,00
Stredocesky 284 530,96 2042 3817,66
JihoCesky 249 270,88 1697 1846,14
Plzensky 150 211,02 1211 1617,81
Karlovarsky 78 78,00 598 598,00
Ustecky 251 341,51 1368 1861,30
Liberecky 117 162,18 895 1240,64
Kralovehradecky 243 243,00 1561 1561,00
Pardubicky 133 311,14 543 1270,27
Vysocina 151 198,07 1402 1518,56
Jihomoravsky 568 640,68 2197 2478,12
Olomoucky 185 238,15 1472 1825,81
Zlinsky 170 469,65 626 1797,16
Moravskoslezsky 430 484,35 2735 3080,68

Tabulka 3: Potfebné navyseni vystupt

V tabulce ¢&islo 3. vidime potfebné navyseni kapacit lizek u neefektivnich kraji v Ceské
republice, aby se tyto kraje mohli stat efektivnimi. U efektivnich kraji zistavaji hodnoty
stejné.

4 ZAVER

Tento ¢lanek srovnal rozlozeni zdravotnich kapacit v Ceské republice pro pacienty COVID
19. Analyza byla provadéna pomoci modeli analyzy obalu dat. Z vysledkl je patrné, Ze
v ramci krajii Ceské republiky jsou kapacity pomérné nevyrovnana. Z toho hlediska si nejlépe
stoji kraje Praha, Karlovarsky a Kralovehradecky. Nejhtife dopadly kraje Pardubicky a
Zlinsky. V Pardubickém kraji by bylo potfeba navysit kapacity ltizek 0 134%. To znamena
navysit kapacitu lazek ARO a JIP z 133 na 312 a kapacity luzek s kyslikem z 543 na 1271. Ve
Zlinském kraji je situace dokonce horsi. Ve Zlinském kraji je potieba navysit kapacity lazek o
176%. Celkem by tedy bylo zapotiebi ze soucasnych 170 lizek ARO + JIP navysit kapacity

na 470 lazek. U lazek s kyslikem by bylo zapotiebi navysit kapacitu ze soucasnych 626 luzek
na 1798 lazek.
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APLIKACE MODELU :ANALYZY OBALU DAT NA SIRENI NEMOCI
COVID 19 V MESICI RIJNU 2020 V KRAJICH CESKE REPUBLIKY

AN APLICATION DATA ENVELOPMENT ANALYSIS MODEL TO
SPREAD DISEASE COVID 19 IN OCTOBER 2020 IN THE CZECH
REPUBLIC

Jakub Hanousek

Abstrakt

Clanek se zabyva analyzou vyvoje situace nemoci COVID 19 v Ceské republice v mésici
fijnu roku 2020. Analyza je provadéna pomoci metody analyzy obalu dat. Metoda analyzy
obalu dat je metoda linearniho programovani, ktera slouzi k méteni efektivnosti homogennich
produkénich jednotek. Produkéni jednotka je v kontextu toho ¢lanku chapana jako jeden den
v uréitém kraji Ceské republiky. Cilem je najit produkéni jednotky, které jsou efektivni. Poté
bude méfena relativni vzdalenost mezi efektivnimi a neefektivnich produkénimi jednotkami.

Kli¢ovd slova: COVID 19, Analyza obalu dat, Ceska republika

Abstract

This article deals with spread of disease COVID 19 in the Czech Republic in October 2020.
The data are analysed by data envelopment analysis method. Data envelopment analysis is a
method of linear programming. This method is used to measure the efficiency of
homogeneous production units. The product unit in this article is one day in one region of the
Czech Republic. The goal of this article is to find the efficiency units. Finally, the relative
distance between efficient and inefficient production units will be measured.

Keywords: COVID19, Data envelopment analysis, Czech Republic

1 UVOD

Celosvétovym tématem roku 2020 se stala pandemie nového typu koronaviru, ktery
zpiisobuje nemoc Covid 19. Situace v Ceské republice je pomémé velice specifick. Jarni
vlnu Ceska republika v celosvétovém méfitku zvladla jako jedna z nejlepsich. Letni mésice
v Ceské republice prob&hly pomémé ve standartnim rezimu. Bylo sice znateln& méné turistd
ze zahranici, ale restrikce pro ob&any Ceské republiky byly minimalni. Zlom nastal koncem
1éta, kdy se situace v Ceské republice za¢ala pomalu zhor$ovat. Pomyslny olej do ohné pilil
néstup déti do $kol zadatkem zati a velice vagni piistup vlady Ceské republiky k celé situaci.
Sta¢ilo pouze nékolik tydnii a situace v Ceské republice se dramaticky zhorsila. Zemé, ktera
patfila mezi premianty s bojem proti pandemii, se stala zemé¢, ktera se ocitla na celosvétovém
chvostu.

Tento ¢lanek bude analyzovat situaci béhem mésice Fjna v jednotlivych krajich Ceské
republiky. Analyza bude provadéna pomoci metody analyzy obalu dat. Metoda analyzy obalu
dat je metoda linearniho programovani, kterd slouzi k méfeni efektivnosti homogennich
produkénich jednotek. V tomto ¢lanku je produkéni jednotka chépana jako pfislusny den
Vv ptisluSném kraji. Budeme tedy porovnavat celkem 434 produk¢nich jednotek.
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2

METODY

Maximalizovat y,

Zapodminek  y,<>'v.x,
=1

iy

m
2vixig =1
i=1

v,2¢ I=1,2,.,m,

J=

1,2,..,n,

(1)

Kde vy, je skore efektivnosti hodnocené produkeni jednotky. x; je mnoZstvi vstupl

spoti'ebovavanych produkéni jednotkou j. y; je mnozstvi vystupli vyprodukovanych

produkeni jednotkou j. v, jsou vahy vstupili a ¢ je infinitezimalni konstanta. V modelu

orientovaném na vstupy efektivni jednotky dosahuji skore 1. Neefektivni jednotky maji
skore mensi nez 1. Skére neefektivni jednotky vyjadiuje potirebnou redukci vstupt, diky
které by se stala j jednotka efektivni.

3 APLIKACE

Kazda produkéni jednotka ma dva vstupy a jeden vystup. Vstupy produkéni jednotky jsou
pocty nakazenych a zemfelych v daném dni a pfislusném kraji. Vystup je pocet obyvatel
vV daném dni a pfislusném kraji v tisicich. Skore neefektivnich produkénich jednotek bude
vyjadfovat potfebnou redukci nakazenych a mrtvych vzhledem k efektivnim produkénim
jednotkam.

Kraje Ceské republiky jsou znaeny pomoci zkratek, které jsou uvedeny v néasledujici tabulce.

Kraj Praha Stiedocesky | Jihocesky Plzensky Karlovarsky | Ustecky Liberecky
Znaceni A S C P K ) L

Kraj | Kralovehradecky | Pardubicky | Vyso€ina | Jihomoravsky | Olomoucky | Zlinsky | Moravskoslezsky
Znaceni H E J B M Z T

Tabulka 1: Znaceni kraja

V nasledujici tabulce jsou uvedeny miry efektivnosti a primérné miry efektivnosti
Vv jednotlivych dnech a krajich.

Datum/Kraj A S C P K U L H E J B M Z T o

31.10.2020 | 0,06 | 0,03 | 0,03 | 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,04 | 0,06 | 0,05 | 0,03 | 0,04 | 0,04
30.10.2020 | 0,05 | 0,03 | 0,02 | 0,05 | 0,05 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,02 | 0,03 | 0,03
29.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,04 | 0,02 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,05 | 0,03
28.10.2020 | 0,05 | 0,03 | 0,02 | 0,04 | 0,05 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04
27.10.2020 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,05 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,02 | 0,04 | 0,03
26.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,12 | 0,04 | 0,05 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,04 | 0,05
25.10.2020 | 0,07 | 0,08 | 0,06 | 0,05 | 0,03 | 0,05 | 0,05 | 0,03 | 0,07 | 0,05 | 0,10 | 0,05 | 0,04 | 0,06 | 0,06
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24.10.2020 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,04 | 0,05 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,04 | 0,05 | 0,02 | 0,05 | 0,04
23.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,05 | 0,083 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,03 | 0,03
22.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,06 | 0,04 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,05 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,04
21.10.2020 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,03 | 0,04 | 0,02 | 0,03 | 0,03 | 0,04 | 0,02 | 0,02 | 0,04 | 0,03
20.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,08 | 0,07 | 0,04
19.10.2020 | 0,06 | 0,05 | 0,07 | 0,06 | 0,05 | 0,08 | 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,06 | 0,07 | 0,04 | 0,04 | 0,06 | 0,06
18.10.2020 | 0,09 | 0,09 | 0,22 | 0,06 | 0,07 | 0,05] 0,21 | 0,09 | 0,22 | 0,07 | 0,16 | 0,12 | 0,06 | 0,07 | 0,10
17.10.2020 | 0,05 | 0,05 | 0,05 0,04 | 0,07 0,21 ] 0,05 0,04 | 0,08 | 0,04 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,10 | 0,06
16.10.2020 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,03 | 0,06 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,05 0,03 | 0,05 | 0,04 | 0,03 | 0,06 | 0,05
15.10.2020 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,04 | 0,09 | 0,06 | 0,04 | 0,06 | 0,06 | 0,11 | 0,06 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,06
14.10.2020 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,07 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,06 | 0,04 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05
13.10.2020 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 0,20 | 0,09 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,07 | 0,05 | 0,09 | 0,05 | 0,09 | 0,06
12.10.2020 | 0,09 | 0,09 | 0,47 | 0,08 | 0,20| 0,26 | 0,21 ]| 0,090,212 | 006 |0,16|0,07]0,10]0,13]0,11
11.10.2020 | 0,12 | 0,16 | 0,25 | 0,16 | O,27 | 0,17 | 0,22 | 0,19 | 0,23 | 0,15 | 0,14 | 0,29 | 0,08 | 0,10 | 0,17
10.10.2020 | 0,09 | 0,08 | 0,10 | 0,10 | 0,20 | 0,10 | 0,09 | 0,08 | 0,16 | 0,20 | 0,10 | 0,24 | 0,09 | 0,22 | 0,11
9.10.2020 | 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,08 | 0,09 | 0,08 | 0,06 | 0,09 | 0,07 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,06 | 0,06
8.10.2020 | 0,08 | 0,20 | 0,08 | 0,09 | 0,21 | 0,20 | 0,22 | 0,22 | 0,08 | 0,08 | 0,11 | 0,08 | 0,07 | 0,11 | 0,10
7.10.2020 | 0,07 | 0,07 | 0,09 | 0,0 | 0,08 | 0,11 | 0,10 | 0,24 | 0,43 | 0,09 | 0,09 | 0,10 | 0,07 | 0,10 | 0,10
6.10.2020 | 0,07 0,11 ]0,09 0,13 |0,13 | 0,20 | 0,09 | 0,20 | 0,26 | 0,09 | 0,10 | 0,13 | 0,20 | 0,15 | 0,12
5.10.2020 | 0,13 |/ 0,15( 0,240,120 0,16 | 0,32 | 0,25 | 0,10 | 0,47 | 0,20 | 0,22 | 0,10 | 0,11 | 0,18 | 0,17
4.10.2020 | 0212|0117 |074]|020|018 041|019 ]0,53]|0,76 | 0,26 |0,29 | 1,00 0,27 | 0,23 | 0,38
3.10.2020 | 0,24 10,18 ]0,13]0,17 | 0,40 | 0,20 | 0,24 | 1,00 | 0,35 ] 0,26 | 0,23 | 0,36 | 0,14 | 0,23 | 0,28
2.10.2020 (04120412014 |015|026 015|015 |021 014015013 | 0,10 | 0,09 | 0,24 | 0,15
1.10.2020 | 0,100,211 |0,16 0,16 | 0,24 018 | 0,23 |0,30|0,17 | 0,13 | 0,14 0,13 | 0,12 | 0,17 | 0,16
(%) 0,07 0,07]0,10 007011 0,20 008 0,12 | 0,22 | 0,08 | 0,09 | 0,11 | 0,06 | 0,09

Tabulka 2: Vysledné a primérné miry efektivnosti

Zvysledkll je patrné, ze vétSina produkénich jednotek dosahuje pomérné malych mér
efektivnosti. Primérna mira efektivnosti vSech jednotek je pouze 0,09. Z vyslednych mér
efektivnosti mizeme snadno spocitat rozptyly podle vzorce (2) mezi jednotlivymi kraji, dny a
mezi vSemi jednotkami. Efektivni jednotky byly v souboru nalezeny dvé. Jedna se o den
3.10.2020 v Kralovehradeckém kraji a den 4.10.2020 v Olomouckém kraji. Oba tyto dny
pfipadaji na vikend a pochazi ze zacatku tijna.

VAR() =3 (% )’ @

Rozptyl mezi kraji = 0,000347; Rozptyl mezi dny = 0,00599; Rozptyl celkové = 0,010505

Miry efektivnosti maji mezi kraji fadové menS$i rozptyl, oproti miram efektivnosti mezi
jednotlivymi dny. Muzeme tedy usoudit, ze na epidemii ma ¢asovy rozmér daleko vétsi
vyznam nez geografické faktory.
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Priamérné miry efektivnosti v krajich
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Graf 1: Primérné miry efektivnosti v krajich
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Nejlepsich vysledka dosahuje Kralovehradecky kraj. NejhorSich naopak kraj Zlinsky.

Primérné miry efektivnosti v jednotivych dnech
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Graf 2: Primérné miry efektivnosti v jednotlyvych dnech

Nejlepsich vysledkd dosahuje den 4.10.2020. Z grafu je patrna uréity cyklicky trend mezi dny
v tydnu. O vikendech se totiz provadélo zpravidla méné testii. V pruméru jsou vSak miry
efektivnosti vyssi v prvni poloviné mésice.
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Pramérné miry efektivnosti podle dnt v tydnu
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Graf 3: Primérné miry efektivnosti podle dnt v tydnu

Z grafu je dobfe patrny rozdil efektivnosti mezi dny Vv tydnu. Z tohoto pohledu je na tom
nejlépe nedéle.

4 ZAVER

Cilem piispévku bylo analyzovat pribéh pandemie COVID 19 v Ceské republice v mésici
fijnu 2020 pomoci analyzy obalu dat. Mé&li jsme celkem 434 produkcnich jednotek. Kazda
produkéni jednotka piedstavovala jeden den v mésici f{jnu 2020 a v jednom kraji Ceské
republiky. Efektivni jednotky byly spoéitany dvé. Jednalo se o jednotky 3.10.2020
v Kralovehradeckém kraji a 4.10.2020 v Olomouckém kraji. Rozptyl efektivnosti mezi dny je
vétsi nez mezi kraji. V praméru jsou vice efektivni dny v prvni poloviné¢ mésice. Toto je
vsouladu svyvojem pandemie na uzemi Ceské republiky. Viechny jednotky vykazuji
pomérné malé hodnoty efektivnosti. Primérna mira efektivnosti v celém souboru je 0,09.
Pficinou takto malé efektivnosti jsou velice malé vstupy dvou efektivni jednotek. 3.10.2020
v Kralovehradeckém kraji a 4.10.2020 v Olomouckém Kraji. V tyto dny v téchto krajich byla
noveé prokazana nakaza COVID 19 u rekordné mala lidi. Z analyzy efektivnosti je patrné, ze
na efektivnost maji vliv i dny v tydnu. Z tohoto pohledu je na tom nejlépe nedéle.
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LITERATURE REVIEW OF EFFICIENCY OF PUBLIC LIBRARIES
WITH FOCUS ON THE CZECH REPUBLIC

PREHLED LITERATURY EFEKTIVNOSTI VEREJNYCH KNIHOVEN
SE ZAMERENIM NA CESKOU REPUBLIKU

Viadimir Holy

Abstract

Efficiency analysis is a popular tool in evaluating public services including operation of
public libraries. In this short contribution, we review scientific studies dealing with efficiency
of public libraries. We focus on the case of the Czech Republic and present 6 related papers.
We also present 31 papers from different parts of the world.

Keywords: Efficiency Analysis, Public Library, Czech Republic

Abstrakt

Analyza efektivnosti je populdrni ndstroj pro hodnoceni vetejnych sluzeb vcetné provozu
vetejnych knihoven. V tomto kritkém ptispévku pfineseme piehled védecké literatury
zabyvajici se analyzou efektivnosti vefejnych knihoven. Zaméiime se na Ceskou republiku
a predstavime 6 souvisejicich ¢lankl. Predstavime také 31 ¢lank z riznych kouti svéta.

Kli¢ovd slova: Analyza efektivnosti, Verejna knihovna, Ceskd republika

1 INTRODUCTION

Public libraries worldwide deal with declining interest in their traditional services and face
new challenges in the digital era. The Czech Republic is a country with one of the densest
networks of public libraries in the world. However, as shown in Figure 1, the number of
public libraries in the Czech Republic is decreasing in recent years. Nowadays, more than
ever, it is important to assess the efficiency of individual public libraries and thus justify their
existence.

We review the scientific literature dealing with the topic of public library efficiency. In our
review, we include studies dealing with all kinds of public libraries regardless of their founder
or focus. For a literature review specifically targeted at university libraries, we refer to
Tavares et al. (2018). We also highlight the literature review sections in Shahwan and Kaba
(2013), Stroobants and Bouckaert (2014) and Holy (2020).

2 EFFICIENCY OF PUBLIC LIBRARIES IN THE WORLD

There are many studies addressing the issue of library efficiency in various countries across
the world. We review 31 papers in total in this section.

Chen (1997) evaluates the efficiency of 23 university libraries in Taipei, Taiwan in 1995.

Kao et al. (1998) together with Kao and Lin (1999), Kao and Liu (2000), Kao and Liu (2003),
Kao and Lin (2004) and Liu and Chuang (2009) thoroughly investigate the efficiency of 24
university libraries in Taiwan in 1997 from various perspectives including the Fuzzy logic,
sizes of units and missing data.
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Figure 1: The number of public libraries in the Czech Republic. Source: NIPOS.

Vitaliano (1998) determines the efficiency of 184 public libraries in New York, United States
in 1992 and finds that it is positively dependent on population, negatively on wages of the
directors and positively on town or village associations.

Sharma et al. (1999) assess the performance and resource utilization efficiency of 47 public
libraries in Hawaii, United States in 1996/1997.

Worthington (1999) evaluates the efficiency of 168 local government libraries in New South
Wales, Australia in 1993.

Hammond (2002) assesses the efficiency of 99 public libraries in the United Kingdom in
1995/1996.

Saunders (2003) examines the cost efficiency of 88 academic member libraries of the
Association of Research Libraries (ARL) in 1998/1999.

Shim (2003) determines the efficiency of 95 ARL member libraries in 1996 and 1997.

Reichmann (2004) together with Reichmann and Sommersguter-Reichmann (2006) compare
118 university libraries in Austria, Canada, Germany, Switzerland and the United States in
1998.

Chen et al. (2005) employ the context-dependent efficiency analysis for 23 public libraries in
Tokyo, Japan.

Miidla and Kikas (2009) examine the efficiency of 20 central public libraries in Estonia from
2002 to 2004.

Reichmann and Sommersguter-Reichmann (2010) take a cross-section and longitudinal
perspective to assess the efficiency of 68 university libraries in Austria, Germany and North
America from 1998 to 2004.

De Witte and Geys (2011) use the conditional efficiency model for 290 municipal public
libraries in Flanders, Belgium in 2007 and find that the efficiency increases with left-wing
ideological stance of the local government, wealth of the population, population density and
local funding.

Lai et al. (2011) evaluate the operational efficiency of 33 national university libraries in
Taiwan in 1998.

54



Noh (2011) evaluates the resource utilization efficiency of 89 digital libraries in South Korea
in 2009.

Simon et al. (2011) analyze the productivity growth, technical progress, and efficiency change
of 34 university libraries in Spain from 2003 to 2007.

De Carvalho et al. (2012) employ Markovian analysis of transitions between efficient and
inefficient states for 37 university libraries in Rio de Janeiro, Brazil in 2006 and 2007.

Shahwan and Kaba (2013) examine the efficiency of 11 academic libraries in the United Arab
Emirates, Qatar, Oman and the Kingdom of Saudi Arabia in 2010/2011.

Li and Yang (2014) measure the efficiency of public libraries at the state level in the United
States in 2010.

Stroobants and Bouckaert (2014) investigate the efficiency of 13 central libraries and 79
municipal libraries in Flanders, Belgium from 2006 to 2010.

Srakar et al. (2017) cluster 58 public general libraries in Slovenia from 2008 to 2014
according to their efficiency, size and spatial constraints.

Guajardo (2018) assesses the efficiency of 999 special district libraries in the United States in
2015.

Guccio et al. (2018) consider multi-process interactions to evaulate the efficiency of 44 public
state libraries in Italy in 2011.

Ferreira Neto and Hall (2019) analyze the efficiency of 679 public libraries in West Virginia,
United States from 2009 to 2015.

Guajardo (2020) evaluates the technical efficiency of 339 non-profit public libraries in the
United States.

3 EFFICIENCY OF PUBLIC LIBRARIES IN THE CZECH REPUBLIC

There are also several papers dealing with the efficiency of public libraries specifically in the
Czech Republic. We review 6 papers in total focusing on the Czech Republic.

Vrabkova and Friedrich (2017) investigate relationships between the input and output
variables using the correlation and linear regression analysis for 51 city libraries from 2011 to
2015.

Vankova and Vrabkova (2017) deal with changes in the public library efficiency aggregated
over the whole country in annual periods from 1993 to 2014.

Vrabkova (2017) studies decomposition of the efficiency for 33 city libraries in 2015.

Vrabkova (2019) models the static and dynamic efficiency of 34 municipal libraries in 2011
and 2015.

Vrabkovéd and Friedrich (2019) compare 48 large public libraries with 44 small public
libraries from the Czech Republic and Slovakia in 2012 and 2016.

Finally, Holy (2020) analyzes the efficiency of 4 660 public municipal libraries in 2017 with
respect to the operating environment.
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PRAKTICKE MOZNOSTI KOMPLEXNEHO HODNOTENIA FIRIEM
V ZADANOM EKONOMICKOM PROSTREDI

PRACTICAL POSSIBILITIES OF COMPANY EVALUATION IN THE
SPECIFIED ECONOMIC ENVIRONMENT

Eduard Hozlar

Abstrakt

V tomto prispevku sa autor venuje procesu modelovania a analyzuje pristupy pre hodnotenie
pozicie jednej alebo viacerych firiem napriklad v konkurencnom prostredi inych firiem, Ide
0 komplexné hodnotenie podl'a viacerych kritérii (spravidla ekonomickych) v prostredi, ktoré
si zaujemca (rozhodovatel’) definuje sam podla ciela, ktory mu umozni odhadnut, resp.
Specifikovat’ poziciu hodnotenych firiem vo zvolenom prostredi konkuren¢nych firiem.

KUrucové slova: viackriteridalne hodnotenie, podnikatel’ské prostredie, modelovanie

Abstract

In this paper, the author deals with the modeling process and analyzes the approach for
evaluating the position of one or more companies, for example in the competitive
environment of other companies. which will allow him to estimate or specify the position of
rated companies in the selected environment of competing companies.

Keywords: multicriteria evaluation, business environment, modeling

1 SPECIFIKACIA PROBLEMU

Hodnoteniu firiem sa venuje vela autorov a institcii, je vypracované zna¢né mnozstvo
teoretickych pristupov k modelovaniu hodnotenia firiem (napr. Mlynarovic (1998))..
NajddlezitejSou Cast'ou akéhokol'vek pristupu k hodnoteniu firiem je motivécia, pripadne ucel,
pre ktory sa hodnotenie ma vykonat. Podkladom pre hodnotenie firiem z ekonomickou
motivaciou su udaje z prostredia, v ktorom sa hodnotena firma nachadza a tiez ekonomické
a finan¢né udaje hodnotenej firmy. Sila vplyvu hodnotenej firmy vo zvolenom prostredi sa
posudzuje hlavne z jej absolutnych finan¢no-ekonomickych udajov a efektivnost’ hodnotene;j
firmy sa posudzuje na zaklade relativnych (pomerovych) ukazovatelov. Zdrojom tychto
udajov su uctovné vykazy firiem, vyrocné spravy, verejné udaje o zavazkoch voci verejnym
institiciam, bankam, poistovniam, tidaje o emisiach cennych papierov a pod. V Slovenskej
republike s takéto udaje povinne zverejilované v Statnych registroch, bankovych a inych
registroch. Podnikatel'ské prostredie okrem podnikatel’skych subjektov ovplyviuje §tat svojim
zakonodarstvom, kontrolnymi mechanizmami a vymoziteI'nost'ou prava.

1.1 Motivacia pre hodnotenie a vstupné data

Pre zistovanie postavenia firmy na lokdlnom trhu st dolezité rozne velkostné kritéria
tykajuce sa kapitalu, zisku, trzieb, zavizkov, d’alej kritéria merajuce vykonnost firmy, kvalita
manazmentu, atd’.. Napriklad pre ucely predaja alebo kupy firmy budeme pre hodnotenie tejto
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firmy vyuzivat’ iné kritéria ako pri hodnoteni jej trhového podielu vyrabaného tovaru alebo
poskytovanej sluzby. Okrem rebri¢kov firiem stanovovanych podl'a jedného kritéria (poradie
firiem podl'a dosiahnutého zisku po zdaneni, podrla trzieb, podl'a vlastného majetku a pod.) su
potrebné aj detailnejSie analyzy firiem podl'a viacerych kritérii sucasne a ziskat' tak
komplexnu informaciu i pozicii konkrétnej firmy.

Pre vzajomné porovnavanie firiem v celom systéme slovenskych firiem je dblezité vychadzat
z porovnatelnej kvality finan¢nych tdajov. Takato kvalitu udajov spracovala pre rok 2018,
spolo¢nost’ CRIF — Slovak credit bureau, s.r.o. v spolupraci so spolo¢nostou PROFINI n.o.
(https://www.profini.sk/informacie-o-projekte-nfp3140111717/). Zo  vsetkych uctovnych
zavierok bol vytvoreny pre Statisticki analyzu subor firiem s rovnakymi vlastnostami
z hl'adiska doby nepretrzit¢tho podnikania 3 roky, rovnakym hospodarskym rokom
a schvalenymi uctovnymi zavierkami. Tento zakladny subor tzv. Standardnych podnikov ma
pre rok 2018 vySe 100000 firiem, ktoré sltizia na Statistické stanovenie benchmarkov pre
odvetvové charakteristiky podielovych finan¢nych ukazovatel'ov.

V d’alSom budeme tento stbor dat s hodnotami finanénych udajov firiem povazovat za
reprezentativny pre vSetky typy uloh, ktoré budi vyhovovat popisanej metodike
modelovania.

1.2 Formulacia problému

V prispevku Mlynarovi¢ a Hozlar, (2020) bolo skimané vyuzitie viackriteridlneho
vyhodnotenia stiboru firiem z pohl'adu minimalizécie rizika pre finanént investiciu. Za tym
ucelom boli vytypované podielové ukazovatele z finanénych tudajov firiem s vybranymi
vlastnost'ami a ndsledne metdodou PROMETHEE II sa zostavilo ich poradie. Firmy na prvych
poziciach vykazovali mensie riziko z nesplacania svojich zavéazkov aj v buducnosti na zaklade
kombinacie ukazovatelov pre likviditu, vykonnost’ a rentabilitu. Rozhodovanie o finan¢nej
investicii sa preto mohlo sustredit’ na tie firmy, ktoré boli na poprednych miestach ziskaného
rebricka, ale do dalSej etapy rozhodovania sa pribrali d’alSie velkostné kritéria a kvalita
manazmentu.

V praxi sa stretdvame s rozmanitymi poZiadavkami na porovnéavanie firiem nielen medzi
sebou, ale aj s inou skupinou firiem. Ide hlavne o problematiku mapovania konkuren¢ného
prostredia, o ziskanie predstavy o pozicii jedného podniku vzhladom k zadanej skupine
podnikov aj z iného odvetia, iné¢ho regionu a pod.

Z uvedeného vyplyva, ze pre metody pristupu k hodnoteniu firiem v praxi je dolezité
definovat’

- ciel’ hodnotenia

- koho hodnotime

- na zaklade koho hodnotime

- kritéria hodnotenia a metodu hodnotenia

Definovanie prostredia, na zaklade ktorého hodnotime poziciu firmy v tomto prostredi, je
z pohl'adu disponibilnych finanénych a ekonomickych dat kI'i¢ova otazka. Vyber kritérii pre
hodnotenie a vol'ba metéd hodnotenia je d’al§im kI"aovym problémom.
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1.3 Hodnotené a hodnotiace firmy

Pri finan¢no-ekonomickych analyzach vybraného podniku sa predpoklada, ze prostredie,
Vv ktorom sa hodnoti podnik je to isté. Napriklad, ak sa hodnoti slovensky podnik
S prevazujucou ¢innostou priemyselnej vyroby, jeho hodnotenie bude vychadzat zo
Statistickych charakteristik odvetvia priemyselnej vyroby na Slovensku (teda porovnava sa
s charakteristikami prislusného SK NACE). Teda hodnoteny podnik a subor hodnotiacich
podnikov su V tej istej organizacnej Statistickej Struktiire SK NACE.

V danom prispevku budeme rozliSovat’ mnozinu firiem, ktoré chceme hodnotit’ a mnozinu
firiem, na zaklade vlastnosti ktorych budeme hodnotit’, resp. porovnavat a ktora vlastne
definuje podnikatel'ské prostredie (prip. konkurencné prostredie). Nazornym jednoduchym
prikladom je viackriterialne usporiadanie vSetkych firiem vo zvolenom odvetvi podl'a SK
NACE. V tomto pripade je mnozina hodnotenych aj hodnotiacich firiem ta ista.

2 MODELOVE ASPEKTY HODNOTENIA

Predpokladajme, Ze chceme posudit’ poziciu jednej alebo viacerych firiem zo Slovenska alebo
aj inych krajin v rdmci vstupu na slovensky trh, ktory reprezentuje viacero firiem ako
konkurencia. Pocet hodnotenych firiem oznaéme k > 1 apocet hodnotiacich firiem
definujucich konkurenéné podnikatel'ské prostredie oznaéme n > k.

Dalej predpokladajme, ze mame k dispozicii absolutne aj podielové finanéné ukazovatele pre
pouzitie zvolenych metéd hodnotenia pre vSetky K + n firiem.

2.1 Modelova Struktura

Ako kritéria sa ponukaju niektoré alebo vsetky podielové ukazovatele. Zavisi to od ucelu, na
ktory zostavujeme model. Mézeme vyberat’ kritérid, ktoré charakterizuji napr.:
1. likviditu, t.J. schopnost splacat’ zavazky v horizonte jedného roka ;
2. aktivitu, t.j. viazanost,, resp. vyuzitie majetku;
3. zadlZenost, ktora podava obraz o miere vyuzivania cudzich zdrojov, ich Struktare a
schopnosti ich splacania;
4. rentabilitu a vykonnost, teda efektivnost’ ¢innosti podniku, resp. zhodnotenie
kapitalu vloZeného do podnikania.

Kazdu ztychto oblasti charakterizuje skupina podielovych ukazovatel'ov, pripadne aj
absolutnych veli¢in.

Nech pocet vybranych kritérii je r. Na zaklade predpokladov mame teda k dispozicii dva sety
udajov — Maticu A typu k x r pre hodnotené firmy a maticu B typu n x r pre hodnotiace firmy.

2.2 Modelové pristupy

Na hodnotenie mézeme pouzit' rézne viackriteridlne pristupy. Napriklad pri vyuziti metod
triedy PROMETHEE moézeme idaje za hodnotené aj hodnotiace firmy spojit’ do jednej matice
a napriklad metodou PROMETHEE 1I zistit’ poradie vSetkych podnikov na zaklade cistého
toku. V celkovom poradi budi umiestnené aj hodnotené podniky, ¢o by malo vyznam pre
zavery o umiestneni hodnotenych podnikov v konkuren¢nom prostredi.
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Inym pristupom by bolo zistenie poradia pre hodnotené¢ podniky na ziklade Statistickych
charakteristik podnikatel'ského prostredia vytvaraného hodnotiacimi podnikmi. Pri tejto verzii
sa ponuka viacero moznosti.

a) Vyuzitie metéd typu PROMRTHEE pre usporiadanie hodnotenych podnikov, kde

preferencné funkcie by boli definované so Statistickymi charakteristikami
hodnotiaceho suboru. Napriklad Gaussova preferencna funkcia by pre kazdé kritérium
vyuzila iba priemer a Standardnt odchylku kazdého kritéria zisteného pre hodnotiaci
subor podnikov.

b) Pre prakticki nazornost mozno pre hodnotiaci subor podnikov akazdé kritérium

Zaver

vypocitat’ pri dostatoéne velkom pocte hodnotiacich podnikov percentily (vyberovo
definovanej podrobnosti), ktoré by tvorili etalon, resp. Skalu pre porovnavanie
hodnotenych podnikov podla jednotlivych kritérii. Vyhodnotenie rozdielov medzi
hodnotami kritérii hodnoteného podniku a prislu$nymi percentilmi ( napr. medianom,
kvartilmi, pripadne detailnej$imi percentilmi) je tiez mozno robit’ viacerymi spdsobmi.
V tomto pripade sa ako jednoduchéd preferencnd funkcia pre usporiadanie pontka
stcet preferencnych bodov za dosiahnutie v Zelatelnom smere (+, -) etalébnovych
percentilovych hodndt. Vysledny skéring ako sucet dosiahnutych bodov za kazdé
kritérium udava poziciu hodnoteného podniku vzhl'adom na subor hodnotenych
podnikov.

Pre modely zaloZzené na percentiloch mozno vyuzit' pri komplexnom hodnoteni
podnikov aj preferencné funkcie odvodené z preferenénych funkcii triedy
PROMETHEE. V tomto pripade by sa do preferencnej funkcie premietli vzdialenosti
od medianu v Zelatel'nom alebo neZelateInom smere.

Pri rozhodovani o finanénych investicidch, o kupe podniku alebo jeho Casti, o vtupe na novy
trh , 0 nadviazani obchodnych vztahov a pod. je vzdy potrebné analyzovat’ poziciu jedného
alebo viacerych podnikatel'skych subjektov vzhladom na int skupinu firiem tvoriacich
konkurenéné podnikatel'ské prostredie. V danom prispevku sme sa snazili predstavit’ niektoré
pristupy, ktoré su prakticky vyuZiteI'né za predpokladu existencie kompatibilnych finan¢nych
udajov, ¢o v sucasnosti je v mnohych vyspelych Statoch splnené. NavySe je tu ukazany aj
pristup k hodnoteniu firiem bez poziadavky prislusnosti k tomu istému odvetviu ekonomiky.
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ULOHY CELOCISELNEHO LINEARNEHO PROGRAMOVANIA A
BALIK PYTHON-MIP VO VYUCBE

INTEGER LINEAR PROGRAMMING PROBLEMS AND THE
PYTHON-MIP PACKAGE IN TEACHING

Michaela Chocholatd*

Abstrakt

Predmetom prispevku je predstavenie rieSenia ulohy celoc¢iselného linedrneho programovania
pomocou balika Python-MIP v ramci vyucby. Prispevok poskytuje struény prehlad tykajtci
sa vSeobecnej matematickej formuldcie tulohy (zmieSaného celociselného) linedrneho
programovania, programovacieho jazyka Python a programového balika Python-MIP. Na
konkrétnom priklade ilustruje rieSenie ulohy linearneho, celociselného a zmieSaného
celociselného linearneho programovania.

KPucové slova: celociselné linearne programovanie, Python-MIP

Abstract

This paper presents the solution of the integer linear programming problem using the Python-
MIP package in teaching. The paper provides a brief overview of the general mathematical
formulation of a (mixed integer) linear programming problem, the Python programming
language, and the Python-MIP software package. Using a specific example, it illustrates the
solution of the linear, integer and mixed integer linear programming problems, respectively.

Keywords: mixed integer linear programming, Python-MIP

1 UVOD

Linearne programovanie je sufastou matematického programovania a predstavuje jednu
Z najrozpracovanejSich oblasti vednej discipliny operaény vyskum. Histéria linearneho
programovania je vSak pomerne kratka, pricom viaceré pokusy rieSit praktické problémy
S vyuzitim aparatu linearneho programovania sa objavili na prelome 30. a 40. rokov 20.
storocia. Niektori autori (Plesnik a kol., 1990; Eiselt a Sandblom, 2007) sice poukazuju na to,
ze matematické myslienky vztahujuce sa na linedrne programovanie mozno identifikovat’ uz
na konci 18., resp. na zaciatku 19. storoCia, zaroven vSak uvadzaju, Ze vyznamny rozvoj
V oblasti teorie a aplikacii linedrneho programovania nastal az po 2. svetovej vojne.

Oblast’ linearneho programovania zaznamenala zna¢ny rozvoj aj na Slovensku. V roku 1961
bola zalozena Katedra ekonomickej kybernetiky na VSE v Bratislave, pricom sa ,zacali
cielavedome presadzovat do vysokoSkolskej vyucby ekonomov zékladné poznatky
o uplatneni optimalizatnych modelov ametod v ekondémii“ (Laséiak akol., 1990).
V suCasnosti vo vyucbe predmetu Linearne a celoCiselné programovanie pokracuje
,hastupnicka® Katedra operacného vyskumu a ekonometrie a tento predmet zabezpecuje ako
povinny v rdmci dvoch Studijnych programov druhého stupnia Stadia na Fakulte hospodarske;j
informatiky Ekonomickej univerzity v Bratislave, a to: Informa¢ny manazment a Operaény
vyskum a ekonometria. Okrem zvladnutia teoretickych vychodisk je sucastou predmetu tiez

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej tlohy VEGA 1/0193/20.
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aplikacia metéd a modelov linearneho a celociselného programovania pre rieSenie uloh
ekonomického rozhodovania s vyuzitim adekvatnych softvérovych produktov (napr. MS
Excel, Python).

V tomto prispevku sa zameriame na predstavenie rieSenia konkrétnej tlohy celo¢iselného
programovania s vyuzitim balika MIP (Mixed-Integer Linear Programming) v prostredi
Python v ramci vyucby.

Struktura prispevku je nasledujuca: druha &ast’ prispevku popisuje problematiku celo&iselného
a zmieSaného celoc¢iselného programovania, ako aj zodpovedajuce matematické formulacie
tychto uloh, V tretej Casti je strucne popisany programovaci jazyk Python a balik Python-MIP,
V Stvrtej Casti je predstavené rieSenie konkrétnej ulohy celociselného linearneho
programovania, prispevok uzatvara zaver.

2 ULOHA CELOCISELNEHO LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Ulohy celoéiselného linedrneho programovania byvajii zvyajne oznaGované ako tulohy
linedrneho programovania, kde na jednotlivé premenné je kladend podmienka celoCiselnosti
alebo diskrétnosti. V tomto kontexte je vSak dolezité uvedomit’ si (Lasc¢iak a kol., 1990,
Chocholata, 2013), ze v pripade celoCiselnych modelov v skuto¢nosti nejde o linearne
modely, ale 0 nelinearne modely, ked’ze ohrani¢ujuce podmienky a tiez ucelova funkcia st
definované len pre diskrétne hodnoty. Pri abstrakcii od tejto skutocnosti mozno vSak modely
klasifikovat’ podl'a tvaru ohranieni a icelovej funkcie na linedrne a nelinedrne, pricom
takejto klasifikacie sa budeme pridfzat i v ramci tohto prispevku.

V ramci uloh celoé¢iselného linearneho programovania mozno potom rozliSovat’ dve, resp. tri
skupiny uloh (Taha, 2007; Lasciak a kol., 1990; Chocholata, 2013):

o (isté celociselné ulohy, kde na vSetky premenné zodpovedajiicej tlohy je kladena
podmienka celoc¢iselnosti, resp. vSetky premenné st bivalentné (t.j. 0 alebo 1) a potom
ide o Ulohy s vylu¢ne bivalentnymi premennymi,

e zmieSané¢ celociselné ulohy, kde na niektoré premenné je kladend podmienka
celocCiselnosti, resp. musia nadobudat’” binarne (0/1) hodnoty, zvy$né premenné st
spojité a mézu nadobudat’ 'ubovol'né nezdporné hodnoty.

Ulohu linearneho programovania V zlozkovom, resp. v maticovom tvare bez zohl'adnenia
podmienky celociselnosti mozno zapisat’ v tvare (Brezina a kol., 2007):

max(min) f(x)=>c,x, mex(min) f (x)=c"x (1)
Zn:aijxj{s,z,z}bi i=12..m AX{<,2,=]b (2)
X. >0 j=12,..n x>0 3)

J
kde c; oznacujt koeficienty u€elovej funkcie a X; st rozhodovacie premenné (j =1,2,...n),
a; oznacuju koeficienty ststavy ohraniceni (i=12,..m, j=12..n) a bsa koeficienty
pravej strany (i =1, 2,...m). Cisté celo¢iselné tilohy ziskame, ak v tlohe (1) — (3) bude na

premenné popri podmienke nezapornosti kladena aj dodatocna podmienka celociselnosti (4),
resp. ak budu premenné binarne (5), t. j. ak

X; su celoc¢iselné pre j=1,2,..n 4)
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resp. x; € {0;1} j=12,..n (5)

Ulohu zmie$aného celoé¢iselného linearneho programovania mozno zapisat’ v tvare (6) — (9),
kde vektor x obsahuje nezaporné premenné a na premenné vo vektore Y je kladena dodato¢na
podmienka celociselnosti:

r n ; AT T
max(min) f (x,y)=>c;x;+ > d.Y, max(min) f (x,y) =c'x+d'y (6)
j=1 k=r+1
Dagx+ Y. dyy (<= =)h, i=12..m Ax+Dy{s,2,=} b (7)
j=1 k=r+1
X; 20 i=L2,..r x>0 (8)
y, stcelogiselné k=r+1r+2,..n y >0 acelociselné¢  (9)

Vo vSeobecnosti mozno tvrdit, Ze na rieSenie uloh celociselného linearneho programovania je
potrebné vyvinut’ ovela viac usilia v porovnani s rieSenim uloh linedrneho programovania bez
podmienky celo¢iselnosti rovnakych rozmerov. EXistuje viacero skupin metdd na rieSenie
uloh celo¢iselného linedrneho programovania, pricom medzi najzndmejSie patria metoda
reznych nadrovin a metoda vetiev a hranic (Las¢iak a kol., 1990; Chocholata, 2013). Uvedené
typy uloh je mozné riesit’ tiez s vyuzitim rdéznych softvérov, ktoré s uzivatel'sky viac alebo
menej narocné.

3 PROGRAMOVACI JAZYK PYTHON A BALIK PYTHON-MIP

Jednou zo softvérovych moznosti, ktort je mozné vyuzit’ aj pri rieSeni uloh celociselného
linearneho programovania, je programovaci jazyk Python, ktory zacal vytvarat' holandsky
programator Guido van Rossum v roku 1989. Popularita Pythonu v poslednom obdobi prudko
rastie — na zaklade indexu TIOBE? moZno v sti¢asnosti dokonca povazovat’ Python za treti
najpopularnejsi programovaci jazyk na svete (Obr.1). Zaujimavy je tiez prehl'ad popularity
vybranych programovacich jazykov v dlh§om ¢asovom horizonte (1985 — 2020, Obr. 2).

Obr. 1: Popularita programovacich jazykov v septembri 2020 na zdklade indexu TIOBE

Sep 2020 Sep 2019 Change Programming Language Ratings Change
1 2 © 15.95% +0.74%
2 1 v Java 13.48% -3.18%

3 3 Python 10.47% +0.58%
4 4 C++ 7. 11% +1.48%
& & C# 4.58% +1.18%
5 8 Visual Basic 4.12% +0.83%
7 7 JavaScript 2.54% +0.41%

? Index TIOBE je indikitorom popularity programovacich jazykov. Index sa aktualizuje raz mesagne. Na
vypocet hodnoteni sa pouzivaji popularne vyhladavade ako Google, Bing, Yahoo!, Wikipedia, Amazon,
YouTube a Baidu.
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Zdroj: https://www.tiobe.com/tiobe-index/
Obr. 2: Popularita programovacich jazykov v obdobi 1985 — 2020 na zdklade indexu TIOBE

Programming Language 2020 2015 2010 2005 2000 1995 1990 1985
Java 1 2 1 2 3

Cc 2 1 2 1 1 2 1 1
Python 3 7 6 6 20 20

C++ 4 3 3 3 2 1 2 9
C# 5 5 5 7 9

JavaScript & ] -] 10 -]

Zdroj: https://www.tiobe.com/tiobe-index/

Python je volne Siritelny programovaci jazyk, dnes je najCastejSie pouzivanou verzia 3.
Najnov$iu  verziu Pythonu (Python 3.8.5) je mozné stiahnut zo stranky
https://www.python.org/. Po stiahnuti je potrebné otvorit inStalaény subor ,,python-3.8.5.exe®,
ktory umozni inStaldciu Pythonu. Pri praci s Pythonom mdézeme nielen vytvarat vlastné
funkcie, ale aj pouzivat’ tzv. moduly (baliky, kniZznice), ktoré obsahuji sthrn funkcii.
Konkrétnu kniznicu je mozné nainStalovat’ napr. zo stranky https://pypi.org/. Vzhl'adom na
zameranie prispevku vyuzijeme balik Python-MIP, ktory poskytuje nastroje na modelovanie a
rieSenie  uloh  zmieSané¢ho  celociselného  linedrneho  programovania  (MIP)
v Pythone. Predvolenym nastavenim pre zakladnu triedu ,,Model* je minimaliza¢na Gc¢elova
funkcia a riesitel COIN-OR® Branch-and-Cut, t.j. ,,CBC*. Vypodet optimalneho rieSenia
zabezpecuje metoda optimize (), ktora poskytuje vysledny optimalizacny status algoritmu
CBC (OptimizationStatus). V pripade, ze bolo najdené optimalne rieSenie ulohy, program
vypiSe ,,OptimizationStatus.OPTIMAL® (pre d’alSie statusy pozri napr. Santos a Toffolo,
2020). Balik Python-MIP ma tiez Siroké vyuzitie najmé rieSeni roznych typov uloh v ramci
sietovej analyzy.

Sucastou Pythonu je vyvojové prostredie IDLE (Python’s Integrated Development and
Learning Environment), v ktorom vieme vytvorit novy stbor (pripona .py) na napisanie
programu (ide otzv. programovaci rezim). Takto napisany program spustime pomocou

,»Run®, pricom vystup sa zobrazi v tzv. prikazovom reZime v interaktivnom okne ,,Shell*
(Blaho, 2016).

4 VULOHA CELOCISELNEHO PROGRAMOVANIA A JEJ RIESENIE

V ramci vyucby pri tlohe celociselného programovania mdzeme najskor uvaZovat  a riesit’
ulohu linearneho programovania bez zohl'adnenia podmienky celo€iselnosti. V d’alSom kroku
budeme ilustrovat’ pridanie dodatoénych podmienok celociselnosti a v poslednom kroku
transformujeme uvazovanu ulohu na tlohu zmieSaného celociselného programovania.

Uvazujme teda ulohu linearneho programovania s dvomi premennymi a dvomi ohrani¢eniami
v tvare (1) — (3), tj. najskor s nezapornymi premennymi X, X, bez zohl'adnenia podmienky
celociselnosti:

® Computational Infrastructure for Operations Research
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max f(x)=4x,+ X,
X, +2X, <6
3X,— X, <6
X, X, =20

Uvedenu tlohu budeme riesit’ v Pythone pomocou balika Python-MIP, z ktorého importujeme
vSetky funkcie pomocou symbolu ,,** v prvom riadku programu. Na Obr. 3 ukazeme rdzne
spdsoby vytvorenia programu na rieSenie tejto ulohy. Kym v l'avej Casti Obr. 3 budeme mat’
program Specifikovany pre konkrétnu ulohu, vpravo budeme prezentovat’ univerzalnejSiu
verziu programu s vyuzitim for-cyklov. Najskor popiseme I'avu ¢ast’ Obr. 3. V druhom riadku
zadefinujeme model s ndzvom ,,m“ s maximaliza¢nou ucelovou funkciou a riesitefom CBC.
Vytvorenie rozhodovacich premennych X, X, >0 zrealizujeme pomocou funkcie

,m.add_var()“, vramci ktorej mdézeme uviest nazvy premennych aich typ (,,C“ bude
oznacovat’ spojiti premennu, ,,I celo¢iselnu a ,,B“ oznacuje binarnu premennu). Nasleduje
zahrnutie ohrani¢eni (funkcia ,m.add_constr()), ktoré st linearnymi funkciami
rozhodovacich premennych avo vSeobecnosti mézu byt jednym ztypov ==, <=, >=,
pri¢om na pravej strane ohranienia sa nachadza koeficient pravej strany. Ugelovii funkciu
Specifikujeme pomocou ,,m.objective()*“. Vypocet optimalneho rieSenia zrealizujeme zadanim
,m.optimize (). Po spusteni programu dostavame vystup v interaktivnom okne ,,Shell* (Obr.
3 vlavo dolu) indikujuci, Ze bolo najdené optimalne rieSenie. Vypisanie optimalnych hodnot
rieSenia ako aj optimalnej hodnoty ucelovej funkcie je zabezpecené vd’aka pouzitiu funkcie
print() v programovacom rezime.

V pravej Casti Obr. 3 je definovany model m=Model() bez urcenia typu extremalizacie a bez
uvedenia typu rieSitel'a. Zadané st tiez vektor koeficientov ucelovej funkcie c, vektor
koeficientov pravej strany b, ako aj matica koeficientov sustavy ohrani¢eni A. Dalsie riadky
$pecifikuji mnoziny indexov IaJ vrozsahu od 0 po dizku vektora b, resp. ct. Pridavany
podet premennych ,,x“ teda zodpoveda poétu koeficientov uéelovej funkcie. Ugelova funkcia
je maximaliza¢na a vzhl'adom na to, ze pri Specifikacii modelu v druhom riadku programu
nebol Specifikovany typ extremalizacie, je potrebné tato skutocnost’ zadat’ pri pridavani
gelovej funkcie. Ugelova funkcia je vytvorena pomocou funkcie ,,xsum(c[j]*x[j] for j in J)=.
Pri pridavani ohrani¢eni je vyuZzity for-cyklus umoziiujici vytvorenie poctu ohraniceni
zodpovedajuci poctu prvkov pravej strany (mnozina indexov I). Ohranicenia si opét
vytvarané s pomocou funkcie ,,xsum()“. Po uspesnej optimalizacii tlohy nasleduje cyklus
umoziujuci vypisat’ hodnoty rozhodovacich premennych. Program uzatvara vypis hodnoty
ucelovej funkcie zodpovedajucej optimalnemu rieSeniu.

Ak by sme vyssie uvedenu ulohu modifikovali a uvazovali, Ze obidve rozhodovacie premenné
X;, X, st nezaporné a celociselné, bolo by v programoch na Obr. 3 potrebné prespecifikovat

typ premennych na ,,I, resp. ,,INTEGER®. Vysledok optimalizacie je na Obr. 4.

* Indexovanie v Pythone za&ina indexom 0. Funkcia range (0,2) v nasom priklade vygeneruje postupnost’ prvkov
od hodnoty start=0 po hodnotu stop-1=1.
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Obr. 3: Programy na riesenie ulohy linearneho programovania a vystupy rieSenia

File Edit Format FRun Options Window Help File Edit Format Run  Options Window Help
from mip import * from mip import
m = Model (sense=MAXTMIIE, solver name=CBC) |m = Model()
%l = m.add var(name="xl', var_type="C") c=[4,1]
X2 = m.add var (name='xz2', wvar_ type="C") b=[&,86]
ohrl=m.add constr(xl + 2*x2 <= &) B=[I1,21,[3,-111
ohr2=m.add constr(3*xl -x2Z <= &) I=range (len (b))
uf=m.obkjective = 4*xl + =x2 J=range (len(c))
princ ("UF:",m.objective) printc ("I=",I,"J=",J)
print (ohrl) % = [m.add var(var_type="C") for j in J]
print (ohr2) m.objective= maximize (xsum(c[j]*x[j] foxr j in J)
status = m.optimize () print ("UF: ", m.objective)
print (status) for 1 in I:
print ("x1=" m.vars[0] .x) ohr=m.add constr (xsum(A[1] [j]1*x[]] for j in J)<=b[i])
print ("x2=" m.vars[l].x) print (ohr)
print ("HUF=",m.objective.x) status = m.optimize(
. | print (status)
bﬁ for j in J:
File Edit Shell Debug Options Window Help  print(m.vars[3],"=",m.vars[3].x)
— print ("HUF", m.objective.x)

Python 3.8.3 (tags/v3.8.3:6f8c832, May 13 2
DE4)] on win32 | & *Python 2.8.3 Shell*
Type "help”, "copyright®, "ecredits" or "li€ m. p4y Shell Debug Options Window Help

RESTART: E:\Python' Python 3.8.3 (tags/v3.8.3:6f8c832, May 13 2020, 22:37:02) |
UF: + 4.0x1 + x2 Dé4)] on win32
constr(0): +1.0 xl +2.0 x2 <= &.0 Type "help™, "copyright™, "credits" or "license ()" for more
constr(l): 43.0 %1 -1.0 %2 <= 6.0 33
CptimizationStatus.OPTIMAL RESTART: E:/Python/IP & MIP ckidve spojite

xl= 2.5714285714285716
xZ= 1.7142857142857142
HUF= 12.0

I= range (0, 2) J= range (0, 2Z)
UF: + 4.0wvar(0) + war(l)

constr(0): +1.0 var(0) +2.0 var(l) <= &.0
constr(l}): +3.0 wvar(0) -1.0 var(l) <= &.0

CptimizationStatus.0PTIMAL

var(l) = 2.571428571428571¢
wvar(l) = 1.7142857142857142
HUF 12.0

Zdroj: vlastné vypocty

Obr. 4: Vysledok riesenia ulohy celociselného linedrneho programovania (¢ast vystupu)

CptimizationStatus.O0PTIMAL

x1=var (0)})=
x2=var (1)=

HOF= 10

a
a

2.
2.

.0

Zdroj: vlastné vypocty

Pokiall by vysSie uvedend Uloha mala charakter Ulohy zmieSan¢ho celociselného
programovania SO Spojitou prvou premennou a celoéiselnou druhou premennou, t.j.
X, X, 20 ax, jecelociselné, vprograme na Obr.3 vlavo by sa zmenil iba typ druhej

premennej zo spojitej ,,C* na celoCiselnt ,,I* — pozri Obr. 5 vlavo. Program v pravej Casti
Obr. 5 vychadza z formulacie tlohy zmieSaného celociselného linedrneho programovania
v tvare (6) — (9), ¢o znamena, Ze bola definovana dvojica vektorov koeficientov ucelovej
funkcie ¢ a d, dvojica koeficientov matic sustavy ohrani¢eni A aD, ktoré zodpovedaju

nezapornym premennym vo vektore
vektore y. Zodpovedajucim spdsobom

X, resp. nezapornym celociselnym premennym vo
boli tiez modifikované ucelova funkcia a pridavané

ohranicenia. Vzhl'adom na matematickti formuldciu tejto tlohy zmiesaného celociselného
programovania, ma celociselny charakter iba druhd premenna.
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Obr. 5: Programy na rieSenie uilohy zmiesaného celociselného programovania a vystupy

. v .
riesenia
File Edit Format Run Options Window Help File Edit Format Run Options Window Help
mip * mip
m = Model (sense=MAXTMIZE, solver name=CBC) | m = Model(
x1l = m.add_var (name="xl", var_type="C") c=[4]
x2 = m.add var(name="xZ', var_ type="I"} d=[1]
ohrl=m.add constr(xl + 2*x2 <= &) b=[6,6]
chr2=m.add_constr(3*xl -x2 <= &) A=[[11,1[311
uf=m.objective = 4*xl + x2 D=[[2],[-1]]
print ("UF:",m.okjective) I=
print (ohrl) J=
print (ohr2) K=
stacus = m.optimize() prinmtc("I=",I,"J=",J,"E=",K
pri (status) x = [m.add var (var_type=CONTINUOUS) i J]
p ", m.vars[0] .x) ¥ = [m.add wvar (var_type=INTEGER) k K]
ho] m.vars[l] .x) m.ockjective= maximize (xsum(c[j]*=x[]] 3 J)+xsum (d[k] *v[k] k K)
prin I ,m.objective.x) print {™ac a funkcia:",m.objective)
L’;‘ i H
ohr=m.add constr (xsum(A[i][3]1*=[]] j J)+xsum (D[i] [k]*v[k] k K)<=b[i])
File Edit Shell Debug Options Window Help print (chr)
Python 3.8.3 (tags/v3.8.3:6£8c832, May 13 | SCoTUS = M.oprimize()

DE4)] on win3Z rint (status)
P

t {"celkovy pocet premennych modelu je",len(m.vars))

Type "help”, "copyright", "credits"™ or "1i

L=range (0,len (:3 +len (;:l) )
1 L:

RESTART: E:\Pvthon
. vars[l],"=",m.vars[1l] .x)

, m.objective.x)

UF: + 4.0x1 + x2

constr(0): +1.0 x1 +2.0 ®x2 <= 6.0

constr(l): +3.0 =l -1.0 x2 <= &.0 | & Python 3.8.3 Shell — [m} b4
CptimizationStatus.OPTIMAL

x1= 2.3333333333333335 File Edit Shell Debug Options Window Help

x2= 1.0 Python 3.8.3 (tags/v3.8.3:6£8c832, May 13 2020, 22:37:02) [MSC v.1924 &4 bit (AM
HUF= 10.333333333333334 DE4)] on win3z

Type "help", "copyright", "credits™ or "license ()" for more information.

= RESTART: E:/Python/MIP len jedna premenna celociselna uloha nova cez sumyBlb.p
v

I= range(0, 2) J= range(0, 1) K= range(0, 1)

ielovéd funkcia: + 4.0var(0) + wvar(l)

constr(0): +1.0 war(0) +2.0 war(l) <= &.0

constr(l): +3.0 war(0) -1.0 war(l) <= &.0

CptimizationStatus.OPTIMAL

celkovy pocet premennych modelu je 2

war (0) = 2.3333333333333335 Li
var(l) = 1.0

HOF 10.333333333333334

Zdroj: vlastné vypocty

5 ZAVER

Predmetom prispevku bolo predstavit' rieSenie Ulohy linearneho, resp. celociselného
linearneho programovania s vyuzitim balika Python-MIP. Tlustrovali sme rieSenie konkrétne;j
ulohy vo viacerych krokoch s doérazom na potrebnii modifikaciu prislusného programu.
Funkcie vyuzité vo vSeobecnejsich verziach programu (uvedené vo vystupoch z Pythonu na
Obr. 3 a Obr. 5 vpravo) su Sirsie vyuziteI'né tiez pri rieSeni tloh sietovej analyzy.

Vo vSeobecnosti moZno konStatovat, Ze vyuzivanie informacnych technologii vo vyucbe
vyznamnym spdsobom prispieva k zatraktivneniu a zefektivneniu celého vychovno-
vzdelavacieho procesu, priCom popri vyuziti vhodného softvéru sa vo vyuébe Kladie tiez
doraz na to, aby Studenti neboli len pasivnymi zadavateI'mi vstupnych udajov, ale aby
ovladali princip rieSenia formulovanych problémov.

Pouzita literatiara

1. BLAHO, A. 2016. Programovanie v Pythone. Cast 1. [cit. 2020.06.18]. Dostupné na
internete:
https://cloud2.edupage.org/cloud/Python1.pdf?z%3AepyuQvimhfoyqVOgLnKDxwY B44
sjoTABKXwJpkmfcDRVi%2BgPbUTLWdAD5MgmtSnBxplSFgkyFR1T%2FIsTiSC501A
%3D%3D

2. BREZINA, I. — IVANICOVA, Z. — PEKAR, J. 2007. Operacnd analyza. Bratislava:
IURA Edition.

70


https://www.tiobe.com/tiobe-index/
https://cloud2.edupage.org/cloud/Python1.pdf?z%3AepyuQvJmhf0yqVOgLnKDxwYB44sjoT4BKXwJpkmfcDRVi%2BgPbUTLWdD5MgmtSnBxpISFgkyFR1T%2FlsTiSC50IA%3D%3D
https://cloud2.edupage.org/cloud/Python1.pdf?z%3AepyuQvJmhf0yqVOgLnKDxwYB44sjoT4BKXwJpkmfcDRVi%2BgPbUTLWdD5MgmtSnBxpISFgkyFR1T%2FlsTiSC50IA%3D%3D
https://cloud2.edupage.org/cloud/Python1.pdf?z%3AepyuQvJmhf0yqVOgLnKDxwYB44sjoT4BKXwJpkmfcDRVi%2BgPbUTLWdD5MgmtSnBxpISFgkyFR1T%2FlsTiSC50IA%3D%3D

3. EISELT, H. A. — SANDBLOM, C. L. 2007. Linear Programming and its Applications.
Berlin, Heidelberg, New York: Springer.

4. CHOCHOLATA, M. 2013. Linedrne programovanie pre manazérov. Bratislava:
EKONOM.

5. LASCIAK, A. akol. 1990. Optimdlne programovanie. 2. upravené vydanie. Bratislava:
Alfa.

6. PLESNIK, J. — DUPACOVA, J. — VLACH, M. 1990. Linedrne programovanie.

Bratislava: Alfa.

https://pypi.org/ [cit. 2020.09.09]

https://www.python.org/ [cit. 2020.09.09]

9. SANTOS, H.G. — TOFFOLO, T.A.M. 2020. Mixed Integer Linear Programming with
Python. [cit. 2020.07.14]. Dostupné na internete:
https://buildmedia.readthedocs.org/media/pdf/python-mip/latest/python-mip.pdf

10. TAHA, H. A. 2007. Operations Research: An Introduction. New Jersey: Pearson Prentice
Hall.

11. https://www.tiobe.com/tiobe-index/ [cit. 2020.09.09]

o ~

Kontaktné udaje

doc. Ing. Michaela Chocholata, PhD.

Ekonomické univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 832

email: michaela.chocholata@euba.sk

71


https://pypi.org/
https://www.python.org/
https://buildmedia.readthedocs.org/media/pdf/python-mip/latest/python-mip.pdf
https://www.tiobe.com/tiobe-index/
mailto:michaela.chocholata@euba.sk

TEORETICKE VYCHODISKA PRIAMYCH ZAHRANICNYCH
INVESTICII V PODMIENKACH DOKONALEJ A NEDOKONALEJ
KONKURENCIE

THEORETICAL BASIS OF FOREIGN DIRECT INVESTMENT IN
CONDITIONS OF PERFECT AND IMPERFECT COMPETITION

Miroslava Janosova

Abstrakt

V poslednych desatrociach priame zahrani¢né investicie (PZI) zaznamenavaji vyrazny narast
a predstavuju vel'mi vyznamny tok kapitalu plyntci do hostitel'skej krajiny. Mnohé krajiny
vychadzaju z predpokladu, ze prildkanie vyznamného mnozstva priamych zahrani¢nych
investicii moze vyznamné ovplyvnit’ ich ekonomicky rast. Vysvetlenie PZI méZeme néjst’ v
mnohych tedriach a prave tieto tedrie popisuji rozne determinanty ovplyviiujuce a
vysvetlujuce priame zahranicné investicie. V nasledujucom prispevku sa budeme venovat
blizsej charakteristike vybranych tedrii popisujlicich priame zahrani¢né investicie z pohl'adu
konkuren¢ného postavenia na trhu.

KPucové slova: priame zahranicné investicie, dokonald konkurencia, nedokonald
konkurencia

Abstract

In recent decades, foreign direct investment (FDI) has grown significantly and represents a
very significant flow of capital to the host country. Many countries assume that attracting a
significant amount of foreign direct investment can significantly affect their economic
growth. An explanation of FDI can be found in many theories, and it is these theories that
describe the various determinants influencing and explaining foreign direct investment. In the
following article, we will focus on the characteristics of selected theories describing foreign
direct investment in terms of competitive position in the market.

Keywords: Foreign Direct Investment, Perfect Competition, Imperfect Competition

UVOD
Priame zahrani¢né investicie st v sU€asnosti jednou z hlavnych zloziek podpory
hospodarskeho rastu krajiny. Ich prinos mozno najvyraznejsie vnimat’ z pohl'adu rozvojovych
krajin a v ekonomikach, ktoré prechadzaju transformaciami a kde mézu vo vyraznej miere
prispiet’ k rastu hrubého domaceho produktu. Priame zahrani¢né investicie prindSaju
hostitel'skym krajindm kapital, transféry v oblasti technologii ako aj odborné znalosti v
procesoch riadenia. Objem priamych zahrani¢nych investicii rastie za posledné desatrocia
niekol’ko nasobne. Zdroje tohto investiéného rastu su pripisované hlavne vSeobecnej
ekonomickej expanzii ako aj liberalizacii politik, priaznivejSiemu komunika¢nému prostrediu.
Objasnenie podmienok vplyvajacich na prilev PZI je zaujmom mnohych vedcov, ktori sa
opieraju 0 zékladné teoretické poznatky v oblasti teorii PZI. Niektori autori vychéadzaju z
teorii, ktoré definuju faktory vplyvajice na umiestnenie, ini berti prilev PZl ako sucast
prirodzeného procesu riadeného spravanim firiem na trhu, ¢i uz v prostredi dokonalej alebo

72



nedokonalej konkurencie. Cielom predkladaného prispevku je predstavit’ niektoré vybrané
teorie priamych zahrani¢nych investicii z pohladu trhového prostredia, na ktorom s
umiestnené.

1 TEORIE PRIAMYCH ZAHRANICNYCH INVESTICII
V PODMIENKACH DOKONALEJ KONKURENCIE

Prvy pokus o teoretické vysvetlenie PZI vychadzal z Heckescher-Ohlinovoho modelu tedrie
neoklasického obchodu, kde PZI boli povazované za sucast’ tohto obchodu v podobe kapitalu.
Tento model vychadzal z predpokladu dvoch krajin s dvoma vyrobnymi faktormi a dvomi
tovarmi, pricom sa predpokladal dokonale konkurenc¢ny trh. Této teoria zaroven vychadza z
toho, ze medzi krajinami je nerovnomerné rozdelenie vyrobnych faktorov a teda relativne
bohata krajina by mala bud’ exportovat’ kapitalovo naro¢né statky do zahrani¢ia pripadne by
mala presunut’ do zahraniCia kapital, kde by jeho navratnost bola vyssia. Tento model je
povazovany za jeden zo zékladnych modelov medzinarodného obchodu a aj v sti¢asnosti je
predmetom skumania viacerych vedcov, ktori sa snazia o jeho prenesenie do sucasnych
trhovych podmienok. Model PZI, ktory bol =zalozeny na predpoklade dokonale
konkuren¢ného trhu moézeme najst aj v praci MacDougall (1958). Ide o rovnovazny
komparativno-staticky pristup, ktory si kladie za ciel' preskimat’ ako su distribuované
hrani¢né prirastky investicii, ktoré plynti do zahrani¢ia. Ako hlavny vystup modelu mozno
povazovat’ zistenie, ze prilev zahraniéného kapitélu zvysi hrani¢ny produkt prace a zaroveil
znizi hraniény produkt kapitdlu v krajine umiestnenia PZI. Podobny pristup zaloZzeny na
podmienkach dokonalej konkurencie mal aj Kemp (1964), ktory pracoval rovnako s
hypotézou dvoch krajin priCom jedna bola investujica a druha hostujuca krajina, cena
kapitadlu sa rovnala jeho hrani¢nej produktivite, pricom dochadzalo k vyrovndvaniu tejto
marginalnej produktivity medzi tymito dvomi krajinami, ¢o viedlo k zvySeniu efektivnosti
vyuzivania zdrojov a nasledne aj k zvySeniu blahobytu v krajine. Rovnako z tedrie podmienok
dokonalej konkurencie vychadzal aj autor Alibert (1970), ktory rozsiril teoériu o poznatky v
rozdieloch v kapitalovych vynosoch v dosledku rozdielneho kapitdlového vybavenia a
urokovych sadzieb ako aj menovych rozdielov. Neskoér sa modZeme stretnit’ so Stidiou
spracovanou autormi  Aksen a Cukrowski (2001), ktori prostrednictvom analyzy
medzinarodného obchodu sa asnazia o identifikaciu firiem na dokonale konkurenénych
trhoch aich averzie voéi riziku. Studia tvrdi, Ze takyto obchod moze zlepsovat' blahobyt
krajiny, a teda ma urcité opodstatnenie. V podobnom ponimani tedrie priamych zahrani¢nych
investicii a teda skimaniu determinantov priamych zahrani¢nych investicii pri predpoklade
dokonalych trhov, av§ak zamerant na rozdielne miery navratnosti a diverzifikaciu portfolia
ako aj velkost’ trhu sa zaoberali autori Adler a Hufbauer (2009), ktori vo svojej studii dospeli
k zéaveru, zZe v pripade nediskontovania budtcich petiaznych tokov ich dlhodobé ucinky na
vonkaj$ie platby budu pozitivne. V stcastnosi sa autori stale venujii podmienkam na dokonale
konkurenénych trhoch ale skorej v ponimani na poukazovanie nedostatkov takychto trhov vo
vztahu K PZl ako napriklad autori Hutzschenreuter a lzrael (2009) kde upozoriuju na
skutoénost’, ze konkurenéné poOsobenie nie je staticky jav ale ide 0 vzajomné na seba
nadvidzujlce a posobiace akcie v priebehu casu.

2 TEORIE PRIAMYCH ZAHRANICNYCH INVESTICIi
V PODMIENKACH NEDOKONALEJ KONKURENCIE

Teorie zalozené na nedokonalych trhovych Struktarach su podlozené tvrdeniami, ze krajiny
ktoré vstupuji na trh hostitel'skej krajiny mézu vplyvat’ na ich domaci trh dvomi réznymi
sposobmi ateda na jednej strane mozu vylepSovat' a podnecovat’ konkuren¢né prostredie

73



avSak na strane druhej to moéze viezt k vytvoreniu monopolu resp. oligopolu. Jednym
z prvych autorov, ktory svoju teoriu PZI zalozil na nedokonalom nastaveni trhovej
konkurencie bol Hymer (1976). Vo svojej teorii rozvijal myslienku, ze firmy snaZiace sa
investovat’ v zahrani¢i musia znasat' vysoké naklady spojené s jazykovymi, pravnymi ako aj
kultirnymi nevyhodami ako aj z hl'adiska preferencii spotrebitelov V hostitel'skej Krajine,
pricom prave tieto nevyhody by mali byt vyvazené trhovym systémom. Hymer naopak za
najvyraznejSiu vyhodu firmy uvazujicej nad investiciou v zahrani¢i povazoval technologicka
vybavenost’ krajiny vzhl'adom na skuto¢nost’ I'ahSieho zavedenia nového produktu, ako aj jej
vplyv na zlepSenie vyrobného procesu. A teda PZI aich umiestnenie bolo riadené snahou
0 roz$irenie Si svojho dominantného postavenia na trhu v medzinarodnom meradle. Tuto
teoriu o nedokonalom trhu a podpore trhovej sily, ktora motivuje k investovaniu v zahranici
podporili aj autori ako Graham a Krugman (1989), Sodersten (1970), Dixit a Noman (1980).
V rovnakom duchu ponimali teériu PZI aj autori Calvet (1984), Dunning a Rugman (1985).
Niektori autori sa viac priklanali k ndzoru monopolného ovladnutia medzinarodnych trhov
a niektori prepajali priame zahrani¢né investicie skorej s oligopolnymi trhovymi Struktirami.

2.1 Priame zahrani¢né investicie v podmienkach monopolu

Teoria monopolu vychadza z predpokladu, Ze priame zahrani¢né investicie maju svoje
uplatnenie z dévodu, Ze podmienky nedokonalého trhu davaji prilezitost firme ziskat
monopolné postavenie v hostujucej krajine. S tymto tvrdenim sa stotoznoval vo svojej praci
aj Kindleberger (1969), ktory poukazal na to ze PZI davaji moznost’ k silnej konkurencii na
trhoch hostitel'skej krajiny vzhl'adom na to, Ze maju vytvorené silné zazemie na svojom
domacom trhu. Poukazuje na to, ze prichodom PZI méze byt narusené pripadné dominantné
postavenie urcitej firmy Vv hostitel'skej krajine a tym sa vylepsi konkuren¢né prostredie av§ak
len do momentu ak doméace firmy dokazu konkurovat’ firme, ktora priniesla do tejto krajiny
investicie. Monopolné vyhody hostujtcich firiem spo¢ivaji hlavne v nizkych nakladoch resp.
ziadnych nakladoch investujticej firmy na presun poznatkov a know-how. Teorie spojené
s priamymi zahrani¢nymi investiciami rozpracoval Hymer (1976) anasledne ich dalej
rozsiril a rozpracoval pre rézne formy vyhod hostujacej firmy v hostitel'skej Krajine avSak
nezameriava sa na ziadnu konkrétne z pohladu najvacsej efektivnosti pre firmu. Ahsan
a Musteen (2011) upozoriiuji vO SVOjej praci, ze generovanie monopolného zisku
z medzinarodnej vyroby je povazované za obmedzené z dovodu vysokych nakladov vstupu na
tieto medzinarodné trhy. Zaroven je vSak aj otazne na kol'ko hostitel'ska krajina resp. vlada
tejto krajiny bude ochotna povolit’ vstup hostujiicim firmam na ich tzemie.

2.2 Priame zahrani¢né investicie v podmienkach oligopolu

V literatire mézeme najst’ rézne odlisné pohl'ady na PZI v oligopolnych Struktirach ato
z pohl'adu blahobytu, produkcie a stratégie. A teda niektori autori poukazuju na to, ze PZI na
oligopolnych trhoch mozu vplyvat na blahobyt spolo¢nosti nepriaznivo v dosledku zvysenia
cien resp. obmedzenim vyberu spotrebitel’a, na strane druhej posobia priaznivo z pohl'adu
zavadzania inovacii. Medzi takychto autorov mézeme zaradit’ Caves (1996) a Hymer (1968).
Dalsia skupina vedcov Reuber a kol. (1973) riesi PZI z pohl'adu aky vplyv na efektivnost
a vykon Kkrajiny maju v Struktare oligopolu firmy, Ktoré st zapojené do cezhrani¢nych fazii
a akvizicii. A potom je to eSte skupina autorov zameriavajucich sa na stratégie v oligopolnych
Struktarach v nadnarodnych spolo¢nostiach. Knickerbocker (1973) z vysledkov svojej prace
uvadza, ze v prostredi oligopolnej trhovej Struktiry umiestnenie PZI ma za nasledok, Ze iné
firmy tuto firmu nasleduju v snahe o zachovanie si svojho miesta na trhu. Tato oligopolna
reakciu sledoval hlavne pre priemyselné odvetia ako napriklad automobilovy, chemicky
a elektronicky priemysel, ktoré sa vyznacuji mens$im poétom avSak velkych spolo¢nosti.
Z novsich prac, ktoré skamaji reakcie v prostredi oligopolov mézeme spomenut’ autorov ako
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Ito, K. a Rose, E. L. (2002) ktori rovnako vo svojej Studii testovali vplyv oligopolnej reakcie
savisiacej s PZI v americkom priemysle vyroby pneumatik a textilu. Ich vysledky poukazuju
na to, ze v prostredi oligopolu je umiestiiovanie PZI zalozené na spravani konkuren¢nych
firiem ako aj na faktoroch v hostitel'skej krajine. Na Knickerbockerovej teorii oligopolnej
reakcie firiem zalozili svoj model aj Head K., Mayer T. a Ries J (2002) prostrednictvom,
ktorého dospeli k zaverom, ze firmy, ktoré st neutralne k riziku buda mat’ nizsiu tendenciu
umiestiiovat’ Svoje investicie do zahrani¢ia hned ako k takémuto kroku pristupia ich
konkurenti. Ich hlavnym prinosom je odvodenie minimalnej urovne rizika, ktora je potrebna
pre vyvolanie oligopolnej reakcie firiem. Vysvetlenie oligopolistickej reakcie ponukaju aj
autori Alamonte C. a Pennings E. (2003), testovali model zostrojeny z dat konkurenénych
firiem, ktoré investovali v strednej a vychodnej Eurdpe v rokoch 1990 — 1997. Na zéaklade ich
dosiahnutych vysledkov dospeli k zaveru, ze tieto firmy vykazuju silnii oligopolisticku
reakciu avSak ich zistenia st robustné vzhladom na rdzne Specifikacie pouzitého modelu
zalozenom na Bayesianskom uceni. Model na ilustraciu spravania sa firiem Vv zmysle
oligopolistickej reakcie predstavili aj Leahy D. a Pavelin S. (2003), ktori nim demonstrovali
pozitivnu vzajomnu zavislost medzi rozhodnutiami investovania PZI firiem ateda, ze
zahrani¢né investicie jednej firmy prindSaju dalSie stimuly pre ostatné firmy aby ich
nasledovali.

ZAVER

Priame zahranicné investicie stdle viac naberajii na vyzname z globdlneho hladiska a z
hladiska hospodarskeho rastu krajin, podpory zamestnanosti a inovacii. Aktualna situacia vo
svete, ktoru priniesla pandémia COVID-19, je testom investi¢nej politiky. Europska tinia stale
povazuje za vel'mi dolezité, aby zostala atraktivnou krajinou pre zahrani¢né investicie. Prave
v tomto kontexte je vel'mi dolezité aj nad’alej skiimat’ rozne teoretické vychodiska k pristupu
modelovania priamych zahrani¢nych investicii vzhladom na skuto¢nost’, ze st zdrojom pre
identifikaciu spravnych determinantov, ktoré vplyvaju na ich prilev do krajiny. Cielom
predkladaného prispevku bolo sprehl'adnenie teoretickych pristupov a historickych vychodisk
priamych zahrani¢nych investicii v podmienkach dokonalej konkurencie a v podmienkach
nedokonalej konkurencie. Cielom zisteni je poukazat na dolezitost modelov priamych
zahrani¢nych investicii ako faktora ovplyvilujiceho vyvoj krajiny a dolezitého faktora
signalizujiceho mozny vznik vonkajsej nerovnovéahy krajiny.

Tento prispevok bol vypracovany v ramci riesenia projektu APVV-17-0551 ,, Vyrovnavanie
nerovnovah: prehodnotenie pohladu na makroekonomické nerovnovahy v europskom ramci
riadenia“ a riesenia projektu VEGA 1/0628/20 ,, Medzindrodna investicna pozicia a jej vztah
k ekonomickému rastu - mozny ukazovatel vonkajsich nerovnovah krajiny *
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ANALYZA EFEKTOV ZAVEDENIA CLA NA ZAHRANICNY OBCHOD

ANALYSIS OF THE EFFECTS OF MEN TARIFFS ON FOREIGN
TRADE

Brian Konig

Abstrakt

Clanok sa zaobera sposobmi odhadu unilateralnych politik v §trukturalnych gravitaénych
modeloch. Déraz je kladeny odhadu efektu cla podliehajuceho dolozke najvyssich vyhod na
bilateralny obchodny tok. Z vysledkov dosiahnutych v aplika¢nej casti ¢lanku mozno
predpokladat’, ze MFN clo ma Statisticky vyznamny efekt na bilateralny obchodny tok
obchodujiicich krajin (elasticita -8,78). Ziaduce je pouzit model s vnitornym obchodom,
ktory napriek pritomnosti fixnych efektov exportéra a importéra umoziuje odhad efektu
unilaterdlnych politik. V pripade nedostupnosti idajov o vnitornom obchode je mozné pouzit’
alternativny pristup prostrednictvom aproximacie MR ¢lenov Taylorovym rozvojom - Baier
a Bergstrand (2010).

KPucové slova: Strukturalny gravitacny model, nediskriminacné politiky, clo podliehajuce
dolozke najvyssich vvhod

Abstract

The article deals with ways of estimating unilateral policies in structural gravity models.
Emphasis is put on estimating the effect of the MFN tariffs on bilateral trade flows. From the
results achieved in the application part of the article, it can be assumed that the MFN tariffs
have a statistically significant effect on the bilateral trade flow (elasticity -8.78). It is
favorable to use a model with internal trade, which, despite the presence of fixed effects of
exporter and importer, allows estimating the effect of unilateral policies. In case of
unavailability of internal trade data, an alternative approach can be used through the
approximation of multilateral resistances by Taylor expansion introduced by Baier and
Bergstrand (2010).

Keywords: structural gravity model, non-discriminatory policy, MFN tariffs

1 UVOD

Vo svete rychleho rastu vplyvu globalizacie, ekonomickej prepojenosti jednotlivych krajin
sveta a ich vzdjomnej spoluprace zohrava medzinarodny obchod ddlezitu tlohu, a to nielen na
bilateralnej Urovni, ale aj na multilateralnej urovni. Jeho analyza spolu s faktormi, ktoré ho
priamo ovplyviiuji st nevyhnutné pri skimani dopadov roznych politik medzinarodného
obchodu. Azda za najCastejSie vyuzivany ndstroj analyzy zahrani¢ného obchodu moZno
povazovat’ gravitany model, ktory umoziuje skumat’ efekty roznych faktorov a politik na
zahrani¢ny obchod. Gravitatny model reprezentuje klIiCovy ndstroj aplikovanej literatury
zahrani¢ného obchodu, ktory je pouzity v tisickach analyz a vyskumnych c¢lankoch
zaoberajucich sa zahraniénym obchodom. Gravitatny model zahrani¢ného obchodu je
historicky spdjany s holandskym ekondémom Jadnom Tinbergenom, ktory tento koncept
predstavil v roku 1962. Po6vodna gravita¢nd rovnica (Tinbergen, 1962) predpokladala, ze
velkost’ vzdjomného obchodu dvoch krajin zavisi od ich ekonomickej velkosti a vzdialenosti
medzi nimi. Anderson (1979) polozil zédklady Strukturdlneho modelu zaloZeného na
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mikroekonomickych teoretickych vychodiskach. Prelomovym prispevkom ku gravitatnym
modelom bol ¢lanok autorov Andersona a Wincoopa (2003). Anderson a Wincoop, ktori
navrhli Strukturdlny gravitatny model zalozeny na c¢isto mikroekonomickom teoretickom
zaklade, reprezentuje akysi vychodiskovy bod pri modelovani zahrani¢éného obchodu.
Anderson a Wincoop poukézali na kl'icovy fakt, ze zavedenie ,relativnych® obchodnych
nakladov (tzv. multilateral resistances) voci ostatnym krajindm je nevyhnutné pre spravne
Specifikovany Strukturdlny model. Viaceri autori pouzili vlastni podobu modelu, pricom
aproximovali multilateralne rezistencie Andersona a Wincoopa tzv. indexmi odl'ahlosti , ktoré
boli konsStruované ako funkcia bilateralnych vzdialenosti medzi krajinami a ich HDP. AvsSak
tento pristup bol vystaveny kritike, pretoze indexy odlahlosti niesli iba mala cast
ekonomickej teorie z povodnych multilateralnych rezistencii. Alternativny sposob k indexom
odl'ahlosti, ktory bol vSak teoreticky konzistentny s modelom Andersona a Wincoopa a
zaroven umoznoval vyuzitie komparativnej statiky, navrhli autori Baier a Bergstrand (2009,
2010). Ti odvodili teoretické multilateralne rezistencie pre kazdd jednu premennt
reprezentujucu bilaterdlne obchodné ndklady, pomocou Taylorovho rozvoja prvého radu.
Olivero a Yotov (2012) rozsirili gravitatny model prierezovych dat s fixnymi efektmi o
dvojrozmerné fixné efekty (exportér - Cas, importér — cCas), ktoré¢ by mali byt pouzité v
dynamickom gravitatnom modeli zalozenom na panelovych datach. Treba si vsak uvedomit’,
ze v pripade pouzitia fixnych efektov ako aproximécie MR, fixné efekty absorbuji vplyv
vSetkych premennych, ktoré si v ¢ase premenlivé iba s hodnotami importéra alebo exportéra.
Kla¢ovym nedostatkom MNS pri jej pouziti v gravitaénom modeli je, Ze vynechiva
pozorovania, kde st nulové obchodné toky medzi krajinami. S myslienkou pouzit’ namiesto
logaritmickej podoby gravitatného modelu multiplikativny tvar priSli Silva a Tenreyro
(2006). Ich pristup navrhuje pouzit na odhad parametrov Poissonov estimator pseudo
maximalnej vierohodnosti (PPML). Endogénnost niektorych vysvetlujucich premennych
gravitatnych modelov bola jednou z d’alSich komplikdcii, ktora bolo treba vyriesit', aby bolo
mozné ziskat' doveryhodné odhady parametrov. Jednu z moZnosti ako sa vysporiadat’ s
potencialnym problémom endogénnosti navrhli Baier a Bergstrand (2007). Autori navrhuju
pouzit’ prvé diferencie bilateralneho obchodu, ¢im sa eliminuje informécia o objeme obchodu
medzi krajinami. Ako alternativny sposob odporacaju pouzit' fixné efekty pre dvojice
exportér - importér. Dal§imi autormi, ktori adresovali mozné skreslenie odhadnutych
parametrov v gravitatnom modeli v dosledku endogénnosti premennych boli Bergstrand,
Larch a Yotov (2015). Autori predpokladali, ze zahrnutie ¢asovo invariantnych fixnych
efektov ako navrhovali Baier a Bergstrand (2007) nemusi byt postacujuce k zachyteniu
neskresleného efektu dohdd o ekonomickej integracii na bilateralny obchod. Autori rozsirili
gravitaény model o vnatorny obchod, ktory umoznil sledovat’ vplyv dohdd o ekonomickej
integracii na bilateralny obchod relativne voc¢i vnitornému obchodu. Odhady efektov r6znych
unilaterdlnych a nediskrimina¢nych politik zahrani¢éného obchodu su casto stredobodom
pozornosti pri odhade parametrov Strukturalneho gravitatného modelu. Pod unilateralnymi
premennymi rozumieme premenné, ktoré st premenlivé bud’ s exportérom alebo importérom,
avSak nie st variabilné v rozmere importér-exportér ako je tomu napr. pri dohodach o vol'nom
obchode. Napriek velkému zaujmu vyskumnej a akademickej sféry v oblasti teorie
medzinarodného obchodu analyzovat’ efekty roznych unilateralnych politik zahrani¢éného
obchodu, odhad tychto efektov sa spaja s viacerymi tUskaliami. Hlavnym problémom odhadu
efektov unilaterdlnych politik v Strukturdlnom gravitachom modeli spociva v tom, Ze v
pripade pouZitia aproximacie MR ¢lenov pomocou fixnych efektov premenlivych v rozmere
importér-Cas a exportér-cas, su vplyvy tychto politik absorbované fixnymi efektmi. Cielom
prispevku je poukazat’ na alternativne spdsoby odhadu efektov tychto politik a ich dopad na
odhad efektu zavedenia cla podlichajucemu dolozke najvyssich vyhod (MFN clo).
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2 METODOLOGIA

V tejto Casti uvedieme zdkladné vztahy Strukturdlneho gravitatného modelu Andersona
a Wincoopa (2003) a poukazeme na vybrané sposoby odhadu efektov unilateralnych politik
na zahrani¢ny obchod.

2.1 Strukturalny gravitaény model

V tejto Casti budeme uvazovat’ s gravitatnym modelom odvodenym z dopytovej strany
ekonomiky podl'a Andersona a Wincoopa (2003) zalozené¢ho na Wincoop (1979).

Ak takto upraveny vztah (1.14) nésledne dosadime do vztahov (1.8) a (1.9) ziskame
Strukturalnu podobu gravitatného modelu Andersona a Wincoopa (2003) v tvare:

X, _EY, [ r g o
P = Z (ﬁj) b 22)
M~ = Z I%-r“’ f—va (2.3)

kde Xjj su bilateralne obchodné toky zkrajiny ido krajiny j; Yy je prijem sveta
(resp. produkcia); Y; je domaca produkcia krajiny i; Ej su celkové vydavky krajiny j; &;
reprezentuje bilateralne obchodné naklady medzi krajinami iaj; o je elasticita substitucie
medzi tovarmi z jednotlivych krajin;

Rovnicu (2.1) mozno rozlozit’ na dve &asti. Cast mimo zatvorky, hovoriacu o hypotetickej
urovni obchodu, ak by neexistovali obchodné naklady, bariéry a za predpokladu rovnakych
cien. Druha Cast’ pozostava z obchodnych bariér, resp. nakladov a multilateralnych rezistencii.
Obchodné néklady tj su v literatire Casto aproximované geografickymi premennymi a
premennymi reprezentujucimi politiku zahranicného obchodu ako napr. vzdialenost, cla,
spolo¢ny jazyk, dohody o volnom obchode, existencia spolo¢nej hranice atd’. Vztah (2.2)
vyjadruje vnutornu multilaterdlnu rezistenciu importéra j, ktora hovori o nadro¢nosti vstupu na
trh importéra j. Rovnica (2.3) reprezentuje vonkajSiu multilateralnu rezistenciu a ta vyjadruje
naro¢nost’ vstupu exportéra i na trh.

2.2  Sposoby odhadu efektu unilateralnej politiky v Strukturilnom gravitaénom
modeli

V ramci ¢lanku porovndme odhady efektu ciel podliehajicim dolozke najvyssich vyhod na
bilaterdlny obchod ziskané z alternativnych pristupov odhadu efektov nediskriminaénych
politik v gravitatnom modeli. V jednotlivych modeloch budeme popri clach kontrolovat  aj
vplyvy premennych, ktoré predstavuju existenciu regiondlnej obchodnej dohody (RTA).
Okrem nich budu kontrolované aj efekty premennych uvedenych v Casti zaoberajucej sa
pouzitymi tdajmi. Prvym uvazovanym spdsobom zachytenia efektu unilaterdlnej politiky na
bilateralny obchod bude pristup autorov Heida, Larcha a Yotova (2017), ktori v Strukturalnom
gravitatnom modeli s aproximaciou MR c¢lenov pomocou fixnych efektov exportéra
a importéra zachytili efekt unilaterdlnej politiky zahrnutim udajov o vnitornom obchode
do modelu. Budeme uvazovat’ s dvoma Specifikaciami modelu v zavislosti od toho, ¢i nas

! Oznagenie premennych budeme pouZivat podl'a Anderson (2011) a Yotov (2016).
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zaujima efekt bilaterdlnych premennych invariantnych v ¢ase na bilateralny obchodny tok
(napr. vzdialenost, existencia spolo¢nej hranice, spolo¢ny jazyk atd’.), alebo nie. Model
s kontrolou efektov faktorov premenlivych v rozmere importér-exportér invariantnych v ¢ase
sa Casto pouziva v pripade, ze pracujeme s prierezovymi datami, kedy nie je mozné pouzit’
fixné efekty premenlivé v rozmere importér-exportér. Ak pracujeme s prierezovymi datami,
resp. ak nas zaujima efekt bilaterdlnych premennych invariantnych v Case na bilaterdlny
obchodny tok, v takom pripade mozno pouzit’ model v tvare:
Xij,t = exp(,BlRTAij,t + lenMFNY}"t X INTERU + ,83lnDISTU

+ BLCONTIGy; + BsCOMLANG; + BgINTER;; + v, (2.4)
+ 8 c)€ij e

kde t je index Casu; X;;, je bilaterdlny obchodny tok z krajiny i do krajiny j, pricom ak i=]
potom sa jedna o vnutorny obchod krajiny;2 INTER;; je umeld premenna nadobudajicu
hodnotu 1, ak sa jedna o cezhrani¢ny obchod a inak sa rovna nule; y;; a §;, st fixné efekty
premenlivé v rozmere exportér-Cas a importér-Cas. Takymto spdsobom definovany model
nam umozni zachytit' efekt colnych sadzieb podliehajucich dolozke najvysSich vyhod,
nakol’ko ak krajina importéra je totozna s exportérom, colna sadzba sa rovna nule. V pripade,
ze pracujeme s panelovymi datami a nezaujimame sa o efekt premennych invariantnych
Vv ¢ase, aby sme zohladnili mozni endogénnost’ premennej RTA, zahrnieme do modelu
bilateralne fixné efekty premenlivé v rozmere importér-exportér.® Tie absorbuju vietky
pozorovatel'né i nepozorovatelné bilateralne faktory invariantné v ¢ase. Uvazovany model
v multiplikativnej podobe mozno zapisat’ nasledovne:

Xij,t = eXp(,BlRTAL-j,t + lenMFNTj,t X INTERU + d)l] + Yit +
6j,t)gij,tv

kde ¢;; st fixné efekty v rozmere importér-exportér. Ked'ze udaje o vnitornom obchode
nemusia byt pre skiimané krajiny alebo casové obdobie vzdy dostupné, ako alternativny
pristup odhadu efektu MFN ciel bude pouzitd robustnejSia verzia aproximacie MR ¢lenov
Taylorovym rozvojom podl'a Baiera a Bergstranda (2010). Baier a Bergstrand pdvodne
odvodili aproximaciu ¢lenov MR v log-linearizovanej forme pre odhad parametrov pomocou
metddy najmensSich Stvorcov. Nakol'ko Silva a Tenreyro (2006) poukézali na skuto¢nost’, Ze
log-lin transformacia gravitatného modelu v pripade pritomnosti heteroskedasticity vedie
Kk nekonzistentnym odhadom parametrov, na odhad modelov s aproximaciou MR podla
Baiera a Bergstranda (2010) bude pouzity PPML estimator.* Takto definovany gravitaény
model mozno zapisat’ v multiplikativnom tvare nasledovne:

Xijt =
exp[BMR(RTA;j ) + B,MR(InDIST;;) + BsMR(COMLANG;;) +
B.MR(CONTIG;;) + BsInMFNT;; + B¢InGDPy ; + B,InGDPy,  +

Oyleije,
kde t je index obdobia; X;;, je bilaterdlny obchodny tok z krajiny i do krajiny j; InMFNT; , je

premenna vychadzajtca z colnej sadzby importéra j podliehajicej dolozke najvyssich vyhod
(vztahuje sa rovnako na vsetkych exportérov i exportujucich do krajiny j) pocitana ako

(2.5)

(2.6)

2 Vnutorny obchod krajiny je pogitany ako rozdiel medzi hrubou produkciou krajiny a exportom.

¥ Toto rieSenie problému endogénnosti bilateralnych obchodnych dohdd navrhuju autori Baier a Bergstrand
(2007).

* Obdobne na odhad parametrov modelu s MR &lenmi aproximovanymi podla Baiera a Bergstranda pouzili
PPML estimator napr. autori Hoekman a Nicita (2011); Moise a Sorescu (2013); Bratt (2017); Sellner (2019).
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In(1+MFNCclo): InGDPy;, InGDPp, reprezentuji ekonomicku velkost' krajiny exportéra
resp. importéra vyjadrenu ako logaritmu HDP; 6,, st fixné efekty pre jednotlivé roky; ;. je
nahodna zlozka; MR(tj) je ¢len MR pre T'ubovolni premennu bilaterdlnych obchodnych
nakladov tj a pre kazdé jedno obdobie t, pre ktory bude pouzity viac robustny pristup
navrthnuty  Baierom a Bergstrandom (2010). Autori kvoli moZznému  problému
s endogénnost’ou odvodili pristup, v ktorom nahradili HDP vahy rovnakymi vdhami v tvare:

1 n n
tij+ tij—ﬁzztij , (27)

n
1 i=1 i=1 j=1

S|
S|

MR(t;;) = tij —

n
]:

kde n je pocet krajin.

Ako alternativa k teoreticky konzistentnym modelom bude odhadnuty ad-hoc model bez
multilateralnych rezistencii. Kvoli moznému problému s endogénost'ou obchodnych zmluv
budi taktiez pouzit¢ fixné efekty vrozmere importér-exportér. Uvazovany model
v multiplikativnej forme bude mat’ tvar:

Xije =

exp(BiRTAyj + B InMFNT) + B5InGDPo, + BylnGDPy 4 ey 0

3 DATA

Nakol'ko pouzité modely si vyzaduji zahrnutie vnutorného obchodu, aby sme vyuzivali
teoreticky konzistentne konstruovany vnutorny obchod, ako zévisld premenna je pouzity
bilateralny obchodny tok vyjadreny v americkych doldroch (USD) ziskany z databazy
vytvorenej Thomasom Zylkinom pouzitej v praci Yotova a kolektivu (2016), ktora obsahuje
aj udaje o vnlutornom obchode. Autori pouzili udaje o obchodnom toku agregovaného sektora
vyroby za obdobie 1986 — 2006 za 69 krajin. Napriek nevelkému poctu krajin a
obmedzenému c¢asovému intervalu, hlavna vyhoda tejto databazy spoCiva v teoreticky
konzistentnom spdsobe vypoétu vnitorného obchodu. Udaje o regionalnych obchodnych
dohodéch st Cerpané z databazy Egger, P. a Larch, M. (2008), ktord okrem iného obsahuje aj
informacie o dohodach o volnom obchode (FTA), colnych uniach (CU), dohodach o
ekonomickej integracii (EIA) a dohodach o ¢iastoénom rozsahu posobnosti (PS). Premenna
regionalnych obchodnych dohdd (RTAjj) bude indikovat’ existenciu bilateralnej alebo
multilaterdlnej dohody (FTA, CU, EIA, PS). Vicsina premennych je pouzitych z databazy
franctizskeho centra pre vyskum a expertizy o svetovej ekonomike CEPII (databaza Gravity),
ktoré poskytuje rozne databizy (okrem iného aj databazy sluZiace k tvorbe gravita¢nych
modelov). Databaza ,,Gravity* obsahuje informacie za obdobie rokov 1948 — 2015, pri¢om
poskytuje zhruba 70 premennych za 224 krajin. Z tejto databazy boli pouzité premenné, ako
napr. HDP exportéra (GDPo) a importéra (GDPp) vyjadrené ako nominalny HDP v
americkych doldroch, existencia spolo¢ného oficidlneho alebo hlavného jazyka medzi
krajinami (COMLANG _OFF), existencia spolo¢nej meny (COMCUR), existencia spolo¢nej
hranice (CONTIG), vzdialenost (DISTW) vyjadrena v kilometroch a vazena populaciou
jednotlivych krajin. KI'i€ova premenna, ktord bude stredobodom pozornosti tohto clanku
budia MFN cl4, ziskané z databdzy TRAINS (Trade Analysis Information System), ktora
poskytuje predovsetkym udaje o clach a roznych netarifnych ukazovatel'och suvisiacich so

® Colné sadzby sa v §trukturalnych gravitaénych modeloch §tandardne vyjadrujii v tvare In(1+clo). Nakolko
v dosledku zavadzania cla dochadza k zmene ceny importov, parameter pri tomto Clene reprezentuje elasticitu
dopytu po importe vzhl'adom na MFN clo. Pre detailné matematické odvodenie efektu ciel na bilateralny obchod
pozri napr. Yotov a kolektiv (2016).
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zahranicnym obchodom. Pouzit¢ MFN cld su vyjadrené ako priemerné hodnoty ciel
dovazanych produktov do krajiny importéra j. Aby sme zohladnili mozné oneskorenie
bilaterdlneho obchodu na zmenu obchodnych politik pri odhade parametrov, budeme
pouzivat’ trojroéné intervaly ako navrhuju Olivero a Yotov (2012). Dalsia vyhoda trojroénych
intervalov v porovnani s intervalmi vyssich stupiiov (Stvorrocné a patrocné intervaly) spociva
\ tom,6 ze je k dispozicii va¢si pocet pozorovani. Pouzity casovy interval bude za roky 1994 —
2006.

4 KOMPARACIA ROZNYCH METODOLOGICKYCH PRISTUPOV

V tejto Casti sa zameriame na aplikaciu alternativnych spdsobov odhadu efektov zavedenia
ciel na bilateralny obchod, pri¢om budu porovnané aj efekty regionalnych obchodnych dohdd.
V ramci vybranych metéd budi porovnavané dva alternativne spdsoby navrhnuté Baierom a
Bergstrandom (2010), a Heidom, Larchom a Yotovom (2017). Bude sa jednat’ o aproximaciu
MR ¢lenov pomocou Taylorovho rozvoja a model svnutornym obchodom — vyuZzitim
panelového PPML estimatora (Poissonov estimator psuedo maximalnej vierohodnosti)
Vv softvérovom prostredi Stata.

Tabul’ka 4.1 — Alternativne formy odhadu efektu ciel podliehajicich doloZke najvyssich vyhod

1) 2) 3) (4)
intra intra_fe bb ad_hoc_fe
rta 0.1748* 0.0940* 0.2141**
(0.0998) (0.0500) (0.0899)
In_mfnt -12.9434*** -8.7839*** -5.7284*** -2.7196***
(2.4030) (0.5707) (0.8097) (0.9522)
In_dist -0.6987***
(0.0667)
comlang_off 0.2736**
(0.1289)
contig 0.4896***
(0.1572)
rta_mr 0.1249
(0.1855)
In_dist_mr -0.7630***
(0.1071)
comlang_off_mr 0.2851**
(0.1323)
contig_mr 0.5356%**
(0.1568)
N 11440 11440 11100 11100
pseudo R 0.986 0.998 0.877 0.970

® Napriek tomu, Ze databaza Yotov a kolektiv (2016) obsahuje udaje od roku 1986, nakol'ko viaceré krajiny mali
nedostupné udaje MFN ciel v prvych rokoch, rozhodli sme sa pouZit’ ako pociatocny rok 1994.
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Standard errors in parentheses

*p<0.10,** p<.05, ***p<.01

Model (1) reprezentuje gravitaény model s vnutornym obchodom a obchodnymi nékladmi invariantnymi v Case
(2.4). Model (2) reprezentuje gravitany model s vnutornym obchodom a s parovymi fixnymi efektmi (2.5).
Model (3) reprezentuje aproximaciou MR ¢&lenov podl'a Baiera a Bergstranda (2010) podl'a vztahu (2.6). Model
(4) reprezentuje ad-hoc model (2.8).

Vysledky dosiahnuté jednotlivymi pristupmi su uvedené v tabulke (Tabul'ka 4.1). Model (1)
reprezentuje Casto vyuzivanu Specifikdciu najmd v pripade modelu zalozeného na
prierezovych udajoch, v ramci ktorych nie je mozné do modelu zahrnut fixné efekty
premenlivé v rozmere importér-exportér, nakol’ko by nezostali ziadne stupne vol'nosti a odhad
parametrov by nebol mozny. Multilaterdlne rezistencie si v tomto modeli zahrnuté pomocou
fixnych efektov premenlivych v rozmere importér-Cas a exportér-Cas. Za ucelom odhadu
efektu skimanej premennej MFN cla (MFNT) boli pouzité priemerné hodnoty ciel
dovazanych produktov do krajiny j podlichajicich dolozke najvy$sich vyhod. Odhadnuté
parametre a ich znamienka su v stlade snaSimi ofakavaniami, pricom su porovnatelné
aj s empirickou literatiirou zaoberajiicou sa odhadmi gravitatnych modelov. Pre porovnanie
Head a Mayer (2014) vykonali meta-analyzu zalozenti na 159 ¢lankoch, pricom pouzili viac
ako 2500 odhadov. Na zéklade ich vysledkov priemerny efekt vzdialenosti vySiel na Grovni -
0,93 (Standardna odchylka — s.d. 0,4); priemerny efekt spolo¢ného jazyka dosiahol Groven
0,54 (s.d. 0,44); priemerny efekt existencie spolo¢nej hranice sa rovnal 0,53 (s.d. 0,57)
a priemerny efekt existencie RTA bol dosiahnuty vo vyske 0,59 (s.d. 0,5). V pripade pouzitia
iba Strukturdlnych gravitaénych modelov bol priemerny efekt RTA len 0,36 (s.d. 0,42).
KIiacovou informaciou tohto modelu je fakt, Ze napriek pritomnosti fixnych efektov
premenlivych v rozmere importér-Cas a exportér-¢as je mozny odhad MFN ciel. Odhad
parametra pri InMFNT;, poukazuje na elasticitu dopytu po importe vzhladom na clo
podliehajuce doloZke najvyssich vyhod na trovni -12,94. Uvedend hodnota je tieZ v sulade
s empirickou literatirou analyzujucou efekty MFEN ciel, nakol'ko Yotov a kolektiv (2016)
poukazuju na skuto¢nost’, Ze tato hodnota sa zvycajne pohybuje v rozmedzi -2 az -12. Model
(2) zahfiia namiesto bilaterdlnych premennych invariantnych v ¢ase, fixné efekty premenlivé
Vv rozmere importér-exportér, ktoré absorbuju vsetky pozorovatel'né, ale aj nepozorovatelné
bilaterdlne premenné premenlivé v tomto rozmere. V pripade tejto Specifikacie efekt MENT
klesol na hodnotu -8,78. Problém modelov (1) a (2) spo¢iva v tom, Zze tdaje o vnutornom
obchode nie su tak 'ahko dostupné ako udaje o zahrani¢nom obchode a navyse su k dispozicii
len za urcité krajiny a obdobia. Model (3) ponuka alternativny spdsob odhadu efektu MFNT,
pricom uvazuje s MR ¢lenmi aproximovanymi podl'a Baiera a Bergstranda (2010) v modeli
bez vnutorného obchodu. Z vysledkov moZno pozorovat, ze odhady parametrov su taktieZ
v sulade s empirickou literatirou zaoberajicou sa odhadmi gravitatnych modelov. Odhad
efektu MFN ciel klesol na troven -5,73, €o je o nieco nizsie ako v pripade modelu (2). Na
druhti stranu v porovnani s empirickou literatirou je to menej extrémna hodnota ako v pripade
modelu (1). Model (4) reprezentuje ad-hoc model bez ¢lenov MR, ktorého odhady by mali
byt skreslené.” Na kontrolu efektov bilateralnych premennych invariantnych v ¢ase st pouzité
parové fixné efekty. Odhad elasticity dopytu po importe vzhl'adom na clo MFN je na trovni -
2,72, ¢o je stale v sulade s empirickou literatirou analyzujicou efekty MFN ciel. Pokial
predpokladdme, Ze model (2) reprezentuje akési vychodiskové reprezentativne odhady, potom
odhad efektu cla MFN je v pripade ad-hoc modelu najvzdialenejs$i v porovnani s vybranymi
modelmi.

" Kvoli vynechaniu &lenov MR dochadza k skreslenym odhadom. Pre detailnejsie informacie pozri Anderson
a van Wincoop (2003).
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ZAVER

Clanok sa venuje aplikécii alternativnych sposobov odhadu efektov zavedenia ciel na
bilateralny obchod, pricom s kontrolované aj efekty roznych inych faktorov (regionélne
obchodné dohody, vzdialenost’, existencia spolo¢nej hranice, existencia spolo¢ného jazyka).
V ramci vybranych metéd su porovnavané dva alternativne spdsoby navrhnuté Heidom,
Larchom a Yotovom (2017) a Baierom a Bergstrandom (2010). Jednd sa o model
s vnutornym obchodom a o aproximaciu MR ¢lenov pomocou Taylorovho rozvoja. Vybrané
metodické postupy odhadu unilateralnej politiky st porovnavané s ad-hoc modelom, pricom
vSetky Specifikacie boli odhadnuté pomocou panelového PPML estimatora. Stredobodom
pozornosti s odhady efektu ciel podliehajucich dolozke najvyssich vyhod na bilateralny
obchod. Z dosiahnutych vysledkov mozno konstatovat, Ze odhadnuté parametre a ich
znamienka s0 vsulade sekonomickymi ocakdvaniami, pricom si porovnatelné
aj s empirickou literatiirou zaoberajucou sa odhadmi gravitatnych modelov. Model (2), ktory
reprezentuje gravitany model s vnutornym obchodom as parovymi fixnymi efektmi
navrhnuty podla Heida, Larcha a Yotova (2017) mozno povazovat za akysi vychodiskovy
model, nakolko obsahuje vSetky tri typy fixnych efektov arovnako aj informaciu
o0 vnutornom obchode. Efekt MFN ciel v tomto modeli vysiel -8,78. V pripade modelu (3)
reprezentujiceho aproximidciu MR clenov pomocou Taylorovho rozvoja podla Baiera
a Bergstranda (2010) odhad efektu MFN ciel klesol na uroven -5,73, ¢o je o nieco nizsie ako
Vv pripade modelu (2). Odhad efektu MFN cla vysiel v modeli (4) na urovni -2,72, ¢o je stale
v stilade s empirickou literatirou analyzujicou efekty MFN ciel. Pokial’ v§ak predpokladame,
ze model (2) reprezentuje akési vychodiskové reprezentativne odhady, potom odhad efektu
cla MFN je v pripade ad-hoc modelu najvzdialenej$i v porovnani s vybranymi modelmi.

Z vysledkov dosiahnutych v aplikacnej casti mozno predpokladat, ze MFN clo ma
Statisticky vyznamny efekt na bilateralny obchodny tok obchodujucich krajin. Ziaduce je
pouzit’ model s vnutornym obchodom, ktory napriek pritomnosti fixnych efektov exportéra a
importéra umoznuje odhad efektu unilateralnych politik. V pripade nedostupnosti tidajov o
vnutornom obchode je moZné pouZit’ alternativny pristup napr. prostrednictvom aproximacie
MR ¢lenov Taylorovym rozvojom - Baier a Bergstrand (2010). Treba mat’ na zreteli, ze
Vv pripade pouzitia ad hoc modelu bude tento efekt pravdepodobne skresleny, kvoli
vynechaniu ¢lenov MR.

Prispevok bol spracovany vrdamci rieSenia projektu APVV-17-0551 , Vyrovmndvanie
nerovnovah: prehodnotenie pohladu na makroekonomické nerovnovahy v europskom ramci
riadenia” a rieSenia projektu VEGA 1/0294/18 "Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja eurdpskych postkomunistickych krajin a ich regionov".
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TRANSFORMACIA MATICE SPOLOCENSKEHO UCTOVNICTVA
SOCIAL ACCOUNTING MATRIX TRANSFORMATION

Veronika Mit’kova

Abstrakt

Clanok prezentuje techniku transformacie matice spologenského uétovnictva, ktort vytvara
Global Trade Analysis Project aobsahuje detailné danové Struktury aplatby spojené
s medzinarodnym obchodom na Struktaru s tymito vnorenymi platbami, ktora je vhodna na
analyzu multiplikatorov. Vysledky tejto analyzy budu vzhl'adom na tie zaloZenych na input-
output tabul’kach obohatené o dafiové a transakéné platby.

KUPucové slova: SAM, transformacia, GTAP, matica spolocenského uctovnictva

Abstract

The paper presents the technique of transforming the social accounting matrix provided by the
Global Trade Analysis Project and contains detailed tax structures and payments associated
with international trade into a structure with these nested payments, which is suitable for the
analysis of multipliers. The results of this analysis will be enriched with tax and transaction
payments with respect to those based on input-output tables.

Keywords: SAM, transformation, GTAP

1 MATICE SPOLOCENSKEHO UCTOVNICTVA

Cielom clanku je prezentovat techniku transforméacie schémy matice spolocenského
uctovnictva (Social Accounting Matrix — SAM) tak, aby sa z udajov, ktoré poskytuje Global
Trade Analysis Project (GTAP) vytvorila matica vhodna na analyzu multiplikacnych efektov
v hospodarstve.

GTAP poskytuje udaje o 141 krajinach (Obrazok 1), ktoré spolu tvoria 98% svetového HDP
a pokryvaju 92% svetovej populacie. Pokrytie odvetvi zodpoveda 65 unikatnym sektorom
(Tabulka 1) a vyrobné faktory zahffiajii spolu osem skupin: poda; pat’ druhov pracovnikov:
technici, tradnici, pracovnici v sluzbach a obchode, funkciondri a manaZéri, pracovnici v
pol'nohospodarstve a nekvalifikovani; kapital a prirodné zdroje.

Na zaklade tychto udajov je mozné skonstruovat SAM pre ktortkol'vek krajinu alebo
zoskupenie krajin, a to na l'ubovolnom stupni agregéacie udajov, €o vytvara komplexnu
databazu vyuzitelni na rozne analyzy a komparacie. V tomto c¢lanku predstavime
transforméciu Struktury takto vytvorenych SAM.

Nie je cielom tohto Clanku prezentovat’ principy tvorby matice spolocenského uctovnictva,
vychadzame z principov prezentovanych napr. v Pyatt a Round, 1977 a Pyatt, 1991. Ciasto¢na
inSpiracia pochadza z ¢lanku Ibragimova, 2017, kde je konstruovana konsolidovana SAM pre
odhady multiplika¢nych efektov v hospodarstve Uzbekistanu.
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Obrazok 1: Pokrytie GTAP databazy - krajiny (zdroj: GTAP)

Tabul’ka 1: Pokrytie GTAP databazy — odvetvia (zdroj: GTAP)

O ~NO Ol WwN B

nelupana ryza

pSenica

obilniny

ovocie

orechy a olejové semena
cukrova trstina

rastlinna vlaknina

ostatné plodiny

hovidzi dobytok, ovce, kozy, kone
zivocisne produkty

suroveé mlieko

vlna, kokony priadky moruSovej
lesnictvo

rybolov

uhlie

ropa

plyn

ostatna tazba

hovidzie, ov¢ie, kozie, konie méaso
maisové vyrobky

rastlinng oleje a tuky

mlieéne vyrobky

spracovana ryza

cukor

ostatné potraviny

napoje a tabak

textil

oblecenie

vyrobky z koze

vyrobky z dreva

34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

88

bph
rpp
nmm
is
nfm

fmp
ele
eeq
ome
mvh
otn
omf
ely
gdt
witr
cns
trd
afs
otp
wtp
atp
whs
cmn
ofi
ins
rsa
obs
ros
0sg
edu

zakladné farmaceutické vyrobky
vyrobky z gumy a plastu
ostatné vyrobky z mineralov
zelezné kovy

ostatné kovy

kovové vyrobky

pocitace, elektronika a optické vyrobky
elektronické zariadenia

stroje a zariadenia

automobily a ich stcasti
dopravné zariadenia

ostatné vyrobky

elektrina

vyroba a distribucia plynu

voda

stavebnictvo

obchod

ubytovanie a restauraéné sluzby
ostatna doprava

vodna doprava

vzdusna doprava

skladovanie a pomocné ¢innosti
komunikacie

finanéné sluzby

poistenie

¢innosti v oblasti nehnutel'nosti
ostatné obchodné sluzby
rekreacné a iné sluzby

verejna sprava a obrana
vzdelavanie



31 ppp papierenské vyrobky a tla¢ 64  hht zdravotnictvo a socialna praca
32 pc vyrobky z ropy a uhlia 65 dwe byvanie
33 chm chemické vyrobky

1.1 Struktira GTAP SAM

Matica spolo¢enského t¢tovnictva ma Struktaru, ktora znazoriiuje Tabul'ka 2. SAM je matica
Stvorcova a obsahuje nasledovné riadky a stipce: Komodity st rozélenené na importované
a domace, kazdej komodite prislucha prave jedna aktivita. Dalej su v matici regionalna
a sukromna domacnost. V bloku dani su obchodné dane, clo, dane z predaja, dane platené
vyrobnymi faktormi, vyrobné dane a priame dane. Medzi agentov patri vlada a k sektoru
zvysku sveta prisliichaju tzv. import margins a export margins. Takto skonStruovana matica
obsahuje okrem agentov aj podrobni dekompoziciu dafiovych platieb a platieb spojenych so
sluzbami spojenymi s dovozom a vyvozom produkcie.

1.2 Transformovana $truktira SAM

Strukturu matice spologenského uétovnictva po transformacii prezentuje Tabulka 3. V tejto
matici su zlacené komodity dovazané a doma vyrobené, dane a cla su reprezentované jedinou
transakciou medzi vladou a komoditami. Ako vidno, Struktara tejto matice je jednoduchsia, je
teda potrebné agregovat’ uréité toky platieb z GTAP matice tak, aby:

e agregované platby zodpovedali obsahu jednotlivych zadefinovanych transakcii, a
zaroven

e bola zachovana podmienka rovnosti prislusnych riadkov a stipcov.
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Tabulka 2: Struktiira SAM z GTAP (zdroj: McDonald, Thierfelder)

importované

komodity

domace

komodity

aktivity

vyr.
faktory

reg.

domacnost’

sukr.

domacnost’

obchodné
dane

dan

z predaja

dan

Z vyr.

vyrobna

dan

priama vlada

dan

importované
komodit
domace
komodit

vyr. faktory

reg.

domacnost’

sukr.
domacnost’

obchodné
dane

dan
z predaja
import

dan

z predaja
domace

dari z vyr.
fakt.

kapital
import
margin
export
margin

zvySok sveta

dovozné clo

poplatky pri
importe

dovoz

matica
ponuky

vyvozné
clo

medzivstup

medzivstup

platby
faktorom

daf
z predaja
import

dan
z predaja
domace

dati z vyr.
fakt.

vyrobna
dan

distribtcia
prijmov
faktorov

dafi z
prijmu

depreciacia

prijem
domacnosti

prijem
vlady

spory

sukronmy
dopyt

sukromny
dopyt

dan
z predaja
import

dan
z predaja
domace

dovozné
a vyvozné
clo

dan
z predaja
import
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dait
z predaja
domace

fakt.

dan
Zvyr.
fakt.

vyrobna

dopyt
vlady

dopyt
vlady

dan z
prijmu

dan
z predaja
import

dan
z predaja
domace

kapital import export
margin margin
investiény
dopyt
investiény vyvozné
dopyt sluzby
dan
z predaja
import
dan
z predaja
domace
obchodna
bilancia

dovozné
sluzby

vyvoz

obchodna
bilancia



TabuPka 3: Struktiira transformovanej SAM

vyrobné faktory

domacnosti

zvySok sveta

platby faktorom
(pridana hodnota)

hruba produkcia

domaca ponuka

dane z predaja a
cla

dovoz (M)

celkova ponuka

prijmy
domacnosti z
vlastnictva
faktorov

celkové platby
faktorom

domacnosti

dopyt domacnosti

©)

priame dane

sukromné Gspory

celkové vydavky
domacnosti
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dopyt vlady (G)

socialne transfery

fiskalny prebytok

vydavKky vlady

uspory-investicie

investi¢ny dopyt

0

celkové
investi¢né
vydavky

zvySok sveta

vyvoz (E)

zahrani¢né
remitencie

zahrani¢né dotéacie
a pozicky
udet beznej
bilancie

pritok
zahrani¢ného
obchodu

celkovy dopyt
celkovy prijem
faktorov

celkovy prijem
domacnosti

prijem ak

prijem vlady
celkové uspory

odtok
zahrani¢ného
obchodu



2 POSTUP TRANSFORMACIE MATICE SPOLOCENSKEHO
UCTOVNICTVA

Jednotlivé kroky veduce Kk transformacii GTAP matice spolo¢enského uctovnictva s
nasledovné:

1. Zluc¢enie riadkovych transakcii tykajcich sa importovanych a domacich komodit do
jednej — komodity:

e importovany medzivstup a domaci medzivstup — medzivstup,

e importovany sukromny dopyt a domaci sukromny dopyt — sukromny dopyt,
e importovany dopyt vlady a domaci dopyt vlady — dopyt vlady,

e importovany investi¢ny dopyt a domaci investi¢ny dopyt — investi¢ny dopyt,
e vyvozné sluzby,

® VyvoZz.

2. Zlugenie stipcovych transakeii tykajicich sa importovanych a domacich komodit do
jednej — komodity:

e matica ponuky — domaca ponuka,
e dovozné clo a vyvozné clo,
e poplatky pri importe,
e dovoz.
3. Riadkové zlu¢enie priamych dani prislichajucich vyrobnym faktorom:

e dain zprijmu a distribiucia prijmov faktorov — prijmov doméacnosti z
vlastnictva faktorov.

4. Riadkové zlucenie dani prisluchajicich medzivstupom a vyrobnym faktorom:
e dan z predaja import a medzivstup — medzivstup,
e dan z predaja domace a medzivstup — medzivstup,
e dan z vyr. fakt. a platby faktorom — platby faktorom.
5. Stipcové zltdenie regionalnej a sikromnej domacnosti:
e stukromny dopyt — dopyt domécnosti
e dane z predaja import a dane z predaja domace,
e prijem vlady — priame dane,
e uspory — sukromné Uspory.

6. Riadkové zlucenie regionalnej a sukromnej domécnosti nie je potrebné, kedze
transakcia prijem domacnosti je eliminovana.

7. Distribtcia prijmov faktorov a dane z riadka regionalnej domacnosti (teraz uz len
domaécnosti) st poukazané na prislusné ucty:

e vyrobnym faktorom distribucia prijmov faktorov a dan z vyrobnych faktorov
— prijmy domadcnosti z vlastnictva faktorov,
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e dovozné a vyvozné clo, dan z predaja import, dann z predaja doméace, vyrobna
dan a dan z prijmu — na Ucty prisluchajicich transakcii.

8. Polozku depreciacie nova Struktira SAM nepozna, je teda vElenend do uspor.

9. Riadkové zlucenie komodit a dani z predaja:

o dopyt vlady a dan z predaja import a dan z predaja domace — dopyt vlady,

e investicny dopyt a dan z predaja import a dan z predaja domace — investic¢ny

dopyt.

10. Obchodna bilancia sa transformuje na ucet beznej bilancie.

Tymto postupom dostdvame SAM, ktord na jednej strane inkorporuje danové a transakéné
platby a na druhej strane je vhodna na analyzu multiplikatorov. V d’al$ej praci sa zameriame
na vytvorenie automatizovaného softwarového riesenia transformacie matic v 'ubovolnej
miere agregacie.
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MODELY METRIK RIZIKA®

RISK METRICS MODELS

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Clanok prezentuje $tatistické a pravdepodobnostné zéklady modelov metrik rizika, ktoré
meraji zmenu hodnoty portfélia prostrednictvom logaritmickych zmien ceny. Analyzuju sa
predpoklady obvykle aplikované pri progndéze rozdelenia pravdepodobnosti vynosov
portfolia askiima sa empiricka validita tychto predpokladov. Pre specifické modely
finan¢nych cien a vynosov sa analyzuje metodoldgia prognozovania parametrov metrik rizika

KUrucové slova: random walk, metriky rizika, predikcia volatility a koreldcie

Abstract

The paper presents statistical and probabilistic basics of risk metric models that measure
portfolio value changes through logarithmic price changes. Assumptions usually applied for
returns probability distribution forecast are analyzed and empirical validity of the assumption
is examined. For specific financial prices a returns models the methodology for forecasting
risk metrics parameters is analyzed

Keywords: random walk, risk metrics, volatility and correlation prediction

1 UVOD

Model merania rizika je vzdy pokusom charakterizovat’ budice zmeny v hodnote portfolia.
Casto sa to robi prostrednictvom prognéz budicich cien vietkych zloZiek portfdlia, a to na
zaklade ich minulych cien. Uloha opisat’ budiice zmeny ceny vyzaduje modelovat’ dynamiku
vynosov, t.j. modelovat’ vyvoj cien v Case, @ modelovat’ rozdelnie pravdepodobnosti vynosov
v akomkol'vek ¢asovom momente.

2 MODELOVANIE FINANCNYCH CIEN A VYNOSOV

Siroko pouzivana trieda modelov, ktoré opisujii vyvoj cenovych vynosov je zaloZena na
predpoklade, Ze ceny aktiv sa spravaju v stlade s random walk vyvojom. V tejto Casti preto
prezentujeme najskor model pre aktivum sjednou cenou. Takyto model sa prirodzene
aplikuje pre také aktiva ako st vymenné kurzy, komodity a akcie, kde existuje len jedna cena
aktiva. Zakladnym modelom dynamiky ceny aktiva je random walk model v tvare

Pt: #+Pt—1+o-gt
resp.

1 Clanok vznikol s podporou Agentiry pre podporu vyskumu a vyvoja, grant APVV-17-0551
,,Vyrovnavanie nerovnovah: prehodnotenie pohl'adu na makroekonomické nerovnovahy v europskom
ramci riadenia® agrant PP-COVID-20-0026 ,Zotavime sa z pandémie Covidl9? - socidlne,
ekonomické a pravne perspektivy pandemickej krizy*
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Pt _Pt—l = ,u+0'£t, €t~IID N(O,l)

kde 11D je skratka pre identické a nezavislé rozdelenie a N(0,1) oznacuje normalne rozdelenie
pravdepodobnosti so strednou hodnotou 0 a rozptylom 1. Tieto rovnice ukazuju vyvoj cien
aich rozdelenie spoznamkou, ze v akomkol'vek ¢asovom bode beznd cena P; zavisi od
fixného parametra p, ceny predchadzajuceho obdobia Py.; a od normalne rozdelenej nahodne;j
premennej &. Jednoducho povedané, p a o ovplyviiuju strednt hodonotu a rozptyl rozdelenia
pravdepodobnosti ceny P;.

Podmienené rozdelenie pravdepodobnosti P;, pri danej cene Pij je normalne. Obvyklym
problémom tohto modelu je potom skuto¢nost’, Ze vzdy existuje nenulova pravdepodobnost’,
ze cena nadobudne zaporni hodnotu. Jedna moznost’ ako garantovat nezépornost’ cien je
modelovat’ cez random walk log ceny p; pri normanom rozdeleni zmien v tvare

Pe = U+ Di_q +0&, gt"’IID N(O,l)
Ked’ze modelujeme logaritmy cien, predchadzajuci model opisuje spojité vynosy, t.j.
e = U+ 0&,

na zéaklade ktorého, pre cenu P; pri znamej cene Py plati

P, = P._jexp(u+0g) = Pr_jet™o%

a ked’Zze obidve zlozky predchadzajiiceho sucinu st nezaporné, je grarantované, ze P; nebude
nikdy zapornd. Okrem toho, ked’Ze rozdelenie pravdepodobnosti & je normaélne, tak
rozdelenie pravdepodobnosti P; je lognormalne.

Poznamenajme, ze obidve uvedené verzie random walk modelu predpokladaju, Ze zmeny
V log cendch majui konStantny rozptyl, t.j. 6 sa nemeni v ¢ase. Tento (nerealisticky) prepoklad
mozno relaxovat’ tym, Ze pripustime, Ze rozptyl cenovych zmien sa meni v ¢ase. Okrem toho,
rozptyl by mohol byt modelovany ako funkcia minulych informacii, takych ako minulé
rozptyly. Ak pripustime mZnost’ zmeny rozptylu v ¢ase, dostaneme model

Pt = U+t Pe—1t 0, g~IID N(0,1)

Tato verzia modelu je dblezita, pretoze d’alej bude vyuzivana v modeloch rizika s dodato¢nou
podmienkou, podl'a ktorej je hodnota parametra p poloZzena rovnou nule.

Pri aktivach s fixnym doéchodkom sa bert do uvahy ako ich ceny, tak aj vynosy. Ak existuju
ceny avynosy, treba rozhodnit' ¢i modelovat’” log zmeny vo vynosoch alebo v cenach.
Napriklad pre dlhopisy je vel'mi dobre zdokumentovanym zlyhanim modelovania cien podla
vy$Sie uvedeného modelu skutocnost, ze tento model ignoruje fenomén tahania ceny
dlhopisu smerom k nominalnej hodnote. To znamena, ze dlhopis ma S$pecificka vlastnost’, ze
s tym ako sa blizi k momentu splatnosti, jeho cena konverguje k jeho nominalnej hodnote.
Z toho vyplyva, volatilita ceny dlhopisu konverguje k nule.

Preto ak modelujeme dynamické spravanie dlhopisov (a inych aktiv s fixnym dochodkom)
potom je lepSie modelovat’ podl'a lognoromélneho rozdelenia pravdepodobnost’ vynosov
bondov a nie ich ceny. Ak teda Y; oznacuje vynos dlhopisu v obdobi t, potom y; = In (Yy) je
modelované v tvare

Ye = U+ Yiqt0E, g~IID N(0,1)
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pricom analogicky ako vyssie mozno do modelu zahrnit’ zmenu rozptylu v ¢ase. Okrem toho,
ak zohl'adnime fenomén tahania ceny k nominalnej hodnore dlhopisu, potom je d’alSim
dolezitym dovodom pre modelovanie vynosu v prorovani scenou to, ze si garantované
kladné vynosy.

Doteraz sme skumali empirické vlastnosti ¢asovych radov individudlnych vynosov. Hoci
analyzy ukazuji, Ze vynosy (zmeny log cien) su nekorelované, nemusia byt nezavislé.
V akademickej literatire je takato zavislost demonstrovand prostrednictvom autokorelacie
rozptylov vynosov. Ina¢ povedané, hoci vynosy nie su autokorelované. Ich druhé mocniny,
Stvorce, korelované st. A ked’ze oCakavand hodnota Stvorcov vynosov vyjadruje rozptyl, ak
sa predpoklada, Ze ocCakavand hodnota vynosov je rovna nule, autokorelacia v Stvorcoch
vynosov implikuje autokorelaciu v rozptyloch. Vzt'ah medzi §tvorcami vynosov a rozptylmi
je evidentny z definicie rozptylu:

of = Elr, —E(r)]? = E(r?) — [E()]?
Predpokladajic, Ze stredna hodmota vynosov je rovna nule, teda
E(r;)=0
dostavame
of = E(rf)

Otazku autokorelacie kovariancie budeme skiimat’ pomocou rovnakého pritupu, ako to bolo
pri rozptyloch. Teraz pouzijeme rozvinutie vySSie uvedenych vztahov pre skumanie
kovariancie medzi dvomi radmi vynosov rj a rj.Vztah medzi kovarianciou a pozorovanymi
vynosmi mozno odvodit’ nasledovne. Za¢neme definiciou kovariancie medzi rj a rj. Plati

Ojjt = E{[rit - E(rit)][r}'t - E(U‘t)]} = E(rit'r}'t) - E(Tit)E(rjt)
Ak predpokladédme, Ze stredné hodnoty vynosov st rovné nule, dostdvame
0ijc = E(rie. ¢
Slovne povedané, tento vyskledok ukazuje, ze kovariancia medzi ri a rj: je rovna ocakavane;
hodnote suc¢inu vynosov minus sucin ocakavanych hodndt vynosov. V modeli vysvetl'ujicom
rozptyly je centrum pozornosti zamerané na Stvorce vynsov, pretoZe pri dennych vynosoch su
Stvorce ocakéavanych vynosov malé. Sustredenie pozornosti na suciny vynosov je zalozené

na ronakej uvahe. Takato analyza modelovania vyvoja vynosov v €ase, je vychodiskom pre
analyzu ich rozdelenia pravdepodobnosti.

3 METODOLOGIA PROGNOZOVANIA METRIK RIZIKA

V tejto Casti sa prezentuje metodoldgia progndzovania parametrov viacrozmern€¢ho
podmienené¢ho normaélneho rozdelenia, t.j. variancie a kovariancie vynosov. Dévodom pre
progndzovanie rozptylov a kovariancii vynosov je ich vyuzitie ne progndézy zmien hodnoty
portfolia v uvazovanom horizonte, ktorym moze byt jeden den alebo niekol’ko mesiacov.

Metriky rizika vyuzivajo model exponencialne vézeného kizaveho priemeru (EWMA) na
progndzy variancii a kovariancii (volatilit a korelacii) viacrozmerného normalneho rozdelenia
pradepodobnosti. Tento pristup je formalne prave tak jednoduchy ako tradi¢na prognosticka
metéda zalozena na kizavych priemeroch s fixnymi, rovnakymi vahami, nazyvania model
jednoduchého kizavého priemeru (SMA), ale zlepSuje jej prognézy.
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Jeden sposob ako podchytit’ dynamické vlastnosti volatilty je vyuzit' exponencialny kizavy
priemer historickych pozorovani, kde najnovsie pozorovania maji vyssiu vahu pri odhade
volatility. Tento pristup ma dve dolezité vyhody v porovnani s modelom s rovnakymi vahami.
Po prvé, volatilita reaguje rychlejSie na $0ky na trhu, pretoze novsie udaje maji vyssiu vahu
v porovnani sudajmi vo vzdialenej minulosti. Po druhé, nasledne po Soku (napriklad
vysokom vynose), volatilita klesd exponencidlne s tym, ako vaha priradend pozorovaniu
spojenému so Sokom klesa. Na rozdiel od toho, vyuzitie jednoduchéhio klzavého priemeru ma
za nasledok relativne prudké zmany v Standardnej odchylke akonahle Sok vypadol z
meraného rozsahu, ¢o v mnohych pripadoch méze byt’ niekol’ko mesiacov po jeho vyskyte.

Pre dani mnozinu T vynosov platia pre vypocet volatility (Standardnej odchylky) nasledujuce
vztahy:

a) rovnaké vahy

b) exponencialne vahy

T
o=Vl -2 ZAT‘t(rt—f)z
t=1

kde 7 je nejaky estimator strednej hodnoty. Pri porovnavani tychto dvoch estimatorov si
v§imnime, Ze exponencialne vazeny kizavy priemer zavisi od hodnoty parametra A (0 < 1 <
1), ktory sa Casto nazyva decay faktor. Tento pramameter determinuje relativne vahy, ktoré st
aplikované na pozorovania (vynosy) a efektivny rozsah udajov pouzitych pri odhade
volatility. Poznamenajme, Ze pri odhade estimirora exponencidlne vazeného kizavého
priemeru sa obvykle pouZiva aproximacia

4 1
AT =
; 1-2

Tieto dva vyrazy su ekvivalentné v limite, teda ak T — co. Okrem toho, pre porovnavanie s
faktorom rovnakych vah 1/T je vhodnejSou verziou estimatora s exponencialnymi vdhami
jeho vyjadrenie v tvare

/1T_t
j=1 AT
ktory pre A = 1 nadobuda hodnotu 1/T, V porovnani s vyjadrenim
(1=t

Atraktivnou vlastnostou exponencialne vazeného estimatora je skutocnost, ze ho mozno
zapisat’ v rekurzivnej forme, ktord bude potom pouzitd ako zdklad pre progndzovanie
volatility. Pri odvodeni tejto rekurzivnej formy budeme predpokaldat, ze k dispozicii je
nekonecny pocet udajov. Ak kvoli jednoduchosti budeme predpokladat’, Ze vyberova stredna
hodnota # = 0, potom mozno prognézu rozptylu pre obdobie t +1 odvodit’ na zaklade tidajov
znamych v obdobi t (jeden deii predtym) v tvare
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Gtz+1|t = Aatz|t—1 + (1 - Drf

a pre jednodnovu progndzu volatility a metriky rizika plati

O-t+1|t = \//10—1:2|t—1 + (1 - A)th

Index ,,t+1]t“ vyjadruje prognézu pre obodie t+1 na zaklade informéacii znamych do obdobia t
vratane samotného obdobia t. Oznalenie zdéroznuje skutocnost, Ze rozptyl (volatilitu)
skimame ako Casovo — zavisli. Predchadzajuci vztah mozno odvodit’ nasledovne:

Oy = (1= D) ) ArE,
i=0

== (1 - /1)(7}2 + /1Tt2_1 + /121}2_2 + /137}2_3 + )
= (1 - A)T‘tz + A(l - /1)(7}2_1 + Artz_z + /12Tt2_3 + "‘)

Model exponencialne vazenych kizavych priemerov teraz pouZijeme na prognozy kovariancie
a korelacie rovnakym sposobom ako sme to urobili pri prognoze volatility s tym rozdielom,
Ze namiesto prace so Stvorcami jedného ¢asového radu budene pracovat so suc¢inom dvoch
Casovych radov. Pri¢om, v pripade dvoch aktiv i a j plati pre

a) rovnaké vahy

T

1 - -

Oij = TZ(rir - TL)(Tjr - 7})
t=1

b) exponencialne vahy

T
oy = (=2 Y A4y = (1 = F)
t=1

Analogicky so vztahom pre prognézu variancie mozno aj progndzu kovariancie zapisat
v rekurzivnej forme, Napriklad, pre prognézu 1-dinovej kovariancie medzi dvomi ¢asovymi
radmi vynosov v Case t plati

Oijee1)t = A0 ¢e—1 + (1 — D1yt

pretoze
[ee]
_ k
Oijerre = (1 —24) Z AT e kT ek
k=0

= (1= D) (1 1je + AryoaTem1 + A oWy + ATegTje s + )
= (1= Dryeroe + AL = D11 Tjemq + Ay pTipmg + 27 3Tz + )
= )lo—ij,t|t—1 + (1 - A)ri,t—lr}',t—l

Aby sme odvodili prognozy korelacie, vyuZijeme zodpovedajuce progndzy variancie
a volatility. Pripomenme, ze korelacia je definovana ako kovariancia medzi dvomi ¢asovymi
radmi vynosov, povedzme [Ii afrj, vydelend stfinom ich Standardnych odchyliek.
Matematicky, jednodnova predikcie koprelacie je opisand vztahom
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_ Oijt+a)e
Pijt+11t = ——
Oit+1|t0j,t+1]t

Doteraz sme sa sustredili na jednodiové progndzy, ktoré boli definovane pre obdobie od t do
t+1, kde t reprezentuje jeden obchodny den. Portfélio manazéri sa vSak Casto zaujimaju
o predikcie pre obdobie dlhsie ako jeden den. Teraz ukaZzeme ako skonStruovat predikcie
variancie ($tandardnej odchylky) a kovariancie (korelacie) aplikaciou modelu kizavého
priemeru s exponencialnymi vahami pre dlhsie ¢asové horizonty. VSeobecne, pre T — obdobie,
t.J. obdobie T dni, pre predikciu variancie a kovariancie plati

2 _ 2
Or41ye = TO741)¢
alebo

Oerrit = VT Opqqe

Oijr+1e = 1041411
Tieto vztahy implikuju, ze predikcie koreldcie zostdvaji nezmenené, bez ohl'adu na horizont
predikcie, ked’ze

) B Tojjur)t _,
ijEIT|E = = Pije+1t
VT 0411V Gj e 41t

Poznamenajme, Ze viacdnové predikcie su jednoducho ndsobky jednodnovych predikcii.
Napriklad, ak definujeme jeden mesiac ako ekvivalent 25 dni, potom predikcie mesacného
rozptylu a kovariancie su 25- nasobky jednodnovych predikcii a mesacna korelacia je ta ista,
ako jednodnova korelacia.

Po zisteni, ze predikcie volatilty a kovariancie sa Skaluja v Case, stoji zato uviest’ niekol’ko
poznamok tykajtcich sa prave uvedeného vztahu pre Standardni odchylku. V typickom
pripade uvedené ,,pravidlo druhej odmocniny casu* vyplyva z predpokladu, Ze variancie st
konStantné. AvSak v predchddzajucich analyzach sa o variancidch a kovarianciach
predpoklada, e sa menia v ¢ase. Co sa vSak implicitne predpokladalo pri modelovani
variancii a kovariancii ako exponencialne vazenych kizavych priemerov je to, vyvoj variancii
je nestaciondrny. Z praktického hladiska potom takéto predikcie volatility mézu viest
k skreslujicim vysledkom, ktoré nemajti vel'ky zmysel, a to najme v pripadoch, ked’

e ceny/vynosy st mean-reverting,

e ohranicenia limituji potencialne pohyby v meurach a cenach,

e sa odhady volatilit optimalizovanych kvdli predikcii pre Specifické obdobie
pouziju pre iné obdobie, napriklad preskoCenie z dennych predikcii na
anualizované predikcie.

4 ZAVER

Prezentovana metodoldgia prognodzovania parametrov modelov metrik rizika je teoretickym
vychodikom pre odhady parametrov modelov takéhoto typu, pro ktorych je potrebné vyriesit
otazky tykajuce sa odhadu strednej hodnoty vyberového suboru a odhadu exponencialneho
decay faktora, ktoré¢ s ddlezité pre predikciu volatility a korelacie.
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METODY MODELOVANI PRAVDEPODOBNOSTI DEFAULTU
FIREMNICH ZAKAZNIiKU BANKY

METHODS FOR MODELING THE PROBABILITY OF DEFAULT OF
THE BANK'S CORPORATE CLIENTS
Mariya Oleynik

Abstract

In this paper the credit scoring methods for prediction the probability of default of the bank'’s
corporate clients in the Czech Republic are used. The models used for the prediction of binary
dependent variable are support vector machine and decision tree. The models are applied on
real data of corporate clients of a Czech bank. The decision tree seems to be the best model
based on AUC and overall accuracy. On the other hand support vector machine correctly
classified the largest number of defaulted clients.

Keywords: probability of default, support vector machine, decision tree

1 UVOD

Tato prace je inspirovana zavedenim nové definice selhani Evropskym organem pro
bankovnictvi (EBA). Cilem regulatora je sjednoceni definice selhdni mezi evropskymi
finan¢nimi institucemi. Se zavedenim nové definice defaultu vétSina evropskych finan¢nich
instituci stale pouziva klasické pfistupy pro fizeni kreditnich rizik. Alternativou klasickym
metodam mohou byt metody strojového uceni, které se samostatné méni na zakladé novych
dat a zaroven poskytuji lepsi predikéni schopnosti modeld. Metody strojového uceni obvykle
maji vysokou piesnost odhadu ve srovnani s tradi¢nimi pfistupy, coz je velkou vyhodou pii
odhadu  pravdépodobnosti  selhdni  klienti  finan¢nich  instituci. K modelovéani
pravdépodobnosti defaultu byla pouzita metoda podpirnych vektort, jejiz vysledky jsou
porovnany s rozhodovacim stromem. [5]

Podobny pristup byl jiz vyuzit naptiklad pro predikci defaultu firemnich zakaznikd jedné
korejské organizace poskytujici ivérové zaruky na podporu riistu malych a stfednich podnika
[4], pro predikci defaultu ve stavebnictvi, maloobchodé a primyslu [2] nebo pro predikci
defaultu britskych vetejnych spole¢nosti v primyslovém sektoru [6].

Hlavnim pfinosem prace je porovndni metod zaloZenych na strojovém uceni za ucelem
snizeni rizikovosti spojenou s identifikaci selhani klienti bank.

Prace dale obsahuje nasledujici Casti. V metodologii je popsdna metoda podpiirnych vektori
arozhodovaci strom. Nésledujici cast obsahuje popis a upravy datového souboru.
Predposledni cast obsahuje vlastni analyzu. Posledni ¢ast je vénovana shrnuti a porovnani
vysledki pouzitych metod.

2 METODOLOGIE

2.1 Metoda podpiirnych vektoru

V této praci Se pracuje s metodou podptrnych vektort, ktera je zalozena na podplirném
vektorovém klasifikatoru. Podplrny vektorovy klasifikator rozdéluje p-dimenzionalni prostor
pomoci hyperplane, ktery je carou ve dvoudimenziondlnim prostoru. Pro p-dimenzionalni
prostor je hyperplane definovan nasledovné: [1]
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Bo + B1X1 + B Xy + -+ BpXp =0, (1)

kde By, ..., B, jsou parametry a X;, ..., X,, jsou body na hyperplane. Za pfedpokladu neplatnosti
rovnosti (1) budou body X;, ..., X,, leZet na pravé nebo na levé stran¢ od hyperplane.

Dale je potieba definovat maximalni okrajovy hyperplane M, ktery piedstavuje minimalni
vzdalenosti nejblizSich pozorovani od hyperplane. Pozorovani lezici na maximalnim
okrajovém hyperplane jsou podpirné vektory, jelikoz ,,podporuji* maximalni okrajovy
hyperplane tim zptisobem, Ze pokud by se tato pozorovani mirné posunula, zménila by se i
poloha maximalniho okrajového hyperplane.

Podptirny vektorovy klasifikator 1ze zapsat jako optimaliza¢ni problém (2) — (5):

maximalizovat M (2)

za podminek Zi?:l B =1, 3)

Yi(Bo + BiXi1 + BaXiz + -+ BpXip) =2 M(1 —¢) Vi=1,..,n, (4)

€20, Y s (5)
i=1

kde y; € {—1,1}, kde —1 reprezentuje jednu tiidu a 1 druhou tiidu, a By, S, ..., B jSOU
koeficienty optimalniho hyperplane. M je Sifka okraje, kterou je potfeba maximalizovat.
€; ... €pjsou piidatné proménné, které fikaji, kde se i-t¢ pozorovani vzhledem k hyperplane a
jeho okraji nachazi. Pokud €; = 0, pak se i-té pozorovani nachazi na spravné strané¢ okraje.
Pokud €; > 0, pak se i-t¢ pozorovani nachazi na $patné stran¢ okraje, coz znamena, ze i-té
pozorovani porusilo hranice okraje. Pokud €; > 1, pak je i-t¢ pozorovani na Spatné strané¢ od
hyperplane. C je nezaporny tuningovy parametr, ktery ohrani¢uje sumu vSech €; a urcuje
pocet a tolerovanou velikost poruSeni hranic okraji a hyperplane. Pokud C = 0, pak musi

vvvvv

znamena rust tolerance k poruseni hranic okraju a hyperplane. [1]

Podptrny vektorovy klasifikator se pouziva pro klasifikaci dvou tfid, pokud je hranice mezi
ttidami linedrni. V pfipad¢ redlnych dat nelinearni hranice jsou vétSinou pozorované pro
rozdé€leni pozorovani do tfid.

Rozsitenim podpiirného vektorového klasifikatoru je metoda podplrnych vektorl, kterd je
zalozena na rozsifeni prostoru proménnych pomoci jader (kernels). [1]

Linearni podpiirny vektorovy klasifikator 1ze také zapsat jako:

f(0) = Bo + Xisy @i (x,x3), (6)

kde je n parametriu «;, i=1,...n, a (X,X;) je vnitini produkt (inner product) kazdé dvojice
p - Q : i/ Je p < p )
pozorovani, ktery je definovan jako suma soucini vSech dvojic pozorovani nebo:

K(xi'xi’) = <xi, xir) = Z?zl Xij»Xisj- (7)
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kde K je funkce, ktera uruje podobnost dvou pozorovani. Tato funkce se jmenuje jadro
neboli kernel. Rovnost (7) je linearnim jadrem, jelikoz je podplrny vektorovy klasifikator
linearni v parametrech.

V této praci Se pracuje s polynomidlnim jadrem stupné d, které ma nasledujici zapis:

n ¢ )
K(xy,xy) = <1 +Z. lxij:xi’j> )
]:

kde d je nezaporné celé Cislo. Jadro s d > 1 zajist'uje lepsi flexibilitu rozhodovacich hranic.
Pokud podptrny vektorovy klasifikator obsahuje nelinedrni jadro, pak se jedna o metodu
podpurnych vektort (SVM). V tomto pripadé podptrny vektorovy klasifikator ma tvar:

f(x) = Bo + Xiesai K(x, x;), )

kde S je mnozina podpirnych vektoru. [1]

2.2 Rozhodovaci strom
Proces vystavby regresnich stromti ma dva kroky:

1. Rozdé€leni prostoru prediktort (Xj,...,X,) na J odliSnych a neptekryvajicich
se oblasti Ry, ..., R;.

2. Kazdému pozorovani, kter¢ spada do oblasti R}, se pfifadi stejny odhad, ktery
je priimérem hodnot zavislé proménné u trénovacich pozorovani v oblasti R;.

Cilem je najit oblasti Ry, ..., R}, které minimalizuji rezidualni soucet ¢tvercii (RSS). Pro této
ucely existuje pristup, ktery se jmenuje rekurzivni binarni déleni (recursive binary splitting).
V prvnim kroku se vybere prediktor X; a bod fezu s, ktery rozd€li prostor prediktoru na dvé
oblasti {X 1X; < s} a {X |X; = s}, coz vede k maximalné moznému sniZeni RSS. Pro vSechna j
a s lze poloroviny definovat nasledovné: [1]

R.(G,s) = {X1X, < s}aR,(j,s) = {X|X; = s} (10)

V dal§im kroku je potieba najit hodnoty j a s, které minimalizuji rovnici:

N 0wt Y G-t (11)

i:%;€R1 (j,S) i:X;E€R(J,S)

kde Yz, je primérem zavislé proménné trénovacich pozorovani v oblasti R;(j,s) a Pz, je
primérem zavislé proménné trénovacich pozorovani v oblasti R,(j, s). Pak se proces opakuje
a hleda pro déleni dalsi nejlepsi prediktor a bod fezu, jeZ minimalizuji RSS v kazdé vysledné
oblasti. [1]

Rozdilem klasifikanich stromli od regresnich je kvalitativni zavisla proménnd, kterou je
potieba predikovat. Klasifika¢ni stromy pftitazuji kazdé pozorovani k nejcastéji se vyskytujici
tfidé v dané oblasti trénovacich pozorovéni, proto je potfeba zkouméani poméru tfid v této
oblasti. Dal§im rozdilem je pouziti miry chybné klasifikace, kterd je alternativou RSS. Mira
chybné klasifikace je ¢ast trénovacich pozorovani v dané oblasti, kterd nepatii do nejcastéji se
vyskytujici tfidy:

103



E =1 - max(Pyme), (12)

kde je P, podilem trénovacich pozorovani z k-té tfidy v m-té oblasti. Dale je potieba
definovat Gini index:

R (13
6= Pl =B,

Gini index nabyva malych hodnot, pokud se vSechny podily p,,x blizi nule nebo jednicce,
proto je oznacovan jako mira Cistoty m-t€ho uzlu, jelikoz maléd hodnota znamena, ze m-ty uzel
obsahuje pfevazné pozorovani z jedné ttidy. [1]

3 EMPIRICKA CAST

3.1 Data

Vyvoj modeli se provadi na aktualnich datech o klientech jedné ceské banky.
Anonymizovana data obsahuji informace z finan¢nich vykazii firemnich klientli banky za
obdobi 2011 - 2016. Soubor s daty obsahuje 9166 zaznami, kde 259 zaznamt odpovidaji

defaultnim klientum.

Proménna

Definice

exposure
X_020_debt_pv
X_044_1t_debt_fa

X_048 eqty It | fa

X _069 eqty ca

X _075_cash_a

X _ 083 wcap_a

X_117 ebit a
X_144 labor _cost_rev
X_166_ebitda_int_exp
X _ 168 b loans bonds_a
X_174 ebitda_net_debt
X_183 eqty_le_a_yoy
X_187_margin_yoy
X_192 tpo_rev

X 193 tro_rev

X_194 tr_rev_inv_tp_cogs
X_209_ebtda_pv

fx_rate_eur_czk
dpd

dluh viici bance

dluh / Hodnota produkce

dluh / Celkovy dlouhodoby majetek

(Cisty kapital + Dlouhodobé zavazky) / Celkovy dlouhodoby
majetek

Cisty kapital / Ob&zné aktivum

(Hotovost + Penézni ekvivalenta) / Aktivum

Cisty pracovni kapital / Celkové aktivum

EBIT / Aktivum

EBIT / Vynosy

EBIDTA / Urokové naklady

(Bankovni pajcky + dluhopisy) / Aktivum

EBIT / Cisty dluh

(Cisty kapital + zavazky) / AktivUm

Hruba marze

Zavazky z obchodnich vztahi / Cisté trzby * 365
Pohledavky z obchodniho styku / Cisté trzbam * 365

(Pohledavky z obchodniho styku / Trzby + Zasoby / Piimé naklady
na prodané zbozi — Zavazky z obchodniho styku / Pfimé naklady na
prodané zbozi)*365

EBTDA / Hodnota produkce
Sménny kurz eura ke koruné
Pocet dnti po splatnosti dluhu
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Tabulka 1: Definice proménnych

Datovy soubor byl nahodné rozdé€len na trénovaci a testovaci podmnozinu v poméru 70/30.
Jelikoz byla tfida defaultnich klientd v trénovaci podmnoziné vyrazné¢ mensi nez tifida
standardnich klienti, pfi vyvoji modeld by mohl nastat problém, Ze by modely identifikovaly
prevazné vétsinovou tiidou, ¢imz by se predikéni schopnost vyslednych modeld sniZila. [5]

Z vyse uvedeného diivodu byla na podmnozinu trénovacich dat pouzita metoda pievzorkovani
(oversampling), ktera vyrovnava poCty pozorovani v obou tfidach. Vysvétlujici proménné
byly vybrany na zakladé metody Best subset selection (BSS). Pomoci BSS byly z velkého
mnozstvi finan¢nich ukazatelll vybrany nekorelované a relevantni pro odhad proménné, které
jsou definovany v tabulce 1. Vysvétlovana proménna flg_defaultl2m je binarni proménnou a
nabyvéa hodnoty 0, pokud je klient povazovan za standardniho, a hodnoty 1, pokud klient
splnil podminky zvetfejnéné Evropskym organem pro bankovnictvi v zavérecné zpravé o
navrhu regulacnich technickych norem (RTS) o prahové hodnoté pro uvérovy zavazek po
lhit€ splatnosti podle ¢lanku 178 natizeni (EU) 575/2013 dne 28. zaii 2016.

3.2 Metoda podpiirnych vektori

Pti aplikaci metody podpirnych vektorli je mozné nastavit typ jadra na né€kolik moznosti, jez
jsou: lineédrni, polynomiélni nebo radidlni. V této praci se pouzivd polynomialni typ jader.
Zaroven je tuningovy parametr C nastaven na hodnotu 10, a zstava beze zmény pro vSechny
modely.

Pro hodnoceni predik¢éni schopnosti modelt se zkouma spravnost piifazeni klienti k binarni
vysvétlované proménné. Pro tento ucel byly pouzity ROC, AUC a matice zdmén na testovaci
podmnozing datového souboru. Pfi zafazeni v§ech proménnych, které prosly vybérem pomoci
metody Best subset selection, model SVM s polynomialnim jadrem ukazuje nizkou predikéni
schopnost. AUC zékladniho modelu se rovna 0,58. Pfi konstrukci matice zdmén se ukazuje,
ze se pouze 23 klientli ze 76 defaultnich klientd z testovaci podmnoziny spravné zatradi do
tfidy defaultnich klientt.

Z vySe uvedenych ditvodl byly proménné zatfazeny do modelu postupné, a s priddnim kazdé
prom&nné se kontrolovala predikéni schopnost kazdého modelu. Pokud AUC s pfidanim
proménné klesala, proménna se pro dalsi vyvoj nepouzivala. Ctyii modely s nejvyssi AUC
jsou zobrazeny vtabulce 2. Posledni ¢tvrty model ma nejvyssi hodnotu AUC, proto
hodnoceni SVM bude probihat na zakladé modelu ¢.4. [5]

Cislo modelu Proménné v modelu AUC

1 | &xposure, X_020_debt_pv, X _044 It debt fa, X 048 eqty It | fa, 0.594
X_069 eqty ca, X 075 cash_a, X_083 wcap_a ’
exposure, X_020_debt_pv, X _044 It _debt fa, X 048 eqty It | fa,

2 0,599
X 069 eqty ca

5| &xposure, X_020_debt_pv, X_044 It debt fa, X 048 eqty It | fa, 0.618
X _069 eqty ca, X_075 cash _a ’

4 | EXposure, X _020_debt_pv, X _044 It debt fa, X 048 eqty It | fa, 0.620
X_069 eqty ca, X 075 cash_a, X_117 ebit a '
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Tabulka 2: Modely SVM s polynomialnim jadrem, vlastni vypocet a zpracovani v MS Excel

3.3 Rozhodovaci strom

Vysledek odhadu rozhodovaciho stromu pro trénovaci vzorek je zobrazen na grafu 1, kde je
Vv jednotlivych listech v prvnim fadku oznacend hodnota vysvétlované proménné: 0 je pro
standardniho klienta, 1 pro tfidu defaultnich klientii. Ve druhém fadku je uvedena odhadnuté
pravdépodobnost defaultu. Posledni hodnota v listu uvadi procento pozorovani v listu
z celkového souboru. [3]

0
0.50
100%

s} dpd<1 {0}

0
0.43
84%

X_168_b_loans_bonds_a < 0.038

] 1
0.15 0.52
21% 63%
X_187_margin_yoy <3 X_069_eqty_ca >=0.4

0 1
0.39 0.67
34% 29%

X_192_tpo_rev <45 >=173e+6

1 1
0.55 0.69
15% 29%

X_174_ebitda_net_debt >= 0.36 fx_rate_eur_czk >=26

0 1 1
0.29 0.67 0.57
5% 10% 12%

X_075_cash_a <0.1 X_183_eqty_le_a_yoy >=0.28 X_144_labor_cost_rev >= 0.061

0
0.35
5%

X_020_debt_pv <0.34

0 1 0 0 1 0 1 1 1
0.12 0.71 0.25 0.14 0.78 0.00 0.72 0.77 0.90
20% 1% 19% 3% 1% 1% 7% 17% 16%

Graf 1: Rozhodovaci strom, vlastni vypocet a zpracovani v RStudio

Z grafu 1 lze odvodit postup, kterym se jednotlivi klienti zatadi do jedné ze dvou tfid. Prvni
list obsahuje vSechna data v trénovaci podmnoziny, kde se pravdépodobnost defaultu rovna
50 %. Nasledné& se list rozd€li na dalsi dva listy na zdklad€ hodnoty vysvétlujici proménné
dpd. Pokud je hodnota dpd vétsi nez 1, pak bude klient s pravdépodobnosti 90 % zatazen do
defaultni tfidy. Pokud je dpd mensi nez 1, pak bude klient defaultni s pravdépodobnosti 43 %.
Dalsi list se rozd€luje na zakladé proménné X_168 b _loans_bonds_a tak, Ze bude klient pii
hodnotach mensich nez 0,038 povazovan za standardniho klienta v 63 %. Pokud je hodnota
proménné veétsi 0,038, klient bude s pravdépodobnosti 21 % defaultni. Stejny postup plati pro
dalsi zobrazené listy.

3.4 Hodnoceni modelu

Nyni Ize porovnat predikéni schopnost metody podplrnych vektorit a rozhodovaciho stromu.
Pro hodnoceni predikéni schopnosti se zkouma jejich schopnost spravného ptifazeni klienta
K binarni vysvétlované proménné. Spravnost piifazeni defaultnich klienti banky hraje velkou
roli pfi modelovani pravdépodobnosti defaultu, jelikoz chybné zatazeni defaultnich klienti
znamena velké financni ztraty. V této praci byly pouzity ROC, AUC a matice zdmén, kterd

106



slouzi pro zobrazeni pocti spravné a chybné zatfazenych pozorovani. Hodnoceni modeli se
provadi na testovaci podmnozin¢ datového souboru.
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Graf 2: ROC pro SVM a rozhodovaci strom, vlastni vypocet a zpracovani v RStudio

Pro numerickou interpretaci ROC na grafu 2 se pouziva AUC. Hodnota AUC pro metodu
podpirnych vektoru se rovna 0,620, coz znamena, ze vysledny SVM byl schopen v 62 %
spravné piifadit klienta k vysvétlované proménné. AUC pro rozhodovaci strom se rovna
0,642, coz znamena, ze rozhodovaci strom byl schopen v 64 % piipadi predpoveédét selhani
Klienta.

Model TP | TN | FP | FN | AUC Celkova

spravnost
Metoda podptrnych vektort 1408 54 22| 1250| 0,620 0,535
Rozhodovaci strom 2002 39 37 656| 0,642 0,747

Tabulka 3: Hodnoceni modeld, vlastni vypocet a zpracovani v MS Excel

Dale se v tabulce 3 uvadeji pocty spravné a chybné zarazenych pozorovani. Hodnota TP
udava pocet spravné prifazenych standardnich klienti, hodnota TN slouzi pro zobrazeni poctu
spravné piitfazenych defaultnich klienti. Celkova spravnost se pocita jako (TP + TN)/n.
Rozhodovaci strom ma vyssi hodnotu celkové spravnosti, jelikoz model spravné ptifadil 2002
standardnich klientd. Metoda podpiirnych vektor spravné zatadila pouze 1408 klientd, ale
zaroven spravné zafadila 54 defaultnich klientd, ktefi predstavuji velké riziko pro banku.

4 ZAVER
Cilem této prace bylo modelovani pravdépodobnosti defaultu firemnich zékaznika banky.
Modelovani bylo provedeno na redlnych anonymizovanych datech klientd banky. Pro
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predikci defaultu byly pouzity metody strojového uceni: metoda podplirnych vektora
S polynomialnim jadrem a rozhodovaci strom.

Rozhodovaci strom ma vysSsi hodnoty AUC a celkové spravnosti, jelikoz model spravné
ptitazuje velky pocet standardnich klientt. Vyhodou SVM je velky pocet spravné ptifazenych
defaultnich klienti, coz je kliCovym bodem pii predikci defaultu zakaznikli banky.

Kazdy z modelu ma své vyhody, které lze vyuzit pro presnéjsi predikci defaultu. Porovnani
obou modelt muze v praxi slouzit pro vybér proménnych a také pro pochopeni vztahti mezi
finan¢nimi ukazateli a pravdépodobnosti defaultu klienta.
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VOIBA A ZORADENIE BANK POMOCOU SIETOVEJ
ANALYZY OBALU DAT SO SPOLOCNYMI VAHAMI

BANK SELECTION AND RANKING USING NETWORK DATA
ENVELOPMENT ANALYSIS WITH COMMON WEIGHTS

Michal Pieter

Abstrakt

V analyze obalu dat (DEA), kazda jednotka urcuje vlastné vahy vstupov a vystupov tak, aby
boli ¢o najvhodnejSie pre fiu. To ma ale za nasledok obmedzenu schopnost DEA pri
porovnani a zoradeni jednotiek. Modely so spolo¢nymi vdhami (CSW) boli skonStruované
ako rieSenie a umoziuji zmysluplné vzajomné porovnavanie jednotiek. V sietovej DEA, kde
kazda jednotka je zlozend z viacerych prepojenych procesov, CSW s pouzivané len za
S$pecialnych podmienok. Tento prispevok aplikuje nedavno predstaveny 2-stupniovy model
S CSW na realny problém volby a zoradenia bank na ¢eskom trhu. Miery efektivnosti na
zaklade tohto a d’alSich troch modelov st vypocitané a analyzované. Na ich zdklade su
ziskané zoradenia bank, ktoré su medzi sebou porovnané a podla nich st zvolené banky
S najlep$imi mierami.

KPucové slova: analyza obalu dat, sietova DEA, banky, spolocné vahy, CSW

Abstract

In data envelopment analysis (DEA) each unit is allowed to choose input and output weights
in away that is most advantageous to it. This however limits the usefulness of DEA in
directly comparing and ranking of units. Models with common set of weights (CSW) have
been proposed to fix this and allow for meaningful inter-unit comparison. In Network DEA,
where each unit is composed of multiple interconnected processes, CSW are modelled only
for special cases. In this paper, a recently developed novel approach for using CSW in 2-stage
DEA is applied to a problem of selecting and ranking retail banks on the Czech market.
Efficiency scores using this approach and three other models are obtained and analyzed.
Based on these, rankings of banks are obtained and compared and best performing banks are
chosen.

Keywords: data envelopment analysis, network DEA, banks, common set of weights, CSW

1 INTRODUCTION

Data envelopment analysis (DEA) is an area of operations research comprised of methods and
techniques for evaluating units in a given group based on their relative efficiency. These units
(decision-making unit, DMU) produce certain outputs by consuming and transforming
various inputs, together called factors, and the way in which these two sets relate determine
the efficiency of the unit. The first model in the family was put forward by Charnes, Cooper
and Rhodes (1) mainly as a way to determine the efficiency of government agencies and non-
profit organizations in absence of clear-cut metrics such as profit. Over the years,
improvements and expansions have been made to the original model, the two most notable by
Banker, Charnes and Cooper (2), which allowed for variable returns to scale and by Tone (3) ,
which introduced a new slacks-based measure. These traditional models, however, treat
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DMUs as indivisible and black-box entities with inputs coming in, outputs coming out, but
not being able to say anything about the transformation itself. In most real world scenarios,
that is a far too simplistic approach. Network DEA (NDEA), introduced by Fére and
Grosskopf (4) models the internal structure of the unit as a number of interconnected
processes (also divisions, stages, sub-processes) with additional factors — intermediaries, or
links — connecting them, serving as output from one process and input to another. These
processes can be connected in a series pattern, in parallel, or a combination of the two. By
better approximating the real-world system in the model, NDEA aims to provide more
accurate and relevant evaluation than traditional, black-box models. They also allow to
calculate not only the overall efficiency of the units, but of the individual processes as well,
and generally result in more discriminating efficiency scores.

One distinct feature of DEA models in general — black-box or not — is that when calculating
the efficiency score, each unit gets to choose its own set of input and output weights, that are
most advantageous to it in achieving as good a score as possible. These weights in one form
or another are used to calculate the efficiency score, e.g. in the CCR model (1) as a weighted
ratio of outputs to inputs. This does not pose a problem when DEA is used to evaluate the
units’ performance. But because these weights are different for each unit, some authors
question the applicability of DEA when it comes to inter-unit comparison and/or ranking of
the units. To solve this problem, several approaches have been proposed. Sinuany-Stern et al.
(5) use a two phase method combining pair-wise DEA to construct a matrix of efficiency
scores base on each units weights, then extract a common ranking score using AHP method.
Darehmiraki and Behdani (6) construct a virtual aggregate DMU and rank all real units based
on the effect of their deletion on its score. One obvious solution is to use common set of
weights (CSW) instead of individual weights for every unit. However, trying to optimize the
efficiency of all units at the same time leads to a multi-objective programming (MOP)
problem. To transform it into asingle objective problem and obtain the weights, various
methods have been proposed, such as maximizing the average efficiency score (7),
minimizing the distance to ideal solutions vector (8), or using goal programming (9). Adler et
al. (10), Jablonsky (11) and Hosseinzadeh Lotfi et al. (12) all present additional approaches to
compare and rank the units.

The use of common weights as a basis for meaningful comparison and raking of units in the
context of Network DEA has not been extensively studied, and models haven proposed only
for special cases and limited number of processes. This paper applies the latest of such models
to a bank selection scenario. Kiaei and Mazemi (13) proposed a model that allows for
meaningful comparison of units composed of 2 processes connected in series, based on
a common set of weights. This model is described in chapter 2, along with 3 other models for
comparison — regular 2 stage NDEA model where each unit chooses its own weights,
black-box CSW model and black-box regular model. The modelled network structure is also
presented. In chapter 3, dataset consisting of 15 retail banks operating in the Czech republic in
2019 is presented. Applying the 4 models to it, the results are calculated and bank selection
and ranking based on the network CSW model results is performed. The results of all 4
models are compared there as well. Chapter 4 offers a brief summary and some concluding
remarks.

2 METHODOLOGY

The banks studied in this paper are each characterized by 11 values — factors. As mentioned,
they are modelled as consisting of two series-connected processes, henceforth referred to as
stages. What these stages represent and how the factors relate to them, i.e. the structure of the
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model, is presented in this chapter, as well as the precise mathematical formulations of the
ranking model, as well as the other three models that are used for comparison.

2.1 Network structure

By investigating the internal workings of the bank, many processes can be identified. In this
paper, the simplest network structure is considered and thus bank operations are separated
into just two distinct processes - marketability, or attracting new customers and convincing
the existing to use their products by making deposits and getting loans and profitability, or
making sure these generate income and contribute to the overall health of the bank. This
breakdown is similar to that of Seiford and Zhu (14), but from the perspective of the
consumer. In the marketability stage, the bank’s inputs are its assets — workforce (number of
employees), number of branches, total equity value, as well as operating costs. Using these
assets, the bank attracts clients (in retail segment more commonly referred to as customers)
who in turn generate deposits and take out loans — these three factors serve as links, and are
therefore outputs of marketability stage and inputs of profitability. In the profitability stage
the number of clients and value of deposits and loans are transformed into two types of
income — from fees and interest — and two ratio measures of bank rentability — ROAE (return
on average equity) — and health — CAR (capital adequacy ratio). This structure is illustrated in
figure 1.

—Workforce—:> BANK :Imerest income:
Branches——> . —Clients—> ) L !—Fee income:
1| Marketability , Profitability |
Equity—> ——Deposits—» T ROE:
—Operating costs> Loans—> : CAR

s

Figure 1 — 2-stage network structure of a bank

2.2 Mathematical models

In addition to the main network model with common weights, 3 additional models are used
for comparison. To better understand them, it is best to start with the simplest one. The CCR
model (1) measures efficiency 6, of the examined unit ¢ as a weighted ratio of outputs to
inputs. The weights are chosen so that g, is highest, while making sure all inputs and outputs
are used and the score of each unit using those weights is at most 1 (efficient). The model can
be written as

S
20:1 uoyo
0, = T—q - MAX
A V:X:
i=1 Yitiq
S
0=1UoYoj )
Zo= 979 < 1, j=12,..,n,
ZT V:Xi:
i=1 Yitij
u,=¢ o=12,..5, vi=2eg 1 =1.2,..1,

where n is the number of DMUs (banks), rof inputs, s of outputs, v, x; u, and y; the weight
and value of ~th input and weight and value of o-oth output, respectively, and for unit j. £is
a non-archimedean infinitesimal and 6,€(0;1> is the efficiency score of unit g, where the
model needs to be calculated for every ¢g=1,2,..,n. Because every set of weights is calculated
independently, the units cannot be compared between each other or ranked. Chiang et al. (15)
proposed to calculate common weights such that a separation vector A between weighted
inputs and weighted outputs of all units in n-space is minimized. Thus, only one model,
namely

Yi=1Xi=1ViXij — Xj=120=1%0Yoj = MIN,
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Yimvixip =4, j=12,..nm,
Zg=1uoyoj < /1]‘; ] = 1,2, -, n,
420, j=12..,n

u,=¢ o=12,..,s, vi=2eg 1=1.2,..,r1,

is ever calculated. On obtaining optimal values of common weights — v/ and u,*, individual
unit efficiency scores g; for each unit j, by which they can be compared, are calculated as

S *
—1UpYoj
* o=1%0Joj .
9] - W, ] - 1,2,...,71. (l)
= 1]

After breaking the bank down into two processes, the following model — a generalization of
CCR model for 2 series-connected stages with fixed links — by Kao and Hwang (16), given as
0y = Xo=1UoYoq = MAX,
Z?=1vixiq =1,
Zz=1uoyoj - Z?=1vixij <0, ] =12,..,n,

t r LR
Xi=1WiZj — Xi=1ViXxij < 0, j=12,..,n,
s t .
20=1uoyoj - Zl=1Wlle <0, j=12,..,n,
u,=>¢ o=12,..,s, vi=e i=1.2,..,r, w =g =12, ..t

is used. While most terms are as in the CCR model above, ¢ links are introduced. Their
weights and values are then w; and zj, respectively, for £th link and jth unit. The overall
efficiency score 6, for the examined unit g can also be decomposed into stage efficiencies as
0,= 0,0 6,2. After calculating optimal weights for ¢, these divisional scores for j=q can be
calculated as

or — Yi-1 w;'zZ; 0*@ Yio=1U6Yoj

- =12 . n (2)
j T xa. ! j t *, ! J 1y wey T
i=1 Vi Xij D=1 Wi 2y

Again, these weights are individual for each unit and do not allow for meaningful comparison
or ranking. Kiaei and Kazemi Matin (13) therefore proposed a generalization of the
aforementioned model by Chiang et al. for a case of 2-stage series network structure as

Yo (Blevixi; — Bicawizi) + Xieq (Ticawiziy — To-1u0¥oj) = MIN,
erzlvixij > AJ, ] = 1,2, ., n,
Yi=awizyp = A ji=12,..,n,
Yo=1UoYoj < A}, j=12,..,n,
u,=>¢ o=12,..,s, vi=e i=12,..,1, w=¢g 1l=12, ..t
In this model, all terms are as defined previously and the overall and divisional efficiency
scores of individual units can be calculated using formulae (1) and (2), respectively. By using
these scores, the units can be compared. They also proposed to further optimize individual
efficiency scores by applying the separation vector approach to both stages of each unit, while
preserving the calculated common weights v, u,” and wy. They do this by decreasing the
inputs while simultaneously increasing outputs, with links staying unchanged, using the
CSW-VS model as

Ni-1ViXig = T5-1UsVeq = MIN,
Zf=1Wl*Zlq - 21{:1V;x1{q <0,
Yo=1UsVoq — 2i=1WiZiq < 0,
Xig — Xj=1Ajxij = 0, i =12,..r1,
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Yoq = Xh-1ljYo; €0,  0=12,..,s,
Zig — Xj=1421; < 0, [l =12,..,t
Zig — Xj=1MjZ1; = 0, 1l =12,..,t

420 p;20, j=12,..,n

-

where variables x;; and y,; represent the changed /ith input or o-th output, respectively, of
examined unit ¢ and 2 and u are the separation vectors of stage 1 and 2, respectively.
Efficiency scores are calculated as previously, only substituting x;, with x;;' and y,, with y,,'.

3 BANK SELECTION

All 4 models discussed in previous chapter are applied to a problem of bank selection and
ranking. The banks can all be considered to be primarily operating in the retail segment, i.e.
focused on providing services to natural persons of average requirements, as opposed to
private or business segments. By including the profitability stage and final outputs of income,
ROAE and CAR, this selection problem can be considered to be primarily from the viewpoint
of a potential investor. However, it can also be useful to an average client, or to government,
as ageneral statement on the efficiency of these banks and prospects of their continued
operation.

3.1 Data

The data consists of 15 banks operating on the Czech market (11 domestic banks and 4
branches or divisions of foreign banks) in the year 2019. In table 1, values for 11 factors, as
described in chapter 2.1 are shown, as are the units used. Most of the data was gathered from
annual reports, while others were found in additional sources, all freely available online. All
values are valid for 31.12.2019, unless they are annual averages for year 2019, where
applicable.

DMU Name \1{V0rk— Bran- Clients Equity ROAE CAR Costs Interest Fees Deposits Loans
orce  ches

# # # mil. CZK % %  mil.CZK mil.CZK mil.CZK mil.CZK  mil. CZK
Ul Air Bank 816 35 788 000 9785 2097 1540 1759 3535 153 107067 55571
u2 Creditas 365 35 95 000 4424 664 1954 585 1035 8 68525 14664
u3 Hello Bank 544 11 421 000 1287 20,40 15,50 1307 1248 340 3265 11184
U4 Ceska spofitelna 9873 483 4957170 137339 16,50 21,77 19352 30261 8591 993257 720739
us CSOB 8626 620 4241000 98678 20,70 19,19 19034 32004 8518 957221 762450
U6 Equa bank 669 59 424000 5462 9,28 1651 1282 1967 1 55474 46623
u7 Fio banka 53 85 980 000 4454 51,87 18,24 839 2398 376 140442 20148
us ING Bank 360 9 400 000 1481 940 17,90 1919 1617 369 102005 37411
U9 Komer¢ni banka 8167 548 2365000 105540 1450 19,72 14816 23591 5983 821507 647 259
U10 mBank 6771 226 5630500 96433 6,60 1946 15743 23898 5761 696466 627895
Ull  Moneta 3074 179 1098539 24411 19,70 1800 5019 7925 1950 181523 156409
Ul2  Oberbank 2150 177 340000 75227 754 2023 7342 8787 4143 304428 426181
Ul13  Raiffeisenbank 3166 128 665000 34355 17,18 18,70 8544 9047 1915 290188 247157
Ul4  Sberbank 755 24 110 846 9243 6,72 1659 1582 1787 426 69568 63059

U15  UniCredit Bank 3249 126 750000 78613 14,70 19,81 7445 14578 4002 414953 440760
Table 1 — Dataset consisting of 15 banks and values for 11 factors

3.2 Calculation and results

All models presented in chapter 2.2 were calculated using LocalSolver software, after being
transcribed into LSP, its proprietary mathematical programming language. For individual
weight models and the second phase from Kiaei and Kazemi Matin, optimizing vector
separation (CSW-VS) were calculated for each unit separately, while the black-box model and
first phase the main model, 2-stage CSW model, needed only one execution to obtain

113



common weights, with which the efficiency scores of each unit could be calculated. In table 2,
all these efficiency scores can be seen. For network models, overall score and scores of both
marketability and profitability stage are included. Shown are also ranks based on black-box
CSW model, and 2-stage CSW model without and with VVS-optimized efficiency scores.

DMU Black-box 2-stage ind. weights 2-stage CSW 2-stage CSW-VS RANK (CSW)
ind. CSW  Overall market. profit. Overall market. profit. Overall market. profit. BB 2s  2s-VS

Ul 1 1 ,894 ,994 ,899 416 ,969 ,429 ,918 ,999 ,919 1 12 6
u2 1 ,570 ,658 ,658 1 211 441 479 ,387 ,465 ,834 15 14 15
u3 1 1 1 1 1 ,492 ,548 ,899 814 ,906 ,898 1 10 12
U4 ,936 ,902 ,349 ,690 ,506 ,688 ,761 ,904 ,947 ,960 ,986 3 4
us 1 1 ,396 442 ,897 ,662 ,704 ,940 ,941 ,952 ,989 1 5 5
ué ,795 ,627 ,593 1 ,593 ,195 ,685 ,285 ,976 ,998 ,978 14 15 2
u7 1 ,990 1 1 1 ,510 1 ,510 ,658 1 ,658 5 8 14
us8 1 ,929 ,786 1 ,786 ,407 ,641 ,635 127 ,805 ,904 7 13 13
U9 ,838 ,814 ,639 757 ,845 ,583 ,655 ,890 ,880 ,897 ,981 10 6 8
u10 ,970 ,970 ,332 ,961 ,345 ,673 1 673 ,983 1 ,983 6 4 1
U1l ,917 ,906 ,364 ,804 ,453 ,575 ,575 1 ,975 977 ,998 8 7 3
u12 1 ,715 1 1 1 ,758 ,758 1 ,831 ,834 ,997 13 2 11
u13 ,759 ,751 ,283 ,862 ,329 432 ,502 ,862 ,863 877 ,984 11 11 9
u14 ,894 726 ,566 ,622 911 ,493 ,639 771 ,834 ,846 ,985 12 9 10

uU15 1 1 ,776 776 1 911 911 1 911 ,914 ,997 1 1 7

Table 2 — Efficiency scores for all 4 models and VS-optimized CSW network model
(leading zeroes omitted for readibility), ranks for CSW black-box and VS models

3.3 Interpretation

In black-box model with individual weights, 8 banks were identified as efficient. However,
beyond the classification to efficient and inefficient groups, this model does not allow further
comparison. Using common weights, this becomes possible, however, full ranking is not
achieved, as 4 banks still have the unity score — one therefore cannot choose between Air
Bank, Hello Bank, CSOB and UniCredit. In 2-stage model with individual weights, only 3
banks are overall efficient — Hello Bank, Fio banka and Oberbank. At process level, there are
5 banks that are efficient at each stage. In CSW model, 2 banks are efficient in marketability
stage and 3 in profitability, but since no bank is efficient in both and the model is
multiplicative, there is no overall efficient bank. But this also means there is no ambiguity and
full ranking is achieved. UniCredit bank, one of black-box efficient, is therefore chosen as
best, followed by Oberbank and Ceska spofitelna. By minimizing the separation vector for
each bank while maintaining common weights, a different ranking is achieved — mBank is
chosen as best, followed by Equa Bank and Moneta. Of note is that Equa Bank was
previously second worst and worst bank. On the other hand, Creditas is consistently ranked at
or near the bottom. Both overall and stage efficiencies are significantly increased in CSW-VS
model, changing the rank of many banks, such as UniCredit (1 to 7), Oberbank (2 to 12), Fio
banka (8 to 14), Air Bank (12 to 6) and Equa bank (15 to 2). Most consistently ranked are
CSOB (in black-box ranks 1-4 are shared), Creditas, Sherbank and Reiffeisenbank. Other
ranks depend more strongly on the chosen model. Of note is also Ceska spofitelna, which
ranks near the top for both models, at places 3 and 4.

4 CONCLUDING REMARKS

The purpose of this paper was to examine issues of choice and comparison in Network DEA
and their solutions and to apply one of them — a recently developed novel approach — to
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a practical problem of bank selection based on real-world data. A 2-stage model with
common weights was presented and the corresponding network structure of a bank was
proposed. Three additional models were presented for comparison with the main one. Using
these, the efficiency scores were calculated and rankings for all CSW models obtained, after
which these results were interpreted and best ranked bank chosen for each model. With
regards to further research, one avenue is to apply the presented 2-stage CSW model to other
practical scenarios. However, theoretical developments may be more beneficial at this point.
Current model does not guarantee full ranking, even though it just happened to be in this
particular case. It is also restricted to a case of 2 processes connected in series. It would be of
interest to see it modified to guarantee full ranking in all cases, or to generalize it for an
arbitrary network structure.
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PROBLEMY SOUVISEJICI S UZITIM GENETICKEHO ALGORITMU
NA SHLUKOVACICH ULOHACH

NOTE ON PROBLEMS RELATED TO USING GENETIC ALGORITHM
FOR CLUSTER ANALYSIS

Ondiej Sokol

Abstrakt

Nékteré shlukovaci problémy nelze fesit s pouzitim standardnim metod jako jsou k-means.
Misto toho je nutné je formulovat jako nelinedrni optimalizacni Ulohu a tu poté feSit
standardnimi optimalizacnimi nebo heuristickymi metodami. V tomto piispévku se zametime
na problémy spojené s hledanim optimalniho shlukovani pomoci genetického algoritmu.
Zejména v pripad¢ kiizeni dochazi k provadéni operaci, které maji blize k prohledavani
hrubou silou nez k plvodni mySlence kiizeni genetického algoritmu. To je zplsobeno
prirozenou povahou shluki, kdy jednotlivé shluky jsou kategoridlni proménné. Metody, které
lze vyuzit pro eliminaci této povahy, se pak v kontextu genetického algoritmu ukazuji jako
neefektivni.

Klic¢ova slova: shlukovani, geneticky algoritmus, nelinedrni optimalizace

Abstract

Some clustering problems cannot be solved using standard methods such as k-means. Instead,
it is necessary to formulate them as a nonlinear optimization problem and then solve them
with standard optimization or heuristic methods. In this paper, we focus on the problems
associated with finding optimal clustering using a genetic algorithm. Especially in the case of
crossover, crossover operations are performed that are closer to the search by brute force than
to the original idea of crossover in the genetic algorithm. This is due to the natural nature of
clusters, where individual clusters are categorical variables. Several methods that can be used
to eliminate this property are however proven ineffective in the context of the genetic
algorithm.

Keywords: clustering, genetic algorithm, nonlinear optimization

1 UVOD

Shlukovani je populdrni vicerozmérna statistickd metoda, jejiz cilem je klasifikovat objekty
Z dané mnoziny v zévislosti na jejich vzdjemné podobnosti. Snahou je najit takové shluky, pro
které plati, ze objekty piifazené do stejného shluku jsou si vzajemné podobnéjsi nez objekty
Z riznych shluk.

Existuji dvé zakladni ideje, jak by mélo vysledné shlukovani vypadat a jaké by mélo mit
vlastnosti. Prvni je hierarchické shlukovani do systému podmnozin, kde dochazi s rostoucim
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poctem shlukii ke vétveni jednotlivych shluki, to 1ze vyjadfit dendrogramem. Pro rozhodnuti,
jak vytvofit hierarchickou strukturu se obvykle pouziva mira podobnosti (Similarity), piipadné
nepodobnosti (dissimilarity), coz mohou byt standardni geometrické miry vzdalenosti,
napiiklad euklidovska, Manhattanska, maximalni, nebo Mahalanobisova vzdalenost

Druhou myslenkou je pak shlukovani do disjunktnich mnozin. Pro rostouci pocet shlukt, pak
zadna pravidla pro vétveni jako v piipad€ hierarchickych metod neplati. Nejznaméjsi metodou
nehierarchického shlukovani je k-means. Metoda k-means pracuje s pfedem danym poctem
shlukii, je nutné tedy dopfedu zadat do kolika skupin ma algoritmus objekty rozdélit.
Algoritmus nalezne stiedy shluku, tzv. centroidy, a objekty jsou pfifazeny k nejbliz§imu
centroidu. Algoritmus funguje iterativné tak, ze v kazdé iteraci posouva centroidy za ucelem
snizeni sumy vnitroskupinovych rozptyll, ¢imz se zéaroveil maximalizuje meziskupinovy
rozptyl. Existuje n€kolik riznych algoritmti pro volby posunt centroidi, napiiklad Loydav
algoritmus [1] nebo moderné&jsi Hartigan-Wonguv algoritmus [2].

Dalsi popularni metodou v poslednich letech je metoda DBSCAN, ktera spoc¢iva ve vytvareni
skupin podle vzdalenosti od nejbliz§ich m bodl. Pokud je né&jaky bod blize nez pfedem
zadanda vzdalenost od m bodi stejného shluku, pak je do daného shluku pfitazen také. Hlavni
vyhodou je jak interpretace vyslednych shlukd, tak i vypocetni rychlost. Algoritmus je
V porovnani s ostatnimi shlukovacimi algoritmy velmi rychly. Zaroven dokaze efektivné
vyuzit struktur databdzovych systémd.

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat ulohou shlukovani v pfipadé, Ze Ize problém formulovat
jako optimaliza¢ni ulohu, ale zarovenl je nemozné, nebo nevyhodné z diivodu napiiklad
vypocetni slozitosti, vypocCist vzdalenosti mezi jednotlivymi prvky. NemoZznost vyuziti
vzdélenosti ani jednoduché ucelové ¢i nakladové funkce vyznamné omezuje moznosti, jak
nalézt optimalni shlukovani. Nelze pouzit popularni metody jako napiiklad k-means,
DBSCAN nebo metody pouzivané pro hierarchické shlukovéani. Misto toho je nutné problém
formulovat jako optimalizaci a fesit ho standardnimi metodami pro hledani optimalniho feSeni
uloh nelinedrniho programovani, pfipadné heuristickymi metodami jako je napiiklad
geneticky algoritmus. V tomto piispévku zaméfime pravé na problémy souvisejici s hledanim
feSeni slozitych shlukovacich problémi pomoci genetického algoritmu.

Prispévek je koncipovan néasledovné. V kapitole 2 je definovan obecné problém shlukovani,
kterym se zabyvame. V kapitole 3 je popsan zakladni princip genetického algoritmu
a v kapitole 4 jsou diskutovany nékteré problémy, které se k jeho pouziti vazou. V zavéru jsou
pak shrnuty zakladni body piispévku.

2 SHLUKOVANI JAKO OPTIMALIZACNI ULOHA

Necht x; je shluk i-tého objektu a nabyva celociselné hodnoty od 1 do n., kde n. je celkovy
pocet hledanych shluki. Optimalizacni model pak spoc¢iva v minimalizaci penalizacni funkce
f(x), coz lze zapsat nasledovné

min f(x)
X
za podminek
x; <ncfori=1,..,np,
x; EN fori=1,..,np,

kde x je vektor se slozkami x; a np je pocet objekti, které chceme shlukovat.
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Na penalizaéni funkci f(x) pfitom nejsou kladeny Zadné naroky. Muzeme ptedpokladat, ze se
jedna o nelinedrni funkci, kterd nema zadné pékné vlastnosti. Predpokladejme, Ze i spocteni
rozdilu mezi f(x1) a f(x?), kde x! = x?, nelze spoé¢itat v linedrnim ¢ase.

Piikladem toho problému je napiiklad hledani substitut z transakénich dat na zdkladé
inciden¢ni matice vyskyti produktd na stejné uctence, viz [3]. Vtomto modelu se
minimalizuje pocet rozhodnuti zédkaznika, které vedou k vyskytu dvojic substitutli na stejné
uctence. Takovy celo¢iselny problém se svoji slozitosti fadi mezi NP-obtizné ulohy (dikaz
viz [4]) a i pouziti heuristickych metod je pro dany piipad problematické. Na druhou stranu
vysledné shlukovani je dobie interpretovatelné a logické, takze ma smysl se takovym
modelem zabyvat i pfes zjevné nedostatky tykajici se vypocetni stranky modelu.

3 GENETICKY ALGORITMUS

Jednou z moznosti, jak prohleddvat prostor moznych shlukovéani, je pouzit geneticky
algoritmus. V tomto pfispévku probereme nékteré vlastnosti a problémy, se kterymi se Ize u
tohoto typu problému setkat.

Geneticky algoritmus mé obvykle nésledujici faze:

1. Vytvoreni pocatecni populace, kde populaci myslime mnozinu riznych shlukovani x.
V kontextu genetického algoritmu budeme shlukovani x nazyvat jedincem a jednotlivy
objekt jedince pak nazveme genem.

Oznacenti Casti nejlepSich jedincii za elitni za ucelem jejich zachovani.
3. Modifikovani neelitnich jedincii.

a. Kiizenim, kdy se nahodné vyberou dva rtizni jedinci a ndhodnym prohozenim
jednotlivych genu vzniknou dva novi jedinci, ktera ptivodni nahradi.

b. Mutaci, kdy dochazi k ndhodné zaméné nahodné vybranych genii.

4. Pokud neni dosazeno zadaného poctu generaci nebo dostatetné kvalitniho vysledku,
vraci se algoritmus ke kroku 2.

5. Vypis nejlepsiho jedince, tedy shlukovani, dle ucelové funkce.

Pii pouziti genetického algoritmu se standardné nastavuje né€kolik zdkladnich parametra.
Prvnim je velikost populace, tedy s kolika riznymi jedinci, tedy shlukovanimi x, se pracuje
S vétSim poctem jedincu je vEétsi Sance na nalezeni lepsiho feSeni. Populace je na pocatku
algoritmu generovana ndhodné, piipadné mize byt vloZena formou navrhu. Pro ucely
shlukovani stovek objektl je standardnim rozsah populace v fadu stovek az tisict.

Z kazdé iterace, Vv genetickém algoritmu nékdy nazyvané generace, se ur¢ité procento
nejlepsich jednotlivel zachova. Tim se zabrani ztrat€ zatim nejlepSich nalezenych feSeni. Tito
jedinci se nazyvaji elitni a parametrem se urCuje jaké procento, pfipadné absolutni pocet,
zustane zachovano. Nevyhodou jsou Vv piipad¢ vysokého poctu elitnich jedincu malé zmény
mezi iteracemi algoritmu.
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Tietim zasadnim parametrem je pravdépodobnost mutace jedinct. V kazdé generaci se
nahodné vyberou jedinci, jejich n¢které geny budou zmutovany — nahodné zaménény za jiny
gen. | tato operace je V zasadé nahodné prohledavani prostoru. Casto se v genetickych
ulohach zavadi i né¢jakou forma lokélni prohledavani, tedy prohledani bezprostfedniho okoli
pomoci hrubé sily.

4 DISKUZE

Problém se kterymi se model definovany Vv kapitole 2 potyka v pfipadé pouziti genetického
algoritmu je zejména kiizeni. Idea kiizeni je postavena na prohozeni né€kolika geni mezi
dvéma jedinci. V piipadé naseho problému to ale nedava smysl, pokud nejsou ¢isla shluka
sjednocena.

Uvazujme dva riizné jednotlivce x! a x2 nize:

xt= [ 1] 1] 2] 3] 4] 3] 2] 1] 1] 2] ()

x2= | 2] 2] 3] 4] 1] 4] 3] 2] 2] 3] (@

Vzhledem k tomu, Ze ¢islo shluku je kategorialni proménna, neni mezi jednotlivci Zadny
rozdil — jsou totoznym shlukovanim, které je pouze jinak ocislovano. V tu chvili se kiizeni
stdva pouze variaci na prohleddvani prostoru hrubou silou. Je tfeba fici, Ze se jedna o pomérné
efektivni prohledavani hrubou silou, viz vysledky simulaci v [3], ale struktury dat zde neni
dostatecné vyuzivano.

Existuje nékolik metod, které lze vtomto ptipadé pouzit. Jednou znich je parovani
jednotlivel a jejich ocislovani na zakladé statistik podobnosti, napiiklad purity. Statistika
purity je mira podobnosti dvou jednotlivcl. Znaci, do jaké se shluky jednoho jednotlivce
shoduji s jinym jednotlivcem. Vypogita se tak, ze u kazdého shluku z jednotlivce x! se spocte
podet objektii z nejbézngjsi shluku z druhého jednotlivce x%. Alternativou je pak uziti Rand
statistiky [5].

Nevyhodou obou metod je vSak vysoka naroc¢nost vypoCtu téchto statistiky, které nelze
spocitat v linedrnim Case. V takovém piipadé¢ se extrémné prodlouzi vypocetni doba
genetického algoritmu.

Dalsi moZnosti je jednoduché piecislovani dle prvniho vyskytu nového shluku. V tom piipadé
by x? bylo pfeznaceno na piesnou podobu x!, ktery jiz toto pravidlo splituje. Zde je velkou
nevyhodou zna¢na nerobustnost metody — V pfipad€ zmeény malého poctu shluki mtze dojit
ke znacné rozdilnému ocislovani shlukd. Na druhou stranu je vzdy vyfeSen problém se
symetrickym feSenim.

Vypocetni experimenty ukazuji, Ze obé zminéné metody — sjednoceni s maximalizaci purity,
tak jednoduché ptecislovani dle prvniho vyskytu — maji zna¢né nedostatky. Sjednoceni pies
statistiku purity je narocné do takové miry, ze i zakladni verze genetického algoritmu
s kfiZzenim je rychlejsi a nalezne optimalni (nebo alesponi velmi dobré) feSeni vyrazné rychleji.
Nestava se pfitom, Ze by se jednalo o feSeni horSi. Pfecislovani dle prvniho vyskytu
vypocetné pomalej$i neni — v omezené simula¢ni studii se nepotvrdilo statisticky vyznamné
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zpomaleni Casu béhu genetického algoritmu, ale zaroven nedoslo ani ke zlepSeni rychlosti
konvergence genetického algoritmu k feSeni, které je uznano za nejlepsi.

5 ZAVER

V piispévku jsme se zabyvali diskuzi problematiky uziti genetického algoritmu na slozité
shlukovaci tulohy formulované jako optimalizaéni ulohy. Kifizeni casto vyuZzivané
v genetickych algoritmech vede v nékterych ptipadech spiSe na prohleddvani prostoru hrubou
silou, coZ je v rozporu s jednou z hlavnich myslenek genetického algoritmu. Dvé navrzené
metody Uuprav genetického algoritmu pro zachovéani struktury spocivajici v parovani
kategorialnich proménnych mezi riznymi shluky se ale ukdzaly jako neefektivni.
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ODHAD ELASTICITY SUBSTITUCIE VSTUPOV POMOCOU
PANELOVYCH UDAJOV PRE ROZNE KRAJINY?

ESTIMATION OF ELASTICITY OF SUBSTITUTION USING PANEL
DATA IN DIFFERENT ECONOMIES

Karol Szomolanyi, Martin Lukacik, Adriana Lukddikova

Abstrakt

V praci s pomocou panelovych udajov odhadnuté hodnoty elasticity substitucie vstupov
pre r6zne ekonomiky sveta. Aby sa preskiimal vzt'ah medzi rastom, rozvojom a otvorenostou
ekonomik a elasticitou substitticie vStupov, su V praci realizované odhady na udajoch, ktoré
zodpovedaju krajinam a obdobiam s r6znymi hodnotami hospodarskeho rastu, hospodarskeho
rozvoja a otvorenosti krajiny. Na odhad st pouzité ekonometrické Specifikacie vyplyvajuce
z podmienok prvého radu firmy maximalizujucej zisk. Na odfiltrovanie cyklickych vplyvov
su Casové rady upravené frekvenénym filtrom. Odhadnuté hodnoty elasticity substitiicie
vstupov st vzdy mensSie ako 1, ¢im sa potvrdzuju sucasné empirické vysledky spochybiiujuce
relevantnost’ produkénej funkcie Cobbovho-Douglasovho typu. Analyza preukazala stvis
medzi hodnotami elasticity substitucie vstupov a hospodarskym rastom, hospodarskym
rozvojom a mierou otvorenosti, potvrdzujuc sucasny teoreticky vyskum.

KUPucové slova: elasticita substituicie vstupov, frekvencné filtre, panelove data

Abstract

The paper estimates the elasticity of substitution in various world economies. The relationship
between the value of elasticity substitution and various characteristics of countries such as
growth, development, openness and size is examined. Econometric specifications resulting
from the first-order conditions of the profit-maximizing firm are used for estimation. To filter
out cyclical effects, a frequency filter adjusts the time series. The specifications are estimated
by the least squares method and also as systems of two equations with correlated random
terms. The estimated values of the elasticity of substitution are usually less than 1, which
confirms the current empirical results questioning the relevance of the production function in
the Cobb-Douglas form. There is a relationship between the values of elasticity of substitution
and average growth, which confirms current theoretical research.

Keywords: elasticity of substitution, frequency filters, panel data

1 UVOD

Elasticita substitucie vstupov je klI'ai¢ovy ekonomicky parameter, ktory hra rolu vo vysvetleni
mnohych ekonomickych javov (Chirinko a Malick, 2017). Z pohladu analyzy dynamického
vyvoja slovenskej ekonomiky, ktord sa aj po realizacii mnohych spolo¢enskych zmien
neustdle nachddza v tranzitivnom stave, st zaujimavé vztahy medzi elasticitou substitlicie
vstupu a ekonomickym bohatstvom a medzi elasticitou substiticie vstupu a hospodarskym

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA 1/0294/18 "Analyza kratkodobej a dlhodobej dynamiky
ekonomického vyvoja europskych postkomunistickych krajin a ich regiénov" a VEGA 1/0193/20, Vplyv
priestorovych spillover efektov na inovacné aktivity a rozvoj regionov EU.
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rastom. Tieto vzt'ahy su detailne teoreticky spracované v pracach de La Grandvilla (2017)
a Klumpa et al. (2012).

Preto je ciel'om tejto prace realizacia odhadu elasticity substiticie vstupov pre rozne krajiny
sveta. Odhady su realizované na panelovych udajoch ziskanych z databaz Penn World Tables
(Feenstra et al. 2015). Udaje st upravené frekvenénym filtrom Baxterovej a Kinga (1999)
podla navrhu autorov a tiez Chirinka a Malicka (2017). Aby sa preskimal vztah medzi
rastom, rozvojom a otvorenostou ekonomik a elasticitou substiticie vstupov, V praci
ponukame realizaciu odhadov na udajoch, ktoré zodpovedaju krajinam a obdobiam s réznymi
hodnotami hospodarskeho rastu, hospodarskeho rozvoja a otvorenosti krajiny.

Prehlady prac zaoberajtcich sa odhadom elasticity substitucie vstupov a d’al§ich parametrov
produkcnej funkcie su dostupné v sucasnej ekonomickej literatire. Klump et al. (2012)
a Chirinko (2008) ponukaju ucelené a podrobne klasifikované prehlady. Podla réznych
prehladov, vo svetovej literatire absentuju prace, ktoré sa zaoberaju odhadom elasticity
substitiicie vstupov pre mnozstvo krajin v danom c¢asovom obdobi. Pre takyto odhad
vyuZijeme udaje upravené.

2 METODOLOGIA

Odhadom parametrov produkénej funkcie sa zaoberalo mnozstvo ekondémov, pozri (Chirinko,
2008), (Klump et al. 2012). Vyskum zaoberajuci sa odhadom produkénych funkeii vyuziva
ekonometrické Specifikacie vztahov na ponukovej strane hospodarstva. St nimi linearizovany
tvar produkcnej funkcie a podmienky prvého rddu reprezentativnej firmy maximalizujucej
zisk. Tieto podmienky vysvetl'uju kapitdlovy dopyt a pracovny dopyt.

Odhad tychto ekonometrickych Specifikacii je spojeny s teoretickymi aj Statistickymi
problémami, ktoré¢ stazuju vyber vhodného pristupu na odhad parametrov produkcnej
funkcie. Hlavnym teoretickym problémom je nevyhnutnost’ normalizovat’ vSeobecny tvar
produkénej funkcie s konStantnou nejednotkovou elasticitou substiticie vstupov. Z prac
(de La Grandville, 2017) a (Klump et al. 2012) vyplyva, ze odhad linearizovaného tvaru
produkéne) funkcie je spojeny s chybou ekonometrickej Specifikacie, ak nie je produkcna
funkcia spravne normalizovana. Normalizacia produkénej funkcie by nemala vplyv na odhad
parametrov iba za predpokladu jednotkovej elasticity substiticie vstupov, t.j. v pripade
Cobbovej-Douglasovej produkénej funkcie.

Za najvacsi problém zo Statistického hladiska povazujeme nestacionarnost’ prisluchajiacich
procesov generujucich casové rady a z toho vyplyvajicu pripadnd nepravil regresiu
linedrnych vzt'ahov na ponukovej strane. Obvyklym rieSenim nestacionarity premennych je
odhad prisluchajiiceho kointegracného vztahu modelom s korekénym clenom, ako to vo
svojej praci vyuzil Caballero (1994). Okrem toho, kointegratny vztah prislucha teodrii
racionalneho sprdvania reprezentativnej firmy maximalizujicej zisk, ktord je relevantna
z dlhodobého hladiska. Chirinko a Mallick (2011) kritizovali tento pristup, pretoze
kointegracny vztah medzi podielmi vstupu (prace alebo kapitalu) a produkcie na jednej strane
a ich podielmi cien na druhej strane podla nich nemeria elasticitu substiticie vstupov.
Podrobne ich argumentaciu rozoberdme v Szomolanyi et al (2019).

Chirinko a Mallick (2017) navrhli ako rieSenie ziskat tidaje dlhodobého spravania pomocou
frekvenénych filtrov. Tento pristup vyuzijeme aj v nasej praci. Zameriame sa na odhad
vzt'ahov upravujicich podmienky prvého radu firmy maximalizujicej zisk. Vzt'ah moZno vo
vSeobecnosti zapisat’ v tvare (Chirinko a Mallick, 2017):

A(Y,) =B —oA(%)+U, (1)

123



kde y je prirodzeny logaritmus podielu vstupu kapital a vystupu a X je prirodzeny logaritmus
podielu ich cien. Casové rady si upravené o kratkodobé cyklické vykyvy frekvenénym
filtrom Baxterove] aKinga (1999). Elasticitu substiticie vstupov meriame ako zaporna
hodnotu elasticity vplyvu podielov cien kapitalu a produkcie na podiele ich mnozstiev.

Na parametre Specifikacie (1) odhadujeme metodami na panelové udaje. Aplikujeme odhad
s fixnymi aj ndhodnymi efektmi. Standardné odchylky parametrov s Vypoéitavané
procedurou odolnou voci autokorelacii a heteroskedasticite, aby boli ziskané odhady
konzistentné.

Aby sa preskimal vztah medzi rastom, rozvojom a otvorenostou ckonomik a elasticitou
substitucie vstupov, v praci realizujeme odhady na tdajoch, ktoré zodpovedaju krajinam
a obdobiam s r6znymi hodnotami hospodarskeho rastu, hospodarskeho rozvoja a otvorenosti
krajiny. Vykonali sme odhady s vyberom udajov, ktoré zodpovedali ¢asovym obdobiam
a krajinam, v ktorych bola priemerna medziro¢na miera rastu v obdobi Sest’ rokov vysSia ako
2 % aV ktorych bola miera rastu mensia alebo rovnajica sa 2 %. V d’alSom odhade sa vyber
udajov vztahoval na hodnotu priemerného redlneho hrubého domaceho produktu na
obyvatel’'a v obdobi Sest’ rokov. Hrani¢nd hodnota je 13.000 USD na obyvatel'a. Nakoniec su
urobené odhady s vybermi idajov vzhl'adom na priemernt mieru otvorenosti krajiny v obdobi
Sest’ rokov. Hrani¢néa hodnota pre otvorenost’ je zvolena na urovni 75 %.

3 UDAJE

Vsetky pouzité tidaje pochddzaju z volne dostupnej databazy Penn World Tables. Vystup
Vv kazdej krajine je reprezentovany ¢asovymi radmi redlneho HDP v stalych narodnych cenach
vV miliénoch americkych doldroch (USD) z roku 2011 (oznacenie v Penn World Tables je
rgdpna).

Vstup kapitdl je reprezentovany Casovymi radmi redlneho kapitdlu v stadlych narodnych
cenach v milibnoch USD z roku 2011 v kazdej krajine (rkna, 1. koncepcia). Vstup praca je
reprezentovany ¢asovymi radmi poctu l'udi zapojenymi na trhu prace v miliénoch (emp, 2.
koncepcia) alebo priemerného rocného poctu odpracovanych hodin osobami zapojenymi na
trhu prace (avh, 3. koncepcia) v kazdej krajine.

Cena vystupu je reprezentovana ¢asovymi radmi deflatora HDP v kazdej krajine. Deflator
HDP je vypocitany ako podiel realneho a nominalneho HDP (rgdpna/cgdpo). Cena kapitalu je
v kazdej krajine vypocitana podl'a vztahu:
. ck
=(1+irr)— 2
P = )rkna @
kde irr je realna vnutorna miera navratnosti, ck je nominalny kapital a rkna realny kapital.
Nomindlna vnlitorna miera navratnosti je vyjadrend z redlnej pomocou deflatora kapitalu.

Casové rady logaritmov kapitalu a HDP a ich cien st upravené frekvenénym filtrom. Pouzitie
tohto filtra vyzaduje nastavenie intervalu, ktory odfiltruje frekvencie hospodarskeho cyklu a
ked’ze sa vyuzivaju kizavé priemery, je potrebné zvolit' pocet obdobi kizavého priemeru.
Chirinko a Mallick (2017) vo svojej analyze preukazali, Ze americky hospodarsky cyklus
zodpoveda parametrom navrhnutym Baxterovou a Kingom (1999), podla ktorych je
periodicita hospodarskeho cyklu 2-8 rokov a pocet obdobi kizavého priemeru 3. V
analogickej analyze Szomolanyi et al. (2019) potvrdili tito vol'bu pre slovensky hospodarsky
cyklus. V tejto analyze zvolime rovnaké parametre frekvencného filtru na Gpravu dat. VoI'bou
poétu obdobi kizavého priemeru 3 stracame 6 pozorovani. Do §tadie su zaradené iba tie
casové rady, ktorych pocet pozorovani je po aplikovani frekvencného filtra vacsi ako 30.
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Pre vyber réznych udajov v ré6znych odhadoch sme vytvorili Sestrocné priemery realneho
HDP na obyvatel'a, medziro¢nej miery rastu realneho HDP na obyvatel'a a miery otvorenosti,
kde realny HDP je reprezentovany casovymi radmi redlneho HDP v stalych narodnych cenach
v milidonoch americkych dolaroch (USD) z roku 2011 (rgdpna) a miera otvorenosti je sucet
podielov vyvozu a dovozu na HDP (z Penn World Tables vypocitany ako csh_x — csh_m).
Realny HDP a miera otvorenosti su priemerované aritmeticky, miera rastu je priemerovana
geometricky.

4 VYSLEDKY

V tab. 1. uvadzame ziskané odhady. Tri hviezdi¢ky oznacuju Statisticki vyznamnost’ na 1%
hladine vyznamnosti, dve hviezdi¢ky na 5% hladine vyznamnosti a jedna hviezdi¢ka na 10%
hladine vyznamnosti. V&cSina odhadov je Statisticky vyznamnych na 1% hladine
vyznamnosti. Standardné odchylky parametrov s vypoéitavané procedarou odolnou voci
autokorelacii a heteroskedasticite, aby boli ziskané odhady konzistentné. Konstatujeme, ze
odhady s fixnymi aj nahodnymi efektmi sa pouzitim rovnakych vzoriek tdajov podstatne
nelisia.

Tab. 1: Vysledky odhadov modelov s fixnymi a nahodnymi prierezovymi efektmi

Model Vyber Sigma [St. odch.| n Test modelu Statistika|  Krit. hodnota
FEM vietky udaje 0,1447"1 0,019 | 6065 F pool test 7,408 1,213
REM vietky udaje 0,149 0,019 | 6065 Hausmanov 1,370 3,841
Model Vyber Sigma |St. odch.| n Vyber Sigma |St.odch.| n

Frx THx

FEM growth, > 1,02 0,187 0,023 [ 3158 growth, < 1,02 0,192 0,022 | 2907
REM growth, > 1,02 0,197 0,022 | 3158 growth, < 1,02 0,1997" | 0,022 | 2907
FEM growthes > 1,02 0,211 0,024 | 3198 growth.s < 1,02 0,074 | 0,016 | 2867
REM growth.s > 1,02 0,214 0,024 | 3198 growth,s < 1,02 0,0837" | 0,016 | 2867
FEM openess;> 0,75  [0,064 | 0,023 | 1250 openess; < 0,75 0,146 | 0,019 | 4815
REM openess;> 0,75 (0,087 0,025 | 1250 openess; < 0,75 0,152"" | 0,019 | 4815
FEM | development, > 13000 [0,198 | 0,032 | 2332 | development, < 13000 | 0,134~ | 0,018 | 3733
REM | development, > 13000 |0,194™""| 0,033 | 2332 | development, < 13000 | 0,138 | 0,018 | 3733
FEM | development,¢ > 13000 (0,216 | 0,034 | 2017 |development.s < 13000| 0,1317" | 0,018 | 4048
REM | development,s > 13000 (0,219™| 0,033 | 2017 |development.s < 13000| 0,134 | 0,018 | 4048

Zdroj: Vlastné vypocty

Najskor sme realizovali odhady pre celu vzorku tidajov. Odhad predpoveda svetovi hodnotu
elasticity substitiicie vstupov medzi 0,14 a 0,15. Podl'a testov vyznamnosti st tieto hodnoty
vacsie ako 0 a nizsie ako 1, avSak blizsie k 0 ako k 1.

Vyber udajov v dalSich odhadoch zodpoveda réznej hodnote priemernej miery rastu.
Porovnanim odhadov mozno konStatovat’, ze dynamicky sa rozvijajuce krajiny maji o malo
mensiu elasticity substitiicie vstupov. Tento vysledok moZze byt vnimany sporne vzhl'adom na
teoriu (de La Grandville, 2017), ktora predpoklada pozitivny vzt'ah medzi ustalenym stavom
a elasticitou substitucie vstupov. V dalSom experimente sme do odhadu vybrali udaje
vzhladom na 6 rokov oneskoreny priemerny rast. Podla vysledkov, krajiny priemerna
medziroénd miera ratu bola v predchadzajicich 6 rokov vys$sia ako 2 % maja Statisticky
vyznamne vyS$iu hodnotu elasticity substiticie vstupov.

Ak sa vyber udajov vztahuje na mieru otvorenosti ekonomiky, mozno konstatovat, ze
elasticita substiticie vstupov v zatvorenych krajindch je Statisticky vyznamne vyssia.

Elasticita substitiicie vstupov je vysSia v rozvinutejSich krajinach. Tento rozdiel je vyraznejsi,
ak rozdelime Udaje podla priemerné¢ho redlneho HDP na obyvatela v predchadzajucich 6
rokoch.
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5 ZAVER

V praci sme odhadli elasticitu substiticie vstupov v réznych krajinach sveta. Podl'a odhadov
su hodnoty elasticity mensie ako 1. Potvrdzuju sa tak empirické zavery Klumpa et al. (2007),
Chirinka a Mallicka (2017) a Szomoléanyiho et al. (2019). Jednotkova elasticita substittcie
vstupov zodpoveda cCasto pouzivanej produkénej funkcii v jednoduchom Cobbovom-
Douglasovom tvare. V skuto¢nosti vSak sGCasny empiricky vyskum nepotvrdzuje
relevantnost’ pouzitia Cobbovej-Douglasovej produkénej funkcie. Aj preto Chirinko a Mallick
(2017, s. 251) navrhuju: ,,ze by sa malo upustit’ od casto vyuzivaného predpokladu Cobbove;j-
Douglasovej produkénej funkcie v mnohych oblastiach ekonomickej analyzy. Dynamické
stochastické modely vSeobecnej rovnovahy s predpokladom jednotkovej elasticity substitucie
vstupov nadhodnocuju skuto¢ny vplyv zmien cien — vratene tradi¢ného kanala monetarne;
politiky — v porovnani s modelmi s niZzSou elasticitou substitacie vstupov. Simula¢né modely
zdanenia vyuzivajice Cobbovu-Douglasovu produkénu funkciu predpovedaji podobné
nadhodnotenie vplyvu danovych skrtov. Dosledkom neuvazovania Cobbovej-Douglasovej
produkénej funkcie bude rozsirenie neoklasického modelu rastu o d’alSie faktory, ako vyznam
zmeny technologie, ktora vplyva na podiely vstupov na produkcii a na vybilancovany rast.*

Podl'a odhadov z tejto prace existuje suvis medzi hodnotou elasticity substitucie vStupov
a otvorenostou Kkrajiny. Hodnota elasticity substiticie vstupov je nizSia v otvorenych
krajindch a vyssia v zatvorenych.

Vysledky prace podporuju tedriu (de La Grandville, 2017), ktora predpoklada pozitivny vztah
medzi ustalenym stavom, hospodarskym rozvojom a elasticitou substiticie vstupov. Hodnota
elasticity substitucie vstupov je vysSSia v rozvinutych krajinach. Hodnota elasticity substitucie
vstupov je Vv krajine vysSia, ak krajina Vv predchadzajucich 6 rokov vykazovala vyssi
hospodarsky rast. Tento vysledok je ddlezity s oh'adom na dynamicky vyvoj tranzitivnych
ekonomik akou su (boli) eurdpske postkomunistické krajiny, medzi ktoré patri aj Slovensko.

Z vysledkov vsak tiez vyplyva, ze krajiny, v ktorych sa aktualne realizuje vyssi hospodarsky
rozvoj, maja niz$iu hodnotu elasticity substitiicie vstupov. Pontika sa jednoduché vysvetlenie
tohto vysledku. Podl’a tedrie rastu vysoky hospodarsky rozmach v krajine moze byt reakciou
na Strukturdlne zmeny, vd’aka ktorym sa zvys$i ustdleny stav. Tieto zmeny moZu byt tiez
spojené so sektorovymi zmenami, v ktorych sa vytvaraju nové odberatel'sko-dodédvatel'ské
retazce, implementovanim novych technolégii, atd. V rannom $tadiu tohto procesu, kym sa
vytvoria fungujuce ekonomické relacie, moze byt nizSia substituovatelnost’” medzi pracou
a kapitdlom. Je vSak zname, ze podobnymi ekonometrickymi analyzami ako tato nemozno
robit’ zavery o pricinach a dosledkoch. Preto konStatujeme, Ze takuto interpretaciu vztahu
medzi okamzitym rastom a hodnotou elasticity substiticie vstupov potrebujeme podrobit
d’alSiemu vyskumu.

Pri interpretacii vysledkov treba zohl'adnit’ slabiny vyskumu spojené s problémami databazy
Penn World Tables, ktora spaja tdaje ziskané r6znymi metédami systémov narodnych tctov
S roznymi podielmi tielovej ekonomiky. Pre identifikdciu hlbSich vztahov medzi elasticitou
substitucie vstupov a charakteristikami réznych ekonomik bude potrebny d’alsi vyskum.
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KORPORATNE STRATEGIE AKO HRA
THE GAME OF CORPORATE STRATEGIES
Zoltan Végh

Abstrakt

V prispevku je analyzovany dynamicky efekt odchodu a hierarchického postupu
zamestnancov V korporatnom prostredi. Doraz sa pritom kladie predovSetkym na vytvorenie
modelu, ktory minimalizuje pocet potrebnych novo najatych l'udi do korporatnej spolo¢nosti
so zohl'adnenim fluktuacie v danom prostredi. Na tento ucel boli pouzité dynamické vztahy
odchodov a povySovani zamestnancov na hierarchicku §truktiru spolo¢nosti, pricom sme
roz§irili model o personalno-finan¢nt planovaciu funkciu tak, aby bol vhodny aj pre podporu

rozhodovania.

KUrucové slova: hra, hraci, fluktuacia, korpordcia, povysenie

Abstract

In the following paper we’ve analyzed the dynamic effect of employee leaves and their
promotion process in the company hierarchy. We’ve concentrated on creating a model which
minimizes the amount of new hires needed by the company by also taking into account the
natural employee turnover of the given environment. To achieve this, we’ve used the dynamic
relationships of the turnover and promotion rates and the corporate hierarchic structure, while
we’ve also expanded the model by adding an HR-finance planning function which makes it

suitable for decision support.

Keywords: game, players, turnover, corporation, promotion

1 Uvod

Korporacie a nadnarodné spolo¢nosti sa ¢oraz viac zaujimaju o humannu stranku zamestnania
svojich zamestnancov. Napriek obrovskym pokrokom v procese automatizacie aktivit,
spolo¢nosti zaoberajlice sa predajom sluzieb stale aktivne hl'adaju ,,zamestnavatel'nych l'udi‘.
V pripade mnohych spolo¢nosti predstavuji osobné naklady viac ako polovicu ich celkovych
nakladov. Takto sa d4& minimalnymi optimalizacnymi ¢innostami usporit’ znacné financné

naklady a zvysit’ ziskovost’ spolo¢nosti.
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V prispevku sa zaoberame optimalizaciou potreby novych zamestnancov pouzitim vztahov
zalozenych na fluktuacii zamestnancov ana rychlosti ich kariérneho rastu pri zachovani
existujicej hierarchie. Na tito optimalizaciu sme pouzili model in§pirovany principmi teorie

hier.

2 Udaje

Ako vychodiskové tidaje sme pouzili pocty zamestnancov, fluktuaciu a pomer povysenych
V existujucej spolocnosti. Zamestnanci boli rozdeleni do piatich trovni, z ktorych posledna
skupina predstavuje vrcholovy manazment a tito zamestnanci uZ nemozu byt povyseni. Pre
ucely modelovania sme pouZili trojrocny priemer tychto ukazovatel'ov a posledny dostupny

stav zamestnancov.

3 Formulicia modelu

Podet zamestnancov na jednotlivych zamestnaneckych trovniach sme vyjadrili zich
dynamického vyvoja v Case a do modelu sme vlozili ich vyrovnané stavy (Shone, 2003).
Ukazovatele pouzité pri modelovani boli:

P; — pravdepodobnost’ povysenia,

Fi — pravdepodobnost’ nepovysenia;

O;j — pravdepodobnost’ odchodu zamestnanca

Z; — pravdepodobnost’, ze zamestnanec zostane v spolo¢nosti.

Tieto pravdepodobnosti predstavuju stratégie zamestnavatela (P;. F;) a stratégie zamestnanca
(O;; Zj). Vdaka faktu, ze sucet stratégii kazdého hraca sa ma rovnat’ jednej a existuju iba dve
stratégie pre kazdého hréaca, redukovali sme pocet stratégii na polovicu v naSich d’alSich

uvahach.

3.1 Dynamizacia poctu zamestnancov

Dynamicky vzt'ah kazdej zamestnaneckej tirovne vyplyva z logickej postupnosti, Ze na danom
urovni zostanll nepovyseni zamestnanci, ktori sa zarovenl rozhodli zostat’” v spolo¢nosti plus

ich povyseni podriadeni, teda:

Xe=Px1xX—1, 3+ (1 =Py —0x) xX¢_4
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kde X je pocet zamestnancov na danej zamestnaneckej urovni a X—1 je pocet zamestnancov
o uroven nizSie. V najnizSej zamestnaneckej Urovni je skupina pocet novo najatych
zamestnancov, ozna&end ako H. Ak poslednu, najvyssiu manaZérsku troveii oznagime ako N,

potom pocet potrebnych novych zamestnancov ma tvar:

_ H?=_11(Pi + Oi) " On "
[P (1-0y)

H N*

V uvedenom vztahu vyjadruje O, pravdepodobnost odchodu jedného ¢lena najvyssieho
manazmentu za dané obdobie.
Tvar tejto rovnice bol tvoreny pouzitim dynamickej rovnice hore uvedenej tak, ze sme z nej

vyjadrili bod konvergencie.

3.2 Hra korporacie

Korporacie tvoria hlavna taznu silu slovenskej ekonomiky (Matijek, 2018). Napriek tomu, Ze
ich predmety podnikania sa liSia vyrazne od agrokultury cez priemysel az k administrativnym
a vedeckym cCinnostiam, vsetky obsahuju zékladné ¢rty, ktoré st spolo¢né, a to hierarchia
funkcii, vacSie mnozstvo zamestnancov, ktori tvoria viaceré homogénne skupiny podla ich
pracovnych ¢innosti alebo funkcii, prdvomoci a v ramci jedného sektora maju vel'mi podobné
organizatné schémy a zvyky. Hierarchia funkcii znamend, ze spolo¢nost ma urcita
postupnost’ funkcii od zaciatocnikov az k najvys$Sim veducim zamestnancom. Na kazdom
stupni tohto rebricka sa moze nachadzat’ viac funkcii, ktoré ale maju podobné pravomoci,
povinnosti a tlohy.

Korporécie maji vyssi pocet zamestnancov z jednoduchého dovodu: ¢im viac pracovnikov
ma dand spolocnost’, tym vacsi je jej potencialny vystup, ¢o znamena vyssie trzby, ktoré kvoli
znizovaniu efektu fixnych nékladov a za predpokladu nezmenenia sadzby variabilnych
nakladov znamena vyssi zisk.

Zamestnanci spoloc¢nosti odvedu svoje pracovné vykony tymto spolo¢nostiam za zmluvne
dohodnutt protihodnotu. Je jasné, ze vykon zamestnancov, teda mnozstvo a nie v poslednom
rade kvalita ich prace maji velmi vyznamny vplyv na uspeSnost podnikania ich
zamestnavatel’a.

Preto je dolezitym faktorom vo finan¢nom a persondlnom planovani spolocnosti pocet
zamestnancov, ktorych chce spolocnost v blizkej buducnosti zamestnat. Pri ndbore ma

personalne oddelenie obmedzené udaje o uchadzacovi, jeho zaujmoch, odbornych
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vedomostiach, ziskanych zru¢nostiach, pracovnej moralke a inych faktoroch, ktoré su dolezité
pre pracu Specificki pre korporatne prostredie. Je zrejmé, ze spoloCnost’ sa snazi
minimalizovat’ mnoZzstvo I'udi, ktorych chce prijimat’. Této jej snaha vychddza z faktu, Ze novi
zamestnanci sa zucCastnia na Skoleniach eSte predtym, nez zacni vykonavat svoju pracu a
pocas tychto Skoleni im vyplaca spolo¢nost’ mzdu. Tieto néklady, plus naklady na lektorov,
Studijny materidl, atd’. predstavuji pre spolocnost’ tzv. slepé naklady, lebo uchadza¢ sa moze
rozhodntt’ pocas skusobnej doby hocikedy okamzite skonéit' pracovny pomer. Vtedy sa
stavaju tieto naklady neefektivnymi: dany zamestnanec korporacii neodviedol ziadne vykony,
naklady neprispeli k vytvoreniu vynosov.

Z tohto vyplyva, ze kazdd korpordcia sa ma snazit minimalizovat pocet novych
zamestnancov. V realnom svete vie kazda spolo¢nost’ vycislit' naklady na jedného nového
zamestnanca, atak moze s pouzitim tejto funkcie vypocitat’ aj konkrétnu penaznii hodnotu
nakladov. Pretoze vSak tieto naklady maju konStantny charakter, nemaji vplyv na
umiestneniach extrémov ucelovej funkcie.

Upravenim funkcie na maximalizany tvar dostaneme zakladni ucelova funkciu néasho

modelu, funkciu platieb korporacie:

B [T (P, + 0y) On,

* * N* > max
[T P, (1-0y)

fP,Fy):=H =

3.3 Hra zamestnancov

V prezentovanom  modeli  vystupuju aj zamestnanci v zastipeni  jednotlivych
zamestnaneckych urovni ako hrac¢i. Kym korporacia rozhoduje medzi stratégiami povysit-
nepovysSit zamestnancov a pracuje so stratégiami Pj, zamestnanci sa rozhoduju medzi
stratégiami zostat-odist’ zo spolo¢nosti. Ak sa zamestnanec rozhodne odist’ zo spolo¢nosti,
spolo¢nost’ musi najat’ nahradu ak nechce prist’ o ti ¢ast’ svojho podnikania, ktorti vykonaval
odchadzajiici zamestnanec. PretoZe Vv kaZzdej spolo¢nosti existuje urcitd miera fluktuacie
zamestnancov, spoloCnosti musia robit ndbor v nejakej prirodzenej vyske, aby aspoii
zachovali pocCet ich zamestnancov, no zaroveil musia motivovat ich zamestnancov, aby
zostali v spolo¢nosti. Motivacia alebo stimulovanie zamestnancov mdze mat’ finan¢ny aj
nefinan¢ny charakter, a podl'a Urbana (Urban, 2017) tieto typy motivacii maju iny optimalny
pomer pre kazdého zamestnanca. V prezentovanom modeli predpokladame, Ze kariérny rast je
dostatocnym ukazovatelom pre ohodnotenie motivacie zamestnanca, preto sme ako ucelovi

funkciu zamestnaneckych trovni navrhli minimalizovat’ podiel povyseni a odchodov na danej
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urovni, t. j. ¢im vysSSia pravdepodobnost’ povySenia, tym menej zamestnancov odchadza

Z danej Grovne.

3.4 Kompilacia hry

V poslednom kroku sme nastavili cielové pocty zamestnancov na jednotlivych
zamestnaneckych urovniach a maximdlne odchylky uvazované manazmentom spolocnosti.
V tomto kroku boli do modelu zaradené d’alSie $tyri nové premenné: T; — cielovy pocet
zamestnancov na i-tej trovni, Ej — za¢iato¢ny pocet zamestnancov na i-tej arovni, r — pocet
rokov sledovania alebo planovania a S; — tolerancia rozdielu vysledku od zelanych hodnot.
Tieto premenné pouzijeme ako dodatocné ohrani¢enia v modeli, ktory bude formulovany
v d’alSej Casti.

Tieto ohranicenia vyplyvaju z aproximécie dynamického vyvoja zamestnancov na danych
urovniach. Ak spolo¢nost’ nechce zvysit’ ani znizit' pocet jej zamestnancov, potom T; = E;.
Potom model ako hra ma nasledujuci tvar pre spolo¢nost s piatimi zamestnaneckymi

uroviiami:

4 4
[1.(P; + 0) Os P;
max f (P, 0;) = — * —Z——E(u- + v;)
FPo i1 Pi (1-0y) L0 L'
i=1 =1
pri ohraniceniach:
t_ (P, +0 0 0; 1
Hk_lgk k)* > * - ———u; <0prei=1,..4
k=1Pk (1_0H) Pi(Pi+0i) Oi

* * +——v;<0prei=1,..,4
AP (-0 P+0y o7 =V

Pi+F,=1prei=1,..,4
O;,+Z;=1prei=1,..,4

L< lprei=1,..,3
P14+ 0441
g‘;s 1
r—1
T; =2(1—Pi—0i)j*(1—0H)H+(1—Pi—0i)rEi+siprei =1
j=0

r—1

_ ; Ei 1 =Ty r .

Ti = (1 _Pi - Oi)] *Pi_lf'i‘ (1 _Pi - 01) Ei + s;pret = 2,3,4
j=0
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r—1

. ; L r .

T, = (1_0i)j*Pi_1T+(1_0i) E,+s;prei=5
j=0

s;<3prei=1,..,5
PiPFiiOilZi > Oprei = 1,...,4‘

3.5 Aplikacia modelu
Zaciatocny a zelany pocet zamestnancov podla jednotlivych tirovni zamestnanecov ziskané

od skutocnej spolo¢nosti st uvedené v tabulke €. 1.

Tabulka &. 1: Zaciato¢né a zelané polty zamestnancov po zamestnaneckych tirovniach

1 2 3 4
Ed) 187 122 60 28
() 190 130 60 30

Zdroj: vlastné spracovanie, udaje z korporatnej spolo¢nosti

Pocet rokov sledovania vyvoja je pat. Do vypoctu vstupili aj exogénne udaje: zaciatoCny
pocet najvyssich manazérov (7), ktory sa rovna aj ich Zelanému poctu, ich pravdepodobnost’
odchodu (O(5)=0,1067), d’alej pravdepodobnost’ odchodu nového zamestnanca v prvom roku
(O(H)=0,2000), kym dlhodobo optimalny pocet zamestnancov potrebnych na prijatic je
stcastou vystupu vypoctu. Vysledok optimalizacie vo forme pomerov povyseni a odchodov

po zamestnaneckych trovniach je takyto:

Tabulka &. 2: Pravdepodobnosti potrebné na dosiahnutie Zelaného vysledku

1 2 3 4
P(i) 0,030 0,015 0,016 0,023
O(i) 0,029 0,015 0,015 0,023

Zdroj: vlastné spracovanie, tidaje z korporatnej spolo¢nosti

Na zéklade uvedenych udajov sme vypocitali optimalny pocet potrebnych novych
zamestnancov kazdy rok pomocou tucelovej funkcie korporatu aurcili sme tento pocet
V hodnote 14,2256. Tento pocCet sme zadali do dynamického modelu, ktory pouziva

dynamické vzt'ahy ustanovené vyssie a vysledny vyvoj je zobrazeny v tabulke ¢. 3.
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Tabulka ¢. 3: Patroény vyvoj poctu zamestnancov za optimalnych podmienok vypocitanych

pomocou modelu tedrie hier

Obdobie 1 2 3 4 5 | Spolu:

0 187 122 60 28 7 404
1 187 124 60 28 7 406
2 188 126 60 27 7 408
3 188 128 60 27 7 410
4 188 130 60 27 7 412
5 189 130 60 27 7 413

Zdroj: vlastné spracovanie, udaje z korporatnej spolo¢nosti

4 Diskusia a zaver

Obmedzenie tohto modelu je v aproximacii a v predpoklade ucelovej funkcie zamestnancov.

Tuto funkciu by sme museli odhadnut’ pre kazdt spolo¢nost’ zv1ast’.

Ako vidime na simulécii, V patrocnom horizonte sa podarilo dostat’ poCty zamestnancov na

jednotlivych urovniach na Zelané pocty v ramci definovanej tolerancie. Tato vlastnost’ mdze

byt skuto¢nou pomdckou pre podporu rozhodovania.

V danej forme moze model pouzit' kazda spolocnost’ s hierarchickou Struktirou viac-menej

homogénnych zamestnaneckych skupin, ktord ma k dispozicii historické udaje o fluktudcii

a 0 povyseniach svojich zamestnancov.
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AUDIT KAMPANI TELEVIZNI REKLAMY
AN AUDIT OF CAMPAIGN OF TV COMMERCIALS

Petra Zykova, Jan Maly

Abstrakt

Clanek se zabyva auditem kampani televizni reklamy, tj. jak je konkrétni televizni reklama
efektivni vzhledem k ostatnim televiznim reklamam se stejnymi vlastnostmi. K vypoctu
efektivnosti jsou pouzity modely analyzy obalu dat (DEA modely). Konkrétné primarni BCC
model a primarni BCC model s omezenim vah vystupti. V DEA modelech je pouzit jeden
vstup GRP a dva vystupy Reach a Afinita.

Kli¢ova slova: modely analyzy obalu dat, televizni reklama, efektivnost

Abstract

The article deals with the audit of television advertising campaigns. In concrete, how efficient
is a particular television commercial compare to other television commercials with the same
characteristics. Data envelopment analysis models (DEA models) are used to calculate
the efficiency score. Specifically, the primary BCC model and the primary BCC model with
output weight limitation. There is used one input GRP (Gross rating point), which
is transformed into two outputs: Reach and Affinity.

Keywords: time series, data envelopment analysis, window analysis

1 UVOD

Vysilani televize se v dnesni dobé jiz neobejde bez televizni reklamy. VétSina lidi nema
televizni reklamy rada. V tomto c¢lanku se zabyvadme opacnou stranou mince a to, jak
efektivni jsou reklamni televizni kampané jednotlivych zadavateli. Abychom mohli vypocitat
,,uspesnost® konkrétnich televiznich reklam, je tteba védet, kolik lidi reklamu vidélo.

Podil osob, které v konkrétni dobu travi €as u televize, se béZné nazyva sledovanost a méti se
jiz od roku 2002 pomoci TV metri / Peoplemetrti na reprezentativnim vzorku domécnosti,
které maji zajisténou anonymitu podle [5].

Cesky reklamni televizni trh je tvofen téméf duopolem, tj. skupinami Nova Group a Media
Club. Skupina Nova Group zastupuje televizni kanaly televize Nova. Skupina Media Club
zastupuje kanély televize Prima, Barrandov, O&ko a v naprosté vétsiné piipadd i Atmedia
(uskupeni tematickych televizi). Vliv Ceské Televize je znaéné omezeny Zikonem
¢.231/2001 Sb., Zakonem o provozovani rozhlasového a televizniho vysilani a o zméné
dalich zakond, kde je v paté ¢asti psano, ze: ,, Cas vyhrazeny reklamé v televiznim vysilani
provozovatele vysilani ze zdikona na programech CT 2 a CT 4 nesmi presdhnout 0,5 %
denniho vysilacitho casu na kazdém z techto programii, pricemz vysilani reklam nesmi v dobé
0d 19.00 hodin do 22.00 hodin prekrocit 6 minut v pribéhu jedné vysilaci hodiny na zadném
Z techto programii.* podle [6]. Proto jsou v tomto ¢lanku zkoumany pouze skupiny Nova

137



Group a Media Club jako hlavni inzerenti televizniho reklamniho prostoru. Jednotlivé
obchodni skupiny cili na rizné vékové skupiny, pro které je méfena sledovanost. Nova Group
cili na divaky ve v€ku od 15 do 54 let a Media Club cili na divaky ve v€ku 15 az 69 let.
Jednotlivym odvysilanym televiznim reklamam urcitého zadavatele reklamy se tiké reklamni
spot. Z reklamnich spotil jsou tvofeny jednotlivé reklamni bloky. Reklamni blok je vymezeny
Cas pro odvysilani reklamnich spott v pribéhu televizniho vysilani [4].

V tomto ¢lanku jsou pouzity Modely analyzy obalu dat. Modely analyzy obalu dat (Data
Envelopment Analysis — DEA) obecné zkoumaji efektivnost jednotlivych produkénich
jednotek, které transformuji mnozinu nékolika vstupii na mnozinu nckolika vystupd, které
vynalezl Charnes a kolektiv [1] podle myslenky Farrella [3]. Tyto modely rozdéluji vychozi
mnozinu produk¢nich jednotek na jednotky efektivni a neefektivni.

Clanek je rozdélen do nékolika kapitol. V néasledujici kapitole jsou vysvétleny zakladni pojmy
televizni reklamy. V dalsi kapitole jsou popsany zakladni DEA modely a DEA modely
pouzité pro vypocet auditu kampani televizni reklamy. Déle je proveden vypocet a rozebrany
vysledky pro jednotlivé pouzité modely. Zavérecna kapitola se vénuje shrnuti vysledkd.

2 ZAKLADNI POJMY TELEVIZNI REKLAMY

Channel mix je udavan procentudlnim zastoupenim jednotlivych obchodnich skupin, tj. Nova
Group a Media Club. Channel mixi je pét a jsou uvedeny v tabulce 1.

Oznaceni channel mixu Podil Nova Group v % | Podil Media Club v %
?I/\I/Ict:adia Club) (0.3) (97.100)
?IN(:J)VI;OC;/:/oup low) (3’35> (65’ 97)
?N(?)-\I;;Group & Media Club) (35’ 65) (35’ 65)
l\(/II\SI:eIai(;v(\lllub low) (65' 97) (3’ 35)

(I\INC(;)va Group) (97’100> (0.3)

Tabulka 1: Podily Nova Group a Media Club v jednotlivych channel mixech.

U jednotlivych channel mixt se sleduje:
e GRP — Gross rating point je zakladni jednotka pro vypocet ceny za reklamu, udava
kumulovanou sledovanost v populaci.
e TRP — Target rating point, je kumulované procento sledovanosti v dané cilové skupiné
(CS), coz je predem definovana skupina lidi, na kterou ma reklamni kampan cilit.
e Afinita se vypocte, jako
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AFF = TRP (1),
GRP
tj. podil TRP a GRP. Afinita vyjadiuje, jak dana cilova skupina sleduje dané medium
ve vztahu k populaci. Cim vétsi afinita, tim lep$i medium.
e Reach udava procento cilové skupiny, kterd byla ,,zasazena®. Reach je jesté doplnén
0 informaci, kolikrat byl divak reklamou ,,zasazen*: Reach 1+, 2+, 3+, ...

3 DEA MODELY

Modely analyzy obalu dat (DEA modely — Data Envelopment Analysis) byly navrZeny
na hodnoceni efektivnosti, vykonnosti nebo produktivity produkcénich jednotek. Kazda
jednotka produkuje urcité vystupy a zpracovava urcité¢ vstupy. Efektivnost dané jednotky se
da vyjadfit pomérem

efektivnost= vystup : @)
vstup

Cilem je maximalizovat efektivnost zkoumané j,-té jednotky. Zakladni DEA model lze

zapsat nasledovné:
Maximalizovat

t
z Ur yrjo
=1

U__r

o T w
DV X,
k=1

t
za podminek Z U, Y, (3)
=<1 j=1...,n,

W
2 Vicky
k=1
u ¢, r=1...t,
v, 2¢g, k=1...,w,
kde Y = {y”—; r=1...,tj =1,...n} je matice hodnot vystupti, X = {ij Tk=1...,w, ] =1,...n} je
matice hodnot vstupil, U, je vaha r-t¢ho vystupu, Vv, je vaha k-tého vstupu, ¢ je infezimalni
konstanta (velmi malé ¢islo).

Mnozina pfipustnych feSeni je urCena tzv. efektivni hranici. Produkéni jednotky leZici
na efektivni hranici jsou efektivni. Tj. neni moZznad kombinace niZSich vstupll se stejnymi
vystupy, nebo stejnych vstupt s vy$$imi vystupy.

Model (3) neni linearni v t¢elové funkci ani v omezujicich podminkach, ale mize se pomoci
Charnes-Cooperovy transformace pfepsat na linearni model. Linearni verze modelu
orientovaného na vstupy se nazyva CCR model a jeho formulace je nasledujici:
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Maximalizovat

k=

(4)

za podminek
W

1
t
Zu,y,j _szXk,- <0, j=1...,n,
r=1 1

k=
u =g r=1...t,

r

v, 2¢, k=1...,w
3. 1 DEA modely s variabilnimi vynosy z rozsahu

V na$i analyze predpokladame variabilni vynosy z rozsahu, proto je model (4) doplnén
0 promé&nnou x , ktera je libovolna. Tento model se oznacuje jako BCC model orientovany
na vstupy (BCC input-oriented) a jeho matematicka formulace je nasledujici:

Maximalizovat
t
Ujo :Zufyﬁo tu
r=1

w
Z Vi, =1,
k=1

inek L U : 5
za podmine Zuryrj—kaxkj+,uS0, J=1...,n, ®)
=1 k=1
u, e, r=1...t,
v, > ¢, k=1...,w,
u—libovolne.

Pfedchozi model (5) 1ze doplnit o omezeni vah jednotlivych vstupt a vystupt podle [2]. Vahy

. ” . < , , , V
jsou omezeny nepiimo pomoci poméru vah zvoleného s-tého a p-tého vstupu d, <—=<hg
\"
p

| [

nebo zvolen¢ho s-t¢ho a p-t¢ho vystupu d,, <—<h_, kde d,, je dolni omezeni pro dany

p

o

pomér a hy, je horni omezeni pro dany pomér vah. Cely primarni BCC model orientovany na

vstupy s omezenim vah vystupi ma nasledujici tvar:
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Maximalizovat

UjO UYix T4
)

W
2 vk, =1
k=1

t w
U Y — D VX + <0, J=1...,n,
za podminek rZ:l : ; < (6)
u >eg, =1...1,
Vv, €, k=1...,w,
uS
dsp_u—shsp, s,p=1....,t, s=p,
p
u—libovolné.
4 AUDIT

V analyze transformujeme vstup GRP na vystupy Reach a Afinitu. Ukolem auditu je porovnat
efektivnost klientovych kampani s efektivnosti kampani ostatnich zadavatelti se stejnymi
vlastnostmi: shodné TRP, shodny channel mix a odvysilani ve stejném ¢asovém obdobi.

Kampang byly porovnavany v kvétnu 2019 s hodnotou ukazatele TRP 500. V kazdém channel
mixu byla nadhodné vybrana jedna neefektivni kampan, kterou byla porovnavana s ostatnimi
kampanémi. Parametry téchto hodnocenych kampani jsou v tabulce 2.

MC NG LOW BOTH MC LOW NG
GRP 614,28 623,81 573,90 506,51 475,29
Reach 57,93 58,38 58,12 58,01 55,75
AFF 80,60 79,90 86,71 97,42 102,37

Tabulka 2: Parametry porovnavanych kampani.

4.1 Vysledky auditu podle modelu (5)

V tabulce 3 jsou uvedeny vysledky auditu vypoctené modelem (5). Prvni fadek uvadi relativni
efektivnost porovnavané kampané pomoci modelu (5). Druhy fadek udava primérnou
efektivnost vSech hodnocenych kampani z daného channel mix. Tteti fadek udava procento
prekonanych kampani, tj. kolik kampani bylo horsich nez zkoumana kampan. Z tabulky je
vidét, ze nejlépe dopadla kampan v channel mixu Nova Group. Tato kampan byla lepsi
nez 70 % kampani daného channel mixu.
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MC NG LOW | BOTH | MCLOW NG

Klientova 0,776 0,779 0,837 0,944 0,927
efektivnost
Primérna 0,750 0,799 0,853 0,923 0,880

efektivnost

% horsich 57,10 % 25,00 % 66,70 % 40,00 % 70,00 %
kampani

Tabulka 3: Vysledky auditu kampani vypoctené pomoci modelu (5).

4.2 Vysledky auditu podle modelu (6)

Kazdy klient mize mit vlastni preference ohledné vah jednotlivych parametri. Proto byl
K vypoctu pouzit model s omezenim na vahy jednotlivych vystupt (6). Pfanim klienta bylo,
aby mél ukazatel Reach vétsi vahu nez afinita. Po nékolika experimentech byla vaha afinity

nastavena V rozpéti <§,%> vahy ukazatele Reach. Pro tyto véhy byl prumérny pokles

relativni efektivnosti 8 %. Pramérny pokles efektivnosti vypoctené modelem (6) oproti
efektivnosti vypoctené modelem (5) pro jednotlivé channel mixy je uveden v tabulce 4.

MC NG LOW BOTH MC LOW NG
-0,091 -0,175 -0,112 -0,033 -0,001

Tabulka 4: Pramérny pokles efektivnosti vypoctené modelem (6) oproti efektivnosti vypocétené
modelem (5) pro jednotlivé channel mixy je uveden.

V tabulce 5 jsou uvedeny vysledky auditu vypoétené modelem (6). Prvni fadek uvadi relativni
efektivnost porovnavané kampané pomoci modelu (6). Druhy fadek udava pramérnou
efektivnost vSech hodnocenych kampani z daného channel mix. Tteti fadek udava procento
ptekonanych kampani, tj. kolik kampani bylo horSich nez zkoumana kampan. Z tabulky je
vidét, Ze nejlépe dopadla kampan v channel mixu Nova Group. Tato kampan byla lepsi
nez 70 % kampani daného channel mixu.
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MC NG LOW BOTH MC LOW NG

Klientova 0,639 0,641 0,814 0,927 0,927
efektivnost
Primérna 0,684 0,660 0,760 0,896 0,879

efektivnost
% horsich 42,90 % 25,00 % 66,70 % 40,00 % 70,00 %
kampani

Tabulka 5: Vysledky auditu kampani vypoctené pomoci modelu (6).

Pti pouziti modelu (6) se snizily primérné miry efektivnosti a miry efektivnosti klientovych
kampani, ale procento pfekonanych kampani zistalo témét totozné. Jedina zména nastala
u channel mixu Media Club, kde kleslo procento ptekonanych kampani 0 25 %.

Celkov¢ je vhodnéjsi pro audity pouzit model (6), kde si klient upravi vahy a jejich vliv podle
svych preferenci.

5 ZAVER

Analyzou provedenou vtomto ¢lanku byla porovnavana efektivnost televizni reklamni
kampané klienta s efektivnosti televiznich reklamnich kampani ostatnich zadavatelti, které
mely stejné vlastnosti: shodné TRP, shodny channel mix a byly odvysilany ve stejném
Casovém obdobi. Efektivnost televiznich reklamnich kampani byla vypocitana pomoci dvou
modelll analyzy obalu dat s variabilnimi vynosy z rozsahu. Konkrétné¢ modelem priméarnim
modelem BCC a primarnim modelem BCC somezenim vah vystupl. Relativni miry
efektivnosti byly vyssi pifi vypoétu pomoci BCC modelu nez pomoci BCC modelu
s omezenymi vahami vystupll. Cilem analyzy bylo zjistit, jak dobfe si vedly klientovy
kampané oproti ostatnim srovnatelnym kampanim. Bylo vypocitano procento piekonanych
kampani, tj. jaky podil kampani dané kategorie byl horSi nez zkoumana klientova kampari.
Tyto vysledky jsou uvedeny v tabulce 2 a 4. Procenta piekonanych kampani se vyrazné
neliSila v zavislosti na pouzitém modelu, pfesto se zda, Ze model s omezenim vah vystupt je
vhodnéj$i pro toto pouziti, protoze klient mize udat svoje preference vyznamnosti
jednotlivych vystupti.

Optimaliza¢ni vypocty byly provedeny v programu Lingo.
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Vysoka $kola ekonomicka v Praze, Fakulta informatiky a statistiky
Namésti Winstona Churchilla 1938/4, 130 67 Praha 3

email: petra.zykova@vse.cz

Bc. Jan Maly

Vysoka skola ekonomicka v Praze, Fakulta informatiky a statistiky
Namésti Winstona Churchilla 1938/4, 130 67 Praha 3

email: honza.rcc@gmail.com
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