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VSeobecné poziadavky
na pravdepodobnostny model

,2dobra zhoda*“
jednoduchos t' — moze byt viacparametricky
odnos t pre vyjadrenie charakteristik rozdel

asobny pristup v analyzach - smeruj
lacparametrickych funkcii




Statistické pristupy
pravdepodobnostnému modelovaniu — DF, f

sicky pristup (aplikuje sa ako prva alternativa):
odny vyber X= (X, Xy, o X))

5 nahoné premenné Xy, X,, ... X,

ezavislé a s identickym rozd

realizacia




Statistické pristupy
k pravdepodobnostnému modelovaniu — QF, g

vantilovy pristup (aplikuje sa len ak prva alternat  iv
a — komplikovanejsi):

oriadanych Statistik ~ X;., , Xo. 1.0 X
né usporiadanie n spojitych nahodnych premennych

ticky zavislé a s neidentickym rozde

oriadanej Statistiky vo vybe
X oo




Kvantilovy pristup

Parametrické metody pravdepodobnostného modelovania spojite]
nahodnej premenne] na kvantilovom zaklade vo vSetkych fazach
Statistického modelovania (identifikacie, estimacie a verifikacie)
Metody indukcie z vyberovych Gdajov na populaciu vychadzaju z
teorie poriadkovych Statistik
Vychodiskom teorie poriadkovych Statistik je nahodny vyber :

n —rozmerny vektor vzostupne usporiadanych, teda vzajomne
zavislych nahodnych premennych
Kazda nahodna premenna je kvantilom rozdelenia nahodnej

premennej X - je poriadkovou Statistikou a ma rozdelenie
prevdepodobnosti zavislé od rozdelenia nahodnej premennej X.

0 Rozdelenia poriadkovych Statistik nie su identicke
Rad n vzostupne usporiadanych pozorovani ndhodnej premennej X
predstavuje jednu realizaciu n poriadkovych Statistik |, Cize
vyberové hodnoty poriadkovych Statististik nahodného vyberu
0 rozsahu n



Definovanie tvaru pod Fa dvoch pristupov

> Klasicky
o distribu énou funkciou F(X) — P(X S X) — p
el f(x) = dZ(X)
X
» Kvantilovy 1
» kvantilovou funkciou Q( p) — F (p) = X1 OS p Sl
dQ(p)
d

 kvantilovou funkciou

hustoty q( p) —

Rozdelenie akehoko Pvek druhu, vyjadrené vo forme kvantilovej
funkcie QF alebo kvantilovej funkcie hustoty , sa nazyva skratene
kvantilovym rozdelenim , presne kvantilovym pravdepodobnostnym

rozdelenim kvantitativnej spojitej nahodnej premenn ej.

, 0<p=l
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Kvantilova funkcia

(p=F7(p)=x, 0<p

ratlre je nazyvana aj ako
llova (pravdepodobnostna) funkci




Napr.: Styri sposoby definovania

. exponencialneho rozdelenia
Klasicky

distribu énou funkciou
Foo (X)) =1-€77,
ciou hustoty pravdepodobnosti

X) = <




X~Q[p; O]

Definovanie kvantilového modelu

Q(p)=F7(p), 0O<ps

uchy kvantilovy model v tvare :




Porovnanie grafov DF a QF
zoSikmeneého logistickeho rozdelenia

QF - Kvantilov
(distribwena) f




Vychodiska kvantilového modelovania

tedria kvantilového pravdepodobnostného modelovani

(fazy identifikacie, estimacie, verifikacie)

|a Statisticke] indukcie , Order statistics” — pori

ladané) Statistiky

é data — vyberove




Nevyhody kvantilového modelovania

matematicky naroc¢na rozpracovanost metod

nedostupnost’ jednoducho spracovanej komplexnej
literatury (ani zahranicne))

zriedkavejSia aplikacia (s roznym oznacenim a
pojmovym aparatom, zameranie na riesenie
konkrétnych oblasti problémov z praxe)

chybajlci softver

Potrebna hlbSia znalost matematicko-statistickych
metod (narocnejSi pristup z hlfadiska teoretického aj
technickeho)



Vyhody kvantilového modelovania

> V pripadoch, ked klasickeé pristupy neprinasaju
uspc?klojivé vysledky umoznuje najst vhodny tvar
modelu

> aktualizacia modelu v buduiichosti novou estimaciou
parametrov — velka flexibilita tvarov

> moznost spolocného modelovania deterministicke] a
nahodnej zlozky v Statistickych modeloch

> pri estimacii parametrov toho isteho tvaru modelu
moznost modelovat v podsuboroch, v strukturach

> novy pohlad na rieSeny problém, niekedy jednoduchsi,
jasnejSi — prostrednictvom kvantilovych mier

> smerovanie k modelovaniu zmesi
> Jednoduché simulacie



Historia kvantilového pristupu
v Statisticke] analyze

clanok Francisa Galtona uverejneny v roku 1875,
otom sa na kvantilovy pristup takmer na 100 rokov zabudlo
vijal sa Pearsonov pristup na baza momentov

icka kvantilova funkcia v suvislosti s n
nazvana ogivou (nie empiri
ucasnosti)




Historia kvantilového modelovania

> Pouzitie kvantilovej funkcie pre definovanie tvaru
pravdepodobnostného rozdelenia —

Emanuel Parzen 1979
> Handbook of Statistics, ast' 16 a 17 editovana
Balakrishnan a Rao (Arnold, Balakrishnan,
Balanda, David, MacGilivray, Moors, Nagaraja
a hlavne Parzen)

> A First Course in Order statistics - Arnold,
Balakrishnan, Nagaraja

> . 2000 Modelovanie kvantilovymi funkciami
(Statistical modelling with quantile function)
Gilchrist, W.G.



Rozdelenie r-te] poriadkovej Statistiky

poriadkovych &tatistik ~ Xq.,, , X5. ... X

U o
nota i-tej poriadkovej statistiky vo vybere o rozsa

X

1=1,2,..I,..Nn

l:n?

| poriadkovej Statistiky




Rankit X~Q[p;BO]

- stredné hodnoty poriadkovych Statistik:
ECX..) =@, ,1=1,2,..[,..n

1
E(X ) ={n/[(r 2} (n =)} Q (p)p" - p]"dp
0
Pre rovnomerné rozdelenie (Uniform distribution — ozn. U):

X~Qrovn(P) poOtom g, =r/(n+1)

Odhady M., Fubovolného rozdelenia pomocou U-transf.pravidla:

r= EQQWU.)) = QE(U.,))= Qr/(n+1)
~  Q(-0,5h)



edianovy rankit

- mediany poriadkovych Statistik:

Q" ; O], kde:
¥ = BETAINV (0,5 ; 1, n-r+1)

r

- medianova [P, hodnot




Graf medianovéeho rankitu a kvantilov
poriadkovych Statistik
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Weibullov-Paretov tvar Q-modelu prijmov
(Odhad metoédou minimalizacie absolutnych
distribu €nych rezidui)

Graf kvantilov CP s 99% hranicami teoretického rozd  elenia

. CP - Q(BETAINV(0.995)) - QBETAINV(0.005))




Vystihnutie tvaru empirického rozdelenia -
identifikacia

raficka analyza empirickeho rozdelenia prijmov
antitativna analyza empirického rozdelenia priijmo  v:
a momentovom zaklade
antilovom zaklade

zdelenia jednoduchymi tvarmi




raficka analyza empirického rozdelenia
jmy domécnosti SR v roku 2003 (Femp (CP): P

Proporcionalne postavenie v zavislosti od vysky pri jmov v ich
vzostupnom usporiadani
Empiricka distribu €na funkcia

1000
v 1000 Sk




raficka analyza empirickeho rozdelenia
rijmy doméacnosti SR v roku 2003 (Qemp (p):CP)

Hodnota prijmov v zavislosti od ich proporcionalneh 0

postavenia vo vzostupnom usporiadani
Empiricka kvantilova funkcia
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raficka analyza empirického rozdelenia
jmy doméacnosti SR v 2003 POlygé

Polygon rozdelenia pocetnosti pre CP
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raficka analyza empirického rozdelenia
y domacnosti SR v 2003

Box-and-Whisker graf pre CP

10 11 12
v 100 000 Sk




Comparison of Alternative Distributions

procedura na porovnanie znamych tvarov v STATGRAPHIC S CENTURION
Est. Parameters |Log Likelihood KS D

Distribution
Lognormal (3-Parameter) 38 -67677.7 0.0362935
Lognormal 2 -67704.9 0.0397763
Loglogistic % 167730.3 0.0496562
Gamma (3-Parameter) 3 -67743.3 0.0244112
Birnbaum-Saunders )4 167763.8 0.0479773
Gamma 2 -67775.9 0.0292224
Inverse Gaussian P -67789.4 0.0550491
Largest Extreme Value % 167873.8 0.0483855
Weibull 2 -68026.0 0.0646936
Logistic 2 -68477.7 0.0910885
Laplace 2 -68514.9 0.108414
Exponential 1 -68795.9 0.199527
Normal 2 -69321.9 0.120725




Histogram for CDPD data

1600F TS

1200 - Distribution i
[ — Gamma (3-Parameter) l
— Loglogistic (3-Parameter) |
— Lognormal (3-Parameter)

| _

O__I L L L | L L 1 | L L | L L L I__

frequency
oo
o
o
I

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
CDPD data




KS a CHi-kvadrat testy potvrdili nevhodnos ¢

aplikacie jednoduchych tvarov modelu CP

KS Test

Erlang

Gamma
(3-Parameter)

Loglogistic
(3-Parameter)

Weibull
(3-Parameter)

Lognormal
(3-Parameter)

DPLUS (0.0

0.0244112

0.0494693

0.0399911

0.0362935

DMINUS | 1.0

0.0227598

0.0365427

0.0527996

0.0303411

DN 1.0

0.0244112

0.0494693

0.0527996

0.0362935

P-Value | 0.0

0.00437615

0.0

0.0

0.00000264

Chi kv. Test

Gamma

Gamma
(3-Parameter)

Lognormal

Lognormal
(3-Parameter)

Chi-Squared

399.179

379.992

394.717

354.507

D.f.

97 96

97

96

P-Value

0.0 0.0

0.0

0.0
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ldentifikacia rozdelenia jednoduchymi tvarmi

Useknuty Weibullov tvar - len pre dolnu a strednu ¢ast’ rozdelenia CP

Histogram pre CP s funkciou hustoty Weibullovhod&znia
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tifikacia rozdelenia jednoduchymi tvarmi

Paretov tvar je vhodny len pre horny koniec rozdele

Identifika €ny graf pre Paretovo rozdelenie




Kvantitativna analyza empirického rozdelenia
Prijmy domacnosti SR v 2003

Vyberove charakteristiky
» na momentovom zaklade

Priemer = 244 284 Sk Koeficient Sikmosti = 1.0498
Rozptyl = 1.2012E10 Stand. Sikmost = 16.959
Standardna odchylka =109 598 Sk Pearsonova Spicatos t = 2.997
Variaény koeficient = 44.87 % Stand. Spicatost =24.209
» na kvantilovom zaklade

Median = 237 407 Sk

Kvartilove rozpatie =139 770 Sk

Galtonov koeficient Sikmosti g=qd/igr =-0.0123

Kvartilova diferencia gd=Ilg+ug-2 =-1718.50

Moorsova sSpicatos t k=[(e7-e5)+(e3-el)]/igr = 1.174
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Ako moze vyzera t’ kvantilovy model ?

oduchy kvantilovy model v tvare :

(p)=A+ns(p) O=sp=l

meter polohy
eter stupnice, variability

ametre zakladného tvaru kvantilovej funkcie

y) kvantilovy model napr




Mozné tvary vah pre dva konce rozdelenia




ZoSikmené logistické rozdelenie

Isticke rozdelenie (Logistic):

S(P) = Su(p) + S(p) 0<p<l




Funkcia hustoty

ZoSikmeneého logistického rozdelenia




IN mocninového a Paretovho rozdelenia

Inove rozdelenie — Power rozdelenie (Po( a)):

kde a >0, 0<

elenie (Pa( B)):




Graf mocninovo-Paretovho rozdelenia
(Po x Pa)
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ZovsSeobecnené lambda rozdelenie

mplexny znamy elasticky tvar — len odhadnu  t’ jeho parametre

rg-Schmeiserov tvar:




llinearny pa t’parametricky Gamma-Paretov tv
(skladanie pouzitim pravidiel modifikacie kvantilovych funkcii)

pravidlo o reciproci

P(S( p)) = [S( p)]'g pravidlo 0 Q
|




Metody estimacie kvantilovych modelov

etodou maximalnej vierohodnosti
odou momentov
kvantilov

oximativnou me




dhad parametrov QF

Seobecnenou Oztiirk a Dale aproximativnou
etodou

O35 -9 gy |

izacie absolutnych di




Odhadnuty Weibullov — Paretov tvar

Q-Q graf pre Weibull-Pareto rozdelenie

* sumaStvorca distr. rezidui — 45 st. priamka - suma abs. distr. rezidui
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Graficke posudenie kvality kvantilovych modelov
rozdelenia prijmov doméacnosti SR -

CP
GLD MM
GLD MQ1
GLD MQ?Z
GLD OD
GLD OD81
GLD ODQ?2
GLD AM
GLD AQ1
GLD AQ2
GLD

WP O
WP A

verifikacia

Krabickovy graf tvarov rozdeleni
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Grafické posudenie kvality Weibullovych-
aretovych tvarov modelov rozdelenia CP v SR

Graf rezidui

- eWPDOD .« eWPDA




Kvantitativne posudenie kvality kvantilovych

modelov rozdelenia CP - verifikacia

Vybrané tvary WPDgp WPD, |RSG LDAQl RSG LDAQz
X(19) 28,64 28,99 35,40 114,08
Xx°(19) do 0.1 0,07 4,03 0,55 86,28
X°(19) nad 0.95 2,76 0,28 0,36 0,04
Koef.korelacie 0,9982 0,9963 0,9795 0,9867
Dolny percentil |62 tis.Sk | 65 tis.Sk | 68 tis.Sk |(-12 tis.Sk)
Median 240 tis.Sk | 237 tis.Sk 237 tis.Sk 234  tis.Sk
Horny percentil 570 tis.Sk | 601 tis.Sk [490 tis.Sk |546  tis.Sk

vyb.dol.perc. CP = 65 tis.Sk X%095(19)= 30,14

vyb.median CP = 237 tis.Sk X% 99(19)= 36,19

vyb.hor.perc. CP = 584 tis.Sk

© Lubica Sipkova



Pravdepodobnostné modelovanie
iInverznymi distribu  énymi funkciami:
Uvod do kvantiloveho modelovania

racovanie prve] z cyklu prezentacii o kvantilovo
modelovani.

|ISie mozno najst’' v monografii:




