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APLIKACIA MODELU VZAJOMNYCH ZAPOCTOV?!
APPLICATION OF MODEL FOR MUTUAL DEBTS COMPENSATION?

Andrej Babej, Pavel GeZik

Abstrakt

Problému vzajomnych zapoctov sa venuje pozornost’ najmd medzi jednotlivcami, ktori si
chcli rovnomerne rozdelit' thrady, ktoré realizovali za celu skupinu. EXistuje mnozstvo
produktov, ktoré ul'ahCuji Zivot svojim pouzivatelom v oblasti zapocitania vzajomnych
dlhov. Aplikacie vyuzivané na zapocet vzajomnych dlhov ponukaji jednoduché riesenie ako
sa vyrovnat’ so spolo¢nymi vydavkami v ramci urcitej skupiny osob, pripadne subjektov.

Rovnaky princip mozno vyuzit’ pri vzdjomnom zapocitavani zavézkov a pohladavok medzi
podnikatel'skymi subjektmi. Vztahy medzi subjektmi, ktoré sa dohodnu na vzdjomnych
zapoctoch v ramci nimi vytvorenej skupiny mozno zobrazit' prostrednictvom tedrie grafov
anasledne vyrieSit' ulohu vzdjomného zapocitavania dlhov prostrednictvom linearneho
programovania.

KUPucové slova: kompenzdacia, dlhy, linedrne programovanie, GAMS

Abstract

The problem of mutual debts compensation is typical between individuals which want to
evenly divide the payments they have made as the whole group. There are many products that
make life easier for its users to compensate mutual debts. Applications used for compensation
of mutual debt offer a simple solution how to deal with common expenses within a group of
persons or entities.

The same principle can be used to mutual debts compensation between companies.
Relationships between those who agree to reciprocal compensation of debts within them
formed groups can be displayed via graph theory and then be solved through linear
programming.

Keywords: Compensation, Debts, Linear programming, GAMS

1 UVOD

Modely optimalizujice vzajomny zapocet dlhov maji uz pomerne dlhu historiu. V naSich
podmienkach ich navrhovali od roku 1993 viaceri autori, ktori tento problém formulovali, ¢i
uz ako ulohu linearneho programovania, Ulohu o maximalnej cirkulacii v hranovo
ohodnotenom orientovanom grafe alebo problém maximalneho toku (napr. Fecenko, 1994;
Gazda, 2003).

V prispevku je navrhnuty model na vykonavanie vzajomnych zipoctov s moznostou
vytvarania novych dlznickych vztahov. Takto navrhnuty model umozZiuje maximalne
zniZenie vySky celkového dlhu v rdmci skupiny subjektov.

! Prispevok bol spracovany v ramci riefenia grantového projektu VEGA — &islo grantu 1/0245/15

,Planovanie prepravy s cielom znizovania emisii*
This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant
no. 1/0245/15 , Transportation planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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2 MODEL VZAJOMNEHO ZAPOCTU

Model vzijomného zapoctu predpoklada vznik novych dlznickych vztahov je jeho
zakladnym predpokladom je existencia uplného stvislého hranovo orientovaného grafu.
Tento graf musi byt uplny ateda musi existovat vztah (hrana) medzi kazdym subjektom
(uzlom). Tieto hrany st ohodnotené hodnotou, resp vyskou cj;, teda graf G = (V,H,c).

Nech G = (V,H,c). Ztejto dlznickej siete vytvorme uplnu suvislu siet G= (v, H,E )
s mnoZinou vreholov V =V a mnoZinou hran H definovanou nasledovne

A =G i eVii= i) 1)
Funkcia € : H — R; je definovand ako

C; =c;+Mpre (i,j)eH 2
C; =Mpre (i, j)) e H (3)

kde M je velké kladn¢ redlne ¢&islo (M >>max ;. C;). Mnozina vrcholov
\7(i)_ = {j‘(j, i)e I:|}je vstupné okolie vrcholu i v sieti G.

Nech x; je podiel dlhu cjj, ktory bol zapocitany medzi i-tou a j-tou firmou. Potom celkova
suma zapocitanych dlhov je dand vztahom
n n
2.2.5% (4)
i=1 j=1
Kedze xj predstavuje podiel zapocitaného (zniZeného) dlhu cj;, prevoditelny na percentd
a nemoze byt’ vyssi ako 100% a teda musi platit’
0<x; <1 (5)
Kompenzacia vzajomnych dlhov nesmie zmenit bilanciu zaviazkov a pohladavok ziadnej
firmy z mnoziny firiem V , a preto musi platit™:
dc;=>.c; pre(i,j)eH (6)
jev (i)~ jev(i)*
¢o znamend, ze sa kompenzované zavizky u kazdej firmy musia rovnat’ kompenzovanym
pohladavkam. Bilancia zavizkov a pohladavok kazdej firmy pred procesom eliminacie je

dana vztahom
b(i)= D d;— D d; (7
jev (i) jev()

Bilancia sa teda nezmeni vtedy a len vtedy, ak podmienka (6) plati pre kazda firmu i eV .
Ulohu maximalizacie celkového zapoctu dlhov s moznost'ou vytvarania novych dlznickych
vztahov formulujeme nasledovne:

max f(x) = anzn:cij X;; -(n*n-n)*M (8)
i1 j-1

Zn:cijxij —Zn:cjixji =0 pre i=1{2,..,n}

] -1

0<x; <1



3 APLIKACIA MODELU

V tejto Casti je aplikovany model vzdjomného zadpoctu s moznostou vytvarania novej dlhove;j
Struktary na dlznicku siet’ 21 prepojenych subjektov, ktoré navzajom spolupracuji a rozhodli
sa dobrovol'ne zapojit’ do systému vzajomnych zapoctov. Motivaciou pre takéto rozhodnutie
bolo najmd ich majetkové prepojenie a zniZenie potreby kapitdlu na thradu svojich
pohladavok a zavédzkov, a tym aj znizenie nakladov na prevod penaznych prostriedkov medzi
jednotlivymi subjektmi

3.1 Vstupné udaje

Udaje prezentované v matici vzajomnych dlhov sme ziskali od majitel'ov tychto subjektov, za
¢o im patri naSa vd’aka. Zaroven je potrebné zdoraznit', Ze z dovodu zachovania obchodného
tajomstva, nie je mozné prezentovat nazvy spolocnosti, ani ich majetkové prepojenie.
Dlznicka $truktira je vynasobena koeficientom a zaokruhlena na celé ¢isla v intervale od 1 do
10 penaznych jednotiek, tak aby bolo mozné vhodne prezentovat vysledky bez rizika
naru$enia obchodného tajomstva.

Ked’ze v dnesnej dobe uz neexistuje ziadna organizacia resp. institucia, ktora by ucelovo
a cielene zbierala tidaje o ich zadlZeni a vySke dlhu voci inym osobam, tak ako to bolo eSte
pred rokom 1993, kedy bolo vlastnictvo vsetkych podnikov vylu¢ne Statne. Po transformacii
naSej ekonomiky sa zber takychto udajov zastavil a to najméd z dévodu ochrany obchodného
tajomstva a citlivosti informacii, z tohto dovodu je ziskanie takychto ucelenych dat priam
nemozné, bez toho aby ho dobrovolne poskytli ekonomické subjekty so zaujmom svoje dlhy
kompenzovat. Z tohto dévodu, sa ndm nepodarilo poCas nasho skumania ziskat' tdaje
0 rozsiahlejSich dlZnickych Struktirach. Napriek tomu si myslime, ze ziskané tudaje
0 dlznickej Strukture s velkost'ou 21 subjektov, postacia na dokonali prezentaciu modelu.

V nasledujtcej tabulke je zobrazena dlznicka Struktura prepojenych subjektov.

Tab. 1: Matica vychodiskovej dlZnickej Struktury.
Subjekt 5 10
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Zdroj: vlastné spracovanie



3.2 Vypocet

Pred pouzitim vlastného modelu, je potrebné vytvorit’ Uplny graf. Tento krok sa realizuje
pripocitanim dostatocne vel'kého ¢isla M ku vSetkym ohodnoteniam hran. V tomto pripade je
M = 20 penaznym jednotkdm. Takto upravend matica je zobrazend priamo Vv zapise z
programu GAMS pre dlznicku Struktaru:

Sontext

Vzajomny zdpoCet dlhov
Sofftext

Sets

i index uzla /1*21/
Alias (i, 7)

Sets offdiagl (i, )
offdiagl (i, 3j)=yes;
offdiagl (i, 1i)=no;

10 Table c(i,j)

11 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

O ~Jo Ul bW

NeJ

12 1 0 21 20 28 20 24 20 20 20 29 25 20 20 23 29 20 20 20 27 20 20
132 20 0 20 20 30 20 28 20 25 22 26 20 20 20 20 29 20 28 24 20 23
14 3 23 22 0 29 20 29 25 23 20 29 20 20 24 20 20 20 28 20 20 20 20
154 20 20 20 0 22 20 25 20 28 20 20 20 23 24 25 20 29 20 28 27 22
16 5 22 20 20 20 0 20 27 20 20 26 20 20 22 20 20 20 24 23 20 25 20
17 6 20 21 20 20 20 0 23 20 22 20 20 28 20 24 20 20 20 20 25 20 20
18 7 20 20 20 20 20 20 0 21 20 20 20 20 27 20 20 26 20 28 20 20 20
19 8 27 20 20 20 20 22 20 0 20 20 28 25 24 20 20 20 20 20 23 25 29

20 9 26 20 22 20 20 20 20 22 0 25 27 26 20 20 20 20 23 20 20 20 20
21 10 20 20 20 20 28 20 23 20 20 0 23 20 20 20 20 20 20 20 20 20 29
22 11 20 20 20 23 20 23 20 20 20 20 0 20 20 20 27 24 29 20 20 26 20
23 12 25 20 21 20 20 20 20 20 20 20 23 0 20 25 23 22 29 20 20 27 23
24 13 20 23 20 20 20 20 20 20 21 20 20 20 0 20 20 29 20 20 25 20 20
25 14 20 20 20 20 20 20 23 23 20 24 20 20 21 0 26 20 28 20 23 20 20
26 15 20 20 20 20 23 20 20 20 20 20 20 20 20 20 0 20 22 21 20 25 20
27 16 20 20 20 26 20 25 20 20 22 20 20 20 20 20 20 0 20 22 20 20 23
28 17 20 22 20 20 20 20 27 20 20 27 20 20 20 20 20 20 0 20 20 30 20
29 18 30 20 20 20 20 21 20 24 20 20 22 20 20 20 20 20 23 0 20 22 20
30 19 20 20 20 20 20 20 20 20 20 26 20 25 20 24 20 20 20 20 0 25 20
31 20 27 20 23 20 20 27 20 20 26 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 0 20
32 21 20 20 20 20 23 20 22 20 20 20 20 20 22 20 23 20 20 20 20 22 O
33 Scalar n;

34 n=card(i);

35 Variables f, x;

36 x.1lo(i,3)=0;

37 x.up (i, j)=1;

38 Equations

39 ohrl (i)

40 ucel;

41 ucel.. f=e=sum((i,J),c(i,3)*x(i,3))-(n*n-n)*20;

42 ohrl(i)..sum(j,c(i,]3)*x(i,7J)Soffdiagl (i,]))-

sum(j,c(j,1) *x(j,1)Soffdiagl (j,i))=e=0;

43 Model VZD/all/;

44 Solve VZD using lp maximizing £f;

45 Display x.1;

3.3 Vysledok

Na zaklade vypoctu z programu GAMS sme dosiahli optimalne rieSenie celkového zniZenia
dlhu o 438 peniaznych jednotiek a vzt'ahy medzi jednotlivymi subjektmi su opisané v d’alej
uvedenéj matici.



Tab. 2: Matica dlZnickej Struktiiry po vykonani vzdjomnych zdapoctov.
Subjekt 1011 | 12 15
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Zdroj: vlastné spracovanie

4 ZAVER

Modely vzijomného zapoctu moézu poskytovat v redlnej praxi najmd vyhodu v Setreni
nakladov spojenych s realizaciou uhrad jednotlivych dlhov. AvSak pre ich mozné vyuzitie
neexistuje zaklad v legislative, a teda v prostredi aktualne platnej legislativy je ich aplikacia
Cisto teoreticka.

V predchédzajucom priklade bolo aplikovanim modelu na dlznicku $truktaru 21 prepojenych
subjektov dosiahnuté znizenie celkového dlhu zo 625 na 187 penaznych jednotiek, ¢o
v pomernom ukazovateli znamena zniZenie dlhu o viac ako 70% (70,08 %). Toto percento by
mohlo teda reprezentovat napr. 70% usetrenie na poplatkoch spojenych s thradami.
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FINANCNA KRIZA A MODELOVANIE FINANCNYCH FRIKCII —
DSGE PRISTUP

FINANCIAL CRISIS AND FINANCIAL FRICTIONS MODELLING -
DSGE APPROACH

Martin Benkovic, Patrik Kupkovi¢

Abstrakt

Federalny rezervny systém v roku 2008 deklaroval stabilizujucu sa situaciu na finan¢nych
trhoch, pricom vyvoj v nasledujucich obdobiach dokazoval, Ze situacia je nad’alej nestabilna.
Kriza bola ozna¢end terminom ,kriza likvidity*, ktorej hlavnou pri¢inou bola insolventnost’.
V teodrii doteraz podcenovany pojem finan¢ny cyklus sa dostdva do centra vyskumu centralnych
bank. Vrcholy financného cyklu su spajané s bankovou krizou. Vyskum sa zameriava na
modelovanie finan¢nych frikcii. Za zakladny model predstavenia finanéného akceleratora je
V literature oznacovany skratkou BGG model z roku 1999.

KPucové slova: BGG model, financné frikcie, financny akcelerator

Abstract

Federal Reserve System declared stabilization of situation in financial markets, but the
development in subsequent periods proved that the situation remains unstable. The Crisis has
been marked by the term ,,liquidity crisis* which was the main cause of the insolvency. In
theory underrated term financial cycle gets to the center of research of Central banks. The Peaks
of the financial cycles are associated with the banking crisis. The modelling research focuses
in modelling of financial frictions. The basic model BGG from year 1999 introduce the
principle of financial accelerator and in recent literature is marked as BGG model.

Keywords: BGG model, financial frictions, financial accelerator

1 FINANCNA KRIZA

V roku 2008 FED deklaroval, ze finan¢né trhy sa zotavuju z tiverovej krizy a jeho vyjadrenia
boli chapané, len ako sa snaha o ukl'udnenie situacie. Vyvoj v nasledujucich obdobiach, v§ak
dokazal, ze situacia sa nestabilizuje. Alan Greenspan deklaroval, fakt, ze ide o mimoriadnu
udalost’ v literatire oznaCovanu ako ,kriza likvidity*, pretoze podstatou problému je
insolventnost, jav, ktory nastava raz sto rokov!. Nasledne vldda Spojenych §tatov americkych
prevzala gigantov Fannie Mae a Freddie Mac. Finan¢na kriza viedla k zaniku Lehman Brothers
a Merrill-Lynch, dvoch z piatich najvyznamnejsich bank v USA. Skuto¢na hodnota finan¢ného
sektora sa stavala zjavnou, kedy finan¢ny analytici investi¢nych bank predikovali vysoké straty
konkurencie. Investicna banka Lehman Brother bola uz na zaciatku septembra na pokraji
bankrotu. Americka federalna spolo¢nost’ poistenia a vkladov FDIC v polovici septembra
oznamila, Ze pocet bank a sporitelni, ktoré majii problémy je stosedemnast’, ¢o bol najvyssi
pocet od roku 2003. Podl'a amerického tradu vykonéavajuceho dohl'ad na sporitel'iami Office
of Thrift Supervision mali tieto institucie stratu 5,4 mld americkych dolarov. Zna¢né problémy
zaznamenal aj penazny ustav Washington Mutual, ktorého akcie oslabili a v priebehu jedného

1 once-in-a century financial crisis
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tyzdna sa znizili o Sest'desiat percent. V septembri vyhlasila bankrot najvacsia hypotekarna
banka IndyMac Bancorp Inc. a to aj napriek tomu, ze jej zavazky nepresiahli pol miliardy
americkych dolarov, ale velkll ijmu zaznamela dovera. V tomto obdobi ohlasili bankrot aj
mensie banky Columbian Bank a Trust., ¢o bol len zaciatok v porovnani s bankrotom Lehman
Brothers. Financna situdcia sa vSak prenésala aj do Europy. Spolo¢nost’ Oliver Wyman a Intrum
Justitia, ktoré odhadovali pre d’alsie tri obdobia vysoké straty bank vo Velkej Britanii, frsku
a Spanielku. Pre udrZanie ratingovych hodnoteni bolo potrebné navysit imanie o viac ako
Sest'desiat miliard eur. Nasledne agentura Standard & Poor’s znizila rating AAA vyznamnym
svetovym zaistovniam Ambac Assurance a MBIA Insurance. Nésledne znizila rating tychto
zaistovni aj agentura Moody’s Investors Service, ¢o fakticky znamenalo, Ze akcie tychto firiem
sa stali senzitivnej$imi na problémy bankového sektora. ZaCiatkom septembra gradovali
problémy hypotekarnych agentur Fannie Mae a Freddie Mac a investi¢nej banky Lehman
Brothers, ¢o nasledne viedlo az k bankrotu.

1.1 Finanény cyklus

Vyskum finanéného cyklu centralnymi bankami v makroekonomickej teodrii, Coraz Castejsie.
Investorom znamy a doneddvna ekondmami ignorovana je idea finanéného cyklu. Finan¢ny
cyklus, ¢asto oznaovany aj ako tverovy cyklus pozostava z pomaly sa postuvajucich tverovych
boomov a prepadov. Vrcholy cyklu st spojené s bankovou krizou. Vyskum finanéného cyklu
predstavuje sucasny boom v oblasti vyskumu finanénych frikcii a prinasa nové miery
systematického rizika. Koncept tohto cyklu najmé jeho periodicita ma v ekondémii rdzne
vysvetlenie. Jeden vyznam implikuje zvrat, ktory nie je predvidateny v presnom cCase. Aj
napriek tomu su zakladné kontiry finanéného cyklu v porovnani s obchodnym cyklom zrejmé.
Charakterizuje ho niz$ia frekvencia opakovania s vy$Sou amplitidou. Borio (2012) konStatuje,
ze obchodné cykly maju kratSie trvanie s fluktuédciami do osem rokov, zatial’ ¢o finan¢ny cyklus
je ovel'a dlhsi s fluktudciami v trvani od osem do tridsat’ rokov. Snahou empirického vyskumu
finanéného cyklu je charakteristika rysov a sledovanie efektov a ich spojitost’ s finan¢nou
nestabilitou. KI'a¢ovym objavom je fakt, ze pohyb finan¢ného cyklu je nezéavisli od petiaznych
agregatov M1 a M2. Zistenim je aj fakt, ze finan¢ny cyklus je nezavisli od obchodného cyklu,
okrem situacie, ked’ narastajuci stres z kolapsu finanéného cyklu spdsobuje zmenu fazy
obchodného cyklu. Myslienka finanéného cyklu sa stala vynimo¢nou vo vyskume, pretoze ide
0 vhodny indikator finanénej citlivosti, ktora nie je zachytend v konven¢nych mierach rizika.

1.2 Model

Analyzovany model pozostdva z troch typov ekonomickych subjektov, domacnosti,
podnikatel'ov a maloobchodnikov. Ide o modifikovany dynamicky novo Keynesovsky model
s finanénym akceleratorom. Domacnosti ziji nekonecne dlho, pracuju, spotrebuvaji a sporia
a vlastnia peflazné a nepenazné aktiva. Model predpoklada, Ze uzito¢nost’ sa dd v Case rozlozit’
na uzitoénost zo spotreby, realnych penaznych zostatkov a volného ¢asu. Dal§im
predpokladom modelu st pruzné ceny, monopolisticka konkurencia a implicitné naklady
prispdsobovania sa nomindlnych cien. Model predpoklada kontinuum maloobchodnikov
a monopolistickd konkurenciu na trovni maloobchodnikov. Maloobchodnici nakupujt output
od podnikatel'ov-producentov na konkurenénom trhu, ktory sa mierne diferencuje od outputu,
ktory nakupuju. Ked’ze produkt je diferencovany, vSetci maloobchodnici maji svoju trhova
silu. Domacnosti a firmy nakupuji CES agregovanu produkciu, ktora je rozdelena medzi
spotrebu a investi¢né tovary, ktorych cenovy index je definovany agregatnou cenovou uroviou.
Nastavenie cien v modeli ,,a 14 Calvo®, ¢o umoznuje jednoduchym spdsobom zaviest’ strnulé
ceny. Premenné v modelu su vyjadrené ako percentudlne odchylky od ustidleného stavu
a podiely premennych bez Casového indexu oznacenych vel'kymi pismenami oznacuju podiely
hodn6t ustalené¢ho stavu.
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Agregatny dopyt
C I G ce

yt=?Ct+?it+7gt+70f+---+¢ty (1)
Ct = —Tey1 + Ex{cesq} (2)
cf =MNgyq + o+ Pf (3)
Et{rtkﬂ} —Tep1 = —U[Npyq — (qe + kpyq)] (4)
rt’fl-l =1 =) er1 —ker1 —xp41) T €qer1 — ¢ (5)
qr = @i, — k¢) (6)
Agregétna ponuka
yt = a’t + akt + (1 - Q)th (7)
Ye—he—x—c¢ = U_lht (8)
e = Ee_q{(—=x¢) + fesq} (9)
Stavové premenné
kt+1 - 6it - (1 - S)kt (10)
RK
nt+1 :yT(rtk —rt)+1”t+nt+"'+d)? (11)
Monetarna politika a Soky
= pre_q + {me_q + e (12)
gt = Pgge-1 T 3{59 (13)
Ay = PaQr_1 + & (14)

Vzt'ah (1) predstavuje log-linearizované rozpoctové ohrani¢enie. Primarne determinanty zmeny
agregatného y, predstavuju spotreba domacnosti c;, investicie i;, vladne vydavky g, a mala
zmenu vyvolava spotreba podnikatelov cf. Parameter ¢} zahffia zmeny monitorovacich
nakladov?. Vztah (2) predstavuje Eulerovu rovnicu spotreby. Jednotkovy koeficient pre redlnu
urokovu mieru predpoklada zmenu uzito¢nosti vyssiu ako efekt vyvolany zmenou spotreby.
Upravena Eulerova rovnica predpokladd, Ze frikcie na finanénych trhoch neobmedzuju
spotrebitel’'ské spravanie. Rozsirenie modelu autormi Bernananke, Gertler, Girstlicht (1999) je
moznost’ domacnosti pozicat’ si so zavedenim frikcii. Modifikaciou finanéného akceleratora je
aplikovatel'nost’ mozna na vydavky aj celkovy efekt. Vztah (3) predstavuje podnikatel'sku
spotrebu, ktora je proporcionalnou fixnou zmenou agregatneho ¢istého imania. Vzt'ahy (4), (5)
a (6) determinuju dopyt po investiciach v log-linearnom tvare. Vztah (4) determinuje vplyv
gistého imania na investicie®. Investicie st tla¢ené do bodu, kedy sa odakavany vynos z kapitalu
E.{rk .} sa rovna oportunitnym néakladom r,,,. Frikcie na Kapitalovom trhu reprezentuju
relativny podiel imania K hrubej hodnote kapitalu n;,; — (q; + ks4,) . Narast tohto podielu
znizuje naklady externych fondov a implikuje rast investicii. Tento vzt'ah determinuje finanény
akcelerator. Zvy$né dva vztahy reprezentuju margindlny produkt a prepdjajii ceny aktiv
s investiciami. Blok agregatnej ponuky reprezentuju vztahy (7), (8) a (9). Prvy vztah tohto
bloku je log-linearizovana produkéna funkcia s dodato¢nym predpokladom konstantnosti
ponuky prace podnikatel'ov. Druhy vzt'ah tohto bloku reprezentuje rovnovahu na trhu pracu.

2 monitoring costs*, pri urditej parametrizacii maji vyznamny vplyv na y,
3V pripade absencie frikcii na kapitalovom trhu plati vztah E.{rf,} —1.,;, =0
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LCava strana predstavuje margindlny produkt kapitdlu umerny prirazke maloobchodnych
tovarov pre vsetky predavané tovary. Posledny vzt'ah tohto bloku vyjadruje nastavenie
strnulych cien ,,a 1a Calvo* Calvo (1983). Vztah (10) a (11) v modeli predstavuja tranzitivne
rovnice pre dve stavové premenné kapital k; a Cisté imanie n;.Vztah pre vyvoj kapitalu ma
Standardny tvar, pricom vzt'ah pre vyvoj Cistého imania zavisi primarne od ¢istej navratnosti
akciového podielu podnikatel'ov. Vzt'ahy (12), (13) a (14) determinuji monetarnu politiku. Ako
nastroj monetarnej politiku model vyuziva kratkodobu nominélnu irokovi mieru. Predpoklada,
ze jednoduché pravidlo, kde centralna banka upravuje aktualnu nomindlnu urokova mieru ako
reakciu na oneskorenu mieru inflacie a oneskorenu trokovi mieru. Posledny blok vztahov
reprezentuju exogénne Soky vo vladnych vydavkoch a technologicky Sok.

Model je v literattire ¢asto ozna¢ovany ako BGG model a autori priniesli dve kI'icové rozsirenia
v zmysle, ze zaviedli do modelu oneskorenie investicii. Druhym rozsirenim je moznost
diferencovaného pristupu k tverom, ¢o prinieslo prispdsobenie modelu empirickym tdajom.

1.3 Funkcie reakcii na Soky

V tejto cCasti si charakterizujeme vplyv ortogonalizované monetarneho Soku na systém
a analyzujeme funkcie reakcie na Soky v modeli s finanénym akceleratorom aj v modeli bez
financného akceleratora.

y c i
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Monetarny Sok ma kratkodoby negativny vplyv na output a po troch $tvrtrokoch sa output
dostava do ustaleného stavu. SOk méa negativny slaby, ale dlhodoby vplyv na spotrebu
domacnosti a mierne silnejsi vplyv na spotrebu podnikatel'ského sektora. Vplyvom tohto Soku
kratkodobo klesaju aj investicie a po troch obdobiach sa vratia k ustalenému stavu. Monetarny
Sok vyvola pokles bezrizikovej trokovej miery a je nasledovany jej narastom nad troven
ustaleného stavu, pricom sa v kratkom obdobi dostava vracia do ustalen¢ho stavu. Sok ma
kratkodoby pozitivny vplyv na nominalnu arokovu mieru a rovnako kratkodoby, ale negativny
vplyv na inflaciu. Zaznamenali sme dlhodoby vplyv na Groven kapitalu, kde spoc¢iatku v prvych
obdobiach vyvola pokles kapitdlu a postupne sa kapital vracia k svojej rovnovaznej trovni.
Posledny graf zobrazuje vplyv monetarneho Soku v cCase. Druhy graf charakter priebeh
kl'a€ovych premennych v modeli bez finan¢ného akceleratora.
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Vplyv monetarneho Soku v modeli bez finanéného akceleratora je sprevadzany negativnym
poklesom outputu, ktorého vplyvom sa output postva na novu uroven. Dlhodoby negativny
vplyv mé aj na spotrebu domacnosti, ktora sa vSak po troch rokoch vrati do ustaleného stavu.
Kratkodobo negativne ovplyviuje inflaciu a rovnako kratkodobo, ale pozitivne ovplyviiuje
nominalnu Grokova mieru. Vplyv na investicie je slabsi ako v pripade modelu s finanénym
akceleratorom. Vplyv monetarneho Soku na kapital je v prvych obdobiach mierne negativny
a po 6smich obdobiach sa dostava nad svoj ustaleny stav a jeho vplyv je dlhodoby.
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DULEZITOST KRITERII VYJADRENA JAKOZTO LINGVISTICKA
PROMENNA

IMPORTANCE OF CRITERIA EXPRESSED AS A LINGUISTIC
VARIABLE

Adam Borovicka

Abstrakt

Dulezitost kritérii v rozhodovacich procesech miize byt vyjadiena slovné. Metody a piistupy
teorie rozhodovani vsak mnohdy vyzaduji tuto informaci v kvantitativni podobé. Moznym
feSenim je vyjadieni dilezitosti kritérii pomoci lingvistické proménné. Pak jednotlivé slovni
vyrazy vyjadiujici dulezitost kritérii jsou opsany prostfednictvim trojuhelnikovych fuzzy
Cisel, ktera tvoii komplexni fuzzy skalu slovnich vyznamu. Piispévek nabizi pohled na proces
vytvofeni této fuzzy Skdly. Je predstaven postup konstrukce trojuhelnikovych fuzzy Cisel,
respektive jejich funkci pfisluSnosti v ramci celé fuzzy Skaly. Pro praktické potieby je
navrzena transformace fuzzy Skaly spocivajici v eliminaci extremdlnich vyrazi. Popsané
postupy jsou doprovazeny ilustrativnimi piiklady.

Klic¢ova slova: diilezitost kritéria, fuzzy skala, trojuhelnikove fuzzy cislo

Abstract

A relevance of criteria can be expressed linguistically in the decision making processes.
However, methods and approaches of the decision making theory mostly require this
information in a quantitative form. Then particular verbal meanings expressing criteria
relevance are described via the triangular fuzzy numbers, which make up a complex fuzzy
scale of meanings. The article offers a view of a process of this fuzzy scale. The approach of
construction of triangular fuzzy numbers, or their membership functions, in terms of the
whole fuzzy scale are introduced. For the practical purposes, a transformation of a fuzzy scale
is proposed. This transformation consists in an elimination of extremal meanings. The
described approaches are illustrated by simple examples.

Keywords: fuzzy scale, relevance of criteria, triangular fuzzy number

1 UVOD

Pti délani urcitého rozhodnuti se vétSinou fidime podle nékolika kritérii. Tato kritéria vzdy
nemusi mit stejnou vahu. Pak rozliSujeme jejich dilezitost, kterd miize byt vyjadiena
Vv kvantitativni 1 kvalitativni podobé. Pfi vyuZiti konceptli teorie rozhodovéani se vétSinou
setkdvame s pozadavkem na kvantitativni vyjadifeni dalezitosti kritérii ve form¢ vah. Pokud
tedy rozhodovatel stanovuje dulezitost kritérii slovné (kvalitativng), je tfeba tuto informaci
prevést do kvantitativni podoby.

Za timto ucelem mize byt dulezitost kritéria vyjadiena jakozto lingvistickd proménna. Pak
jsou jednotlivé slovni vyznamy opisujici stupenn dilezitosti kritérii popsany pomoci
trojuhelnikovych fuzzy ¢isel, ktera tvoii celou fuzzy skalu vyznamu. Pokud je tato fuzzy Skala
sestrojena, zname tedy vlastné jakési fuzzy vahy kritérii, je mozné pomoci znamych koncepti
teorie rozhodovani ziskat kvantitativni informaci o dulezitosti kritérii ve formé& vah. Tento
proces ale neni pfedmétem piispévku. Cilem piispévku je piedstavit konstrukci skaly
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trojuhelnikovych fuzzy Cisel, respektive jejich funkci ptislusnosti. Pro praktické tcely je pak
navrzen pristup, ktery transformuje pavodni fuzzy Skalu do podoby bez extremalnich
vyznamu. Zakladni principy postupt jsou ilustrovany na jednoduchych ptikladech.

Struktura ptispévku je nasledujici. Po ivodu je popsana dualezitost kritérii jakozto lingvisticka
proménna. Nasledn¢ je kladen diiraz na zpiisob vytvareni fuzzy Skaly slovnich vyznami,
respektive na metodiku stanoveni funkci piislusnosti fuzzy Cisel popisujicich slovni vyznamy.
Poté je fuzzy skéla transformovana do navrzené podoby. Zavérem dochazi ke stru¢nému
shrnuti pfispévku s namétem pro budouci vyzkum.

2 DULEZITOST KRITERII JAKOZTO LINGVISTICKA PROMENNA

Koncept lingvistické proménné byl vyvinut L. A. Zadehem (Zadeh, 1975a, Zadeh, 1975b,
Zadeh, 1975c). Lingvisticka proménnd je takova proménnd, jejiz hodnoty jsou slova
a vyznam téchto slov jsou fuzzy mnoiiny1 definované na universu®.

Dulezitost kritéria si tedy muizeme obecné vyjadiit jako lingvistickou proménnou
charakterizovanou pétici (X,T(X),U,G,M).Jméno proménné X miize byt duleZitost kritéria,
tedy X = duleZitost kritéria. Rozhodovatel slovné hodnoti relevanci jednotlivych kritérii na
Skale ti termU — nizkd, stredni, vysokd. Pak mnozinu T(X) definujeme jako
T(X) ={nizka, stredni, vysokd} . Je mozné definovat universum U jako mnozinu T(X) nebo
muze byt formulovana v SirSim pojeti lingvistickych vyrazii hodnoticich dulezitost kritérii
s tim, Ze bude urcité obsahovat nase tfi pouzivané termy. Syntaktické pravidlo G je pouze
redukovano na vycet zminénych lingvistickych termd. Sémantické pravidlo M pfifazuje
vyznam kazdému slovu, ktery je vyjadieny pomoci fuzzy mnoziny na dané skale.

eV ow

Samoziejmé je mozné vyuzit podrobnéjsi skalu, naptiklad o péti termech — velmi nizka, nizka,
stiedni, vysoka, velmi vysoka ¢i o sedmi termech — extrémné nizkad, velmi nizka, nizka, stredni,
vysoka, velmi vysokd, extrémne vysoka. Pocetnost vyrazii v mnozin¢ termil je do zna¢né miry
odvisla na schopnosti pfisluSného subjektu rozlisit své preference. Podle toho pouzijeme $kalu
o tfech vyrazech, péti vyrazech atd. Také samoziejmé obecné zalezi na konkrétni rozhodovaci
situaci, co je lingvistickou proménnou, do jaké miry je rozhodovatel znaly situace atd. Obecné
st dovolim vyjadfit, ze ¢im je rozhodovatel bliZze vtaZzen do rozhodovaci procedury, tedy zna
okolnosti rozhodovani, je seznamen s rozhodovacimi metodami, pfistupy, tim je schopen
podrobngjsiho rozliSeni a vyjadieni svych preferenci.

2.1 Slovni vyznam jako trojuihelnikové fuzzy cislo

Slovni vyjadfeni je popsano pomoci trojuhelnikového fuzzy ¢isla. Tedy kazdému slovnimu
vyznamu piitazujeme urcitou hodnotu ze Skaly od 0 do 1 s toleran¢nim pasmem. Dostdvame
vlastné mlhavou (fuzzy) vahu, ktera je vyjadiena pro j-zé kritérium jako

R, =W, =57, w,w +57),
kde w;(j=12,..,k) je vdha nejvice odpovidajici kvalitativnimu vyjadreni preference j-tého
kritéria, 5}’ , 6}“ (j=1,2,...,k) specifikuji toleran¢ni pasmo pro hodnotu vahy j-tého kritéria na

intervalu (0,1).

1 ~ ,
Talasova (2003).

271 r x , . 1.1 oy
Libovolna, ale pevné dand tzv. univerzalni mnozina.
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Funkce prislusnosti takto definované vahy jakozto fuzzy mnoZiny vaj bude mit nasledujici

podobu

0 vV, <w, 6]

vj+a‘f—wl
59 w, -5 <V, <w,

He (V)=
\ .
i skl W, <V, SW +0"

ol =Y i
0 VW, +6]

Graficky lze funkci piislusnosti znazornit nasledujicim obrazkem (Obrazek 1).
fuﬁvj (v j)

1

d h
0 w; -6, W, W, + 6, v,

Obrazek 1 Funkce piisluSnosti mlhavé vahy vaj

Uvedeny obrazek vystihuje situaci & =& . Je ale nepochybné, Ze trojuhelnikové fuzzy &islo

nemusi byt definovano symetricky, tedy mize platit 5;’ # 5}‘ .

2.2 Fuzzy §kala a jeji transformace

Cela slovni §kala je pfevedena do $kély trojuhelnikovych fuzzy &isel®
lfs = (Ws _é‘sd » We» W +5sh) )

kde s zastupuje konkrétni slovni vyraz (term). Jednotlivé lingvistické vyrazy jsou tedy
prevedeny na tato trojuhelnikova fuzzy Cisla s funkci pfisluSnosti 2 .

Pro tfi termy je vykreslena ptivodni fuzzy $kala na nasledujicim obrazku (Obrazek 2).

® Fuzzy $kala (Talasova, 2003).
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,uﬁs (Vs )

nulova nizkd stredni vysoka  jednotkova

0 01 0,3 0,5 0,7 09 1 Vv
Obrazek 2 Pivodni fuzzy skala pro 3 termy

Krom tii ptvodnich slovnich vyjadfeni jsou pfidana jest¢ dve€, a to nulova a jednotkova
dalezitost (vaha), ¢imz je vytvoiena fuzzy Skala. Tyto dva extrémy jsou pro rozhodovaci
situaci nezddouci. Urcit¢ nechceme, aby vaha néjakého kritéria byla nulova, v takovém
pripad¢é by kritérium ze souboru vypadlo. Stejné tak neni mozné, aby vaha kritéria byla
jednotkova, pak by se tloha pfi jednotkovém souctu vah stavala jednokriteridlni. Tedy pro
ucely vyjadreni dilezitosti kritérii rozhodovatelem oba extrémy vynechdvame, coz zajistuje
aplikovatelnost pfi kvantifikaci vah kritérii vybranymi metodami (napt. Borovicka, 2015).
Poté uz nemizeme mluvit o fuzzy Skéle, protoze neni splnéna jeji definice. Nazveme ji
transformacni Skélou trojihelnikovych fuzzy Cd&isel, kterd vykazuje nésledujici podobu
(Obrazek 3).

/uﬁs (Vs )

1 nizkd stredni vysoka
|
|
i
i
i
|

0 01 0,3 0,5 0,7 09 1 v

Obriazek 3 Transformaéni skala fuzzy &isel pro 3 termy

Trojuhelnikova fuzzy ¢isla odpovidajici slovnim vyznamim zapiseme do nésledujici tabulky
(Tabulka 1).

Tabulka 1 Termy a pfislusna fuzzy ¢isla — tfistupiiova skala

Term Fuzzy ¢islo

Nizka - =(0,1,0,3,0,5)
Stredni Farean =(0,3;0,5;0,7)

Vysokd Fvysoka =(0,5;0,7;0,9)

Pro vySe zminénou $kalu o péti termech dostdvame po eliminaci extréml nasledujici
transformacni skalu (Obrazek 4).
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e, (V) V?Im! nizka  stredni vysoka Velml,
1 nizka vysoka
|
I
i
i
|
|
0] 0,05 0,2 0,35 0,5 0,65 0,8 0,95 1 v,

Obrazek 4 Transformacni Skala fuzzy Cisel pro 5 termi

Trojuhelnikova fuzzy ¢isla odpovidajici slovnim vyznamiim mizeme pak zapsat nasledovné
(Tabulka 2).

Tabulka 2 Termy a pfislusna fuzzy ¢isla — pétistupnova skala

Term Fuzzy ¢islo

Velmi nizka 'f\,e|mi nizka — (0,05;0,2;0,35)

Nizkd F.... = (0,2;0,35;0,5)
Stiredni Fen = (0,35,0,5;0,65)
Vysokd Fyso = (0,5;0,65;0,8)

Velmi vysoka F o wsoka = (0,65;0,8;0,95)

Takto bychom mohli konstruovat transformacni $kalu pro sedm ¢i vice terma dle potieby
rozhodovaci ulohy.

Asi prvni otazka, kterd nds napadne, je urceni jednotlivych fuzzy cisel, tedy celé Skaly,
piipadné¢ mnoziny $kal. Nékteré postupy rozebiraji naptiklad Bonissone (1982), Chen (1988),
Keere (1982), ¢i Wenstop (1976). Nejen ze fesi samotnou konstrukci transformacni (fuzzy)
Skaly fuzzy Cisel, ale také pocet téchto skal (Skal jazykovych vyrazil). Metod urceni opisu
Skaly jazykovych vyznamil do formy fuzzy Eisel je celd fada. Vlastné se jedna o urceni funkce
ptislusnosti v kontextu dalsich funkci na pfedem stanoveném intervalu.

Po seznameni s nékolika pfistupy jsem usoudil, Ze nejlepsi bude pouZit intuitivni metodu
(Novak, 1986). Vychodiskem této metody je fakt, ze kazdy Clovék mé v daném kontextu
vlastni pfedstavu o vyznamu konkrétniho slova, kterd je ale z velké c¢asti spolenou
s ostatnimi lidmi. Pak miizeme zkonstruovat funkci pfislusnosti tak, ze hodnoty prvka
ptislusnosti pro jednotlivé prvky univerza odhadujeme na zéklad¢€ vlastni intuice, jak ndm to
nejvice vyhovuje. Pribéh funkce lze pfi tom vyjadrit i graficky, a stupné ptislusnosti ptipadné
z grafu odméfit. Timto zplisobem vyjadiujeme vyznam slova tak, jak ho my chapeme.
Vysledek se v zasad€ o mnoho nelisi od chapani ostatnich lidi.

Skalu tedy sestavuji na zakladé vlastniho tsudku. JelikoZ vyznam mnou pouzitych termi je
chapan lidmi pfiblizné stejné, nebude se ma verze o moc liit od ostatnich. Interval hodnot
(0,1) je zvolen s ptihlédnutim na fakt, Ze véha kazdého kritéria se pravé v tomto intervalu

pohybuje. Mezi parametry vSech fuzzy cCisel plati stejné striktni relace, aby nebylo pochyb
0 porovnatelnosti fuzzy cisel za ucelem rozliSeni slovnich vyznami. Funkce pfisluSnosti
trojuhelnikovych fuzzy cisel se samoziejmé prekryvaji, ¢imz jsou také vyjadieny oteviend;si
hranice mezi jednotlivymi vyznamy.
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3 ZAVER

Zamérem prispévku je predstaveni popisu principu slovné vyjadiené dulezitosti kritérii
V rozhodovacim procesu prostfednictvim lingvistické proménné. Je popsan zptisob prevodu
slovnich vyznamu do podoby trojuhelnikovych fuzzy ¢isel (fuzzy vah) tvoticich komplexni
fuzzy skalu. Déle je navrZzena transformace této Skaly nezbytna k procesu stanoveni finalnich
hodnot vah kritérii. V budouci praci by bylo mozné zkoumat opis slovnich vyznama pomoci
jinych typt fuzzy ¢isel (napft. trapezodialnich).
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TESTOVANIE DYNAMICKEHO MODELU VYBERU PORTFOLIA
THE TEST OF THE DYNAMIC MODEL OF PORTFOLIO SELCTION

lvan Brezina

Abstrakt

S tvorbou portfélia sa stretdvame v stidle viac oblastiach nielen hospodarskeho zivota.
Predpoklad vyuzitia tvorby portfolii je nielen, Ze investor sa rozhoduje na zaklade
relevantnych informadcii a S podporou matematickych modelov, ktoré sluzia na optimalizaciu
skladby portfolia, ale aj réznych pristupov k sprave portfélia. Prave tu je znacny rozdiel
medzi dynamickym a statickym pristupom K optimalizacii portfolia. Tento prispevok je
zamerany na testovanie funkénosti dynamického modelu portfolia zalozeného na
dynamickom strome moZnosti.

KUrucové slova: dynamicky strom moznosti, Mean Absolute Deviation

Abstract

We can meet more often with the creation of portfolio in many fields of live and not only in
economic life. The assumption of the of the exploitation of creation is not only about it, that
the investor make the decisions based on relevant information and with the help of
mathematical models, which are created for optimization of portfolio selection, but also
different approaches of portfolio managing. This paper is focused on the test of functionality
of dynamic portfolio selection model based on dynamic decision tree.

Keywords: dynamic decision tree, Mean Absolute Deviation

1 UVOD

Tento prispevok je zamerany na modely vyberu finanéného portfélia, jeho spravou, teda
vytvaranim a jeho zmenou. Na tento ucel boli skonStruované viaceré matematické modely,
ktoré umoznuju riadenie portfolia na zdklade rizika, ako napriklad model matematického
programovania zalozeny na miere rizika Conditional Value at Risk (CVaR), ktorému sa
venoval Uryasev (2000), ¢i model matematického programovania zaloZeny na miere rizika
Mean Absolute Deviation (MAD), ktory prezentovali Konno a Yamazaki (1991). Jeden
Z moznych pristupov vedenia a spravy finan¢ného portfolia predstavujii miery rizika, na
zaklade ktorych mozno vytvorit’ a pouzit’ modely pre tvorbu portfolia.

Dalej sa budeme zameriavat’ analyzou dynamického modelu vyberu portfolia zalozeného na
miere rizika MAD. PouzZijeme pritom logicki schému vetvenia rozhodovacieho stromu
moznosti popisand, ktory je popisany v praci ,,portfolio, dynamizacia a naklady na zmenu
portfolia“, ktora prezentoval Brezina (2015). V dynamickom modely portfolia
prezentovaného v tejto praci bola pouZzitd miera rizika MAD, ktord vstupovala do modelu
vytvoreného na zéklade rozhodovacieho stromu moznosti. Pre rozhodovanie sa v jednotlivych
stavoch je aj tu pouzity model, ktory je zalozeny na Standardnom modeli vyberu portfolia
zalozeného na miere rizika MAD:
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b ]

maxz PiiX;y (1)

i=1

za podmienok:

Pi1 X5
= ¥ = MRV, (2)

= TimaPuXy

n
Vo = Zpiixii (3

i=1
x;, =0 i=12,...n 4)

Kde:

pi1- cena i-tého aktiva v danom case;

Xi1- objem vlastneného i-tého aktiva v danom case;

yi1- umeld premennt reprezentujica absolutnu odchylku;

MRVg. uré¢ené minimalne riziko;

Vi-uvazovana vyska investicie, hodnota aktiv vo vytvadranom portfoliu.

Takyto model zarucuje najdenie maximalnej hodnoty portfélia pomocou ucelovej funkcie (1),
pricom je zohl'adnené¢ maximalne riziko, ktoré je investor ochotny pri investovani podstapit’,
¢o zabezpeCuje podmienka (2). Nepresiahnutie rozpoctovych kritérii investora je pritom
zohl'adnené podmienkou (3).

2 TESTOVANIE DYNAMICKEHO MODELU VYBERU PORTFOLIA

Opis vytvarania a spravy portfolia pomocou tohto uz uvedeného pristupu je v tomto prispevku
popisany pre obdobie decembra 2011, pricom st do Gvahy brané aktiva, ktoré tvoria index
Dow Jones Industrial, obchodovany na New Yorkskej burze. d’alSie prevedené vypocty tu
nebudu prezentované, ich vysledky budl zhrnuté v zavere tohto prispevku.

Predpokladame, Ze investor sa bude snaZit' investovat svoje finanéné prostriedky
V poslednych piatich diioch decembra 2011 (23.12.2011 — 30.12.2011). Pritom ako udaje, na
zéklade ktorych uskuto¢niuje svoje rozhodnutia, pouziva historické ceny prislusnych akcii
v decembri 2011.

Uvazujeme pritom, ze investor je ochotny akceptovat riziko spojené s investovanim vo vyske
5%. Abstrahujeme od néakladov, ktoré su spojené s tvorbou portfélia a s jeho zmenou. Tieto
naklady vyjadrime aZ spdtne, priCom ich hodnota bude dosahovat’ 2% z hodnoty vytvaraného,
¢i meneného portfolia. Celkova hodnota akcii, ktoré chce investor v jednotlivych stavoch
investicie vlastnit, je 10 000 €.

Na zaklade tedrie, prezentovanej pre dynamicky model vyberu portfélia, mozno vytvorit
nasledujiice vetvenie rozhodovacieho stromu moznosti pre konkrétny uvazovany problém.
Schéma takéhoto vetvenia rozhodovacieho stromu moznosti je zndzornend na obrazku 1 (z
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dovodu jednoduchsieho zobrazenia bude v rozhodovacom strome moZznosti stav sg nahradeny
5(0:0), 51 bude nahradeny s(1;1), 52 (51) nahradeny s(1;2)(s(1;1)) atd".).

Horné vetva rozhodovacieho stromu v kazdom stave znamend, ze investor pri prechode do
nasledujuceho stavu meni svoje portfolio. Naopak, dolnd vetva v kazdom stave znamend, ze
investor si ponecha portfolio z predchadzajuceho stavu. Pri rozhodnutiach sa vSak zohl'adiuje
to, ze pokial’ sa investor rozhodne portfélio v ur€itom stave zmenit’, hodnota portfélia s novou
skladbou akcii bude stale 10 000 €. Koneénym rieSenim teda bude, Ze investor ziska skladbu
portfolii pre kazdy stav vetvenia rozhodovacieho stromu moznosti. Tak zabezpe¢i ze do
uvahy budua brané stavy, kedy bude portfolio statické a jeho skladba sa v investicnom obdobi
nezneni, ako aj, Ze skladba portfolia sa bude menit, pricom berieme do uvahy vsetky mozné
kombinacie jeho zmeny zo skladby portfolia v predoslom ¢asovom useku.

Obrazok 1: Rozhodovaci strom pre vyber portfolia v obdobi 23.12.2011 — 30.12.2011

s(1;3) (s(1;2)) s(1;4) (s(1;3))

s(1;2)(s(1;1)) s[0;4) (s(1;3))

s(1;4) (=(0;3))

s(1;1) < - 3 %
‘ s(0;3) (s(1;2)) =(0;4)(s0;3))
=(1;3) (s(0;2)) s(1;4) (s(1;3))
s(0;4) (s(1;3))

5(0;0) SEAL s(1;4) (s(0;3))
S[O.'3:'|5l_0;2:':‘ 5[0:4)]5“}:3)}

s(1;3) (s(1;2)) $(1;4) (s(1;3))

s(1;2)(s(0;1)) - 5

s(0;4)(s(1;3))

s(1;4) (s(0;3))
s(0;3) (s(1;2)) s(0;4) (s(0;3))

s(0;1) 5(1:3) (s(0;2)) =(1;4) (s(1;3))
5(0;4) (51;3))
s(0;2) (s(0;1)) s(1;4) (s(0;3))

0-3) (=(0-2))
s(0;3)(5(0;2)) £(0:4) (s(0:3))

Zdroj: vlastné spracovanie

Pretoze sa investor snazi maximalizovat’ konecnu hodnotu portfolia, je pre neho zaujimavé

iba konecné zloZenie portfolia v stave 5%, Hodnota portfélia v jednotlivych koneénych
stavoch je uvedena v tabulke 1. V hlavicke tabulky je oznaCend vetva, ktora k danému
kone¢nému rieSeniu (stavu) vedie. Vysledky vypocitané pre kazdy stav boli ziskané
z vjpoltov realizovanych v systéme GAMS. Dalsie vysledky boli ziskané z vypoétov

V programovom systéme Excel.
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Tabulka 1: Konecné hodnoty portfolia na zaklade dynamickeho modelu portfolia zaloZeného
na miere rizika MAD

BT sl s [ skl o0 [shohsl o0 | sholish sl [ shslish &0 [ Ushish 0 [ shshish s
9929 10000 10183 10000 10005 10000 10183 10000
0505051 | shislish sl | shishish st | shishisl sl | shslish sl | shisQish sk | sOshish sl | shishishs)
9874 10000 10183 10000 10005 10000 10183 10000

Zdroj: vlastné spracovanie

Ako je ztabulky 1 vidiet, investor maximalizuje kone¢ni hodnotu portfolia v stavoch

o, -1, .0, .0 o, -1, .1, .0 o, -1, 0,1 0, -1, -1, .1 o , o ,
S3iS3i 57381 5435338235y 55183352351 g 545535532151, Treba vSak brat’ do tvahy, Ze stale

abstrahujeme od nakladov C, ktoré boli spojené s tvorbou a zmenou portfolia.

Vzhl'adom na skladbu portfélia v jednotlivych stavoch investicie je vSak mozné tieto naklady
spitne vypocitat’. Tieto naklady znizia konecnu hodnotu, ktoru investor pri investovani ziska.
Naklady, ktoré bolo potrebné vynalozit pri tvorbe portfélia, ktorého konecna hodnota je

x 7 r v . . W 14 4 r
vstave ®2, su uvedené v tabulke 2. V hlavicke je opdt’ oznaena vetva, ktora k danému
kone¢nému rieSeniu vedie.

Tabulka 2: Vyska nakladov pri tvorbe portfolia vytvoreného na zdklade dynamického modelu
vyberu portfolia zaloZeného na miere rizika MAD

sl sV [ shsl sl s [ sUshsl o0 [ shshsl sV [ shslish sl [ shslish 0 [0 shisk ¥ [ shishish st
0 1 5 9 389 789 790 793

D050 sl | shislish sl | shishish st | shishislsl | shslish sl | shisOish sk | sOshish sl | shishish s)
396 796 797 800 793 1193 1194 1198

Zdroj: vlastné spracovanie

Na zéklade nakladov z tabul’ky 2 je mozné vypocitat’ 1 hodnotu, ktora investor pri investovani
ziska (tabulka 3). T4 predstavuje pri investovani ukazovatel, ktory sa investor snaZzi
maximalizovat’, a bude teda sluzit’ na rozhodnutie o priebehu investicie.

Tabulka 3: Hodnota investicie v konecnych stavoch pri investovani na zaklade dynamického
modelu portfolia zalozeného na miere rizika MAD

53 sg:sz 51 s&:sg:sg: s% sE:s%:sE: SE s}:s%:sg: SE sE:sE:s%: s% s,}:sg:s%: s% sE:s%:sz 51 s}:s%:si: SE
9929 9999 10178 9991 9616 9211 9393 9207
Bl sh sk | shishish sl | sOshislsl | shishisl sl | sbislishst | shislish st | slishsh sl | shshshs]
9478 9204 9387 9200 9212 8807 8989 8802

Zdroj: vlastné spracovanie

Na zéklade tabul’ky 3 je teda evidentné, ze najvyssia hodnota portfélia po odpocitani nakladov
stvisiacich s tvorbou a zmenou portfolia je dosiahnuta v kone¢nom stave, ku ktorému sa

0, -1, -0, .0 .
dostaneme vetvou %si%3iSz2i%1 apredstavuje hodnotu 10 178 €. Investor by mal teda
investovat’ tak, aby jeho investicia nadobudala zlozenie portfolia uvedené v tabulke 3, ktora
predstavuje rozlozenie portfolia v jednotlivych dnoch investicie pre uvedenu vetvu

0.1, 0.0
SgiSgiSzisy,

Hodnota, ktort investor ziska takouto investiciou, je 10 178 €. Aj ked pri investicii bol

vzhl'adom na néklady dosiahnuty zisk, takyto druh investicie bol pri nasich experimentalnych
vypoctoch skor zriedkavy. Spétne prepocitané naklady st znacne vysoké. Vzhl'adom na to, ze
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z analyzy dat je zrejmé, Ze vietky aktiva spiiaju uvazované riziko, v jednotlivych stavoch je
investicia zvycajne umiestnena do jedného aktiva, ktoré v nasledujucom obdobi maximalizuje
svoj zisk bez ohladu na predoslu skladbu portfélia. Na zéklade dané¢ho je teda zrejmé, ze
portfolio ostane v d’alSom stave nezmenené, pripadne zmeni celi svoju skladbu, s ¢im su
spojené i zna¢né néaklady.

Pri uvedenom priklade investor meni iba velkost' investicie, ktord bola prevedena do
vybratého aktiva, skladba portfélia sa vSak pritom nemeni. Pouzitie dynamického modelu
vSak pri takomto uvazovani méa zmysel, nakol’ko prinaSa vysledok, ktory nikdy nebude horsi
nez pri pouziti statického modelu vyberu portfolia zalozené¢ho na miere rizika MAD.

V pripade investovania vac¢Sich cCiastok na trhu by hodnota, ktora by pomocou pouzitia
dynamického modelu vyberu portfolia zalozeného na miere rizika MAD, priniesla iné
vysledky nez pri pouziti statického modelu. Tato hodnota by postupne narastala, nikdy by
vSak nebola horSia, nez pri pouziti statického modelu vyberu portfolia. Pre velkych
investorov by mohla znamenat’ zna¢né zlepSenie ich investicnej stratégie.

Tabulka 5: Optimalna skladba portfolia na zaklade dynamického modelu vyberu portfolia
zalozeného na miere rizika MAD

23.12.2011 27.12.2011 28.12.2011 29.12.2011 30.12.2011

mnozstvo | podiel na | mnozstvo | podiel na | mnoZstvo podiel na mnozstvo podiel na mnozstvo podiel na

akcii portfoliu akeii portfoliu akcii portfoliu akeii portfoliu akeii portfoliu
AA 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
AXP 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
BA 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%

BAC | 1785,714 | 100,00% | 1786,714 | 100,00% 1787,714 100,00% 1831,502 100,00% 1832,502 100,00%
CAT 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
CSCO 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
CVvX 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
DD 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
DIS 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
GE 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
HD 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
HPQ 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
IBM 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
INTC 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
JNJ 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
JPM 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
KO 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
MCD 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
MMM 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
MRK 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
MSFT 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
PFE 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
PG 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
T 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
TRV 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
UNH 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
UTXx 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
VZ 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
WMT 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%
XOM 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00% 0 0,00%

Zdroj: vlastné spracovanie
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3 ZAVER

Vysledky, ktoré st prezentované vtomto prispevku potvrdzuji vhodnost pouzitia
dynamického modelu vyberu portfélia. Uvazujeme totizto, ze pri zmene portfolia investor
preda portfolio za ceny, ktoré st na konci kazdého dia investicie rovnaké ako na zacCiatku
nasledujuceho dna, v ktorom sa obchoduje na burze. Zisk vznika v désledku predaja aktiv
a kurzovym rozdielom na zaciatku obchodného dna a vyvojom v zmene ceny aktiv pocas dia.
Vzhl'adom na vlastnosti dynamického modelu portfolia, ktoré zahfiia i staticki drzbu,
vysledky nikdy nebudu horsie, nez vysledky, ktoré poskytuje dynamické portfolio. To sa
potvrdilo i pri prevedenych vypoctoch.

Prezentovana tvorba portfolia pritom dokazala, ze aj napriek tomu, Ze investor investuje stale
do rovnakého jedného aktiva, ¢o je spOsobené jeho rizikovost'ou, maximalizuje svoj zisk.
Pretoze v jednom momente portfolio predd a nasledne nakupi tak, Ze konecnd hodnota
portfdlia je maximalizovana a teda i po zahrnuti nakladov na zmenu portfélia poskytuje lepsie
vysledky ako staticky model tvorby a spravy portfolia.
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OD CVRP K EVRP - VC'
FROM CVRP TO EVRP -VC

Ivan Brezina, Juraj Pekdr
Abstrakt

V sucasnosti predstavuje zaujimava ,,zeleni“ modifikaciu klasickych uloh CVRP
minimalizacia emisii CO2, ktory reprezentuje model EVRP — VVC (Emissions Vehicle Routing
Problem — Vehicle Category). Cielom tejto modifikacie klasickych CVRP je minimalizaciou
spotrebu vozidiel v disponibilnom vozovom parku znizit' emisie CO2 tak, ze analyzuje
moznost pouzitia réznych typov vozidiel z disponibilného vozového parku, ktoré sa moézu
lisit’ podl'a ich hmotnosti, uzito¢né¢ho zatazenia a mnozstvom vyprodukovania emisii.

KPlucové slova: CVRP, EVRP —VC
Abstract

The paper presents an interesting "green” modification of the CVRP minimization of
emissions of CO2, which represents a model EVRP - VC (Emissions Vehicle Routing
Problem - Vehicle category). The objective of this modification of the classical CVRP is
minimizing the consumption of disposable vehicles in the fleet to reduce CO2 emissions by
analyzing the possibility of using various types of vehicles from the available fleet, which
may vary according to their weight, the payload and the amount of emissions produced.

Keywords: CVRP, EVRP - VC

1 UVOD

Jednu z najznamejSich optimaliza¢nych uloh na obsluhu uzlov v dopravnej sieti v okruznych
ulohach predstavuje Problém obchodného cestujticeho (Traveling Salesman Problem — TSP),
ktorej cielom je najst’ optimalnu okruznl cestu, pricom zaciatocny a aj koncovy uzol je
totozny a kazdy iny uzol v okruznej ceste je zahrnuty prave raz. V tejto tilohe sa uvazuje s
jednym obchodnym cestujucim, pripadne s jednym vozidlom pri predpoklade, ze vozidlo ma
dostato¢ne vel'kl kapacitu na to, aby boli splnené poziadavky vsetkych odberatel'ov. Ak vSak
uvazujeme s odberatel'mi, ktorych poziadavky presahuju kapacitu jedného vozidla, tlohu
mozno charakterizovat’ ako tlohu obchodného cestujuceho so Specialnou Struktirou (Miiller,
1970), respektive je takato uloha oznacovana ako tloha okruznych jazd (Vehicle Routing
Problem — VRP), resp. CastejSie ako kapacitna okruzna uloha (Capacited Vehicle Routing
Problem — CVRP).

V pripade optimalizacie okruznych rozvoznych tras s cielom minimalizacie emisii CO2, ktory
je zaloZzeny na povodnom modeli CVRP, hovorime o emisnej ulohe okruznych jazd
roéznorodého vozového parku (Emissions Vehicle Routing Problem — Vehicle Category, EVRP
— VC). V tejto modifikacii je optimalizacia prejdenej vzdialenosti vozidlom nahradena
cielovym kritériom minimalizdcie emisii, resp. toto kritérium je odvodené od minimalizacie
celkovej spotreby paliva (pri predpoklade zavislosti spotreby paliva na hmotnosti vozidla

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 , Transportation
planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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v priebehu jeho cesty). Pri optimalizacii je pritom respektovana réznorodost’ vozového parku
s r6znou celkovou nosnost’ou, maximalnou nosnost'ou a palivovou ucinnost’ou.

2 KAPACITNA OKRUZNA ULOHA

Ako uz bolo uvedené, ak uvazujeme o preprave objemnejSich komodit, pricom kazdému
zakaznikovi je priradend poziadavka na obsluhu, je nevyhnutné zohladnit’ aj obmedzenie
kapacity prepravného prostriedku. Stvisiaci problém je znamy ako problém rozvozu (Vehicle
Routing Problem — VRP), resp. kapacitny okruzny problém (Capacited Vehicle Routing
Problem — CVRP). Jeho podstatou je najst’ také minimalne trasy vozidla, ktoré sa zacinaju a
koncia vo vychodiskovom (aj koncovom) uzle, aby kazdy uzol okrem vychodiskového uzla
bol navstiveny prave raz, priCom sa pri preprave neprekroci kapacita vozidla a budu
uspokojené poziadavky vietkych zékaznikov. Ulohu CVRP mozno zapisat nasledujicim
sposobom.

Oznacenie:

N = {1, 2, n} — mnozina odberatel’'ov (zdkaznikov),

N, = N U {0} — mnozina odberatel'ov spolu so strediskom,
dij — minimalna vzdialenost medzi vrcholmi i, je N,

gi — poziadavky odberatel’a i € N,
g — kapacita vozidla.

min f (X,u)=> > d;x 1)

ieNg jeNy
dx =1, jeN,i#] @)
ieNg
>x;=1,ieN,i=] ©)
ieNg
U+0d;—g@-x)<u;,ieNy, jeN,i#]j 4)
g <u<g, jeN (5)
u, =0 (6)
X; €40, 1}, 0, jeNy, i#] (7)

Prirodzenou modifikéciou problému rozvozu je uvazovanie s vychodiskovymi uzlami, ¢o
zohl'adiiuju okruzné problémy s viacerymi strediskami (Multi Depot Vehicle Routing Problem
— MDVRP), ked’ kazdé vozidlo vychddza z jedného a vracia sa do jedného z mnoziny
vychodiskovych uzlov.

V tedrii je Castym predpokladom homogenita vozového parku, v praxi je vsak skor bezny
pripad odlisnych vozidiel s r6znou kapacitou, vekom, alebo s d’alSimi odliSnymi parametrami.
Takéto predpoklady zohl'adituje okruZzny problém s heterogénnym dopravnym parkom (Fleet
Size and Mix Vehicle Routing Problem — FSMVRP). Cielom je zvycajne, okrem
minimalizacie celkovej vzdialenosti, aj minimalizéacia celkovych ndkladov na vozidla.

V pripade, ak po ukonceni obsluhy nie je pozadovany navrat vozidla (vozidiel) do
vychodiskového uzla, hovorime o otvorenom probléme rozvozu (Open Vehicle Routing
Problem — OVRP).

Dal§im rozsirenim okruznych problémov je zostavenie periodického planu rozvozu v
zavislosti od denného planu, tzv. periodicky okruzny problém (Period Vehicle Routing
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Problem — PVRP). Tento typ rozvoznej Glohy zahriuje aj aloka¢ny problém, pricom alokac¢na
Cast’ zahfia priradenie uzlov ku diu periody (napr. v tyzdni), zatial’ ¢o okruzna trasa byva
zvyCajne jednodenna. RozSirenim uvedeného rozvozného problému je modifikacia pre
rozvoz aj zvoz materialu, tzv. periodicky okruzny problém pre rozvoz a zvoz (Period Vehicle
Routing Problem with Simultaneous Delivery and Pickup — PVRPSDP).

V niektorych pripadoch je potrebné rozdelit’ poziadavky odberatel'a do viacerych tras, Comu
zodpoveda formulacia rozvoznej ulohy s delenou dodavkou (Split Delivery Vehicle Routing
Problem — SDVRP).

Dal§iu moznt modifikaciu predstavuje zasobovaci okruzny problém (Inventory Vehicle
Routing Problem — IVRP) aplikovatel'ny v pripade opakovanej distribucie tovaru k mnozine
zékaznikov s monitorovanou lokdlnou uroviou zasob.

V pripade skutocnosti, ze Cas, miesto, vel'kost' dodavky, ale aj otvaracie hodiny st nahodnou
veli¢inou, hovorime o stochastickom okruznom probléme (Stochastic Vehicle Routing
Problem — SVRP). V pripade stochastickych odberatelov ide o okruzny problém so
stochstickymi odberate'mi (Vehicle Routing Problem with Stochastic Customers — VRPSC),
Vv pripade stochastickych poziadaviek ide o okruzny problém so stochstickymi poziadavkami
(Vehicle Routing Problem with Stochastic Demand — VRPSD), v pripade stochastickych
Casov obsluhy a prepravy ide 0 okruzny problém so stochstickymi ¢asmi obsluhy a prepravy
(Vehicle Routing Problem with Stochastic Service and Travel Times — VRPSSTT).

V pripade tivahy planovania viacerych pouziti vozidla v uvazovanom ¢asovom intervale, ide
0 okruzny problém s viacerymi jazdami (Multi-trip Vehicle Routing Problem — MtVRP).

Ak vznikne poziadavka, aby boli zdkaznici navStevovani rovnakym vodicom priblizne v
rovnakom Case kazdy den, ide o tzv. konzistentné okruzné problémy (Consistent Vehicle
Routing Problem — ConVRP).

Dalsim logickym, aVpraxi ¢asto pouzivanym, rozsirenim okruznych problémov je
zohl'adnenie ¢asovych obmedzeni. V tomto pripade treba priradit’ okruznej ceste Casovy plan
vratane ¢asovych okamihov, v ktorych sa za¢ne obsluha kazdého z ulov, ktora sa zacne
(pripadne sa ukonci) pocas Specifikovanej casovej periddy, tzv. okruzné problémy s ¢asovymi
oknami (Vehicle Routing Problem with Time Windows — VRPTW).

3 EMISNE ULOHY OKRUZNYCH JAZD

V stcasnosti su zaujimavée aj ekologicky orientované rozsirenia do uloh klasickych okruznych
uloh, ktoré sa zameriavajl na minimalizaciu spotreby paliva alebo mnoZstva
vyprodukovanych emisii CO2, pricom sa predpoklad4 priama timera medzi tymito hodnotami.
Pri formulacii tychto problémov sa zvycajne predpokladd odhad mnoZstva spotrebovaného
paliva pre prislusny tusek okruznej tlohy. Vo vSeobecnosti existuje cely rad metod pre odhad
spotreby paliva a vyprodukovanych emisii v cestnej doprave, ktoré su zavislé na celom rade
parametrov. VicSina odhadovych metod je zalozena na analytickych modeloch emisii, ktoré
sa liSia v zasadach, na ktorych st modely zaloZené a parametroch, ktoré sa bert do uvahy.

Kara a kol. (2007) prezentovali model, ktorého cielom je minimalizacia hmotnosti
prevazan¢ho nakladu vo vozidle. Model sa usiluje o minimalizaciu energie vozidiel pri
jednotlivych jazdach v okruZznych tlohéch. Ich pristup vSak neodrdza skuto¢nti spotrebovan
energiu vozidla, pretoze zanedbava niektoré vel'mi dolezité faktory ako napriklad hmotnost
prazdneho vozidla.
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Novsie modely st zalozené na metdédach odhadu paliva azneCistenia v zavislosti
na Specifickych parametroch, za ktoré moézeme povazovat’ napr. celkovi hmotnost’ vozidla
vratane celkovej nosnosti vozidla (Peng a Wang 2009).

Niektoré stcasné modely bert do uvahy sucasne niekol'ko faktorov ako napr. priemernt
rychlost’ Figliozzi (2010), pretazenie vozidla, ktoré je ovplyviiované priemernou rychlost'ou
v kombinacii s rychlostou zrychlenia Figliozzi (2010), topoldgiou (Scott a kol. 2010, Ubeda
akol. 2010) alebo uzitoénym zatazenim (Jaramillo 2010, Scot a kol. 2010, Peng a Wang
2009).

RieSenie otazok vyplyvajucich zo spajania zelenej logistiky so smerovanim vozidiel
a planovanim uvadzaju Sbihi a Egles (2010), ktori sa zameriavaji na aspekty casovo
zavislych problémov prepravy nebezpecného materialu a dynamickt optimalizaciu modelov v
realnom case.

Jabali a kol. (2012) skiimaji kompromis medzi minimalizaciou emisii CO2 v porovnani
S minimalizdciou celkovej jazdnej doby. Emisie CO2 su v priamom vztahu k rychlosti
vozidla a zévisia od Casu cestovania alebo doby jazdy. Tieto faktory, ktoré¢ ovplyviiuju
spotrebu paliva, si zahrnuté v ich optimaliza¢nych modeloch. Vo svojej praci uvadzaju a
porovnavaju tri rozne modely. Prvym modelom je model pre minimalizaciu celkovej doby
jazdy. Druhym modelom je model pre minimalizaciu emisii CO2 v zavislosti na dobe
cestovania arychlosti. Poslednym modelom je model zalozeny na nakladoch, ktory
optimalizuje naklady na zaklade vazeného priemeru cestovného Casu, nakladoch na emisie
a na nakladoch na palivo za predpokladu, Ze dopravné spolocnosti mézu obmedzit’ rychlost’
svojich vozidiel.

Ubeda a kol. (2010) analyzuju u¢inky réznych stupniov vyuzitia vozidla na mnozstve
vyprodukovanych emisii oxidu uhli¢ité¢ho (CO2). Autori analyzuju rozdiely v emisiach CO2
medzi vzdialenost'ou a pristupom minimalizacie emisii.

Scott a kol. (2010) skimajua vplyv sklonu vozovky a pouzivaju korekéné faktory uzitocného
zatazenia VvV ramci emisnych modelov. Autori preveruju mieru vplyvu doruéenia tovaru na
rieSenie ulohy najkratSej cesty a ulohy obchodného cestujiiceho. Pre odhad spotreby paliva vo
svojej Studii vyuzivaju model COPERT prezentovany v praci Ntziachristos a Samaras (2000).

Bektas a Laporte (2011) vyvinuli model GVR (Green Vehicle Routing), ktory je rozsirenim
klasickej tlohy okruznych jazd. Ucelova funkcia v rozvinutom modeli je ziskana
pozorovanim nielen euklidovskej vzdialenosti medzi uzlami v sieti a doby jazdy, ale tiez na
zaklade koncentracie vyfukovych plynov v spojitosti so spotrebou paliva.

Xiao, Zhao, Kaku, a Xu (2011) venovali osobitni pozornost miere spotreby paliva
V zavislosti na zatazeni vozidla. Vysledky ukazuju, ze danym modelom mozno znizZit
spotrebu paliva v priemere 0 5 % v porovnani so $tandardnymi modelmi VRP.

Erdogan & Miller — Hooks (2012) predstavili zelent tlohu okruznych jazd (Green Vehicle
Routing Problem — G-VRP), ked" prezentuju problém smerovania vozového parku, ktory
vyuziva bio paliva a modifikovali algoritmus Clarka-Wrighta pomocou heuristickych
postupov. Pouzivanie vozidiel, ktoré jazdia na bio paliva sa povazuje za prekonanie t'azkosti,
ktoré existuji pri pouzivani automobilov jazdiacich na baze fosilnych paliv. Zékladny
problém s vyuzitim vozidiel, ktoré jazdia na baze fosilnych paliv je zvySenie emisii
vyfukovych plynov (NOx, SO2 i CO2) a obmedzeny rozsah vozidiel v kombinacii
s obmedzenou infrastruktirou pre doplnenie poZzadovanym palivom.

Skupina talianskych autorov (Beltran, Carrese, Cipriani, a Petrelli, 2009) skumala realizaciu
zelenych autobusov v mestskej sieti, kde sa do uvahy brali vSetky prevadzky (zastavky) v
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sieti. Vyvinuli model pre pridelovanie zelenych autobusov pomocou algoritmov za
predpokladu rovnovahy v sieti. Do uvahy brali citlivé oblasti miest ako obytné oblasti, parky
a pod. a pripravili zelené trasy v blizkosti spomenutych obytnych zon, ktoré mali vel'ky vplyv
na znizenie znecistenia prostredia.

Okrem uvedenych §tadii sa modelom G - VRP venuju aj d’alsi autori (Faulin, Juan, Lera, a
Grasman, 2011, Suzuki, 2011). Podrobnt prezentaciu a opis Studii, ktoré do ivahy berd VRP
rovnako ako problém G - VRP mozno ngjst’ aj v pracach Lin, Choy, Ho, Chung, a Lam
(2014). Teoreticky zaklad tohto pristupu mozno najst’ v pracach Shing a Jang (1993), Shing a
Jang (1995) a Shi a Mizumoto (2000).

Moznou modifikéciou ucelovej funkcie (1) pri reSpektovani minimalizicie spotreby je
ucelova funkcia:

Oznadenie:
N = {1, 2, n} — mnozina uvazovanych odberatel’'ov,

N, ={0,1...n} — mnoZina uvazovanych odberatel'ov vratane strediska,
M = {l, 2, m} — mnozina uvazovanych vozidiel,

ax— spotreba paliva k-teho vozidla na 100 km, k e M ,
bx — dodato¢na spotreba paliva k-teho vozidla na tonu uzitoéného zatazenia na 100 km,
keM,

0ijx — hmotnost’ uzito¢ného zatazenia k-teho vozidlazidoj, i, je N,, ke M.

min f (X) = Z Z Z (dij (akxijk +bkqijkxijk)) (8

ieNg jeN keM

Zaver

Prezentované pristupy monitorujii vyvoj a rozsirenia klasickych okruznych modelov aich
sucasné modifikacie s cielom zniZovania CO2 emisii pri minimalizacii spotrebovanych paliv.
Prezentované pristupy nie st Uplnym a vycerpavajicim prehladom. V prispevku nie st
prezentované vSetky formuladcie modelov a metody rieSenia na nich zostavenych uloh.

.....

najnovsich ekologickych vyziev.
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ANALYZA NIEKTORYCH FAKTOROV OVPLYVNUJUCICH
RACIONALITU ROZHODOVANIA

ANALYSIS OF SELECTED FACTORS INFLUENCING RATIONALITY
OF DECISION MAKING'

Zuzana Cickova, Tomas Gal

Abstrakt

Meratel'nostou stupiia uzitku zo spotreby urCitého statku sa zaobera tedria ocakavanej
uzitocnosti spajana najmé s menami John von Neumann a Oskar Morgenstern. Kritiky tejto
teorie si zamerané predovSetkym na obmedzenost jej axiom. Prispevok sa zaoberd
modifikaciami Ellsbergovho experimentu (pomocou obrazka, tajného alebo verejného
hlasovania).

Krucové slova. Teoria hier, Teoria rozhodovania, Racionalita, Limitovana racionalita,
Ellsbergov experiment, Behaviordlna ekonomia, Info-gap teoria

Abstract

Subjective expected utility theory is a scientific theory used for measuring usefulness
efficiency from expended item. This theory is related to names, such as John von Neumann
and Oskar Morgenstern. The theory is being criticized, mostly because of limitations of its
axioms. This article presents modified Ellsberg’s experiments (done by added image and non-
public and public vote).

Key Words: Game Theory, Decission Making, Rationality, Limited Rationality, Ellsberg
experiment, Behavioral Economy, Info-gap Theory

1 UVOD

Tebria uzitoCnosti je sucastou ekonomickej tedrie, ktora slizi najmd na vysvetlenie
spotrebitel'ského spravania, pricom Gzitkom chapem stupent uspokojenia zo spotreby urcitého
statku (alternativy, udalosti). Uz A. Smith vo svojom diele z roku 1776 Pojednanie o podstate
a povode bohatstva ndarodov uvazuje o etike vlastného prospechu, ktori povazuje za
najsilnej$iu  Tudsktl vlastnost’ (pozri napriklad vydanie Smith, 2001). Normativhym
predpokladom neoklasickej ekonomie je predpoklad racionality spravania sa v rozhodovacich
procesoch, t.j. schopnosti volit' také prostriedky, ktoré vedu k vyty¢enym cielom, t.j. k
uspokojovaniu potrieb jedinca.

Teoria rozhodovania ma za ciel' objektivizovanie vysledkov rozhodovania. Jednym
Z nastrojov, ktory pomdha pri hodnoteni rozhodnutia je subjektivna oCakévand uZito¢nost’
(Subjective expected utility), na ktorej v minulom storo¢i pracovali viaceri matematici, ako
Frank Ramsey, John von Neumann a Leonard Savage, ktory sa tiez pokusili o axiomatizaciu
teorie uzitoCnosti. Zasadnym kritikom tejto teorie bol Daniel Ellsberg, ktory demonstroval

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 , Transporta-
tion planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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niekol’ko testov, dokazujucich, ze l'udia sa spravaju inak, nez je ocakdvané podl'a normativu
neoklasickej ekonomie. Ku kritikdm neskor prispeli aj behavioralni ekondémovia Amos
Tversky a Daniel Kahneman.

2 MERANIE UZITOCNOSTI

Z hl'adiska meratelnosti uzitocnosti su vyznamné dva zakladné smery. Historicky starSim
pristupom je tzv. kardinalisticky pristup (Walras, 1980), (Jevons, 1986), podla ktorého je
jedinec schopny vyjadrit’ stupenl uspokojenia ¢islom a vie aj ohodnotit’ o kol’ko je jeden statok
uzitocnejsi ako iny. Pristup zohladiiuje subjektivitu, ¢ize uzitocnost’ pre daného jedinca je
meratel'na iba v ramci jednej osoby a nie je priamo porovnatel'na s uzito¢nost'ou relevantnou
pre inu osobu.

Novsim pristupom je ordinalisticka teoria uzitoc¢nosti (tiez teoria preferencii) (Hicks, 1939),
(Hicks a Allen, 1934) s predpokladom, ze uzito¢nost’ je subjektivna a nemeratel'na a subjekt
moze urcit’ iba poradie dolezitosti statkov.

Efektivnost’ vyberu alternativy vo vSeobecnosti zavisi od stavu sveta (stavu prirody), priCom
na zéklade stupiia znalosti rozliSujeme neurcitost’, riziko a urcitost’. Kym rozhodovanie za
urcitosti vedie k deterministickym modelom matematického programovania, rozhodovanie za
rizika a neurcitosti je podmienené obmedzenymi znalostami o stave sveta. Pri rozhodovani za
rizika predpokladdime zname pravdepodobnosti, za ktory nastane konkrétna situdcia stavu
sveta. Rozhodovanie za neurcitosti sa zaklada na neznalosti tychto pravdepodobnosti.
Historicky najstar$i sposobom hodnotenia variantov v pripade rozhodovania za rizika (prva
polovica 18. stor. Blaise Pascal a Pierre de Fermat) je teéria o¢akdvanej hodnoty. Tedria
predpokladd, Ze jedinec sa rozhoduje pre ten z variantov, ktory prinaSa najvyssiu ocakdvan
hodnotu (ocakdvany vynos), pricom ocakavanu hodnotu mozno vypocitat’ ako vazeny priemer
hodndt vsetkych moznych vysledkov, kde vahy predstavuju pravdepodobnosti vysledkov.
V roku 1738 D. Bernoulli formulaciou Petrohradského paradoxu polozil zaklady teorie
ocakavanej uzitocnosti, kde prezentoval, Ze funkcia uzito¢nosti musi byt’ logaritmicka svojou
podstatou. Axiomatizacia tejto tedrie je spajana s menami von Neumann a Morgenstern
(1944).

Axidmy tedrie o¢akavanej uZitocnosti:

Nech P je mnozinou vSetkych alternativ. Nech A,B € P, potom nech pA+ (1 —p)B,p €
(0,1) oznacuje vysledok lotérie, kde p je pravdepodobnost’ nastatia stavu Aa (1 —p) je
pravdepodobnost’ nastatia stavu B. Nech A = B oznacuje preferenciu (>) alebo indiferenciu
() B pred A. Potom von Neumanove a Morgerstenove axidomy racionality rozhodovania za
rizika mozno formulovat’ takto:

1) Uplnost’: Pre vietky 4, B € P plati jeden z tychto vztahov: A = B, B = A.

2) Tranzitivnost: Pre vSetky A,B,C € P plati;ak A Z BaB = C, potom A = C.

3) Uplnost: Pre A,B,C € P také e A = B = C plati: pA + C U B.

4) Nezavislost: Pre A,B,C € P také 7ze A = B plati: pA+ (1 —p)CzpB+(1 —p)C, pre
vsetky C,a p € (0,1)

3 KRITIKA TEORIE OCAKAVANEJ UZITOCNOSTI

Uz vroku 1953 M. Allais poukdzal na priklade dvoch lotérii, ze v ur€itych situaciach
preferencie subjektov porusuji axiomy teorie oCakavanej uzitocnosti. Allais formulovanim
tzv. Allaisovho paradoxu (Allais, 1953) poukazal na fakt, ze ak v jednej z lotérii je pontikany

sty vysledok, istota zvysi vyber tejto lotérie, o ovplyvni aj druhti ponukanu lotériu. Allais
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svoj priklad formuloval ako lotériu, kde si ucastnici maju vybrat v dvoch kolach medzi
dvoma moznost'ami:

V prvom kole:

Al —Istd vyhra 1 milion p.j.
A2 — 10 % pravdepodobnost’ vyhry 5 milidonov p.j., 89 % pravdepodobnost’ vyhry 1 milién
p.J. & 1% pravdepodobnost’ vyhry 0 p.j.

A v druhom kole:

B1 — 11 % pravdepodobnost’ vyhry 1 milion p.j. a 89 % pravdepodobnost’ vyhry 0 p.j.
B2 — 10 % pravdepodobnost’ vyhry 5 miliénov p.j. a 90 % pravdepodobnost’ vyhry 0 p.j..

NajcastejSia preferencia hracov bola Al = A2a B2 Z B1, ¢o je vrozpore S tedriou
ocakavaného uzitku.

Daniel Ellsberg demonstroval experimenty dokazujice, Ze l'udia sa spravaju inak nez je
ofakavané. V jednom z experimentov ma jedinec moznost’ stavit’ na ¢iernu alebo bielu farbu
gul'6¢ky a nasledne si ma zvolit’ medzi dvomi lotériami. Testovany vybera gul'6¢ky z jednej z
dvoch nadob. V prvej nadobe je 50 bielych a 50 Ciernych gul6¢ok. V druhej nadobe sa
gul’'6¢ky nachadzajii v neznamom pomere. Testovanie ukazalo, Ze védcSina testovanych si
zvoli vyber z prvej nadoby. V skutocnosti vyhodnost' vyberu gul’'dcky bielej alebo Ciernej
farby z nadoby, kde je pomer gul'6¢ok 50:50 je presne rovnaka, ako z nadoby, kde st gul'6¢ky
Vv neznamom pomere (Ellsberg 1961).

Mas-Collel (podl'a Ben-Haima, 2006) test obmenil d’alej tak, ze v prvej nadobe zmenil pomer
gul6c¢ok na 49 bielych ku 51 c¢iernym. V druhej nechal nezndmy pomer. Napriek
znevyhodneniu prvej nadoby, maju testované osoby tendenciu si vyberat’ prave z nej.

V stcasnosti existuju dva zdroje vysvetleni tohto spravania sa. Prvym zdrojom je Statistika
atedoria informacnej medzery (infromation-gap theory), druhym je psychologia a
behavioralna ekondémia. Information-gap theory zavadza do rozhodovania terminy robustnost’
(robustness) a prilezitost’ (oportunity). Orientacia na robustnost znamena zniZzovat’ neistotu
a Vv tomto pripade sa sustredit’ na vyber z naddoby, kde je znamy pomer, napriek tomu, Zze moze
byt’ v skutocnosti nepriaznivej$i. Orientdcia na prilezitost’ je zamerand na maximalizovanie
vystupu. Ked'Ze v experimente je rovnaka hodnota vyhry pri vsadeni na prvua aj druhti nadobu,
podl'a information-gap theroy je ,,vyhodnejsie vsadit’ na ti so znamym pomerom.
Behavioralna ekonomia jav vysvetl'uje vplyvom predpojatosti voci efektu neistoty (ambiguity
effect bias). Bias je predpojatostou pri rozhodovani. Predpojatost, ktora vytvara efekt
neistoty, mé za nasledok, ze ¢lovek sa snazi rozhodovat’ sa podla akychkol'vek dodato¢nych
informacii, bez ohl'adu na to, ¢i maji kauzalny stvis na objekt rozhodovacieho problému.
Prave Daniel Ellsberg ako prvy popisal ambiguity effect. Na rozdiel' od information-gap
theory, behavioralna ekondémia zastava kvalitativny pristup k problému, kedy nie je mozné
kvantifikovat’ prah, kedy sa bias aktivuje.
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4 ELLSBERGOV PARADOX

Fungovanie ambiguity effect mozno ukazat’ na druhom Ellsbergovom experimente. V iom
mame k dispozicii tri nddoby (alebo mesteky) s gul'6¢kami. Tych je dokopy 90, pricom 30 je
cervenych a zvysSnych 60 je Ciernych a zltych v nezndmom pomere. Test je dvojkrokovy.
V prvom kroku si jedinec vyberd medzi moznost'ou vybrat’ cervenu alebo Ciernu gul'6¢ku pri
rovnakej vyske vyhry. V druhom kroku si potom mdze vybrat medzi moznostou vybrat
¢ervent a zIta dvojicu gul'd6¢ok alebo Ciernu a ZIta dvojicu. Podl'a information-gap theory, aj
podla ambiguity effect biasu si testovany vybera v prvom kroku ¢astejSie ¢ervenu a v druhom
CastejSie Ciernu a zIta (Ellsberg, 1961). Paradox sa da aj vyjadrit’ tak, ze druhy krok — vybrat’
si medzi dvojicou Cervena a ZItd a dvojicou Cierna a ZItd — je vol'bou nevybrat’ Cervenu alebo
nevybrat’ ¢iernu gul’'6cku. Potom:

(1) Vybera sa jedna gul'6¢ka: pravdepodobnost vyberu cervenej : (p1 = %)

a pravdepodobnost’ vyberu ¢iernej (g =py = 0)
(2) Vyberaju sa dve guldcky: pravdepodobnost, ze guldcka (p3 = g) alebo cierna
1
(127, 23)

Uvedené moznosti si mdzno predstavit’ ako stratégie:

a) V prvej vol'be Cervend, v druhej Cervena a zIta.
b) V prvej volbe ¢ervena, v druhej Cierna a zIta.
c) V prvej vol'be Cierna, v druhej Cervena a zIta.
d) V prvej vol'be Cierna, v druhej ¢ierna a Zlta.

Podl'a Ellsberga preferovanou stratégiou je stratégia (b). Ak subjekt v prvej vol'be vsadi na

N , , .. - 1, . . .. 1
cervenu, znamena to, Ze jeho subjektivna pravdepodobnost’ vyberu iernej je (paerna < 5)’

teda subjektivna pravdopodobnost’ (pilté > %) Ak vSak v druhej lotérii zvoli vyber Ciernej
a zltej (péiemaﬁlté = g) je to v rozpore so subjektivnymi pravdepodobnost’ami v prvej volbe,

pretoze (pwé > %) a (péewené = %) Spravanie sa subjektov je v sulade stym, ze ¢lovek
skor bude vsadzat’ za a proti nieComu, o je zname, nez proti neznamemu. Testovani jedinci
zvyknu jav tiez spétne racionalizovat’ tak, Ze odhaduju, Ze Cervenych, Ciernych a Zltych
gul’'6¢ok je priblizne rovnako, ¢o zodpoveda hypotéze predpojatosti ambiguity effect.
Behavioralna ekonomia nekvantifikuje, kedy sa v testovanych aktivuje predpojatost’ (bias), je
vSak moZné porovnanie jeho sily (schopnosti ovplyvnit’ rozhodovanie) v porovnani s inymi
doteraz identifikovanymi predpojatostami. Pristupili sme k experimentu, v ktorom sme
vytvorili Styri situdcie:

l. Zopakovany Ellsbergov experiment s malou modifikdciou, devitdesiatich
gul'6cok, pricom tridsat je cCervenych, zostavajice su cervené alebo ZIté
V nezndmom pomere, avSak farba je zastipena minimalne jednou gul'6ckou. Tento
test sluzil ako kontrolna vzorka k ostatnym pokusom.

Il. Modifikovany Ellsbergov experiment, kde na dotazniku je grafika (obrazok) troch
mestekov s gul6ckami. Tato grafika ma navodzovat pocit, ze guld6cok nie je
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priblizne rovnako. Ovplyvnenie malo byt takto vytvorené nepriamo, na nevedomej
urovni a malo zasahovat pocit, Ze gul'6¢ok je priblizne rovnako.

1. Modifikovany Ellsbergov experiment, kde respondent napise svoj predpoklad, ¢i
je viac Zltych alebo Ciernych gul'6¢ok — tajné hlasovanie. V experimente sme takto
aktivovali predpojatost’ ukotvenia (anchoring bias). Tato predpojatost’ vznika, ked’
si I'udia na zaklade fragmentu dat vytvaraju predstavu o celej sade (Tversky, A.,
Kahneman, D., 1974). Anchoring bias bol predpovedany uz Thomasom
Schellingom (1960), ked’ prezentoval svoj experiment, v ktorom dvaja jedinci bez
moznosti komunikacie vyberaji jeden zo Styroch Stvorcov s cielom vybrat
rovnaky, pri¢om tri Stvorce st identickej modrej farby a jeden je Cerveny. Jedinci
hadaja, ze ten druhy vyberie ¢erveny. Thomas Schelling nazval tento jav Focal
point; bod, ktory je dostato¢ne odlisny, aby sa nan sustredila pozornost’ jedinca,
ktory s nim d’alej pracuje. Hypotéza predpojatosti Anchoring bias je rozsSirenim
hypotézy Focal point na vSetky javy, kedy testovany jedinec kalkuluje
s ¢iastocnymi datami, fragmentami alebo vyraznymi prvkami v sade, ¢i uz v hrach
proti inym inteligentnym protihra¢om, alebo aj v hrach proti prirode.

IV.  Modifikovany Ellsbergov experiment, kde respondenti su vyzvani verejne prejavit
svoj predpoklad — verejné hlasovanie, ¢i je viac Zltych alebo Ciernych gul'6¢ok.
Takymto sposobom sme podnietili v testovanych predpojatost na skupinové
spravanie (bandwagon effect bias). Tento spésobuje konformné spravanie (Long,
S. D., Fox, N. R., 2007). Tato predpojatost’ sposobuje, Ze testovani st nachylni
nekriticky prijat’ za svoje rozhodnutie, ktoré je deklarované ako rozhodnutie
vacsiny. Pri realizovani experimentu sme vedeli ovplyvnit' preferenciu na vyber
¢ervenej alebo Zltej farby vacsiny gul'6cok tak, ze na farbu, ktorti sme chceli mat’
minoritnd sme sa opytali ako na prvu.

Experiment bol realizovany na 480 Studentoch troch univerzit. Konkrétne sa zucastnili
Studenti Fakulty hospodarskej informatiky Ekonomickej univerzity v Bratislave, Studenti
Fakulty informatiky a informacnych technologii Slovenskej technickej univerzity a Studenti
Filozofickej fakulty Univerzity Komenského v Bratislave.

Kym pri pouziti obrazku sme nenasli zasadnejsi rozdiel, pri tajnom a verejnom hlasovani sa
takto podarilo signifikantne naklonit’ preferencie od predpokladanej stratégie (b) — Cervena,
potom ¢ierna a ZItd smerom ku stratégiam (a) — Cervend, potom cervend a ZIta, respektive (d)
— Cierna, potom c¢ierna a zItd. V tajnom hlasovani malo velmi velky vplyv vytvorenie
uktovenia (anchoring) v prvom kroku, ktoré do zna¢nej miery determinovalo rozhodnutie
Vv druhom kroku. Stratégie (a) a (d) vtomto pripade boli volené dva krat cCastejSie, ako
stratégia (b) (36, respektive 38 voci 18). Vo verejnom hlasovani bolo vel'mi dobre mozné
ovplyvnit' preferenciu pociatocnou manipulaciou k tomu, ktord farba bude vécSinova.
Testovani jedinci sa potom riadili tymito vstupnymi datami.

Vzhladom na uvedené vysledky, predpokladdme, Ze predpojatost’ efektu neurcitosti
(ambiguity effect) tvori iba vel'mi slaby vstup do procesu rozhodovania a sluzi ako jedna
Z neskor$ich moznosti, v pripade, Ze nie su k dispozicii naozaj ziadne iné (napriklad opora zo
strany skupiny pri bandwagon effecte alebo opora vo vlastnej historii pri anchoring effecte).
Dokonca aj ndhodné rozhodnutie sa pre niektoru farbu vytvéara silnej$i predpoklad pre
stratégiu, ktorej sa potom testovana osoba drzi, bez ohl'adu na to, ¢i otestovala spravnost’ tejto
stratégie. Pridanie sa ku skupine, rovnako bez ohl'adu na to, Ze je ispech nezaruceny, dokonca
s vedomim toho, ze skupinové rozhodnutie nemdze byt blizsie realite, ako ndhodna volba,
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vedie testované osoby ku konformite a drzaniu sa tejto stratégie. Zaujimavym vysledkom je,
ze podvedomd manipuldcia s obrazkom mestekov roznych velkosti nemd vplyv na
rozhodovanie. Stoji za pozornost’, Ze pri racionadlnom (nie impulzivnom) rozhodovani sa dava
l'udskd kognicia vysSiu vahu na inferencii (aj ked na zaklade predpojatosti limitujucich
racionalitu), nez Gplne impulzivnemu, emotivnemu, rozhodnutiu. Daniel Kahneman (2012)
prindsa model pomalého a rychleho myslenia, kde rychle myslenie je impulzivne, vyknané na
zaklade emocii a pomalé je vykondvané na zéklade najlepsej dostupnej inferencie. To, Ze
testovani jedinci zvéac¢Sa neboli ovplyvneni podvedomym stimulom, ale ze problém riesili
svojou (predpojatost’ami limitovanou) racionalitou méze otvorit’ nové ciele testovania l'udskej
racionality anové pristupy khodnoteniu raciondlneho, limitovane racionalneho a
»iracionalneho* konania z pohl'adu tedrie hier a rozhodovania.

ZAVER

Tento prispevok je venovany Ellsbergovmu paradoxu, ktorym sa casto demonStruju
obmedzenia axiém tedrie ocakdvanej uzitoCnosti. Autori sa zaoberali modifikdciami
Ellsbergovho experimentu (pomocou obrazka, tajného alebo verejného hlasovania). Pouzitim
modifikovanych testov sa podarilo naklonit’ preferencie od predpokladanej stratégie.
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MOZNOSTI PRE OPIS DOCHODKOVEHO SYSTEMU V RAMCI
MODELU DLHODOBEHO RASTU SLOVENSKA!

OPTIONS FOR CAPTURING THE PENSION SYSTEM IN THE LONG-
RUN MACROEONOMIC GROWTH MODEL OF SLOVAKIA

Tomas Domonkos, Miroslava JanoSovad, Filip Ostrihori

Abstrakt

Predlozeny prispevok sa zaoberd dovodmi a dosledkami volby konkrétneho spdsobu opisu
premennej poctu penzistov, ¢i uZ pomocou exogénnej premennej alebo endogénnej premenne;j
Vv ramci vacSieho viac rovnicového modelu dlhodobého rastu Slovenska. Prispevok dalej
nacrtava mozné vyhody a nevyhody oboch variantov, pricom oba varianty pre modelovanie
premennej poctu penzistov su v ramci prispevku porovnané prostrednictvom projekcii vyvoja
Slovenska do roku 2025.

KPucové slova: dlhodoby model, penzijny systém, exogénna premennd, endogénna premennd,
Slovensko

Abstract

This paper discusses the reasons for, and possible results of, the choice regarding the
modelling of the number of pensioners either as exogenous variable or endogenous variable in
the framework of large-scale, multivariate, long-run macroeconomic growth model of
Slovakia. The paper further addresses possible advantages and shortcomings of both
alternatives for modelling the number of pensioners, while comparing the two through
projections of development of Slovak economy till the year 2025.

Keywords: long-run model, pension system, exogenous variable, endogenous variable,
Slovakia

1 UVOD

Makroekonomicky model dlhodobého rastu Slovenska (SLMM) bol v ramci doterajSicho
vyskumu aplikovany pre hodnotenie dlhodobych dopadov réznych makroekonomickych
a legislativnych zésahov, ktoré¢ mozu ovplyvnit’ makroekonomické prostredie na Slovensku.

Samotny model SLMM bol vytvoreny na zaklade existujiceho modelu rakaskeho
hospodarstva (ALMM), ktory bol prezentovany Baumgartnerom et al. (2004). Uvedeny
model vychadzal z neoklasickej ekonomickej teorie, pricom v pripade mnohych aspektov
rakuskeho hospodarstva boli pomerne striktné neoklasické predpoklady zvol'nené doplnenim
rigidit. Vzhl'adom na podobnosti medzi raktiskym a slovenskym hospodarstvom, SLMM do
znacnej miery Cerpa z povodnej prace Baumgartnera et al. (2004), pricom model bol d’alej
modifikovany pre zachytenie niektorych Specifik slovenského hospodarstva (detailnejsie
¢leneny socidlny systém, povinny dvoj-pilierovy déchodkovy systém).

! Tento prispevok bol vypracovany v ramci rieenia projektu APVV-14-0787 , Zladenie verejnych financii a
starobného déchodkového zabezpecenia (Navrh udrzateI'ného a rast podporujiceho ddéchodkového systému pre
starnucu slovensku ekonomiku)®.
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Pouzity model SLMM pozostaval zo 150 rovnic, ktoré boli po vzore Baumagrnera et al.
(2004) zoskupené do siedmich blokov (bliz§ie popisané Domonkosom, JanoSovou
a Ostrihonom 2014). Uvedené rovnice modeluju 150 endogénnych premennych (teda
premenné vysvetlované modelom) na zéklade 144 exogénnych premennych (premenné
modelované mimo modelu, aich hodnoty sluzia pre model ako vstup). Na zdaklade
exogénnych premennych su nasledne vytvorené dlhodobé projekcie vyvoja Slovenska do roku
2025, pouzitim Gaussovho-Siedelovho algoritmu, ktory generuje deterministické, dynamické
simulacie budicich obdobi (Quantitative Micro Software 2007).

Ohl'adom aplikdcii SLMM je mozné uviest skiimanie dlhodobych dopadov starnutia
(Domonkos, Janosova a Ostrihon 2014), skiimanie roznych zasahov do slovenského trhu
prace (Ostrihoni, Domonkos a JanoSova 2014) askumanie dopadov rdznych nastaveni
dochodkového systému Slovenska (Domonkos et al. 2014).

Vzhl'adom na r6zne moznosti modelovania jednotlivych makroekonomickych ukazovatel'ov
je zémerom prispevku poukédzat na vyhody a nevyhody modelovania penzijného systému
prostrednictvom exogénnych alebo endogénnych premennych, ktoré boli nasledne ilustrované
prostrednictvom aplikacie SLMM pre generovanie projekcii vyvoja Slovenska pre obdobie
2015-2025. Prispevok je Strukturovany do troch Casti V prvej Casti je v kratkosti popisany
SLMM spolu s motivaciou pre vykonanu analyzu. Druha cast opisuje moznosti pre
modelovanie penzijného systému v ramci SLMM, spolu s vyhodami a nevyhodami pri vyuziti
endogénnych a exogénnych premennych. Tretia ¢ast’ porovnava ziskané projekcie na zaklade
dvoch pristupov a v rdmci poslednej Casti je prezentované zhrnutie prispevku.

2 OPIS DOCHODKOVEHO SYSTEMU

V ramci SLMM je dochodkovy systém modelovany ako stcast’ bloku socialneho systému.
Ztoho dovodu nie su prijmy doéchodkového systému samostatne modelované, ale st
implicitne zohladnené pri modelovani celkovych prijmov socidlneho systému, ktoré su
ziskavané ako odvody, respektive si odvedené za jednotlivych poistencov statom. Z hladiska
dochodkového systému st na zdklade exogénnych premennych z uvedenej sumy prijmov
sociadlneho systému vyclenené prijmy do druhého dochodkového piliera, ktoré nie su
k dispozicii verejnej sprave.
SCSP, = (1-QSCSI,)QSCP,SC, 1)

V uvedenom vztahu (1) predstavuje SCSP sumu odvodov V prislusnom roku do druhého
dochodkového piliera, SC je celkova suma odvodov do socidlneho systému v prisluSnom roku
a d’alSie premenné predstavuju exogénne premenné modelu na zéklade, ktorych je odliSeny
druhy pilier slovenského penzijného systému (QSCP je podiel penzijnych odvodov na
celkovych odvodoch a QSCSI je podiel odvodov do penzijného systému, ktoré st k dispozicii
vlade, voc¢i celkovym odvodom do penzijného systému). V pripade vydavkovej strany je
dochodkovy systém opisany prostrednictvom celkovych transferov vyplatenych dochodcom:

TRP,

Alo
o PEN

) =QPEN,Alog(QSCE,W,PR,) + (1- QPEN,)Alog(R,) (2)

Vo vztahu (2) predstavuje TRP objem celkovych transferov dochodcom, PEN je pocet
dochodcov, ktory je dany exogénne, QPEN je exogénna premennad, ktord uddva pomer akym
su indexované priemerné dochodky, QSCE je podiel odvodov platenych zamestnancami na
celkovych odvodoch, W je redlna hodinova mzda a P je deflator HDP.

Takto ziskany objem dochodkov je v modeli na zaklade d’alSich exogénnych premennych
rozdeleny na dochodky pochadzajice zprvého piliera a dochodky =z druhého piliera,
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prostrednictvom ¢oho je v modeli zachytend wudrzatelnost’ Stitneho a stikromného
dochodkového systému.

2.1 Vyuzitie exogénnych premennych

Ako bolo naznacené pri opise vztahov (1) a (2), pri modelovani dochodkového systému je
vyuzité velké mnozstvo exogénnych premennych, ktoré si vo vac¢sine pripadov kalibrované
na zéklade historickych dat. Je preto mozné sa blizSie zaoberat’ moznostami pre opis kazdej
jednej z nich. No vzhl'adom na rozsah prispevku bola pozornost’ sustredena predovsetkym na
exogénnu premennu poctu penzistov PEN.

Ked'Ze uvedena premenna vystupuje v modeli ako exogénna, pricom jej hodnoty pre obdobie
projekcie st modelované mimo SLMM. Pre tvorbu projekcie bola pouzita prognoza populacie
Slovenska podl'a Vyskumného demografického centra INFOSTATU na nasledujucich 10
rokov v rocnom cleneni na zaklade, ktorej bolo mozné ziskat” pomerne presni informaciu
0 pocte obyvatel'ov v ro¢nych vekovych kohortach. Vek odchodu do dochodku bol uréeny na
zaklade sti¢asne platnej legislativy podla zakona 461/2003 Z. z. a jej novely 252/2012 Z. z.,
na zaklade ktorej sa bude vek odchodu do dochodku postvat’ s predlzujucou sa priemernou
dizkou dozitia.

Takyto sposob modelovania poc¢tu penzistov umoziiuje absolutnu kontrolu nad priebehom ako
aj hodnotami vysvetl'ujucej premennej. Premennt je tak mozné povazovat za jednu z
»riadiacich premennych® modelu, ktora predstavuje vytyceny stav systému, ku ktorému je
nutné prispdsobit’ vyvoj ostatnych endogénnych premennych, tak aby bol tento stav
dosiahnuty. V konkrétnom pripade tak bolo mozné zohladnit’ zmenu v legislative, respektive
faktor zmeny akym je priemerna dizka dozitia, ktora nie je v SLMM explicitne modelovana
a preto by bolo problematické v modeli dosiahnut’ endogenizaciu premennej so zachovanim
vztahu k priemernej dizke dozitia, ktord by bola v sii¢asnom nastaveni modelu tak &i tak
jednym z exogénnych vstupov.

Na druhej strane je takyto sposob modelovania jednej z klI'iCovych premennych omnoho
spornejsi ako keby premennd bola modelovanid v rdmci modelu. Ked'ze vypocet prebieha
mimo modelu tak je znane menej transparentny, ako ked” je mozné ho opisat’
prostrednictvom matematickej funkcie, ktora v procese tvorby projekcie musi platit’.

2.2 Vyuzitie endogénnych premennych

Alternativnym sposobom, akym by bolo mozné uvedeni premennti modelovat, je jej
zahrnutie do SLMM prostrednictvom samostatného vztahu, ktory bude opisovat’ vyvoj
celkového poctu dochodcov. Na tento ucel bola pouzitd metéda najmenSich Stvorcov,
vyuzivajuc premenné opisujuce Strukturu populacie Slovenska ako vysvetlujuce premenné.
Vzhl'adom na relativne maly pocet obdobi, ktoré su dostupné v rocnej periodicite pre
skimané premenné, nie je mozné hovorit a Standardnej ekonometrickej analyze v pravom
slova zmysle. Namiesto toho bol postup parametrizacie opisany ako ,,curve-to-post-data-
fitting* (Bradley a Zalesky 2003), na zaklade ktorého je mozné ziskat’ predstavu o vhodnej
kombinacii exogénnych premennych pre opisanie historického vyvoja endogénnej premenne;.

Konkrétna podoba takto odhadnutej rovnice celkového poc¢tu dochodcov bola:
PEN, =0,086POP55_ 64, + POP65 _, 3)

V uvedenom vztahu (3) predstavuje PEN celkovy pocet dochodcov, POP55 64 je pocet
obyvatel'ov vo veku 55-64 a POP65_ je pocet obyvatel'ov starSich ako 65 rokov.

Zjavnou vyhodou tohto variantu pre modelovanie premenne;j je, ze umoziuje zachovat’ vizby
medzi jednotlivymi premennymi atak zohladiiuje interakcie medzi jednotlivymi
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ekonomickymi ukazovatelmi. Na tato vlastnost’ je nutné dbat najmi v pripade ak medzi
skimanou premennou a ostatnymi premennymi existuji silné spitné vizby, v dosledku
ktorych je vyvoj skimanej premennej zna¢ne ovplyvneny svojim vlastnym vyvojom ako aj
interakciou s inymi premennymi.

Naopak stvisiacou nevyhodou tohto pristupu je, ze v pripade ak existuju uz spominané spatné
viazby medzi premennymi, tak je velmi problematické dodatoCne zaviest’ ohrani¢enia na
hodnoty endogénnej premennej. Rovnako nie je mozné ocakavat, ze tieto hodnoty budu
stabilné, ked’ze pri vysokej previazanosti systému sa na skimanej endogénnej premennej
mozu odrazit’ aj drobné zmeny v zdanlivo nesuvisiacich exogénnych premennych.

3 POROVNANIE OBOCH VARIANTOV V RAMCI SLMM

Pre ilustraciu je mozné uviest’ ako sa vyvoj slovenského hospodarstva bude menit’ na zaklade
projekcii SLMM, ked” bude aplikovany prvy alebo druhy variant modelovania premennej
poctu penzistov (PEN). Na zaklade uvedenych vztahov (1)-(3) je mozné ocakavat, Ze rozdiel
V pocte penzistov ovplyvni celkové vydavky penzijného systému, v mensej miere celkové
vydavky socialneho systému. Pripadny rozdiel medzi prijmami avydavkami socialneho
systému je vybilancovany vladou, preto je mozné ocakavat rozdiely aj v prijmoch do
socialneho systému, vydavkoch vlady, vladnom dlhu a nésledne aj celkovej produktivite
Slovenska.

Je nutné poznamenat’, ze zvolend aplikdcia ma urcité nedostatky pre demonstraciu rozdielov
medzi dvoma opisovanymi pristupmi k modelovaniu po¢tu déchodcov na Slovensku, ked’ze
po endogenizacii poctu dochodcov, bol ich pocet zavisly len na inych exogénnych
premennych modelu, ¢iZze nie je mozné demonstrovat’ efekty, ktoré su vyvolané spatnymi
viazbami. Napriek tomu je vidiet velky rozdiel v poéte dochodcov pre prvy a pre druhy
pristup najmé z dlhodobejsicho hl'adiska (pozri obrazok 1, vlavo).

Obrazok 1: Pocet penzistov (PEN2) v osobach a transfery penzistom (TRP2) v Eurach
beznych cien

1,300,000 1.4E+10

1,200,000 1 1.2E+10

1,100,000
1.0E+10 -
1,000,000 -
8.0E+09 -|
900,000

800,000 6.0E+09 -|

4.0E+09

700,000

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024

—— PEN2 (Exogenous pensioners) —— TRP2 (Exogenous pensioners)
—— PEN2 (Endogenous pensioners) —— TRP2 (Endogenous pensioners)

Zdroj: Vypocty autorov

Je mozné pozorovat omnoho strmsi ndrast poCtu penzistov ak by bola tato premenna
modelovana exogénne pri porovnani s variantom kedy bola premenna vzhladom k modelu
endogénna (obrazok 1, vlavo). Tento prudky nérast je mozné zdovodnit” zohladnenim,
dalsich faktorov ako len Strukturou populacie, ktora je na zaklade vztahu (3) hlavnym
faktorom ovplyviiujucim tento pocet V pripade ak je premenna endogénna. Rovnako je mozné
pozorovat’ postupné znizovanie tempa rastu dochodcov v pripade exogénnej premennej, ktoré
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je sposoben¢ zohl'adnenim zmeny legislativy, na zaklade ktorej sa bude odchod do déchodku
odd’al'ovat’ s rasticou priemernou dlzkou dozitia.

Uvedeny prudsi rast poctu dochodcov v pripade exogénnej premennej mal za dosledok, ze pri
porovnani s opa¢nym variantom su dosiahnuté vyssie vydavky penzijného systému (obrazok
1, vpravo). Ako bolo spomenuté vyssie, uvedené zvySenie vydavkov penzijného systému sa
prejavi vyssimi celkovymi vydavkami socidlneho systému pre variant exogénnej premennej
oproti endogénnej premennej (obrazok 2, vlavo) a naslednymi vys$S§imi prijmami do
socialneho systému v pripade modelovania pocétu penzistov ako exogénnej premennej
V porovnani s variantom endogénnej premennej (obrazok 2, vpravo).

Obrazok 2: Vydavky socialneho systému (SE) v beznych cenach a prijmy socialneho systému
(SC) v beznych cenach
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Zdroj: Vypocty autorov

Zvysenie vydavkov socialneho systému spdsobi vyrazne vyssi podiel vladneho dlhu na HDP
Vv pripade pouzitia exogénnej premennej pre modelovanie poc¢tu penzistov oproti pripadu kedy
sa vyuzije pre rovnaky ucel endogénna premennd (pozri obrazok 3, vl'avo). No toto zvySenie
vladneho dlhu ma len marginalny dopad na celkovy objem HDP v stalych cendch, podla
ktorého je HDP mierne nizsie pri vyuziti exogénnej premennej poctu penzistov ako v pripade,
ze je v modeli uvedena premenna endogénna.

Obrazok 3: Vladny dlh k HDP (GD_Y) a HDP v eurach stalych cien roku 2005
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Zamerom porovnavania jednotlivych variantov vSak nie je vyhodnotit, ktory zo sposobov
modelovania je lepsi vzh'adom na dosiahnuté vysledky, (vysku vladneho dlhu, vel'kost HDP,
atd’.) ale poukazat’ na mozné zmeny v modeli, ktoré jednotlivé varianty modelovania mézu
sposobit. KedZe SLMM bol doteraz pouzity len na vyhodnocovanie variantnych scenarov,
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vzhl'adom na zmeny v exogénnych premennych (Domonkos et al. 2014, Domonkos, JdnoSova
a Ostrihon 2014, Ostrihon, Domonkos a Janosova 2014), zmyslom projekcii nie je dosiahnuta
uroven skimanej premennej, ale skor je cielom modelu ilustrovat’ mozné dlhodobé dopady,
ktoré zasah spdsobi pri porovnani so zakladnym scenarom. Preto, napriek vyraznym
rozdielom, ktoré su zapri¢inené spésobom modelovania, nie st tieto rozdiely povazované za
relevantny faktor pre rozhodovanie o vhodnom spdsobe modelovania premennych.

4 ZAVER

Vzhl'adom k argumentom, ktoré st prezentované V ramci prispevku je mozné konstatovat’, ze
rozhodnutie otom, ¢&i bude konkrétny ukazovatel Vvramci rozsiahlejSieho
makroekonomického modelu, akym je aj SLMM, opisany prostrednictvom exogénnej alebo
endogénnej premennej je zavislé od mnohych faktorov. Napriek tomu, Ze zvolena aplikacia
neumoznuje ilustraciu vSetkych Specifickych ¢t prvého alebo druhého variantu
k modelovaniu uvedenej premennej, je mozné pozorovat pomerné vyrazné rozdiely aké
Z kvantitativneho hl'adiska takato vol'ba méze spdsobit’.

Pri konec¢nej volbe je vSak nutné mat’ na pamaéti aj funk¢éné hl'adiska modelovanej premennej
v ramci celého modelu. Na zdklade diskusie opisanej vysSie je mozné usudit, ze pokial je
zamerom aby boli ¢o najlepSie zachytené vzt'ahy medzi skimanou premennou a ostatnymi
premennymi v modeli, opisané spdsoby rozhodovania prostrednictvom behavioralnych rovnic
anie je potrebné, aby skumana premenna sledovala konkrétny priebeh, potom je
endogenizacia premennej prostrednictvom samostatnej funkcie v modeli pravdepodobne
vhodnejSou vol'bou.

Naopak ak je priebeh a vyvoj skimanej premennej pre ciele modelu rozhodujuici, ocakava sa
ze sa premenna bude v ramci aplikacie modelu d’alej menit’ a zachytenie vézieb medzi inymi
premennymi a skimanou premennou nie je natol’ko rozhodujuce pre ucely modelovania,
potom sa ako uzito¢nej$ia vol'ba javi ponechat’ premennti v modeli exogénnou, a jej hodnoty
modelovat’ v ramci samostatného modelu. Takato premenna bude pre model riadiacou
premennou, teda pri aplikacii algoritmus rieSenia modelu prispdsobi hodnoty endogénnych
premennych tak aby zodpovedali vopred stanovenej exogénnej premenne;j.

Ked'Ze v ramci vyskumu dochodkového systému sa oCakava, ze premennd poctu penzistov sa
bude menit podla viacerych legislativnych a politickych rozhodnuti, je vysoko
pravdepodobné, zZe aj v d’alSich aplikaciach bude tato premenna vystupovat’ ako exogénna, tak
ako tomu bolo v predchadzajucich aplikaciach (Domonkos et al. 2014, Domonkos, Janosova
a Ostrihon 2014, Ostrihon, Domonkos a Janosova 2014).
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NAKLADY NEZAMESTNANOSTI A ANALYZA NAKLADOV
A VYNOSOV V PODMIENKACH SR

COSTS OF UNEMPLOYEMENT AND COST-BENEFIT ANALYSIS IN
SR

Tomdas Domonkos, Brian Konig

Abstrakt

Vysoka trovenn nezamestnanosti je stav negativne vplyvajici na trh prace SR uz niekol’ko
desatro¢i. Politiky trhu prace maji dlhodobt ambiciu riesit’ tento problém, avSak iba s
mens§imi uspechmi. Jednym z moznych nastrojov politiky trhu prace je podpora na vytvorenie
pracovného miesta pre nezamestnani osobu formou priamej finanénej dotacie. Tento ¢lanok
si kladie za ulohu navrhnut’ efektivnu vysku statnej dotacie na vytvorenie pracovného miesta
pre nezamestnaného v podmienkach SR.

KUlucové slova: politika trhu prace, naklady nezamestnanosti, , nezamestnanost, analyza
nakladov a vynosov.

Abstract

The problem of the high level of unemployment has negatively affected the Slovak labour
market for several decades. Policy measures have ambitions to solve this problem but only
with the smaller successes. Direct financial support to job creation for unemployed persons
may be one of the potential instruments of labour market policy which can mitigate this
negative development. This article aims to develop a procedure useful for estimating the
effective amount of state subsidies for such kind of job creation policy.

Key words: labour market policy, costs of unemployment, unemployment, cost benefit
analysis.

Uvod

Slovenska republika dlhodobo zépasi s vysokou mierou nezamestnanosti, ktord patri medzi
najvyssie v krajinach Eurdpskej tnie (EU). Tento stav do znac¢nej miery stigmatizuje
slovensky trh prace, ktorému sa dlhodobo nedari znizit nepriaznivy vysoky pocet
nezamestnanych. Nezanedbatelnym faktom je aj strata pracovnych navykov dlhodobo
nezamestnaného, ¢o komplikuje navrat takychto osob do zamestnania. Politika trhu prace
Slovenskej republiky (SR) ma dlhodobo ambicie riesit’ tento problém s vac¢Simi resp.
menSimi uspechmi. Jednym z poslednych ozndmenych krokov bola iniciativa podporit’
vytvorenie pracovnych miest pre mladych (2014) asnaha zavedenia systému dualneho
vzdelavania.

" Tento ¢&lanok bol vypracovany v ramci narodného projektu Centrum socidlneho dialogu SR - KOZ SR
podporovaného z ESF a v ramci projektu VEGA 2/0181/15.
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PredloZeny ¢lanok si kladie za ciel’ prostrednictvom analyzy nékladov a vynosov (tzv. Cost-
benefit anal}'fza)l a vyuzitim odhadnutych ndkladov nezamestnanosti pre reprezentativneho
nezamestnaného odhadnut’ vysku finanénych prostriedkov, ktoré by bolo efektivne vynalozit’
na vytvorenie pracovného miesta formou dotacie. Specificky sa zameriavame na formu, ked’
by dotacia prebiehala jeden rok a pracovné miesto by bolo udrzané eSte jeden rok po
ukonéeni dotacie. Dalej prezentovani metodiku je mozné aplikovat’ aj na iné modelové
scenare na vytvorenie pracovného miesta pomocou finan¢nej dotacie. Tato analyza vychadza
Z predoslej prace autorov odhadu nakladov nezamestnanosti na jedného nezamestnaného v
SR.

Odhadu nakladov nezamestnanosti sa v podmienkach Ceskej republiky venovali Cadil et al.
(2011). Uvazovali priame a nepriame naklady na jedného nezamestnaného. Pocas vypoctov
nepriamych nakladov vychadzali z odhadu parametrov vztahu definovaného ako Okunov
zékon®. Celkové naklady na jedného nezamestnaného vy&islili nasledne pomocou strednej
dizky v nezamestnanosti. Vypocet nakladov nezamestnanosti v Ceskej republike bol
realizovany aj firmou Elbona (2006), ktord sa popri ekonomickych ndkladoch venuje aj
neekonomickej stranke nezamestnanosti. Marten et al. (2012) odhadovali néaklady
nezamestnanosti pre Sest’ Glenskych §tatov EU (Nemecko, Belgicko, Spanielsko, Svédsko,
Francuzsko a Spojené kralovstvo). Pri vypoéte nepriamych nakladov na rozdiel od Cadil et
al. (2011) nevychadzaju z Okunovho zakona, ale z odhadu sklonu k spotrebe, ktory nasledne
vyuzivaji na odhad vypadku nepriamych dani. Typické pre navrhnutt metodiku je
vyuzivanie verejne dostupnych udajov a relativne univerzalna aplikovatel'nost’ pre l'ubovolnt
krajinu, ¢o umoziiuje porovnatelnost’ vysledkov naprieé celej EU.

Pri kalkulacii nakladov nezamestnanosti v SR vychadzame z principov odhadov nakladov
nezamestnanosti vo vysSie spominanych analyzach, pricom metodiku rozSirujeme
0 vy¢islenie nakladov z vypadku prijmu pravnickej osoby, ktory by nezamestnany, ak by bol
zamestnany pravdepodobne vytvoril. Samotny sposob odhadu efektivnej vysky dotacie podla
nasich vedomosti este v podmienkach SR nebol v takejto forme realizovany.

1. Data a metodologia

Za ucelom analyzy navratnosti $tatnej dotacie na novovytvorené pracovné miesto je potrebné
najprv vycislit' naklady spojené s nezamestnanostou uchadzaca 0 zamestnanie. Je dolezité
poznamenat’, Ze nezamestnanost’ ako taka ma aj socialne d()sledky.3 Tato analyza vsak od
socidlnych aspektov nezamestnanosti abstrahuje. NaSou snahou bude uvazovat’ predovsetkym
0 ekonomickych vydavkoch a stratach statu spojenych s nezamestnanou osobou. Ekonomické
naklady nezamestnanosti z pohl'adu verejnych rozpoctov mdzeme rozdelit na priame
a nepriame nasledovnym sposobom:

) Priame dane
Priame Strata
naklady prijmov Odvody do socidlnej a zdravotnej poistovne platené
zamestnavatel’om

! Analyza nakladov a vynosov je procedura, ktora diva do pomeru niklady vynaloZené na nejaku aktivitu
a vynosy plynuce z danej aktivity.

2 Okunov zékon vyjadruje vztah negativnej koreldcie medzi ekonomickym rastom a mierou nezamestnanosti.
Vzajomna zavislost uvedenych dvoch veli¢in bola prvy krat empiricky testovand na americkych datach
Arthurom Okunom, podl’a ktorého je zakon pomenovany.

¥ Socialnymi aspektmi nezamestnanosti sa zaoberali napr. Dao et al. (2010).
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Odvody do socidlnej a zdravotnej poistovne platené
zamestnancom

Davka v nezamestnanosti (max. 1/2 roka)

Davka v hmotnej nudzi a prispevky k davke (napr.
prispevok na byvanie a prispevok na zdravotnu
Dodatoc¢né starostlivost’ a iné)
vydavky

Zdravotné poistenie

Administriacia nezamestnanych (chod uradov price) a
aktivna politika trhu prace (APTP)

Pokles vyberu DPH a spotrebnych dani v désledku
zniZenia kipnej sily nezamestnaného a strata nma vybere
dani z prijmov pravnickych osob

Nepriame Strata
ndklady prijmov

Zdroj: Na zaklade Cadil et al. (2011) zmenené o vlastné metodologické upravy autorov.

Priame néaklady nezamestnanosti mozeme rozdelit’ na stratu prijmov Statu v podobe poklesu
priamych dani a odvodov do socialnej a zdravotnej poistovne a dodatocné vydavky zastipené
réznymi formami davok a socidlnych vypomoci vypldcanych nezamestnanému, zdravotnym
poistenim a vydavkami spojenymi S administraciou nezamestnanych a opatreniami APTP.
V ramci nepriamych nakladov sledujeme predovsetkym pokles Stitu na vybere DPH a
spotrebnych dani v dosledku znizenia prijmu nezamestnaného. Okrem spotrebnych dani
a DPH uvazujeme aj s poklesom produkcie anaslednym znizenim vyberu dane z prijmu
pravnickych osob*.

Analyza ndkladov a vynosov vychadza z odhadu mesa¢nych ndkladov nezamestnanosti,
pricom predpokladame situaciu, v ktorej $tat dotuje vytvorenie pracovného miesta pocas
jedného roka a nasledne toto pracovné miesto musi byt udrzané jeden d’alsi rok. UvaZujme
s vyskou nakladov nezamestnanosti reprezentativneho uchadzaca o zamestnanie, ktory sa stal
na zacCiatku roka 2012 nezamestnanym. Pred stratou zamestnania nezamestnany zarabal mzdu
vo vySke 624 eur, ¢o je mzda vypocitana na zaklade priemernej davky v nezamestnanosti.
Dalej predpokladajme, Ze $tat sa rozhodne dotovat’ novovytvorené pracovné miesto pocas
doby jedného roka. Uvazujeme tri sposoby dotacie:

e Vprvom pripade §tat dotuje pracovné miesto vo vyske 624 eur mesacne (hruba mzda
novovytvoreného miesta), aby tohto uchadza¢a o0 zamestnanie zamestnal s tym, ze
zamestnavatel’ sa zaviaze udrzat' pracovné miesto jeden rok po uplynuti doticie,
pricom mzda zamestnanca nemoéze klesnuit’ pod uroven 624 eur,

e Vv druhom pripade §tat dotuje pracovné miesto len vo vyske minimalnej mzdy, ktora
bola v roku 2012 na tirovni 327 eur pri zachovani ostatnych podmienok ako v prvom
pripade vyssie (mzda zamestnanca nesmie klesntit’ pod uroven 624 eur).

e Na zaver budeme uvaZovat' situdciu, kedy Statna dotdcia bude 814 euro mesacne
amzda zamestnanca by bola 624 eur. Za uvedenych podmienok by investicia
Z pohl'adu nékladov vynalozenych na dotaciu bola pre $tat ndvratna presne po druhom
roku udrzania vytvorenej pracovnej pozicie.

Scenar Stat dotuje vytvorenie Zamestnavatel’ vyplaca Zamestnavatel’ plati Posledna mzda
pracovného miesta vo vySke zamestnancovi nezamestnaného

* Metodika a odhad nakladov nezamestnanosti st podrobnejsie prezentované v Domonkos a Kénig et al. (2014).
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1. 624 eur jeden cely rok 624 eur Plati celkové odvody 624 eur

2. 327 eur jeden cely rok 624 eur Plati ¢ast’ mzdy 624 eur
a celkové odvody

3. 814 eur jeden cely rok 624 eur Plati iba ¢ast’ odvodov 624 eur

Zdroj: Vlastné vypracovanie autorov.

Pri analyze predpokladame, ze nezamestnany nema narok na davku v nezamestnanosti, ale
iba na davku v hmotnej nudzi a prispevkov k davke (DVHN a PKkD). Takato osoba je
nezamestnana viac ako Sest’ mesiacov.

Pocas analyzy nakladov a vynosov a odhadu ndkladov nezamestnanosti bolo pouzitych
viacero tudajov, ktoré boli predovietkym Gerpané zo Statistického tradu SR (SU SR),
Ministerstva Financii SR (MF SR), Eurostatu, Socialnej poistovne, Ustredia préace,
socidlnych veci a rodiny (UPSVAR).5

V analyze dalej skimame hornt hranicu doticie za vysSie spominanych podmienok
a prepocty rozSirujeme na regionalnu uroven (regionalne data podl'a NACE IIl.), priCom
zohladiiujeme  rozne  situacie  nezamestnaného  jednotlivea  (poberatel  davky
V nezamestnanosti, poberatel davky v hmotnej nidzi a prispevkov k davke, nezamestnany
bez davok).

2. Vysledky a diskusia

Pri odhade nakladov nezamestnanosti sme vychddzali z odhadu mzdy, ktoru by uchadzac
0 zamestnanie pravdepodobne zarabal, ak by bol zamestnany. Tento odhad je kl'i¢ovy z toho
dovodu, ze vel’ka cast’ priamych nakladov na nezamestnaného sa odvija prave od vysky tejto
mzdy. Z toho dovodu sme v prepoctoch najprv uvazovali s hornou hranicou (HH) a dolnou
hranicou (DH). Spodna hranica tohto intervalu bola vypocitana z dat Socialnej poistovne
ako median posledného vymeriavacieho zakladu nezamestnaného. Za hornii hranicu bol
zvoleny vazeny median mzdy podla Struktary vzdelania nezamestnanych, pricom ako véha
bol pouzity poet nezamestnanych v danej vzdelanostnej skupine.® Za ugelom overenia, ¢i
skonstruovany interval medidnu mzdy je reprezentativny pre skupinu nezamestnanych bol
porovnany SvySkou mzdy vypolitanou na zdklade priemernej vySky davky
v nezamestnanosti vyplatenej v sledovanom roku. Vypoéty sme dalej rozsirili o odhad
nékladov nezamestnaného, ktory by zarabal minimalnu, median a priemernt mzdu.

Mzda Naklady
nezamestnanosti

DH mzdy 438,6 eur 456 eur

Odhad mzdy na zaklade priemernej davky 606 eur

Vv nezamestnanosti 624 eur

HH mzdy 648,7 eur 626 eur

Zdroj: Vlastné prepoéty autorov na zaklade tidajov z SU SR, MF SR, Sociélnej poistovne SR a UPSVaR.

Horna hranica celkovych nakladov na reprezentativneho nezamestnané¢ho bola odhadnutd na
626 eur a spada priblizne do intervalu nezamestnané¢ho s median mzdou v hospodarstve bez
naroku na davky a nezamestnaného s rovnakou mzdou s ndrokom na davku v hmotnej ntidzi
a prispevkom k davke, ktora bola odhadnutd na 650 eur. Dolné hranica celkovych nakladov

> Podrobnejsie informécie o jednotlivych premennych su prezentované v Domonkos a Kénig et al. (2014).
® Podrobnejsie informacie o vypoéte DH a HH st uvedené v Domonkos a Konig et al. (2014).
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bola 456 eur, ¢o sa priblizuje nakladom nezamestnanosti prislichajicim nezamestnanému s
minimalnou mzdou a s narokom na davku v nezamestnanosti na urovni 440 eur.

TabulPka 4 Celkové naklady $tatu na jedného nezamestnaného v roku 2012, v eurach pri jednotlivych
scenaroch.

Vyska mzdy V pripade Bez naroku na Bez
niaroku na DvN s narokom naroku
DvN naDvHN aPkD  na davky
1.minimanlna mzda (327,2 440 402 304
eur)
2.median mzdy (637,3 eur) 816 650 552
3.priemerna mzda (805 eur) 1022 786 688

Zdroj: Vlastné prepoéty autorov na zaklade udajov z SU SR, MF SR, Socialnej poistovne SR a UPSVaR.

Na zéklade uvedenych vysledkov sa da vyslovit' zaver, Ze reprezentativny nezamestnany
nadobudal mzdu v intervale HH — DH, avsak ta je blizSic k HH daného intervalu. Na tuto
skutocnost’ moze poukazovat aj mzda vypocitana na zaklade priemernej vysky davky v
nezamestnanosti, nakol’ko jej hodnota sa v roku 2012 nachadzala relativne blizsie k HH v
porovnani s DH.

Uvazujme prvu situdciu, kedy Stat dotuje pracovné miesto na urovni hrubej mzdy dotovaného
miesta 624 eur, priCom sledujeme navratnost dotacie z pohladu nakladov na fiu
vynalozenych.

Obrazok 1 Navratnost’ dotacie vo vySke hrubej mzdy z pohl’adu nikladov na fiu vynaloZenych, poberatel’

DvHN a PkD, v euro.
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Zdroj: Vlastné prepoéty autorov na zéklade Gidajov zo SU SR, MF SR, Socialnej poistovne SR a UPSVaR.

PreruSovana Ciara na grafe vysSie reprezentuje kumulativne vydavky Statu na dotaciu pocas
obdobia jej vyplacania (jeden rok). Po jednom roku sa kumulativna vyska dotacie zastavi na
konStantnej urovni, nakol’ko $tat po uplynuti tohto obdobia pracovné miesto nedotuje. Plna
Ciara reprezentuje kumulativny prijem $tatu spojeny s vyplacanim socialneho a zdravotného
poistenia od zamestnanca a zamestnavatel'a, dane z prijmu fyzickych osob a narast vyberu
DPH a spotrebnych dani spojeny so zvySenou spotrebou nezamestnaného. V bode, v ktorom
kumulativny prijem pretne vydavky Statu na dotaciu sa $tat dostdva do neutralnej situacie z
hl'adiska jeho vynalozenych nékladov a prijmov. Od tohto momentu kazdy d’al$i mesiac,
pocas ktorého bude sledovand osoba zardbat, vyjadruje zisk Statu. Zisk, resp. strata su
vyjadrené prostrednictvom tmavej plochy, ktora nadobuda kladné hodnoty od siedmeho
mesiaca po skonceni trvania dotacie. Z uvedeného vyplyva, Ze ak jednotlivec bude pracovat’
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aspon sedem mesiacov po vycerpani dotacie, tato forma investicie bude pre $tat neutralna a
kazdy d’alsi mesiac bude prindsat’ pozitivny prijem.

V predchadzajicej situacii sme uvazovali s pripadom kedy §tat dotoval pracovné miesto
v rovnakej vySke ako bola mzda nezamestnané¢ho pred stratou zamestnania. V tejto Casti
budeme uvazovat' so situaciou, kedy S$tat bude dotovat’ pracovné miesto iba vo vySke
minimalnej mzdy, ktord bola 327 eur, av§ak zamestnavatel' sa musi zaviazat, ze poskytne
zamestnancovi mzdu minimalne vo vyske jeho predchadzajicej mzdy na Grovni 624 eur.
Obrazok 2 Navratnost’ doticie vo vySke minimalnej mzdy z pohPadu nékladov na fiu vynaloZenych,
poberatel’ DVHN a PkD, v euro.
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Zdroj: Vlastné prepodty autorov na zéklade udajov zo SU SR, MF SR, Socialnej poistovne SR a UPSVaR.

Na zaklade vysledkov uvedenych na obrazku moézeme konsStatovat, ze ndvratnost’ dotéacie
v uvedenom pripade je okamzitd, nakol'ko ndklady na fiu vynaloZené st nizSie ako prijmy
plyntice Statu v dosledku zamestnania Sa nezamestnanej osoby okamzite po vytvoreni
pracovného miesta.

Analyza nakladov a vynosov - neutralna vyska dotdacie

V predchadzajacich pripadoch bolo uvazované s vyskou dotacie na urovni minimalnej mzdy
amzdy vypocitanej na zéklade priemernej vySky davky v nezamestnanosti. UvaZujme
situdciu, kedy sa zamestnavatel zaviaze na novovytvorenom pracovnom mieste vyplacat
jednotlivcovi hrubtt mzdu vo vyske minimalne 624 eur pri rovnakych podmienkach dotacie,
pri¢om nas bude zaujimat’, akii maximalnu vysku dotacie by mohol §tat zvolit’, aby investicia
po dvoch rokoch bola pre §tat neutrdlna. Ak by sme analyzovali uvedent situaciu z pohl'adu
nakladov vynalozenych na samotnu dotaciu vyzeralo by to nasledovne:

Obrazok 3 Navratnost’ neutralnej dotacie z pohP’adu nakladov na fiu vynaloZenych, poberatel’ DVHN a
PkD,v euro.
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Zdroj: Vlastné prepodty autorov na zéklade udajov zo SU SR, MF SR, Socialnej poistovne SR a UPSVaR.

Z grafu vyssie vyplyva, Ze ak by vyska dotacie pracovného miesta pocas jedného roka bola
na urovni 814 eur a zamestnavatel by udrzal pracovné miesto rok po vyplateni dotécie,
pricom hruba mzda uchadzaca o zamestnanie by bola 624 eur, z hladiska nakladov
vynaloZenych na dotaciu by investicia do pracovného miesta bola za dva roky neutralna. To
znamena, ze ak by sa $tat rozhodol dotovat’ novovytvorené pracovné miesto do vysky 814 eur
za uvedenych podmienok by investicia z pohl'adu ndkladov vynalozenych na dotéaciu bola pre
Stat ndvratna az po druhom roku udrZania vytvorenej pracovnej pozicie. Takato dotacia by za
jeden rok jej trvania mala celkovii hodnotu 9 771 eur.

Zaver

Politika vytvorenia pracovného miesta formou dotacie je dlhodobo diskutovany problém
v SR. Diskusia casto kon¢i pri otdzke, akéd je efektivna vySka vynaloZenych finan¢nych
prostriedkov na vytvorenie pracovného miesta, aby sa dané pracovné miesto zbytocne
nepredrazovalo, a aby sa dosiahol ziadany efekt ako z pohladu trhu préace, zamestnanca
a zamestnavatel'a, tak aj z pohl'adu verejnych financii. Predlozeny ¢lanok si kladol za ciel
navrhnat’ vhodnu metodiku na zodpovedanie tejto otdzky a nédsledne aplikovat’ tito metodiku
na modelové scenare, ktoré méZu byt v budiicnosti zmenené a rozsirené podl'a konkrétneho
navrhu politiky trhu prace. Faktory, ktoré determinuju tento vypocet si: odhad mzdy, ktort
by zamestnanec zarabal, keby bol zamestnany, ¢o urcuje vysSku ndkladov, ktoré generuje
tento nezamestnany; dizka a vyska dotacie; obdobie kol’ko musi byt pracovné miesto udrzané
po ukonceni doticie a mzda vypladcand zamestnancovi.

Ak by sme uvazovali, Ze vlada SR by vynalozila 624 eur mesa¢ne pocas jedného roka na
vytvorenie jedného pracovného miesta, tak by naklady spojené s touto aktivitou z pohladu
prijmov plynticich zo zamestnania dodato¢nej osoby boli navratené za sedem mesiacov po
skonéeni dotovania pracovného miesta. Cize celkova navratnost’ ro¢nej investicie na irovni
624 eur mesacne do pracovného miesta, kde by sa vyplacala ako mzda 624 eur by bolo sedem
mesiacov. V pripade, ak by sa vynaloZzilo 327 eur mesa¢ne pocas jedného roka a vyplacala by
sa mzda 624 eur dva roky, tak by naklady spojené s touto aktivitou priniesli znizenie tlaku na
verejné financie okamzite, nakol'ko ndklady na dotaciu st nizSie ako prijmy plyntuce z0
zamestnania dodatocného nezamestnaného. Néavratnost’ by bola okamzitd hned’ od prvého
momentu vytvorenia pracovného miesta. Ak by vyska dotacie pracovného miesta pocas
jedného roka bola na urovni 814 eur a zamestnavatel' by udrzal pracovné miesto rok po
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vyplateni dotacie, pricom hrub4d mzda uchadzaca o zamestnanie by bola 624 eur pocas tychto
dvoch rokov, z hladiska nakladov vynalozenych na dotaciu by investicia do pracovného
miesta bola neutralna. Takato dotacia by za jeden rok jej trvania bola na Grovni 9 771 eur.
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SOLVING THE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM USING
ARTIFICIAL NEURAL NETWORKS

Marek Dvordkl!]

Abstract

Neural nets are an interesting idea based on emulation of human mind. While they are usually
connected with artificial intelligence, machine learning and classification, they can also be used
to help solving many applications in operation research. In this article, I will try to introduce
and compare two types of artificial neural networks - Kohonen self-organizing map and Hopfield-
Tank network. This comparision will be done on several ranomly generated Travelling Salesman
problems.

Keywords: traveling salesman, neural net, kohonen, hopfield-tank

1 INTRODUCTION

In the last few years, neural networks have been used with increasing frequency, mainly in the field
on artificial intelligence and deep learning. [4][2] It’s thanks to increasing computational power
which neural networks need to properly emulate human mind. [13]] While it will take a long time
until we are able to surpass the complexity of human brain, we can sufficiently emulate at least
some parts of human reasoning.

The task of teaching machines to reason like a human being is mainly in the realm of artificial in-
telligence, many fields can take such opportunity to use it for their benefit. The Traveling Salesman
problem is a classical problem of optimization where the exact solution can be hardly obtainable,
and where artificial neural networks can help a great deal.

2 THE TRAVELLING SALESMAN PROBLEM

Traveling salesman is a classical problem in a mathematic combinatorial optimization. [1] It is
stated as such that there are n cities in a region and each city either given by a position on a
cartesian coordinated grid, or with a matrix of distances between each city. The traveling salesman
needs to visit each city only once and then return back to where he started. The optimization lies
in finding a sequence of cities such that the total distance traveled is as minimal as possible.

Such problem can be formulated in terms of integer linear optimization. Let n be a number of cities
and ¢;; a distance between city i and city j. Then let’s define a variable x

o))

1 if the route goes from city i to city j
Xij =
Y 0 otherwise

We can then write an integer linear optimization problem as follows [12]:

The research project was supported by Grant No. IGA F4/54/2015 of the Internal Grant Agency, Faculty of
Informatics and Statistics, University of Economics, Prague.
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Z:Z Z cijx,-j—>min 2)

i=0 j#i,j=0
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Z x,-jzl fOI‘jZl,...,I’l (3)

1=0,i#]

n
Y xij=1 fori=1,....n 4)
ui+1—n(l—x;;) <u; fori=1,....n,i=2,...,n (5)
xij € {0;1} fori=1,....,nji=1,...,n (6)
ui >0 fori=1,...,n (7

However the computational complexity does rise exponentially with problem size instead of poly-
nomially. This means that while smaller problems with fewer cities do not pose much problems,
but as the number of cities increases, the time it takes to solve grows extremely quickly.

Thusly, on a large scale, it is infeasible to compute the absolute global extrema, but it is often
favorable to use algorithms which while not arriving at the best possible solution, arrives at a
suboptimal solution reasonably quickly.

Many heuristics and metaheuristics have been derived to make such computations faster. [8][11][14]]
One such heuristic is the nearest neighbor method. Let’s start from random city. Then the next city
to be visited is the city nearest to where we are right now. This continues until all the cities has
been visited. Disadvantage of such algorithm is that it is possible for the last city to end up far
away from the starter city. But even then this algorithm on average ends up being only 25% worse
then optimal solution [[7].

Other such algorithm stems from a list of all edges sorted from shortest to longest. The route is
iteratively constructed by adding a shortest segment from the list. If such newly added segment
should create a partial cycle in the route, it is discarded. This heuristics ends when all the cities are
connected.

The last heuristics to mention here is the nearest insertion heuristics. First a city is selected. This
city is on a self contained zero-length loop. We then try to add another city which minimizes the
total distance on the newly formed loop. The algorithm continues until all the cities are part of the
cycle.

There are also many metaheuristic, which are algorithms that do not take any initial assumptions
about a problem, but instead offer a general framework for solving. One such heuristic families
comes out of artificial neural networks.

3 ARTIFICIAL NEURAL NETWORK

Artificial neural net takes inspiration from biological neurons which can be found in central neural
systems of humans and many other animals. Such net connects units called neurons, that are de-
fined by its inputs, output and body of the neuron itself. [[15] Such neuron can be simply thought
of as a function which takes many inputs, weights them, and outputs a single value filtered through
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an activation function. This output can be used as an input to another neuron. Neuron can be math-
ematically described with this function:

flai,...,ap) =0 (b + i CliW,’) ()

i=1

where © is an activation function which can be either smooth sigmoid function like logistic function

1
C(x) = 9
0 =1 ©
, hyperbolic tangens

G(x) = tanh(x) (10)

, or stepwise function like

1 ifx>0

c(x)= - 11
(x) {—1 ifx<0 (1)

3.1 Kohonen self-organizing map

Such neurons described in the previous section can be arranged into networks. Self-organizing
map consists of two layers. [9] The first layer is input layer, and the second layer which directly
connects to the first one represents outputs.

Kohonen map is a bit different from traditional neural net that the output of net is not represented
with the output of final layer, but instead is represented by trained weights of this layer. [10] When
using SOM to solve the traveling salesman problem, those weights represent cartesian coordinates
of a city on a route. This output layer can be arranged in a arbitrary number of dimensions, but for
the purpose of TSP, one dimensional loop is mostly used.

An algorithm for using SOM is as follows:

1. Initialize the output network weights. They can be chosen at random, but mostly a circle in
the TSP region is used.

2. Chose one city from the region at random.
3. Calculate the nearest neuron using euclidean distance.

4. Adjust weights of the output layer using equations:
Wy(s+1) =Wy (s)+0O(u,v,s)0(s) (D(r) — Wy (s)), (12)

a(s)=e7 (13)
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O (s,i,r) = e 2d%(—s+1+i)? (14)
where n is iteration number, D (7) are the weights of the chosen city.
5. If maximum number of iterations is reached, end the algorithm. Else go to 2.

Kohonen map highly resembles stretching a rubber band. When you stretch a map to a chosen city,
the closest nodes follow the stretched one, but the further away they are, the more negligible the
weight adjusting is.

3.2 Hopfield-Tank neural net

Hopfield-Tank neural net highly resembles linear programming. It’s output neurons are arranged
in a grid which activation symbolizes the variable matix of linear programming.

Hopfield-Tank nets are based on a energy function [5], which is to be minimized and which is
constructed from constraints and objective function. This energy function covers column and row
restrictions on the output matrix, together with objective function. Equations of motion are then
derived to describe the change of neuron weights over time to minimize the energy function.

The equations of motion and the energy function in the case of TSP are as follows [6][S]:

dux; .
ZXI - _%_AZVXJ'_B Z Wi—C ZZVYj—n —
! t J#i Y#Y Y
_DZdXY(VY7i+1 +VY,i—1) (15)
Y
1 .
Vxi = glux;) = 3 (1 + tanh %) (16)
2
E= EZZZVXiVX.i—i_EZZ Z VXiVYi"—E ZZVX,'—I’Z +
X i J# i X XAY X i
D
+EZ Z ZdXYVXi(VY,i—H +VY,i—l) (17)
X Y£X i

4 SOLVING THE TRAVELING SALESMAN PROBLEM

The test data are five randomly generated regions of the size n = 10. [3] The position of each city
was randomly generated from the uniform distribution 7(0; 1) which was then used as input to
the self-organizing map. This was then converted to distance matrix to be used in Hopfield-Tank
network.

Kononen map utilized 20 neurons that aligned along the path with maximum iterations set to 500
and the neuron neighborhood set to 5.

Hoprfield-Tank net parameters were set to A = B = 100,C = D = 90,uy = 0.02, At = 0.00001.
Solution to both methods on one such randomly generated example can be seen here (blue line
represents solution found by SOM, red line is a solution found by H-T net):
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The solution to the first region found by SOM is 3.008, while the solution found by Hopfield-
Tank net is 3.702. A result from one run can be considered inconclusive, so additional 4 runs were
conducted. The results are summed in the following table:

solution SOM H-T
1 3.008 3.702

2 3.052 3.89
3 2.574 3.511
4 2772 4.185
5 2453 3.576

S CONCLUSION

The results suggest that Hopfield-Tank net performs worse than Kohonen self-Organizing map.
Hopfield-Tank net has a tendency to stop in local extrema more often, and given that it’s constraints
are part of the energy function too, this local extrema may be unfeasible.

It should be noted however that Hopfield-Tank can be adapted to more variety of optimization
problems and if one can correctly set it’s parameters, it may be proven more useful.
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POUZITIi SHLUKOVE ANALYZY PRI IDENTIFIKACI ODLISNE
FUNGUJICICH POLOZEK

APPLICATION OF CLUSTER ANALYSIS TO DETECT
DIFFERENTIAL ITEM FUNCTIONING

Lenka Fiitova

Abstrakt

Pti harmonizaci testii, tedy pfi jejich pfevodu na jednotnou Skalu, se mnohdy vyuziva
tzv. kotvicich polozek, které jsou spolecné nékolika testim. Aby vSak bylo tyto polozky
mozné pouzit k harmonizaci, je potieba, aby se jejich parametry napfi¢ testy nemeénily, coz
vSak nemusi vzdy nastat. Existuje cela fada postupi, jak testovat, zda polozka vykazuje tzv.
odlisné fungovani, avsak tyto postupy maji sva omezeni. Clanek proto navrhuje alternativni
postup identifikace odliSného fungovani polozek zalozeny na shlukové analyze, ktery muze
bézné pouzivané postupy doplnit.

Kli¢ova slova: teorie odpovédi na polozku, odlisné fungovani polozek, shlukovad analyza

Abstract

When equating two tests, test developers often use so-called anchor items to link the test
forms onto the same scale. However, in order for the anchor items to be suitable for equating,
their parameters need to remain stable across the tests which are to be linked, which is not
always the case. There are many ways to identify so-called differential item functioning, but
all of them have their limitations. Therefore, this paper suggests an alternative approach to
identifying differential item functioning based on the cluster analysis, which may be used
alongside the traditional methods.

Keywords: Item Response Theory, differential item functioning, cluster analysis

1 TEORIE ODPOVEDI NA POLOZKU (IRT)

Teorie odpovédi na polozku (Item Response Theory, didle IRT) je skupina modeli
pouzivanych ptedevSim pfi tvorbé a vyhodnocovani psychologickych a znalostnich testl
k odhadu parametrti polozek testu a urovné testované dovednosti respondenti (dale latentni
rys). Tyto modely umoznuji odhadnout, sjakou pravdépodobnosti odpovi respondent
s urcitou urovni latentniho rysu na danou polozku spravné. Dichotomicky dvouparametricky

model vyjadfuje pravdépodobnost, Ze respondent i zodpovi spravné polozku j nasledovné
(Partchev, 2004)

e%j©@i=B)

Pij(Bi,ﬁj,aj) =P(xij = 1|9U,B];a]) =W’ (1)
kde f;= obtiznost j-té polozky

a;= diskrimina¢ni schopnost j-té polozky

0;= troven latentniho rysu i-tého respondenta
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Xij= 1, zodpovéd¢l-li respondent i polozku j spravné, jinak 0.

Obtiznost polozky je spojita veli¢ina na téze Skale jako latentni rys respondent a muze
teoreticky nabyvat jakékoli hodnoty, byt se obvykle pohybuje v intervalu (-4, 4).
Diskriminace je rovnéz spojita veliCina, kterd byva obvykle kladna, ale mlize nabyvat i
zapornych hodnot.

1.1 Odli$né fungujici polozky v ramci IRT

Jednim z problémt odhadu parametri tloh pomoci IRT modeld je neuréenost metriky, ta se
proto obvykle centruje v nule bud’ vzhledem k rozloZeni latentniho rysu respondentl, nebo
vzhledem k obtiznosti polozek. Castym cilem tviircii testu byva sjednotit §kalu, na nichZ se
vyskytuji parametry polozek riznych testd, nebot’ jakmile jsou parametry polozek riznych
testll na téze skale, jsou i latentni rysy respondenta feSicich tyto testy na téze Skale, a tudiz
plné srovnatelné. To se obvykle provadi prostiednictvim tzv. kotvicich polozek, tedy mnoziny
uloh, které jsou spole¢né vicero testim. Je znamo, ze vyskytuji-li se tytéz ulohy v riiznych
testech, je mozné jejich parametry prevést na jednotnou Skalu linedrni transformaci, a tyto
parametry linearni transformace je pak mozné pouzit pro pifevod vsech zbylych (unikatnich)
uloh na jednotnou Skalu. Problémem, kterému tvurci testli Casto celi, je ovSem fakt, ze
parametry kotvicich poloZzek nejsou napii¢ testy vzdy stabilni. Méni-li se parametry polozek
test od testu, hovoifime o tzv. odlisném fungovani polozek (differential item functioning, dale
DIF). Odlisné fungujici polozky je potfeba spravné identifikovat a z kotveni nasledné vyradit.
K jejich identifikaci Ize pouzit naptiklad nékterou z nasledujicich metod.

1.2 Metody pro analyzu odliSného fungovani poloZek

Lordova statistika pro identifikaci DIF

Jednou z metod identifikace DIF je Lordova statistika (Lord, 1980), kdy je testovana sdruzena
nulova hypotéza, ze parametry obtiznosti i diskriminace se v obou testech rovnaji, tedy
Ho: aj1 = aj2; Bj1= Bj2, kde Bj; resp. Bj, oznacuje obtiZnost j-té€ polozky v prvnim, resp. ve
druhém testu, a a;; resp. a;, oznacuje diskriminaci j-té polozky v prvnim, resp. ve druhém
testu. Statistiku pak spo¢itame jako vi'Si 'vi kde v; zna&i vektor rozdil odhadu parametri
diskriminace a obtiznosti v jednotlivych skupinach a X zna¢i odhad kovarianéni matice
rozdilu mezi odhady parametri. Tato statistika mé& pak chi-kvadrat rozdéleni s poctem
volnosti rovnym poctu parametra (tzn. 2 u dvouparametrického modelu).

Statistika Raju pro identifikaci DIF

Tato statistika k identifikaci DIF je zalozena na ploSe mezi charakteristickymi kfivkami
polozek (Raju, 1990). Nulovou hypotézou je shoda parametrti polozek jsou v obou testech.
Pro dvouparametricky model Ize vyjadfit testovou statistiku vztahem

UA =

2(;2—611) In {1 + exp [Da122(b2_b1) } —b, — b1|’ (@)

aaz 2—0a1

kde UA znaci unsigned area, D je Skalovaci konstanta, ktera ptiblizuje logistickou kiivku
normalnimu rozdéleni, a; resp. a; zna¢i odhad parametru diskriminace v prvnim, respektive ve
druhém testu, a by resp. b, znac¢i odhad parametru obtiznosti v prvnim, respektive ve druhém
testu. Oznaéme H vyraz nachazejici se uvniti absolutni hodnoty. Testovou statistikou je pak
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Z= (H - 0)/o(H), ktera se porovna s kritickymi hodnotami normovaného normalniho
rozdéleni pro zvolenou hladinu vyznamnosti.

2 SHLUKOVA ANALYZA PRO IDENTIFIKACI DIF

Pfi identifikaci DIF mutze nekonzistence jedné kotvici polozky zpusobit, Ze se i1 ostatni
polozky budou jevit jako nekonzistentni, nebot’ nové odhady parametrii kotvicich polozek
vychazeji z odhadu skore na parametrech zafixovanych dle pavodniho testu, a tento odhad
skoére nemusi pii vyskytu DIF odpovidat skute¢nosti. Naptiklad kdyby méla uréita kotvici
polozka v jednom z testii diskriminaci rovnu 0,8 a ve druhém testu by jeji diskriminace kvuli
nekonzistentnimu chovani byla rovna 1, pak by pii zakotveni jeji diskriminace na 0,8 dle
puvodniho testu doSlo k ovlivnéni metriky vSech polozek ve druhém testu, coz by mohlo vést
k podhodnoceni odhadu diskriminace zbylych kotvicich polozek, které by se tudiz také mohly
jevit jako nekonzistentni. Odhalit kotvici polozku ¢i polozky zplsobujici zdanlivé
nekonzistentni chovani ostatnich polozek mize byt pfitom pii pouziti vyse uvedené Lordovy
statistiky ¢i statistiky Raju nékdy obtizné. Alternativnim postupem pii identifikaci DIF by
tedy mohla byt shlukova analyza kotvicich polozek.

Shlukova analyza kotvicich polozek (Huéin, 2013) je postavena na myslence, ze pokud se
kotvici polozky chovaji konzistentné, pak by vztah mezi jejich parametry mél byt v
jednotlivych propojovanych testech stejny. Kuptikladu, pokud je urcita polozka v jednom
Z testll jednodussi nez jina, mélo by totéz platit i ve druhém z testd. Neni-li tomu tak, pak je
pravdépodobné, Ze se parametry jedné z nich ¢i obou napfi¢ testy méni, tedy Ze polozky
vykazuji nekonzistentni chovani.

Nekonzistentni chovani l1ze analyzovat jak zvlast pro diskriminaci a obtiZnost, tak pro oba
parametry zaroven. Postup bude nejprve ilustrovdn na analyze stability parametra
diskriminace napfi¢ testy. Ozna¢me nyni @y @ resp. a,i a2k odhady diskriminace i-té a k-té
polozky v prvnim, resp. ve druhém testu, a S€1,a, S€1ak r€SP. S€2,ai, Se2ak Odhady jejich
smérodatnych chyb. Dale oznacme A matici normovanych rozdilti vzdéalenosti diskriminace,
kde A je ¢tvercova matice rozméru n krat n, pro jejiz prvek v i-tém fadka a k-tém sloupci plati

Ay = (al,i_ al.k)_ (az,i_ az,k) (3)

)
J (e1.a1)2+ (51,010 %+ (5€3,a)2+(5€5,ak)?

pficemz z realnych dat se ukazuje, Ze kovarianci je pro tyto Gcely mozné zanedbat. Prvky
matice A tak maji piiblizné rozdéleni N(O, 1). Matice A je zakladem pro nize popsanou
shlukovou analyzu. Pti analyze stability parametrii obtiZnosti 1ze postupovat obdobné.

Pfi analyze stability obou parametrd (diskriminace i obtiZznosti) zaroven postupujeme
nasledovné. Oznaéme by ; b1y resp. b,,i box odhady obtiznosti i-té a k-té polozky v prvnim,
resp. ve druhém testu, a Sey,pi, S€1 pk r€SP. Se2,ni, S€2pk 0dhady jejich smérodatnych chyb, zbylé
znaCeni zustava jako vyse. Oznaéme dix vektor rozdilu vzdalenosti diskriminace a obtiznosti
dvojice polozek i, k, tedy

di = (au - al,k) - (aZ,i - aZ,k) 4)
I (bu - bl,k) - (bZ,i - bZ,k) .

Dale ozna¢me X kovarian¢ni matici rozdilu vzdalenosti parametri dvojice polozek i, k, tedy

T (se,ai)? + (serar)® + (sezai)? + (s€z,ax)? (covapi + cOVap1 i) + (COVapai + COVap ) (5)
k=
(covapi + covapii) + (COVappi + COVap2 ) (serpi)? + (serpi)? + (sezpi)? + (Seap1)?
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kde COVap 1 resp. COVap 1k, znaci odhad kovariance parametru obtiznosti a diskriminace i-té
resp. k-té polozky v prvnim testu a COVap 2, FeSP. COVap 2k Ve druhém testu.

Prvek v i-tém fadku a k-tém sloupci matice rozdilu vzdalenosti ziskdme pfi soubézné analyze
stability parametrti obtiznosti a diskriminace jako dik Zik “di. Tato matice, jejiz prvky maji
chi-kvadrat rozdéleni s dvéma stupni volnosti, jsou zakladem pro shlukovou analyzu.

Podstatou shlukové analyzy je seskupovani prvki s podobnymi vlastnostmi do shlukd.
Ktomu existuje mnozstvi riuznych algoritm®, jednim znichz je napiiklad metoda
nejvzdalenéjsiho souseda, ktera funguje nasledovné. Uvazujme situaci, kdy mame k dispozici
n polozek. V prvnim kroku algoritmu vytvoiime n shlukti, z nichz kazdy obsahuje praveé jednu
polozku. Vzdalenosti mezi dvojicemi polozek jsou tedy zaroven vzdalenostmi mezi
jednotlivymi shluky. Nasledné najdeme dvojici polozek, které jsou si nejblize, a ty sdruzime
do jednoho shluku, ¢imz vznikne n — 1 shlukl. Spocitime vzdalenosti mezi nové vzniklym
shlukem a ostatnimi shluky a postup opakujeme, a to az t¢ doby, nez vznikne jeden shluk
obsahujici vSechny polozky. Vysledky shlukové analyzy lze graficky zachytit v podobé
dendrogramu, jehoZ vertikalni osa piedstavuje vzdalenost shluk.

3 SIMULACE

Nyni bude shlukové analyza pro identifikace DIF ilustrovana na simulovanych datech. Pro
vypoéty bude pouzit program TAPIR (Testova analyza pomoci IRT) vyvinuty spoleénosti
Scio (Scio, 2012), ktery je souborem skriptli pracujicich v prostiedi R (R Core Team, 2015) a
ktery vyuziva mimo jiné knihovnu difR (Magis, Beland & Raiche, 2013). V simulaci bylo
pouzito 10 polozek, které byly predlozeny dvéma neekvivalentnim skupindm o 10 000
respondentech, tedy skupinam s riznym rozdélenim latentniho rysu. Prvnich sedm polozZek se
chovalo napfi¢ skupinami konzistentn¢, posledni tfi polozky mély parametry, které jsou
popsany v tabulce nize. Vystup v podobé dendrogramu je zachycen na obrazku 1. Na zdkladé
néj 1ze snadno identifikovat polozky 8, 9 a 10 jako nekonzistentni.

ID polozky V8 V9 V10
obtiznost (skupina 1) 0,5 1,5 -1,5
obtiznost (skupina 2) 0,0 1,0 -0,5
diskriminace (skupina 1) 0,9 0,4 0,6
diskriminace (skupina 2) 0,4 0,7 1,2
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Obr 1 Shlukova analyza parametri kotvicich polozek (soubé&Zzna analyza obtiznosti a diskriminace)

4 ZAVER

V ¢lanku byl struéné popsan problém identifikace odliSného fungovani polozek, tedy polozek,
jejichz parametry se méni napfi¢ testy. Nejprve byly predstaveny dvé existujici metody
identifikace odlisn¢ fungujicich polozek, a to Lordova statistika a statistika Raju. Problém,
ktery nékdy mize v souvislosti s pouzivanim téchto statistik vzniknout, je, ze nekonzistence
jedné ¢i vicero kotvicich tloh se projevi zdanlivé nekonzistentnim chovanim i zbylych
kotvicich uloh. Byl proto navrzen alternativni postup pro identifikaci odlisn¢ fungujici uloh,
ktery vyuziva principt shlukové analyzy, a tento postup byl kratce ilustrovan na konkrétnim
prikladu. Z né&j je patrné, ze shlukova analyza miize byt alternativni cestou, jak nekonzistentni
chovani kotvicich poloZek identifikovat. Rozhodnuti, které polozky nepouzit ke kotveni kvili
jejich odlisnému fungovani, nemusi byt vzdy snadné, a jelikoz je shlukova analyza postavena
na jiném principu neZ vétSina bézné pouzivanych metod pro identifikaci DIF, 1ze ji povaZovat
za jejich vhodny doplnék, ktery mize pomoci toto rozhodovani usnadnit.
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TESTOVANI KOINTEGRACE V DYNAMICKYCH PANELOVYCH
DATECH

PANEL DATA COINTEGRATION TEST
Lukads Fryd

Abstrakt V préci je zkouman kointegracni vztah mezi hospodarskym riistem, penézni zdsobou,

inflaci a drokovou mirou. Test je postaven na panelovych datech, které vykazuji robustnéjsi vy-
sledky neZ pro piipad odhadu kointegracniho vztahu jednotlivych zemich zvlast'. Na zdkladé testd
jednotkovych kofent a testu kointegrace uréenych pro panelova data, se dosp€lo k zavéru, Ze mezi
uvedenymi proménnymi existuje kointegracni vztah.

Klicovd slova priirezovd heterogenita, testy jednotkovych korenii, testy kointegrace, panelovd data

Abstract

We test the relationship among of GDP, CPI, interest rate and money aggregate M2. The metho-
dology is based on the panel data. We use panel data unit root tests and panel data cointegration
test. The dynamic panel data are more robust then their univariate versions. We find that there are
cointegration relationships.

Keywords: cross-section heterogenity, dynamic panel data, panel data cointegration test.

1 Uvod

Cilem této prace je zjistit, zda-li existuje dlouhodoby vztah mezi hrubym domacim produktem,
penéZnim agregatem, cenovou hladinou a drokovou mirou. VétSina literatury fesi tento typ pro-
blému pomoci analyzy jednotlivych zemi. Ur€itym problém je vSak nedostatecna datova zdkladna,
zejména pro zemé byvalého vychodniho bloku, pro které mdme data pribliZzné od roku 1990/1991,
tedy pro ro¢ni pozorovani pfiblizné 20-25 udajti. V tomto pfipadé nemaji klasické testy jednotko-
vych kofend a testd kointegrace vhodné asymptotické vlastnosti. MoZnou alternativou je relativné
nove se formujici sekce ekonometrie, zaobirajici se makroekonomickymi panelovymi daty. Hlavni
myslenkou tak je, zvysit pocet pozorovani tim, Ze datovou zdakladnu rozsifime o prifezova data.
Tato préce by tak spiSe nez analyza dané zdvislosti méla predstavit nékteré moznosti, jak fesit uve-
deny problém. Jak jiz bylo feceno, jedna se o relativné novou metodologii, kdy znacnd ¢4st modelt
stale neni dostate¢né robustni k vétsi heterogenité v datech.

2 Specifikace modelu a data

Zékladem této prace bude zkoumat vztah mezi hrubym domécim produktem v konstantnich cendch
roku 2010, ! mé&nového agregatu M2, indexu CPI a depozitni drokové miry. VSechny proménné

sez6nné o¢isténa
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jsou v logaritmické podobé. Data byla pofizena pro osm zemi vychodniho bloku. Konkrétné se
jednd o Bulharsko, Ceskou Republiku, Estonsko, Mad’arsko, Polsko, Slovinsko, Ukrajinu a Bélo-
rusko a to pro obdobi 1991 az 2014. Dalsi zemé byvalého vychodniho bloku nebyly zafazeny do
vyzkumu z diivodu nedostate¢né datové zdkladny. Panelova verze odhadovaného modelu m4 tvar:

In GDPzt = 6z + o In M2’Lt —+ 61 In CPI,Lt —+ Yi In Tit + €t (1)

Kde index i predstavuje konkrétni zemi a index ¢ dané casové obdobi. Parametr 9 je tzv. fixni efekt,
tedy urcita specifikace dané zemé a parametry «, 3,y jsou sklony pro konkrétni zemi i.

3 Metodologie

V této Casti si predstavime hlavni ekonometrické néstroje pouZité pro analyzu rovnice (1). Popi-
Seme si pouzité testy jednotkovych korentl a test kointegrace.

3.1 Prurezova zavislost

Teorie tykajici se panelovych dat vznikla zejména pro potieby mikroekonomie. Z tohoto diivodu se
prili§ nepfedpokladaly pripadné vazby mezi jednotlivymi subjekty. JelikoZ se v soucasnosti rozvi-
jeji panelové techniky i v makroekonomii, je dileZité brat tento predpoklad v dvahu. Pro testovani
prifezové zavislosti vyuzZijeme test navrZzeny Pesaran(2004), jehoZ verze pro "unbalanced"data

vypada nésledovné:
N—
e = DI

T T
pii =Y eueir/(O>_ i) PO e 3)
t=1 t=1

t=1

Mz
b>

2)

+

kdy

kde e;; jsou residua ziskand z panelové regrese pomoci fixed effect estimétoru pro rovnici (1).

Nulov4 hypotéza predpokldda, Ze mezi jednotkami neexistuje zdvislost a testova statistika pak ma
asymptotické normované normalni rozdéleni.

3.2 Testy jednotkovych korenu

Pro testovani stacionarity casovych rad vyuzijeme dva testy, Maddala a Wu (1999) a Pesaran(2007).
Prvni ze zminénych testi patii do tzv. skupiny prvni generace, kterou charakterizuje fakt, Ze ne-
predpoklada priifezovou zavislost mezi proménnymi. V piipadé jeji existence pak mohou testy
prvni generace podavat Spatné vysledky Pesaran(2007). Problém s existenci prufezové zdvislosti
fesi testy druhé generace, mezi které patii napiiklad zde uvedeny test Pesaran(2007). Tento test
je také robustni vici strukturdlnim zménam, které mohou nastat zejména v makroekonomickych
Casovych fadach a zkreslit tak vysledky nékterych testd jednotkovych kofend.
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Maddala a Wu (1999) test dovoluje heterogenitu v autoregresnich koeficientech, neumoznuje vSak
prifezovou zavislost, jak jiz bylo feceno. Test md chi-kvadrét rozdéleni a predpoklada nasledujici
proces:

p
Ayir = o + by + it + Z dij Ayir—j + €3 4)

J=1

Kde ¢;; pfedstavuje ndhodnou chybu. Nulova hypotéza ma tvar Hy : b; = 0,7 = 1, ..., NV a alterna-
tivni hypotéza H, : b; < 0,2 =1,....N;b; =0,i =1,.... N

V piipadé existence prufezové zavislosti, je vhodnéjsi pouZit testy druhé generace, které jsou vy-
datnéjsi, nez testy prvni generace Westerlund(2006). Pro piipad rovnice (1), kdy chceme zahr-
nout i tzv. "commom correlated effect", vyuzijeme commom correlated augmented Dickey-Fuller
(CADF) test podle Pesaran(2007), ktery predpoklada proces:

P
Ay = a; + biyir—1 + it + Z dij AYir—j + 9% + €t )
=1
kde z; = (gt—j; Ayy_q, '--Agt—p>

CIPS statistika, kterd je aritmeticy pramér t-statistik z OLS odhadu parametru b; z rovnice 5

N
1 -
CIPS = =) 6
N ;:1 (6)
kde #; je t-statistika z OLS odhadu parametru b;

3.3 Testy kointegrace

V pripadé, Ze shleddme proménné integrované stejného fadu, je nutné jej testovat na existenci koin-
tegra¢niho vztahu, kdy v pfipad¢ jeho existence jsme schopni odhadnout dlouhodoby vztah mezi
kointegrovanymi proménnymi. V této praci vyuZijeme test kointegrace podle Pedroni(1999,2004).
Budeme predpokladat nasledujici proces:

In GD.PZt = 52 + @zt + «; In M2zt + 61 In OPIZt + Yi In Tit + €t (7)

Test predpokladd, ze In GD Py, In M2, aln CPI; alnry jsou I(1) procesy. Z rovnice lze vydist,
Ze test umoznuje heterogenitu jak pro fixni efekt J;, tak pro piipadny linedrni trend ©;¢. Tim padem
je mozné aby byl kointegracni vektor rizny pro jednotlivé zemé&. Pedroniho test patii do skupiny
tzv. residudlnich testd, kdy residua z rovnice (7) jsou vstupem do dvou typl testovych statistik,
kterych je celkem sedm. Prvni typem jsou tzv. panel, nebo také (within dimenson) testy, celkem
jsou Ctyri. Druhym typem jsou group testy (between dimension), které jsou celkem tfi. Toto roz-
déleni je dano tim, jestli hledime na data jako na panely a nebo jako na "pool"data. U vSech sedmi
statistik se predpokladd asymptotické normované normélni rozdé€leni.
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N T
Panel v — statistika : Z, = (Z Z fzfﬁé?t Ot 8)

N T N T
Panel p — statistika : Z, = (Z Z Li2ed )7t Z Z L2 (61 Déy—y — Ni) )

i=1 t=1 i=1 t=1

N T T
Panel PP — statistika : Zpp = (6° Y > Lifiéh )72 0> Lifi(euaAéu1 — i) (10)

i=1 t=1 i=1 t=1
N T
Panel ADF — statistika : Zapr = (8 Y > Lijiel )7 '/? Lm LA, (1)
i=1 t=1 i=1 t=1
N T T
Group p — statistika : Z, = Z(Z ez )t Z(éit_lAéit_l - \i) (12)
i=1 t=1 t=1
T

~

Group PP — statistika : Zpp = Z Z € 1) —1/2 Z(éit,lAéit,l - \) (13)

=1 t=1

T T
Group ADF — statistika : Zspr = Z(Z A Zéft WAV (14)
=1

i=1 t=1

kde é;; jsou rezidua ziskand z rovnice 7, I:l_fl je kovarianci matice pro Aey,. Zbylé proménné jsou
popsény v Pedroni(1999). Cilem panelovych statistik je testovat hypotézu H : p; = 1 pro vSechna
1 proti alternativni hypotéze H; : p; < 1 pro vSechna ¢ a cilem group statistik je testovat Hy : p; = 1
proti [ : p; = p < 1 pro vSechna 7.

4 Empiricka cast

4.1 Prurezova zavislost

Nez prejdeme k testovani vlastnosti Casovych fad, je tfeba nejprve urcit, zda-li neexistuje mezi
jednotlivymi jednotkami, zde zemémi, prostorovd zavislost. Jeji pfipadnd existence mé ndsledné
dopad na zvoleni vhodnych testil, zejména pak testl jednotkovych korent.

Vysledky testl jsou zobrazeny v tabulce 1, kde C'Dp predstavuje hodnotu testové statistiky. M-
Zeme vidét, Ze pro HDP a drokovou miru, mizeme zamitnou nulovou hypotézu o neexistenci pro-
storové zdvislosti na hladiné vyznamnosti mensi jak 1% . V pfipadé ménového agregitu, mizeme
zamitnout nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti mensi jak 10% a v pfipadé indexu CPI na
hladiné mensi jak 5%. U vSech proménnych tak zamitneme nulovou hypotézu a v piipadé méno-
vého agregétu, budeme brét urCity zfetel na to, Ze moznost dopusténi se chyby druhého druhu je
VySSi.
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Tabulka 1: Cross-section dependence

Zavisla proménnd C'Dp p-hodnota

InGDP 4.997 0.000
In M?2 1.681  0.0927
InCPI 2.155  0.0311
Inr 3.398 0.000

4.2 Panel unit root test

Druhym krokem v analyze je urcit, zda-1i se jednd o staciondrni Casové fady, jelikoZ piipadnd apli-
kace regrese na nestacionarni casové fady by mohla vést k tzv. problému zdanlivé regrese. My zde
vyuzijeme dva typy panelovych testd. Test prvni generace podle Maddala a Wu(1999) a test druhé
generace podle Pesaran (2007). Pro oba typy testl jsme testovali jak moZnost existence determinis-
tického trendu, tak moZnost bez trendu. Stejné tak jsme zahrnuli pfipadnou autokorelaci do fadu tfi.

Z analyzy ohledné prostorové zdvislosti, se zaméfime zejména na test podle Pesaran(2007), ktery
ma v tomto pripadé€ vyssi silu. V tabulce 2 jsou zobrazeny vysledky uvedeného testu, kdy nulova
hypotéza predpokldda nestaciondrni ¢asovou fadu. Hvézdicky uvedené v tabulce pak predstavuji
hladinu vyznamnosti, na jaké miiZeme nulovou hypotézu zamitnout. !

Stejnd metodika plati i pro test podle Maddala a Wu (1999) tabulka 3, ktery v tomto pfipadé diky
prostorové zavislosti ma mensi silu, piipadné miiZe vést ke Spatnym zavéraim Westerlund(2006).
V nasem piipad€ se v tomto testu mizeme zaméfit na ménovy agregat, u kterého bylo zamitnuti

4

nulové hypotézy pro prostorovou zdvislost na vyssi hladin€ vyznamnosti.

V uvedené analyze, nejsou zdvéry o stacionarité zcela jasné. Z tohto diivodu je tieba udélat stejné
testy, tentokrat pro prvni diference danych proménnych a zkoumat jejich stacionaritu. Vysledky
obou testil, tentokrat v§ak pouze pro zpozdéni jedna, jsou uvedeny v tabulce 4 a 5. Zde jiz vidime,
Ze pro prvni diference, miZeme zamitnout nulovou hypotézu a pfijmout alternativni o stacionarité
danych Casovych rad. Prestoze vysledky v tabulkdch 2 a 3, nebyly jednoznacné, diky ovéreni staci-
onarity prvnich diferenci, miZeme uvedené Casové fady povaZovat za procesy integrovaného radu
jedna. Podobné postupoval napiiklad Nazlioglu, Soytas (2012).

Bk - men3i jak 1% ** - mensi jak 5% * - mensi jak 10%
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Tabulka 2: Pesaran (2007) CIPS Test

Konstanta
Proménna lag0 lagl lag2 lag3
InGDP 3.157 0.635 0.839 -1.628%*
In M2 -2.506 **#*  _0.013 -1.375  -1.927%*
InCPI -1.675% -1.708** -2.297**  _0.740
Inr 0.485 -0.955 -0.285 -0.826
Trend
InGDP 4.023 2.495 1.357 0.251
In M2 -0.825 1.494 0.685 2.013
InCPI -2.20] -1.300 -2.021%* 3.072
Inr 1.374 -0.116 1.103 2.051

Tabulka 3: Maddala and Wu (1999) Panel Unit Root test

Konstanta
Proménna lag0 lagl lag2 lag3
InGDP 7.574 12.121 9.892 10.514
In M2 130.599 *** 18.357 23.844 21.811
InCPI  257.911%%* 37764 **%* 38611 *** 39695 ***
Inr 10.218 42.03%** 20.240 12.355
Trend
InGDP 25.839 * 36.054***%  25258%*%* 17.349
In M2 108.442%** 13.175 10.414 21.993
InCPI 188.02***  38.079*** 79 .957***  5(0.853%*%*
Inr 8.647 28.933%* 14.810 16.490
Tabulka 4: Pesaran (2007) CIPS Test
lags AIlnGDP AlnM2 AlmCPI Alnr
0 -2.354%%  -6.943%%*% 9 [54%** 8 165%**
1 3.982%%*%  4,035%*%*% -6.501%** -7.036%**

4.3 Kointegrace

JelikoZ jsme zjistili nestaciondrni Casové rady, je tfeba ovérit, zda-li mezi nimi neexistuje koin-
tegracni vztah. Jak jsme jiz uvedli, aplikace regresni analyzy na nestacionarni ¢asové fady, muze
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Tabulka 5: Maddala and Wu (1999) Panel Unit Root test
lags AlnGDP AlnM2 AlnCPI Alnr

0 70.107*** 87.396%** 207.585%** 122.260%**
1 42.133%*%% 04 130%** 157.874%%** 283.575%**

vést ke zdanlivé regresi. Na druhou stranu, pokud budeme zkoumat nestacionarni ¢asové fady, re-
spektive jejich diference, tak v pfipadée existence kointegracniho vztahu ztrdcime cenné informace
o jejich dlouhodobém chovani.

Jako test kointegrace jsme si vybrali panelovy test podle Pedroni(1999,2004), ktery umonuje fle-
xibilitu pro parametry jednotlivych zemi. Test jsme provedli jak pro piipad existence trendové
sloZzky, tak bez ni. Vysledky jsou zobrazeny v tabulce 6 a 7, kdy pro nulovou hypotézu plati, ze
mezi ¢asovymi fadami neexistuje kointegracni vztah a testové kritérium ma pfi platnosti H, nor-
mované normdlni rozdéleni.

Pro obé tabulky plati, Ze hodnoty vétSiny testovych statistik podporuji zamitnuti nulové hypotézy.
JelikoZ mame kratké Casové fady, tak podle Pedroni(2004), v tomto piipadé vykazuji nejlepsi vlast-
nosti statistiky Panel ADF a Group ADF. V obou pfipadech miZeme zamitnout nulovou hypotézu
a prijmout alternativni, Ze mezi danymi proménnymi panuje dlouhodoby vztah.

Tabulka 6: Pedroni panel cointegration test bez trendu

Panel weighted statistics

Panel v—statistic 1.589%*
Panel p—statistic -1.479*
Panel P P—statistic -2.977%*
Panel ADF —statistic ~ -3.123%%*

Group statistics
Group p—statistic -0.8332
Group P P—statistic -3.295% %%
Group ADF —statistic ~ -3.946%**
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Tabulka 7: Pedroni panel cointegration test trend

Panel weighted statistics

Panel v—statistic 2.83% %%
Panel p—statistic -1.123
Panel P P—statistic -3.971***
Panel ADF —statistic ~ -4.222%%*

Group statistics
Group p—statistic 0.682
Group P P—statistic -2.481 %%
Group ADF —statistic =~ -2.784%%%*

5 Zavér

V této prici jsme se zaobirali hypotézou, které proménné maji dlouhodoby vliv na hospodarsky
rust. Podafilo se ndm zjistit, Ze mezi hospodarskym ristem, ktery jsme aproximovali pomoci HDP,
existuje kointegracni vztah s urokovou mirou, indexem spotfebytelskych cen a ménovym agrega-
tem.
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PRITOMNOST MIKROSTRUKTURNIHO SUMU VE VYSOKOFREKVENCNICH
KURZECH CIZICH MEN: EMPIRICKA STUDIE

PRESENCE OF MICROSTRUCTURE NOISE IN HIGH-FREQUENCY FX
RATES: EMPIRICAL STUDY

Mgr. Viadimir Holy

Abstrakt

Ceny finan¢nich aktiv jsou pii vySSich frekvencich pozorovani Casto kontaminovény tzv. mik-
rostrukturnim Sumem. To miZe byt zpisobeno diskrétnosti pozorovanych cen, bid-ask sprea-
dem a dalSimi efekty. Tento Sum pak miZe znaéné vychylit odhad rozptylu. Cilem prace bude
analyzovat ¢asové fady kurzt nékolika part cizich mén. Empiricka studie bude pomoci statis-
tickych testd popsanych v literatufe zjist' ovat pri jakych frekvencich se Sum v datech vyskytuje.

Kli¢ova slova: Mikrostrukturni sum, Realizovand volatilita, Ménovy trh

Abstract

Financial asset prices are at the higher frequencies of observations often contaminated by
microstructure noise. This may be caused by the discreetnes of observed prices, bid-ask spread
and other effects. This noise can greatly bias variance estimation. The goal of this paper is to
analyze time series of exchange rates of several foreign currency pairs. Empirical study will use
statistical tests described in the literature to determine at what frequencies the noise in the data
occurs.

Keywords: Microstructure Noise, Realized Volatility, Foreign Exchange Market

1 Uvop

Dostupnost vysokofrekvencnich dat nabizi nové moZnosti a vyzvy v odhadu rozptylu caso-
vych fad. PouZivéani vyS$Sich frekvenci pfindsi vice informaci, ale v datech se pak objevuje tzv.
mikrostrukturni Sum (v anglictiné ,,market microstructure noise‘). Tento Sum je zplisoben za-
okrouhlovanim cen, bid-ask spreadem a celkovou diskrétni povahou transakci a mizZe velmi
vyrazné ovlivnit odhady rozptylu. V tomto ¢ldnku se pokusime zjistit pii jakych frekvencich
pozorovani je tento Sum pritomen v ¢asovych fadach kurzii nékolika para cizich mén.

2 TEORETICKE ZAKLADY

Necht’ X; je jednorozmérny proces logaritmickych cen a predpokladejme, Ze se jedna o spojity
semimartingal se skoky

X, = X0+/,usds+/ o, dW, —I—Zc,, (1)

kde p; je drift, o je caglag volatility proces a Wy znaci Wienertv proces. Skokova komponenta
je tvorena souctem nenulovych stejné rozdélenych nezavislych ndhodnych veli¢in ¢;, které jsou
nezdvislé na J;. Proces X; se nazyva efektivni cena. Misto X; ovSem ve skute¢nosti pozoru-
jeme néjaky diskrétni proces Y; s vySe zminénym mikrostrukturnim Sumem. Pfedpokladejme,
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7Ze mame k dispozici n rovnomérné rozmisténych pozorovani s frekvenci f. Pozorovani jsou
tedy v Casechi- f, proi = 1,...,n. Pozorovany proces lze potom definovat jako
f_ f
Y/ =X r+¢, 2)

f

i

kde £l.f je mikrostrukturni Sum. Pfedpoklddejme, Ze €
ndasledujici strukturu

jsou nezavislé na procesu X; a maji

& = asxiy, 3)
kde x;.r je bily Sum. V literatufe je toto nejbéZnéjsi situace, jak je uvedeno v knize [3]. V em-

pirické studii se mimo jiné budeme zabyvat otdzkou, zda je parametr oy zavisly na frekvenci f
nebo ne.

2.1 Vypocet realizované volatility

Jeden z nejvice studovanych aspektli analyzy vysokofrekvencnich dat je odhad integrované va-
riance. Ta je pro néjaky ndhodny proces cen X; definovana jako

vV (0,1) = /Ot o2dr. 4)

Integrovand variance muiZe byt odhadnuta pomoci tzv. realizované volatility definované jako

n

RV, =Y (Yi—Yi_l)z, 5)

i=1

kde n je pocet pozorovani pro danou frekvenci f. Realizovana volatilita ale konverguje k in-
tegrované volatilité¢ pouze za predpokladu, Ze proces X; je spojity semimartingal a nesmi tedy
obsahovat komponentu skokd Z{’:l ¢;. Pritomnost Sumu v pozorovaném procesu Yl.f navic zpu-
sobi vychyleni odhadu realizované volatility.

V ¢lanku [5] byl navrZzen odhad integrované volatility, ktery je konzistentni a robustni k pfitom-
nosti skoktll v procesu. Realizovana tripower variation je definovand jako

n—2 2 2 2
TVnZég:SZ Yl'+2_Yi+1’3 K+1_Yi3Yl’_Yi—l 37 (6)
i=1
kde
T(30+1))
S =22 (7)

Stejné jako u realizované volatility je i tento odhad v pfipadé pfitomnosti Sumu vychyleny.

2.2 Testovani pritomnosti Sumu

Clanek [2] navrhuje, jak testovat pfitomnost Sumu pomoci realizované volatility a v piipadé
skokli v pozorovaném procesu pomoci realizované tripower variation. Nulova hypotéza testu je
definovana jako

2
HO:E(si—si_l) —0 )
a alternativni hypotéza jako

H; : E(si—si1>2>0, 9
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kde & je definovano jako ve vzorci (3). Oba testy vychazi z porovnani dvou odhadu integrované
variance vypoctenych pfi frekvencich f a fs, tedy pii poCtech pozorovéni n a ng.
Prvni test je zaloZen na statistice

RV, — RV,
Zn,nsz“"_“ = "S>, (10)

/2RO,

kde RQ,, je realizovand kvarticita definovand jako

1 1
RQu = zns Y. (Yi=Yi1) . (11)
i=1

Za platnosti nulové hypotézy konverguji RV, a RV, k integrované volatilit€. Pro n,ng — oo
a ';—S — 0 pak statistika Z, ,, konverguje k normovanému normélnimu rozdéleni. Za platnosti
alternativni hypotézy tato statistika diverguje.

Druhy test, ktery je robustni ke skoklim, je zaloZeny na statistice

JAs(TV,y =TV,

ZT,ne = ) 12
nns YOV, (12)
kde QV,,, je realizovand quadpower variation definovand jako
ng—3
Vi =& *ns Y [¥ia = Yisa| Yz = Yoo | Vi =¥ [ 1 =¥ (13)
i=1
a
&7 —583+28387 +287¢,
,y — 3 3 3 3 3 3 (14)

&
3

Za platnosti nulové hypotézy konverguji TV, a TV,, k integrované volatilité. Pro n,ng — oo
a “8 — 0 pak statistika ZT;, ,; konverguje k normovanému normélnimu rozdéleni. Za platnosti
alternativni hypotézy tato statistika diverguje.

3 ANALYZA DAT

K dispozici mame tickova data 27 part kurzii cizich mén (7 hlavnich pard, 10 vedlejsich pari
a 10 exotickych part) za roky 2011 az 2014. Data obsahuji pouze bid ceny Pft a ask ceny P;‘:l,
kde index i oznatuje konkrétni m&novy par a index ¢ znadi &as. Nemdme tedy z4dnou informaci
o samotnych transakcich. Podobné jako v [7] si nejdiive spocteme tzv. mid ceny PA;I jako pramér

l’
bid a ask cen

PB4+ pPA
M 7t 7t
Py = % (15)
a déle si vypocteme jejich logaritmické vynosy
PM
RY = log Pﬁt , (16)

ii—1

které budeme ve zbytku ¢lanku analyzovat.
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3.1 Likvidita

Nejdiive se pokusime posoudit likviditu jednotlivych mé€novych para. Podobné jako v [7] bu-
deme likviditu méfit pomoci logaritmického spreadu

i =log op- (17)

it

Tabulka 1 obsahuje pro kazdy par pocet ticki za minutu a vazeny pramér logaritmickych
spreadi (vdhami jsou doby, po jaké bid a ask ceny platily). Zddnou vyraznou zdvislost lo-
garitmickych spreadii na poctu tickd za minutu se nepodafilo prokdzat. Napr. par EUR/USD
s velkym poctem tickli ma srovnatelny logaritmicky spread jako par EUR/CZK, ktery md v na-
Sem vzorku ménovych pari nejmensi pocet tickli za minutu. Velikost spreadu ziejmé ani neni
ovlivnéna zafazenim paru mezi hlavni pary (které jsou obecné nejcastéji obchodované), vedlejsi
pary nebo exotické pary (které jsou obecné méné Castéji obchodovany).

Tabulka 1: Pfehled ménovych part a jejich zdkladnich statistik.

klasifikace ménovy par tick(/min. log spread
EUR/USD 31.04 1.45-107%
USD/JPY 23.52 2.52-1074
GBP/USD 31.53 2.01-107%
hlavni piry ~ USD/CAD 2043 3.11-107%
USD/CHF 28.53 3.51-107%
AUD/USD 29.10 2.52-107*
NZD/USD 23.19 4.04-107%
EUR/GBP 2321 297-10°%
EUR/CHF 1579 1.54-107%
EUR/CAD 34.12 4.10-107*
EUR/AUD 40.02 3.97-107%
vedlejif pary EUR/NZD 30.13 5.72-1074
EUR/IPY 4126 2.43-107%
GBP/JPY 37.92 3.86-107%
CHF/JPY 31.41 4.00-107*
GBP/CHF 3035 4.58-107%
GBP/AUD 35.24 4.56-107%
EUR/CZK 278 1.48-107%
USD/CZK 18.11 4.47-107*
EUR/PLN 6.93 5.17-107%
USD/PLN 2273 7.31-1074
exotické pary EUR/SEK 1450 4.34-1074
USD/SEK 31.98 4.90-107%
EUR/NOK 13.31 5.08-107%
USD/NOK 30.62 5.76-107%
EUR/HUF 531 6.73-107%
USD/HUF 18.88 8.66-107%
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3.2 Vlastnosti Sumu v odhadech integrované variance

V této Casti a ve zbytku Clanku jiZ nebudeme pracovat s tickovymi pozorovanimi, kterd jsou
nerovnomeérné rozlozend. Misto nich si tato data agregujeme tak, abychom dostali rovnomérné
rozlozena pozorovani s danou frekvenci (napt. 20 minut). Toho docilime tak, Ze za dané rovno-
mérné rozlozené pozorovéani zvolime posledni (uplnyulé a nejblizsi) tickové pozorovani. Nyni
se omezime pouze na pary EUR/USD a EUR/CZK. Pro oba pary si spoCteme denni realizované
volatility a realizované tripower variation pro riizné frekvence pozorovani. Pokusime se odhalit
vztah mezi frekvenci pozorovani f a velikosti odhadt. Do obrazku 1 jsme zanesli primérnou
hodnotu realizované volatility a realizované tripower variation pies vSechny pozorované dny
v zavislosti na intradenni frekvenci pozorovani. Z tohoto obrdzku je jasné vidét, Ze pri vysSich
frekvencich pozorovani je hodnota odhadii vychylena. Primérné hodnoty odhadi jsme jesté
proloZili kfivkou

PN N |
y ﬁ0+/31f+/32f2- (18)
Z obrazku 1 je vidét, Ze tato kiivka dobfe postihuje chovani Sumu realizované volatility i re-
alizované tripower variation pro oba pary, coZ ndim naznacuje, ze celkovy Sum v odhadech je
kvadraticky zdvisly na poctu pozorovani, tedy Ze parametr o/ ze vzorce (3) je linedrné zavisly
na poctu pozorovani n.

Obrazek 1: Odhady realizované volatility (levy sloupec) a realizované tripower variation (pravy
sloupec) vypoctené pfi riznych frekvencich.
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3.3 Pritomnost Sumu v datech

Nyni spocteme pro vSechny péry jejich denni realizované volatility a realizované tripower va-
riation a pomoci testu zaloZeného na statistice Z, ,5 a testu zaloZzeného na robustni statistice

83



ZT, n zjistime, zda je v konkrétnich intradennich frekvencich pozorovéani Sum pritomny nebo
ne. Jako srovndvaci frekvenci fs stejné jako v [2] zvolime 20 min, coZ je frekvence, u které
se dd predpokladat minimdlni vliv Sumu (to ndm ostatné naznacuje i obrazek 1). Do tabulky 2
zaneseme procento dni, ve kterych se testy zaloZené na statistikich Z, ,, a ZT,, ,,; nezamitly pro
zkoumané frekvence 1, 2, 5, 10 a 15 minut. Vidime, Ze procenta nezamitnuti testu se pro jed-
notlivé pary piiliS nelisi (snad jen v exotickych parech je mikrostrukturni Sum o néco mensi).
Vysledky nam také ukazuji, Ze v odhadech pfi frekvencich 1, 2, 5 a 10 minut je Sum silné
pritomny. U frekvence 15 minut je pak Sum ve vét$iné dnili neprokazatelny.

Tabulka 2: Testy pritomnosti Sumu pro rizné frekvence f a pri srovnavaci frekvenci fg = 20.

% nezamitnuti testu Z, , % nezamitnuti testu ZT},
par\frekvence 1 2 5 10 15 1 2 5 10 15
EUR/USD 00 02 09 97 48.1 0.1 02 21 208 67.6
USD/JIPY 0.0 0.0 0.7 6.7 463 0.0 00 1.1 145 652
GBP/USD 00 02 1.0 9.1 435 0.1 04 23 17.6 62.0
USD/CAD 0.1 02 09 66 472 02 04 13 152 68.0
USD/CHF 0.0 00 04 80 46,5 00 02 1.0 16.0 652
AUD/USD 00 03 13 63 447 02 03 1.1 13.1 645
NZD/USD 0.1 02 0.7 9.1 498 0.1 02 13 16.7 67.0
EUR/GBP 00 0.1 04 49 402 00 0.1 1.0 12.8 63.0
EUR/CHF 00 00 0.8 6.0 440 0.0 0.1 08 10.0 63.8
EUR/CAD 0.1 02 06 93 464 0.1 03 1.7 17.5 64.1
EUR/AUD 02 03 1.1 91 472 02 03 15 17.1 642
EUR/NZD 00 03 12 77 507 0.1 02 13 157 6423
EUR/JIPY 0.1 02 1.0 70 460 0.1 03 1.1 164 6438
GBP/JPY 0.1 0.1 07 72 444 0.1 02 13 163 629
CHF/JPY 0.0 0.0 04 48 448 00 02 05 109 626
GBP/CHF 00 00 06 74 430 00 0.1 1.0 13.6 61.1
GBP/AUD 0.1 02 14 7.1 451 0.1 05 14 135 61.7
EUR/CZK 03 09 29 274 592 06 14 53 379 69.7
USD/CZK 0.0 0.7 24 13.1 489 04 1.1 3.1 235 630
EUR/PLN 1.4 3.1 9.1 303 603 2.0 39 108 389 71.0
USD/PLN 1.1 1.7 50 208 514 13 25 6.6 31.0 652
EUR/SEK 04 14 6.2 303 546 09 15 82 37.7 625
USD/SEK 03 0.7 41 213 51.7 02 09 53 303 634
EUR/NOK 04 13 50 335 577 07 15 75 393 6428
USD/NOK 02 04 27 205 490 03 0.8 43 31.5 61.7
EUR/HUF 04 0.7 45 265 605 04 10 57 36.0 684
USD/HUF 05 1.1 35 192 541 0.7 15 52 325 69.6

4 ZAVER
V empirické studii jsme pomoci statistickych testl zjistili, Ze v kurzech nékolika pari cizich

mén je mikrostrukturni Sum vyrazné pfitomen aZ do frekvence 10 minut. Odborna literaturu do-
porucuje pouZzivat vysoké frekvence, napt. ¢lanek [1] doporucuje frekvenci 5 minut a ¢lanek [4]
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nejvyssi frekvenci, kterd je v datech k dispozici. Pfi pouzivéani vysokych frekvenci je tedy tfeba
s mikrostrukturnim Sumem pocitat a misto realizované volatility pak pouZit néjakou alternativu
robustni k tomuto Sumu. Témto metoddm je vénovana velka ¢ast vysokofrekvencéni literatury
(napft. [4], [6] nebo [8]).

Pouziti linedrni regrese dale naznacuje, Ze celkovy Sum v odhadech realizované volatility je
kvadraticky zdvisly na poctu pozorovani, coZ nespliiuje predpoklady ¢dsti metod robustnich
k mikrostrukturnimu Sumu. Budouci vyzkum se zaméfi na pouZiti korektnéjSich a podrobné;j-
Sich metod zkoumadni zavislosti mikrostrukturniho Sumu na frekvenci pozorovéani.
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MODELOVANIE SPOLUPRACE FIRIEM V INOVACNOM PROCESE

MODELING OF COOPERATION OF FIRMS IN INNOVATION
PROCESS

. . \v4 *
Milan Horniacek

Abstrakt

V prispevku sa zaoberdme moznostami modelovania spoluprace podnikov pdsobiacich na
oligopolnych trhoch v inovacnom procese. Pod ,inovacnym procesom® tu rozumieme
podnikovy vyskum a vyvoj aj nasledny predaj inovovanych vyrobkov (alebo vyrobkov
vyrobenych s pouzitim technologickej inovacie) na trhu a (v pripade inovovanych vstupov)
ich pouzitie v d’alSej vyrobe. Zameriavame sa na modely v tvare (deterministickych aj
stochastickych) dynamickych nekooperativnych hier s nekonecnym ¢asovym horizontom
a diskontovanim buducich platieb. Konceptom rovnovahy v nich je (ostrd) silnd dokonala
rovnovaha. Tato pozaduje, aby ziadna koalicia v Ziadnej vlastnej podriadenej hre nemohla
(slabo) ostro paretovsky zlepsit’ vektor platieb svojich €lenov. Analyzujeme modely dvoch
prepojenych oligopolnych trhov aj modely vSeobecnej ekonomickej rovnovahy.

KPucové slova: dynamické nekooperativne hry, inovacny proces, oligopol, silna dokonald
rovnovdha, vSeobecnda ekonomicka rovnovaiha.

Abstract

In the present paper, we deal with possibilities of modeling of cooperation of firms acting in
oligopolistic markets in innovation process. Here we understand “innovation process” as firm-
level research and development and subsequent sale of innovated products (or products
produced using a technological innovation) in the market and (in the case of innovated inputs)
their use in subsequent production. We concentrate on models in the form of (deterministic as
well as stochastic) dynamic non-cooperative games with infinite time horizon and discounting
of future payoffs. A (strict) strong perfect equilibrium is the solution concept in them. It
requires that no coalition in no proper subgame can (weakly) strictly Pareto improve the
vector of payoffs of its members. We analyze models of two linked oligopolistic markets as
well as models of general equilibrium.

Keywords: dynamic non-cooperative games, innovation process, oligopoly, strong perfect
equilibrium, general equilibrium.

1 UVOD

Inovacie st jednym z hlavnych motorov rozvoja ekonomiky. Vyplyva to nielen z poznatkov
0 vyzname inovacii pre hospodarsky rast (ktoré prindsala ekonomicka tedria uz od ¢ias J. A.
Schumpetera — [13]), ale aj z novSich prac (napr. [1]). Vzhl'adom na vzrastajucu finan¢nu
naroCnost’ firemného vyskumu a vyvoja rastie aj vyznam spoluprace firiem v inovacnom
procese. Tato zahffia nielen vyskum a vyvoj, ale aj predaj inovovanych vyrobkov na trhu
a vyrobu s pouzitim inovovanych vstupov.

“ Vyskum, vysledkami ktorého sa zaobera tento prispevok, bol finanéne podporovany z grantu APVV-14-0020.
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Literatura z oblasti ekonomickej analyzy inova¢ného procesu sa vSak zatial’ sustred’uje len na
spolupracu firiem vo vyskume a vyvoji (napr. [3]). Nezaobera sa (s vynimkou prac L.
Simkovej a spoloénych prac M. Horniatka a L. Simkovej — [17], [15], [16], [7], [14])
spolupracou firiem na trhu inovovanych vyrobkov. Pritom o¢akavanie takejto spoluprace (a
jej vysledkov, ktoré zvySuju finanné prinosy uspesnej inovacie) vyrazne posiliiuje motivaciu
K vyskumu avyvoju aspolupraci vnom. Existujuca literatira (kedze sa nezaobera
spolupracou firiem na trhu inovovanych vyrobkov) nevenuje pozornost’ ani Specifikdm
inovaéného procesu vo velkych firmach, ktoré pdsobia v oligopolnych odvetviach
a upriamuje pozornost’ — V stlade so zameranim hospodarskej politiky Europskej tinie — na
malé a stredné podniky (napr.[5]). Pritom na vyhody velkych firiem v inovaénom procese
upozoriioval uz J. A. Schumpeter [13].

V tomto prispevku sa zaoberdme moznostami a doterajSimi vysledkami modelovania
spoluprace firiem vo vyskume a vyvoji a nasledne na trhu inovovanych vyrobkov. Kedze
vacsina odvetvi sucasnych ekonomik vyspelych krajin je oligopolnd, zameriavame sa pritom
na oligopolné odvetvia. Nakol'ko inovaény proces ma dynamicky charakter, neexistuje pri
nom dopredu zndme posledné obdobie, zasadné rozhodnutia sa prijimaja v diskrétnom case
a pri modelovani spoluprace je vhodné explicitne skimat’ aj tresty za odchylky od nej,
sustredujeme sa na modely v podobe dynamickych nekooperativnych hier s nekoneénym
diskrétnym ¢asovym horizontom a (v zhode s prevladajucim pristupom v mikroekonomickej
teorii) s diskontovanim budutcich platieb. Niektoré otazky mozno uspokojivo analyzovat’
pomocou deterministickych modelov, avSak — vzhladom na stochasticky charakter
inova¢ného procesu — je potrebné aj pouzitie stochastickych hier. RozliSujeme pritom dva
pristupy. Prvy, jednoduch$i, sa obmedzuje na spolupracu vyrobcov  vstupov,
uskutocnujicich vyrobkovll inovaciu, navzdjom aj s kupujucimi tychto vstupov, ktori ich
pouzivaju v d’alSej vyrobe (a pre ktorych je pouzivanie inovovanych vstupov technologickou
inovaciou). Tento pristup umoznuje nielen explicitne opisat stratégie podnikov, ale aj
vymedzit’ postacujiice podmienky, pri splneni ktorych je spolupraca vyrobcov aj pouzivatelov
inovovanych vstupov (v porovnani s oligopolistickou konkurenciou na trhu vstupov aj na trhu
findlnych vyrobkov vyrdbanych pomocou tychto vstupov) vyhodnd pre pouzivatelov
finalnych vyrobkov. Druhy, komplexnejsi pristup spociva v dynamickych stochastickych
modeloch vSeobecnej ekonomickej rovnovahy v oligopolnej ekonomike s vyrobkovymi aj
technologickymi inovéaciami. V tomto pripade inovacie menia mnoziny produkénych
moznosti podnikov. Vo vSeobecnosti stratégie podnikov nemozno explicitne opisat’, treba sa
obmedzit’ na dokaz existencie rovnovahy pomocou niektorej vety o pevnom bode. Taktiez
nemozno priamo analyzovat dopad spoluprace podnikov v inovaénom procese na
pouzivatel'ov inovovanych vyrobkov. Mozno vSak skumat postacujuce podmienky, pri
splneni ktorych je rovnovazna spotrebna alokacia (silne alebo aspoii slabo) paretovsky
efektivna.

Spolupraca firiem v inova¢nom procese musi byt odolna voc¢i odchylkam vSetkych koalicii od
nej. (Podniky, ktoré dokaZu koordinovat’ svoju €innost’ pri zavadzani inovavcii, dokazu
koordinovat’” svoju Cinnost’ aj pri ich zavddzani odliSnym neZ dohodnutym spdsobm.)
Vhodnymi konceptmi rovnovahy su teda silnd dokonald rovnovaha zavedend do literatiry
Rubinsteinom [12] a ostra silna dokonala rovnovaha zavedena do literatiry Horniatkom [6].
Prvé nich pozaduje, aby Ziadna koalicia (vratane jednoprkovych koalicii a velkej koalicie,
ktora obsahuje vSetkych hracov) nemohla v Ziadnej vlastnej podriadenej hre silne paretovsky
zlepsit’ vektor platieb svojich ¢lenov. Druhd pozaduje, aby Ziadna koalicia nemohla v ziadnej
vlastnej podriadenej hre slabo paretovsky zlepsit’ vektor platieb svojich ¢lenov.
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2 SPOLUPRACA VYROBCOV A POUZIVATELOV INOVOVANEHO
VSTUPU

Vychodiskom pre modely tohto typu méze byt monografia [6]. Modely Vv nej nezahfnaju
inovaény proces. Monografia vSak obsahuje model s nekone¢nym diskrétnym casovym
horizontom zamerany na podrobnt analyzu spoluprace podnikov na obidvoch stranach trhu,
t.J. podnikov vyrabajucich vstupy a podnikov, ktoré ich pouzivaji vo svojej vyrobe. Hlavnym
pouzitym konceptom rovnovahy je ostra silnd dokonala rovnovaha. Praca obsahuje dokaz
postacujucich podmienok jej existencie pre diskontny faktor blizky jednej ([6], Proposition
3.4, s. 36-46).

Najjednoduch§im rozSirenim uvedeného modelu o0 inovaény proces je pridanie
vychodiskového (nult¢ho) obdobia, v ktorom modzu vyrobcovia vstupov investovat do ich
vyrobkovej inovdacie. Pouzitie inovovanych vstupov je potom technologickou inovéciou vo
vyrobnom procese ich pouZivatelov. Model tohto typu obsahuju prace L. Simkovej [15] a
[16]. Vysledok inova¢ného procesu Vnich je deterministicky. Pouzitym konceptom
rovnovahy v [15] je rovnovaha odolna voci opdtovnému prerokovaniu. Na rozdiel od vaésiny
konceptov tohto typu vV literatare, ktoré obmedzuju mnozinu profilov stratégii, ku ktorym sa
velka koalicia méze odchylit' (napr. na predpisy rovnovazneho profilu stratégii v inych
vlastnych podriadenych hrach, teda na tzv. pokradovacie rovnovahy), pristup L. Simkovej
vyzaduje odolnost’ rovnovazneho profilu stratégii voci vSetkym odchylkam velkej koalicie
silno paretovsky zlepsujucim vektor platieb jej ¢lenov. Vektor rovnovaznych platieb v kazdej
vlastnej podriadenej hre je teda slabo paretovsky efektivny. To je mozné vd’aka zahrnutiu
podnikov na obidvoch stranach trhu do mnoziny hracov. Pri trestoch netreba menit’ vyrabané
mnozstva, staci menit’ ceny vstupov.

Komplexnejs$i pristup Kk modelovaniu spoluprace vyrobcov inovovanych vstupov s ich
pouzivatePmi predstavuje prispevok L. Simkovej [17]. Vysledok inovaéného procesu je opat
deterministicky. Méze vSak prebichat v kazdom obdobi nekonecného diskrétneho ¢asového
horizontu hry. Tento prispevok pouziva aj silnej$i koncept rovnovahy — silni dokonalt
rovnovahu. Autorka dokézala postacujice podmienky jej existencie pre diskontny faktor
blizky jednej. Ked'Ze odchylky koalicii m6Zzu menit' platobne relevantny stavovy vektor
(vyjadrujuci G¢innost’ vstupov v d’alSom vyrobnom procese), pri trestoch za odchylky koalicii
mensich neZ velka koalicia sa meni podiel trestanych hracov na sume priemernych
diskontovanych ziskov pri zachovani slabej paretovskej efektivnosti vektora rovnovaznych
priemernych diskontovanych ziskov v kazdej vlastnej podriadene;j hre.

3 SPOLUPRACA V MODELOCH VSEOBECNEJ EKONOMICKEJ
ROVNOVAHY

V modeloch vSeobecnej ekonomickej rovnovahy v oligopolnej ekonomike treba zohl'adnovat’
vplyv cien spotrebnych statkov nielen na prijmy majitel'ov podnikov, ale aj na ich vydaje.
Tento pristup ako prvi pouzili Dierker a Grodal [4]. Ich model je vSak staticky. Zahrnutie
inovacného procesu do modelov v§eobecnej ekonomickej rovnovahy si vyZzaduje dynamicky
model. Vzhl'adom na stochasticky charakter inova¢ného procesu a dynamickl strategicku
interakciu podnikov najvhodnejsi je model v podobe stochastickej hry. Takyto model
vypracovali Horniadek a Simkové v prispevkoch [7] a [14]. Ich modely zahffiajGi okrem
vyrobnych podnikov aj banky a odborové zvizy. VSetci hra¢i maximalizuji priemerné
diskontované ocakavané realne bohatstvo svojich akcionarov resp. (v pripade odborovych
zviazov) Clenov. Toto je maximalizované, ak majitelia resp. €lenovia ako skupina nemoézu
zvysit agregatnu priemernu diskontovanu ocakdvanu spotrebu kazdého spotrebného statku
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a zaroven znizit' agregatnu priemernu diskontovanu ocakavant ponuku kazdej pracovnej
sluzby kazdému podniku (ktord je kladnd). Obdobné kritérium sa pouziva aj pre koalicie
hracov. Inovacia, ktorej vysledok je stochasticky, méze zmenit' tvar mnoziny produkcénych
moznosti. Ked'Ze cielom je analyzovat spolupracu firiem v inovacnom procese, pouzitym
konceptom rovnovahy je silnd dokonald rovnovaha. Autori dokazuji postacujiice podmienky
jej existencie pre I'ubovolny diskontny faktor (z intervalu (0,1)) pomocou pevného bodu
funkcie, ktorej funkéné hodnoty pre niektoré argumenty mézu byt mimo jej defini¢ného
oboru. Pouzivaju pritom vetu 2 v [2]. Postac¢ujuce podmienky silnej paretovskej efektivnosti
spotrebnej alokacie v tomto modeli dokazuju v [14].

ZAVER

V tomto prispevku sme poukdzali na niektoré moznosti modelovania spoluprace firiem
V inova¢nom procese. Samozrejme, (z hl'adiska rozvoja matematickej ekonomie aj z hl'adiska
aplikdcie v empirickych analyzach) je potrebné ich dalSie rozpracovanie. Pri modeloch
spoluprace vyrobcov a pouzivatelov inovovanych vstupov treba rozsirit analyzu o ich
stochastickil verziu. Tieto modely by bolo mozné prisposobit’ aj na analyzu inova¢ného
procesu Vv sektore sluzieb, najmi vo financnej oblasti (kde by mohli byt doplnenim modelov
analyzovanych napr. v [8], [10] a [11]).

Opisané modely vSeobecnej ekonomickej rovnovahy v oligopolnej ekonomike s inovaciami
by bolo vhodné rozpracovat’ do podoby, v ktorej by mohli prispiet’ k obohateniu  modelov
spocitatelnej vSeobecnej ekonomickej rovnovahy zohladnenim oligopolného charakteru
niektorych odvetvi (napr. automobilového priemyslu), pri ktorych sa zatial’ (pre nedostatok
vhodnejSiecho modelového aparatu) vychadza z predpokladu dokonalej konkurencie (napr.

[9D).
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VZTAH MEDZI POCIATOCNOU UROVNOU HDP A JEHO RASTOM:
PRIESTOROVA ANALYZA PRE REGIONY EUROPSKEJ UNIE!

RELATIONSHIP BETWEEN INITIAL HDP AND ITS GROWTH:
SPATIAL ANALYSIS FOR REGIONS OF EUROPEAN UNION

Michaela Chocholata

Abstrakt

Prispevok sa zaobera analyzou vztahu medzi pociato¢nou turoviiou HDP ajeho rastom
v regionoch Europskej tnie v obdobi 2000 — 2011 s doérazom na zohladnenie existencie
priestorovych efektov. Na zaklade grafického postdenia kvantilovych map mozno
konstatovat’ potvrdenie typického zaveru analyz priestorovej regionalnej konvergencie, a to,
ze regiony s najnizSou uroviiou pociatocného HDP v roku 2000 sa vo vicSine pripadov
vyznacovali najvy$Sou uroviiou rastu HDP v analyzovanom obdobi 2000 — 2011.
Vychadzajic z matice vah typu ,kralovna“ sa na globalnej urovni potvrdila existencia
pozitivnej priestorovej autokoreldcie tak v pripade pociato¢nej irovne HDP ako aj pri raste
HDP. Osobitne vyznamna je vSak informécia o regionoch, pre ktoré sa preukazala existencia
pozitivnej priestorovej autokorelacie, nakol’ko tdito méze pomoct’ pri efektivnom rozdel'ovani
obmedzenych finanénych prostriedkov s cielom podporit’ také regiony, ktorych vysoka
prosperita moze prispiet’ k vyssej prosperite ich susediacich regiénov.

KUrucové slova: priestorova analyza, HDP, rast HDP, regiony, Eurdpska unia

Abstract

This paper deals with the analysis of relationship between the initial GDP and its growth
during the period 2000 — 2011 in regions of European Union with emphasis on the existence
of spatial effects. The graphic assessment of quantile maps confirms the typical conclusion of
spatial analyses of regional convergence, i.e. it was showed that the regions with the lowest
levels of initial GDP in 2000 were in most cases characterised by the highest levels of GDP
growth during 2000 — 2011. Based on weight matrix of queen case the positive spatial
autocorrelation was confirmed on global level both in case of initial GDP and GDP growth.
Especially important, however, is the information about the regions for which the existence of
positive spatial autocorrelation was proved, as this can help in the effective allocation of
limited funds to support such regions, the high prosperity of which can contribute to higher
prosperity of the neighbouring regions.

Keywords: spatial analysis, GDP, GDP growth, regions, European Union

1UVOD
Otazka regionalnej konvergencie zohrava v sucasnosti vyznamnu ulohu, ato nielen na
Slovensku, ale i Vveuropskom meradle. Jednym zdovodov je potreba redukcie

nerovnomernosti vyvoja medzi regionmi v ramci jednotlivych Clenskych krajin Eurdpskej

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0285/14 ,Regionilne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na modely priestorovej ekonometrie*.
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tnie (EU) atiez vramci EU ako celku. Tradiénym pristupom k testovaniu regionalnej
konvergencie z empirického hl'adiska je koncepcia tzv. absolitnej (nepodmienenej) S —
konvergencie, ktora je zalozena na negativnom vzt'ahu medzi uroviiou prijmu (HDP) v
bazickom obdobi a mierou rastu prijmu (HDP). Znamena to, ze chudobnejSie regiony maju
tendenciu rast’ rychlejSie ako bohaté regiony a v dlhodobom horizonte ,,dobehnd” uroven
bohatych regionov.

Hoci je vSeobecne zname, ze existuju isté geografické zakonitosti usporiadania bohatych a
chudobnych regionov v priestore, Stadie analyzujuce regionalnu konvergenciu zacali
zohladnovat’ priestorové hl'adisko az relativne nedavno. Vo vSeobecnosti mozno hovorit
z hl'adiska priestoru o absolatnej a relativnej polohe analyzovaného regionu. Vychadzajtc
z Abreu akol. (2005), absolatne hl'adisko vyjadruje umiestnenie regionu na konkrétnom
mieste v priestore, kym relativne hl'adisko sa vzt'ahuje na relativnu polohu regionu vo vzt'ahu
k inému regionu.

Viacsina novSich kvantitativnych analyz zameranych na problematiku konvergencie
zdoraziiuje priestorovu interakciu medzi analyzovanymi regionmi, ateda skuto¢nost, ze
geografickd poloha regionu md vplyv na vyvoj rastu regionu atym aj na rychlost
konvergencie (Feldkircher, 2006).

Spomedzi $§tadii analyzujucich regionalnu konvergenciu mozno spomenut napriklad
nasledujuce prace: Feldkircher (2006), Furkova a Surmanova (2011), Paas a kol. (2007),
Szomolanyi a kol. (2011).

Cielom tohto prispevku je analyza vztahu medzi poc¢iato¢nou uroviiou HDP na obyvatel'a a
regionalnym rastom HDP pre regiony EU na trovni NUTS2 (Nomenclature of Units for
Territorial Statistics). Struktura zvy$nej &asti prispevku je nasledujuca: druha Gast je
venovana datam, tretia Cast popisuje analyzu priestorovych interakcii tak z teoreticko-
metodologického ako aj empirického hl'adiska a Stvrta Cast’ prispevku tvori zaver.

2 DATA

Predmetom analyzy st data ziskané z regionalnej databazy Eurostatu, a to uroven HDP na
obyvatel'a v PPS v bazickom obdobi (rok 2000) a rast HDP za obdobie 2000-2011, pri¢om
obidve premenné budi analyzované V logaritmoch. Subor obsahuje data za 272 NUTS2
regionov EU, zodpovedajuci .shp stubor pre EU bol ziskany z webovej stranky Eurostatu
acela analyza bola zrealizovana vo volne pristupnom softvéri GeoDa (Geographic Data
Analysis). Grafické znazornenie vietkych 272 NUTS2 regionov EU je na obrazku ¢. 1.

3 ANALYZA PRIESTOROVYCH INTERAKCII

Na zohl'adnenie priestorovych interakcii medzi sledovanymi regionmi je potrebné pri analyze
brat’ do Givahy tzv. priestorové efekty. Hoci literatira vo vSeobecnosti rozliSuje medzi dvomi
typmi priestorovych efektov, a to priestorovou autokorelaciou a priestorovou heterogenitou,
ich jednoznacné rozliSenie nie je jednoduché. V d’alSej Casti tohto prispevku sa budeme
zaoberat’ len otazkou priestorovej autokorelacie.

S pojmom ,,priestorova autokorelacia” v kontexte Statistiky sa mozZno prvykrat stretnut’ v
praci Cliffa a Orda (1969). Pod priestorovou autokorelaciou vo vSeobecnosti rozumieme
korelaciu premennej so samou sebou v priestore, o vyjadruje skutocnost’, ze data z jedného
regionu mozu mat’ vplyv na data z in¢ho regionu. Na zohladnenie takychto priestorovych
interakcii medzi regionmi je potrebné S$pecifikovat’ maticu vah W rozmeru (N x N ), kde N
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oznacuje pocet uvazovanych regionov. NajbeznejSie pouzivanym a zaroven najjednoduchsim
pristupom je pouzitie binarnej matice vah W s jednotkovymi prvkami pre susediace regiony a
s nulovymi prvkami pre ostatné regiony. Jednou z moznosti je zadefinovat’ susedstvo
regionov na baze pohybu Sachovych figurok, napr. susedstvo typu ,kralovna®“, ,,veza“
alebo ,strelec”. Maticu vah W mozno vSak definovat’ aj na baze vzdialenosti, najbliz§ich
susedov a pod. (viac pozri napr. Getis, 2010).

Obrizok & 1: NUTS2 regiény EU

V tomto prispevku budeme uvazovat’ maticu vah W typu ,.kralovna®, t.j. za susedné budu
povazované regiony, ktoré maji aspon jeden spolo¢ny bod hranice. Na znazornenie Struktary
susedstva poskytuje softvér GeoDa tzv. ,,connectivity histogram®, t.j. histogram susedstva,
ktory ma v pripade analyzovaného stuboru 272 NUTS2 regionov EU tvar uvedeny na obrazku
¢. 2. Vzhl'adom na to, ze 20 regiénov nema suseda, budu tieto ,,izolované* regiony Cypru,
Malty, Franctzska, Finska, Spanielska, Grécka, Portugalska a Talianska vylucené z d’alSich
analyz.

S cielom preskimat’ priestorova Struktiru analyzovanych regiénov mozno vyuzit' pristupy
exploratacnej, resp. priestorovej exploratacnej analyzy, kde patri napr. zndzornenie
pozorovanych hodn6t na mape ¢i znézornenie kvantilovych mép. Okrem toho moZno
existenciu priestorovej autokorelacie testovat’ pomocou rdznych testov na globalnej pripadne
lokéalnej trovni. Globalne Statistiky poskytujii informaciu o priestorovej autokorelacii z
globalneho hladiska, t.j. jednu hodnotu pre cely analyzovany subor dat. Lokalne Statistiky
zase poskytuju informéciu o priestorovej autokorelacii pre jednotlivé analyzované priestorové
jednotky (regiony). Lokalne indikatory merajice priestorovu asociaciu LISA (Local
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Indicators of Spatial Association) prezentované Anselinom (1995) sluzia predovsetkym na
identifikéciu priestorovych zhlukov. Medzi najznamejSie indikatory na globalnej a lokalnej
urovni patri globalna a lokalna Moranova | $tatistika (matematické vztahy na ich vypocet
mozno najst’ napr. v publikacii Fischer a Getis, 2010). Velmi Casto sa mozno stretnut’
s grafickym znazornenim pomocou Moranovho rozptylového diagramu, ktorého vodorovna
os obsahuje analyzovanii premennu a zvislad os jej priestorovo posunuté hodnoty. Tento
diagram obsahuje okrem hodnoty globalnej Statistiky aj hodnoty lokalnych Statistik a je
rozdeleny do Styroch kvadrantov, z ktorych dva zodpovedaju pozitivnej autokorelacii (pravy
horny a l'avy dolny) a dva zodpovedaji negativnej autokorelécii (pravy dolny a 'avy horny).
Kym existencia pozitivnej autokorelacie v pripade konkrétneho regionu znamena, ze ide o
,podobny*“ region ako su jeho susedné regiony, existencia negativnej autokoreldcie naopak
znamena, ze dany region je ,,odlisny* od svojich susedov.

Warning: 20 observations are neighborless. See Options menu.
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Obrazok ¢. 2: Histogram susedstva pre 272 NUTS2 regionov EU

Z vyssie uvedeného je zrejmé, ze jednou z moznosti ako posudit’ vztahy medzi pociato¢nou
urovitou HDP na obyvatel'a v PPS v roku 2000 a regiondlnym rastom HDP v obdobi 2000 —
2011 pre 252 NUTS2 regionov EU je pouzitie kvantilovych map. Kvantilové mapy
znazornené na obrazku ¢. 3(a) — (b) rozdeluji regiony na Styri skupiny podl'a tirovne HDP
V pociatoénom roku 2000, resp. podla urovne rastu HDP v obdobi 2000 — 2011. Na zéklade
tohto grafického znazornenia mozno konstatovat’, ze sa potvrdil typicky vztah prezentovany
Vv publikaciach analyzujtcich priestorova regionalnu konvergenciu (Fischer a Getis, 2010), t.j.
Ze regiony s NajnizSou Uroviiou pociatoéného HDP v roku 2000 sa vo vécsSine pripadov
vyznacovali najvyssou trovitou rastu HDP v analyzovanom obdobi 2000 — 2011.
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(a) HDP na obyvatel'a v PPS (rok 2000, prirodzeny logaritmus)

CGuantile: In1100PPS
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(b) Regionalny rast HDP na obyvatela v PPS (obdobie 2000-2011, prirodzeny logaritmus)

Obrazok ¢. 3: Kvantilové mapy
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Na znacny stupen pozitivnej priestorovej autokorelacie v pripade urovne HDP v roku 2000
atiez Vpripade regiondlneho rastu HDP (2000 — 2011) poukazuju hodnoty globalnej
Moranovej | statistiky (0,780 a 0,735). Moranov rozptylovy diagram pre HDP v roku 2000 a
rast HDP (2000 — 2011) v jednotlivych regionoch je znazorneny na obrazku ¢. 4 (a) — (b).

Moran's |: 0.780158 Moran's | 0.734743

24

o

08

lagged IN2000PPS

-0.8
lagged In1100PPS

24

InZ000PPS In1100PPS

(@) HDP na obyvatel'a v PPS (b) Regionalny rast HDP na obyv. v PPS
(rok 2000, prirodzeny logaritmus) (2000-2011, prirodzeny logaritmus)
Obrazok €. 4: Moranov rozptylovy diagram

Na zaklade hodnét lokalnych Moranovych | $tatistik znazornenych v rozptylovych
diagramoch na obrazku ¢&. 4 bola v pripade vacsiny regionov identifikovand pozitivna
autokorelacia. Konkrétny typ priestorovej asociacie mozno posudit’ tiez na zaklade grafického
znazornenia vysledkov LISA vo forme ,.clusterovych map na obrazku ¢. 5 (a) — (b).
Statisticky vyznamna pozitivna autokorelacia typu ,,high — high” bola v pripade analyzy
urovne HDP potvrdena pre 34 regiénov atypu ,low — low* pre 46 regionov, negativna
priestorova autokorelacia nebola Statisticky vyznamna pre Ziadny region. Zaujimavé je, ze
Vv pripade regionalneho rastu HDP §tatisticky vyznamna pozitivna autokorelacia typu ,,high —
high” (41 regionov) v podstate zodpovedala regionom s nizkou pociatocnou trovinou HDP.
Pozitivna autokorelacia typu ,,Jlow — low* bola $tatisticky vyznamna pre 53 regionov a okrem
toho boli identifikované 4 regiony so Statisticky vyznamnou negativnou priestorovou
autokorelaciou.
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LISA Cluster Map: queenbez20, |_In2000PPS (%9 perm)
[] mot significant (172)

[ High-High (24)
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(a) HDP na obyvatel'a v PPS (rok 2000, prirodzeny logaritmus)

Lk

LISA Cluster Map: queenbez20, |In1100PPS (99 perm)
[ ] Mot Significant (154)
Il Hioh-High (41)

= B Lovlowiss)
[ Low-High (2)
&F

1 [ High-Low (2)

(b) Regionalny rast HDP na obyvatel’a v PPS (obdobie 2000-2011, prirodzeny logaritmus)
Obrazok €. 5: ,,Clusterové™ mapy LISA

4 ZAVER

Predmetom prispevku je problematika vzt'ahu medzi pociatocnou troviiou HDP na obyvatel’a
v PPS v roku 2000 a regionalneho rastu HDP na obyvatel'a v PPS v obdobi 2000 — 2011 pre
NUTS2 regiony EU s dorazom na nastroje priestorovej analyzy. Analyzy tykajuce sa
regionalneho rastu HDP su v poslednom obdobi vel'mi populdrne s cielom identifikovat
regionalne rozdiely a prijat’ vhodné opatrenia na ich odstranenie. Dolezitym aspektom takejto
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analyzy je uvazovanie priestorovej dimenzie a Specifikacia susediacich regionov na zaklade
vhodne;j definicie matice vah. V prispevku bola pouzitd matica vah typu ,,kral'ovna®.

Na baze kvantilovych map bolo potvrdené, Ze regidony s najnizSou uroviou pociatoéného HDP
vroku 2000 sa vo véacSine pripadov vyznaCovali najvySSou tUroviiou rastu HDP
Vv analyzovanom obdobi 2000 — 2011. Na baze hodnoty globalnej Moranovej | Statistiky bola
potvrdena pozitivna priestorova autokorelacia pre uroven HDP aj pre rast HDP. Na zaklade
lokalnych statistik bolo mozné urcit’ konkrétne regiony so Statisticky vyznamnou priestorovou
autokorelaciou vratane typu tejto autokorelacie. Kym pozitivna autokorelacia indikuje
zhlukovanie regioénov s podobnymi hodnotami HDP (rastu HDP), negativna autokorelacia
naopak indikovala, v ktorych regionoch je HDP (rast HDP) niZsi, resp. vyssi ako v regioénoch,
ktoré ho obklopuju.
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BOUNDED FUZZY APPROACH FOR ALLOCATION PROBLEM
HRANICNI FUZZY PRISTUP K RESENI ALOKACNIHO PROBLEMU

Maria Kobzareva

Abstract

Fuzzy approach is a recent approach to uncertainty modeling, which deals with uncertainty by
describing it using fuzzy sets defined by fuzzy membership functions. This paper introduces
fuzzy bounded methodology to solve allocation problem with fuzzy parameters. The problem
takes into account the fact that real demand of certain nodes could be different form predicted;
the future demand of particular nodes is presented in the model by triangle fuzzy numbers. Paper
also reviews p-fractile approach which is used to defuzzifie uncertain demand and solve the
model using p-fractile coefficients. Fuzzy allocation problem is transformed into linear
programming problem with bounded constrains and solved by presented techniques using
different formulation modifications. The paper presents case study computation experiments and
its results.

Keywords: bounded fuzzy approach, fuzzy parameters, p-fractile approach, allocation
problem, triangle fuzzy number

Abstrakt

Jednim z modernich pfistupu k modelovani neurcitosti je fuzzy ptistup, ktery popisuje neurcitost
pomoci fuzzy mnozin popsanych fuzzy funkci ptisluSnosti. Tento ¢lanek uvadi hranicni fuzzy
ptistup k feSeni alokacniho problému s fuzzy parametry. Problém bere v Givahu skutec¢nost, ze
realni poptavka nekterych uzli miize byt odlisnd od poptavky predpovidané. Budouci poptavka
uzli je tak v modelu predstavena pomoci trojithelnikovych fuzzy &isel. Clanek také uvadi p-
fractile pfistup, ktery slouzi k defuzzifikace neurcité poptavky a fesi tlohu s pouzitim p-fractile
koeficientti. Fuzzy alokaéni problém je pfeveden na tlohu linearniho programovani s hrani¢nim
omezenim a tento problém je feSen pomoci pfedloZené techniky s pouzitim riznych modifikaci.
Clanek obsahuje ptipadovou studii a vysledky jejiho feseni za riiznych modifikaci ve formulaci
problému.

Klicova slova: hranicni fuzzy pristup, fuzzy parametry, p-fractile pristup, alokacni
problém, trojuhelnikové fuzzy cislo

1 INTRODUCTION
The paper is focused on fuzzy formulation of allocation problem with uncertain demand. The
paper presents allocation problem formulated as fuzzy problem with fuzzy parameters and binary
variables and suggests bounded approach to solve the problem. The idea of introduced approach
is to find an optimal solution for fuzzy linear programming (FLP) allocation problem by setting a
bounded constrained on the potential increase in demand, expressed by the difference between
upper bound and lower bound of the objective function. In the bounded fuzzy approach the given
FLP problem is decomposed into crisp linear programming (CLP) problem with bounded
constraint, regarding the difference between the upper and the lower bound of the objective
function. The CLP problem is solved and optimal solution to the given FLP problem is obtained.
The paper also reviews p-fractile approach used to solve allocation problem with uncertain data.
P-fractile approach calculates adjusted demand values using 80 percent fractile for triangle fuzzy
numbers and by solving bounded allocation problem with p-fractile calculated demand optimal
solution is obtained. The methods are illustrated on a case study, results are provided.
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2 ALLOCATION PROBLEM

Let us introduce allocation problem, where we have to decide where to locate a material storage
for supplying different centers, respecting the condition that only a certain number of storages
will be built and the center will only be supplied from the particular node if a storage is built in
that node. The aim is to minimize transportation costs. The problem is that the demand of certain
centers is not strictly set at the moment we solve the problem — it can change under the impact of
unexpected circumstances. Let us first introduce classis allocation problem with given certain
demand in different nodes.

2.1 Mathematical description of allocation problem

Let n be the number of centers which need to be supplied from the storages, located in some of
the existed centers. Let us introduce binary variable x; € {0,1} i =1,.., n, where x; = 1 in case the
central storage is located in center i, x; =0 otherwise. Next we consider c¢;; distance
between center i and center j for i, j =1,.., n, d; is the demand of center i for i =1,.., n and K the
number of storages to be built. Variable z;; is binary for i, j =1,.., n; if z;; = 1, then center j gets
material from storage located in center i, z;; = 0 otherwise.

The mathematical model can then be written as follows:

minz Z cijdiz;j (1)
Zn: x; =K, 2)

i=1
n
ZZU' =1, j=1,..,n, (3)
i=1
n
Zij < nx;, i=1,..,n, (4)
j=1

where total transportation costs in ton kilometers calculated as (1) are minimized under the
condition (2) which ensures that only K centers will be selected where the storage will be built.
To ensure supply of center j the equation (3) must be equal. Condition (4) assures that if the
storage is not built at center i, that it is not possible to supply other centers from this center.

According to this model we will create a model with fuzzy parameter in the following section.

3 PRELIMINARIES
We will use triangle fuzzy number a= (a, 4, a) (see FIG. 1), where a < d < a and membership

function p;x) is described as follows:

0, x <aq,
xX—a A
_L(x)=dfé, a<x<d,
X = -, asx=s )
|R&) =7 dsxs
k 0, x>a
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FIG. 1: Triangle fuzzy number

13(X) Triangle fuzzy number

Let’s now define multiplication (6) for triangle fuzzy number: let a = (ai, di, a;) be a triangle

fuzzy number, then
kxd=(k+xakx*dkxa)prok > 0. (6)

4 ALLOCATION PROBLEM WITH FUZZY PARAMETER

Consider the following linear programming allocation problem with n nodes and fuzzy
parameter d;, formulated as follows:

n

Zci]dizij (7)

j

X = K, (8)
=1
n
ZZU :1, j=1,..,n, (9)
i=1
n
ZZU < nx;, i=1,..,n, (10)
j=1

Let the parameter d;be the triangular fuzzy number (Qi,di,ai). Now we define allocation
problem based on fuzzy relations. For fuzzy d; and binary variable z;; the objective function
Z(x) = Zl L Cljd z;; is a fuzzy number calculated accordlng to (6) as

z(x)—ZZcUd iZij = (2,21, Z )—(ZZCUd ZU,ZZCUd ZU,ZZCUd izij) (1)

i=1j= i=1j= i=1j= i=1j=

In the following modification we substitute triangle fuzzy number Z(x) in the objective function
with its middle value Z; in order to obtain a linear programming problem instead of fuzzy linear
programming problem. Then, to defuzzifie the problem (7-10) it can be modified according to

the bounded principle as follows:
n n
mmz Z CijdAl'Zij (12)
i j
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i x; =K, (23)

=1
n

Zzij =1, j=1,..,n, (14)

i=1

n

ZZU' Snxi, i = 1,..,n, (15)

j=1
n n n n
ZZ Cijaizij — Zz Cijiizl’j <r, Zij € {0,1} = 1,2, ., n, (16)
i=1j=1 i=1j=1

where (12) is objective function which uses middle values of triangle fuzzy numbers as
coefficients (according to (11)); the objective function is to be minimized. Equation (13) ensures
that only K centers will be selected where the storage will be built. To ensure supply of center j
the equation (14) must be equal. Condition (15) assures that if the storage is not built at center
i, that it is not possible to supply other centers from this center. X, ¥7_; c;jdiz;; —
i=1 Xj=1Cijd;z;; is the difference between the highest possible costs associated with the highest

demand and the lowest value of expected costs associated with lower demand which is bounded
by parameter r (16), which can be defined using several different ways:

e as a given amount — we set the difference as a certain amount of costs in ton

kilometers, which is acceptable for supplier;

e as a percentage of expected costs — the difference is limited by a percentage of

expected costs;
Above presented modifications prevent us from choosing extreme allocation of centers, where
the difference in costs with the highest amount of expected demand and the lowest amount of
expected demand is huge. This method tries to balance the amount spent at all possible
situations, whether the expected demand of nodes is high or low.

5 POSSIBILITY P-FRACTILE APPROACH
In previous section we used expected demand at its middle level to calculate the total expected
costs — objective function. This idea might not be acceptable considering the expected demand is
presented by triangle fuzzy number and we should take into account all disposable information
to calculate future costs.

Let me then present another approach, used to solve problems with uncertain parameters
described in [1, 11], which calculates expected demand according to possibility p-fractile.

Let a be a fuzzy number and g a real number. Now we define the measure of possibility of the
event as a € a, which is described in the interval (—o, g > by

Pos(a < g) = SUPre(-o0,9) g (7). (17)

The necessity of event that a € @ is certain in the interval (—oo, g > is then described by
Nes(a <g) =1-— Supre(—oo,g)”d(r)' (18)

Similarly we can define Pos(a > g) and Nes(a = g). Now let’s define p-necessity fractile. P-
necessity fractile is given for p € (0,1): p-necessity fractile u,, = maxu, where u satisfies:
Nes(a =u) = p.
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Let’s set p € (0,1) to p=0,8, then we can formulate allocation problem as a maximization of %2,
where u%® = max(u) for Nes(z = u) = 0,8. From FIG. 2 it’s clear that u®® = 2 — 0,8(Z — 2).

FIG. 2: p-fractile

ZE€EZ p-fracile

o
|

| 0.8

|

p=08 |

VAN

£ Up

The problem can then be transformed according to the bounded method as follows:

n n
min Z z ¢;;jd)Pz;; (19)
i
n
Y u=k, (20)

n
ZZU :1, j=1,..,n, (21)
i=1
n
Zzu <nx;, i=1,..,n, (22)

M:u

n n
ZZC dzu

i=1j=1 i

n
ZudzustUe{Ol}l—lz (23)

Il
oy

where triangle fuzzy number Z(x) in the objective function (19) is substituted with p-fractile
coefficients di®® calculated as Nes(d; = d>®) > 0,8,d; € d;, equation (20) ensures that only K
centers will be selected where the storage will be built. Again to ensure supply of center j the
equation (21) must be equal. Condition (22) assures that if the storage is not built at center i, that
it is not possible to supply other centers from this center, (23) is equation which ensures that the
difference between the highest possible amount we can spent and the lowest value of expected
costs is less than parameter r, expressed by one of the options presented in the previous chapter.

6 CASE STUDY
Power supply network-maintenance company with 12 service centers solves the problem of

allocating two material storages for maintaining electricity net in north and middle Czech. Every

center has workers, which eliminate malfunction on electricity net in specific region of Czech

Republic. The average year consumption of material calculated from historic data is defined as

d;, d; is additional consumption of center i, where we also take into account that in some years

under the unexpected circumstances (flooding, snow calamity, hurricanes, enc.) the consumption

can be different than usual, the real consumption will be d; + d;. The aim is to allocate central
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material storage in two centers, from which the other centers will be supplied with material with
minimum transportation costs and with possibility to cover the material demand in case
unexpected events in the region will occur.

The input data for described case study are presented in table 1, where places from 1 to 12 are
the following: Ceska Lipa, Décin, Chomutov, Jablonec, Liberec, Litoméfice, Louny, Most,
Praha, Teplice, Usti, Varnsdorf. Table 1 contains distance matrix between nodes of graph. In the
table you can find calculated estimated demand of particular nodes — low, average and high

demand d;, d; and d; respectively.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
33 113 68 55 42 85 90 84
33 0 8 89 76 53 73 64 115
113 8 0 175 162 71 34 23 103
68 89 175 0 13 110 145 153 106
55 76 162 13 0 97 140 140 111
42 53 71 110 97 0 43 48 63
85 73 34 145 140 43 0 27 69
90 64 23 153 140 48 27 0 96
84 115 103 106 111 63 69 96 O 88
69 36 51 125 112 37 37 28 94 0 19
60 27 69 116 103 26 54 47 88 19 O
30 51 137 68 55 72 113 115 114 78 0

11
60
27
69
116
103
26
54
47

4
1340
2646
1948
1276
2664
1150
2119
830
972
1260
78 804
698

d;
1566
2915
2148
1430
3071
1214
2518
879
1005
1476
935
840

d;

2698
4259
3146
2200
5107
1535
4511
1123
1172
2558
1592
1548

© 00 N O Ol b W N P

e
= O

=
N

Table 1: List of input data — travel matrix, demand

We had used the approaches described in this paper and solve the presented linear problem,
results are shown in the table 2.

middle value d; p — fractile 4
Centers Centers
r Storage supplied Storage supplied
r A F allocation r A F allocation
. from . from
in nodes in nodes
nodes nodes
from 5: from 5:
h, 500 | 397347,6 | 640339 5,10 14,512 500 | 397347,6 | 587359,32 5,10 14512
1000 from 5: from 5:
tkm 400 | 397347,6 | 640339 5,10 14512 400 | 397347,6 | 587359,32 5,10 14512
350 No feasible solution found 350 No feasible solution found
from 5: from 5:
90 | 397347,6 | 640339 5,10 14512 90 | 397347,6 | 587359,32 5,10 14512
from 5: from 5:
o 60 | 420459,6 | 713179 5,10 145,6, | 60 | 420459,6 | 657117,7 5,10 1,45, 6,
% 2
12 12
from 7: from 7:
55 | 483120 | 894222 57 2,3,7, 55 | 483120 829806 57 2,3,7,
10,11 10, 11

Table 2: Optimal solution

Beside the optimal value F in the table you can also find storage allocation information and
information which nodes supply which centers. Difference between the upper and lower bounds
— A can also be found in the table 2. The first column in each part of table contains the amount of
acceptable difference r in ton kilometers. From the table you can see how solution changes when
changing the value of parameter r. You can also compare results for classic approach and p-
fractile approach.
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The table is divided into two parts. First part of the table presents the solution for the first
modification for r where r is presented as a given amount of ton kilometers (t.km). It is clear that
the solution for both approaches is similar and does not change for any r greater than 397347,6
t.km. For r less than 397347,6 t.km there is no feasible solution of the problem found. Second
part presents the solution for r presented as a percentage of future costs. As you can see from the
table, solution is the same for the two approaches for all values of r, the value of objective
function is greater for the first approach for any value of r. It is also clear, that with the decrease
of number of percent the value of objective function and the difference between the bounds
increases.

7 CONCLUSION

This paper offers a possibility to solve allocation problem with uncertain demand using bounded
approach which balances the solution by defining acceptable potential change in demand. The
problem is first solved using middle values of triangle fuzzy numbers and then the results are
compared with the solution achieved with p-fractile coefficients in objective function. This paper
concentrates on bounded approaches for allocation problem with fuzzy parameter which use
defuzzification method to solve the problem. The presented method has two modifications — the
potential loss can be described by a set amount of costs or by percentage of expected costs. Case
study is solved to give a better overview of presented technique, computation experiments and
comparison of results are provided.
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TEST JEDNOTKOVEHO KORENA A STRUKTURALNE ZMENY *
UNIT ROOT TEST AND STRUCTURAL BREAKS

Martin Lukacik

Abstrakt

Testovanie stacionarity sa stalo beznou stucastou takmer vsetkych analyz, lebo vyznamne
ovplyviiuje vyber nastrojov a metdd, ktoré sa pri nich pouziju. NajCastejSie aplikovanym
testom je rozSireny Dickeyho-Fullerov test. Kvoli Strukturalnym zmenam moézu byt jeho
zavery neadekvatne, preto Perron navrhol jednoduché rieSenie vyuzivajice umelé premenné.
Predmetom tohto prispevku je porovnanie oboch postupov v programe EViews.

Klucové slova: slabo staciondrny proces, neprava regresia, diferencovanie, test
Jjednotkového korena, Strukturalny zlom

Abstract

Testing of stationarity has become a common part of almost all the analysis because
significantly affects the choice of tools and methods that are used in them. The most
commonly applied test is Augmented Dickey-Fuller test. Due to structural changes may be his
conclusions inadequate, therefore Perron proposed a simple solution using dummy variables.
The aim of this paper is to compare these two tests in EViews.

Keywords: weakly stationary process, spurious regression, differencing, unit root test,
structural break

1 UVOD

Lukécik a Lukacikova (2008) uvadzaju, Ze pouzitie Casovych radov v ekonometrickych
modeloch vyZaduje upravu klasickych predpokladov linedrneho modelu z dovodu absencie
realizécie ndhodného vyberu ako zakladnej podmienky ich aplikacie. RieSenie tohto problému
si vyzaduje doplnenie predpokladov, aby sa zabezpecili platnost zakona velkych Cisel
a centralnej limitnej vety. Tym sa do ekonometrie prinaSa nevyhnutnost’ analyzy stacionarity,
ktora bola predtym doménou Statistickej analyzy ¢asovych radov.

Ak analyzujeme casové rady po ekonomickej krize, nevyhneme sa Castym pripadom
Strukturalnych zlomov, ktoré v tomto obdobi nevyhnutne vznikli. Na testovanie zlomov je
Vv regresiach najcastejSie aplikovany Chowov test, ktory porovnava sucty Stvorcov rezidualov
modelu rozdeleného podl'a obdobia Strukturalnej zmeny a modelu so vSetkymi pozorovaniami
spolu. Spdsob rieSenia zlomu sa nasledne analyzuje pomocou umelych premennych.

Tym sa dostavame na turoven diskusie, ktord vznikla niekolko rokov po publikovani
vyznamného ¢lanku, v ktorom na nestacionaritu vicsiny ekonomickych premennych
upozornili Nelson a Plosser (1982), na ktorych zavery reagovali svojou kritikou Perron (1989)
a Rappoport s Reichlinovou (1989), ktori spochybnujt trvalost’ Sokov Nelsona a Plossera,
lebo tito nevzali do ivahy moznost’ Strukturdlnych zmien v trende, ktord vyrazne ovplyviiuje
zavery 0 nestacionarite.

! Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0444/15 "Ekonometrickd analyza produkénych moznosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku".
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V tomto prispevku sa budeme zaoberat’, ako sa jednoducho pomocou umelych premennych
zmeni test jednotkového koreiia bez Strukturalnych zlomov na test so Strukturdlnymi zlomami
a ukazeme jeho aplikaciu na ¢asovom rade Stvrtro¢nych udajov hrubého domaceho produktu
Slovenska v beznych cenach v programe EViews.

2 TEST JEDNOTKOVEHO KORENA BEZ STRUKTURALNYCH
ZLOMOV - ROZSIRENY DICKEYHO-FULLEROV TEST

Dickey a Fuller (1979) pomocou simula¢nych experimentov urcili kritické hodnoty podielu
odhadu parametra a jeho Standardnej odchylky. Nazvali ju 7 Statistika. Dickeyho-Fullerov test
porovnava vypocitanu Statistiku z s Kritickou hodnotou Dickeyho-Fullerovho rozdelenia.
Nizsia hodnota Statistiky 7 znamena zamietnutie nulovej hypotézy o nestacionarite procesu,
ktory generoval skimany rad.

Autori testu si zaroven vsSimli, ze kritické hodnoty 7 Statistiky zavisia od typu skumaného
modelu. Preto urcili kritické hodnoty Specidlne pre model bez absolutneho Cclena
a deterministického trendu, osobitne pre model obsahujuci absolutny ¢len a zv1ast’ pre model
s absolutnym ¢lenom a deterministickym trendom.

V pripade, ak je ndhodna zlozka v testovanych modeloch autokorelovany proces, klasicky
Dickeyho-Fullerov test zlyhava. Preto autori testu navrhli rozsirit' povodny autoregresny
model prvého radu na vSeobecny autoregresny model radu p, ktory eliminuje problém
autokoreldcie prave pridanymi autoregresnymi c¢lenmi. Kritické hodnoty Dickeyho-
Fullerovho testu jednotlivych testovacich rovnic pre rozne hodnoty hladiny vyznamnosti a
a rozne hodnoty poctu pozorovani vidime v tab. 1.

V takomto pripade sa skimaju modely v tvare:

p
AY, =AY, + Z]/jAyt—j +U, 1)
=1
p
Ay, = f, +AYt-1+27/jAYt—j +U, 2)
=1
p
Ay, = f, +ﬁ1t+/1thl+Z?/jAthj +U, 3)
=1

Testovanie s modelmi (1) az (3) sa nazyva rozsireny Dickeyho-Fullerov test (ADF test).
Rozhodnutie o pocte autoregresnych ¢lenov p Vv skimanych rovniciach, ktory najlepSie
eliminuje problém autokorelacie nahodnych zloziek, sa obvykle vykonava pomocou
informac¢nych kritérii navrhnutych Akaikem alebo Schwarzom. Vzhl'adom na poc¢et moznych
kombinacii pre testovanie, ktoré su obsiahnuté v ponuknutych modeloch a hypotézach sa
pouziva rozsireny Dickeyho-Fullerov test obvykle v sekvencnej procediire, ktorej podrobnejsi
postup je vysvetleny napr. v praci Lukacik a Lukacikova (2013).

Tabulka 1: Kritické hodnoty Dickeyho-Fullerovho t-testu (ADF testu)

al 0,01 0,025 0,05 0,10 0,01 0,025 0,05 0,10 0,01 0,025 0,05 0,10

n 7-test (model bez konstanty) 7, -test (model s konStantou) 7¢-test (model s konstantou a trendom)
25 -2,66 2,26 -1,95 -1,60 -3,75 -3,33 -3,00 -2,62 —4,38 -3,95 -3,60 -3,24
50 —2,62 -2,25 -1,95 -1,61 -3,58 -3,22 -2,93 -2,60 —4,15 -3,80 -3,50 -3,18
100 —2,60 2,24 -1,95 -1,61 -3,51 -3,17 -2,89 -2,58 —4,04 -3,73 -3,45 -3,15
250 —2,58 -2,23 -1,95 -1,62 -3,46 -3,14 —2,88 -2,57 -3,99 -3,69 -3,43 -3,13
500 —2,58 —2,23 -1,95 1,62 -3,44 -3,13 2,87 -2,57 -3,98 -3,68 -3,42 -3,13
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3 TEST JEDNOTKOVEHO KORENA SO STRUKTURALNYM
ZLOMOM — PERRONOV TEST

Problémom testov jednotkového korena su nespravne zavery, ak dochadza v procese
k strukturdlnym zlomom. V takomto pripade testy nedokazu zamietnut nulovi hypotézu
0 nestacionarite. Ak by sme poznali obdobie, kedy doslo k zlomu a mali by sme dostatok
pozorovani pred aj po iom, postatovalo by vykonat’ testy oddelene. Problémom je zvycajne
nedostatok pozorovani. Perron (1989) navrhol proceduru na testovanie jednotkového korena
Vv pripade $trukturdlnej zmeny, ktord nastala v obdobi t =z + 1. Nulova hypotéza predpoklada
skok v jednom obdobi oproti alternative zmeny konstanty trendovo stacionarneho procesu:

Ho:y,=8+Y.,+u4Ds+u, D,=1lakt=7r+1 inakD, =0 (4)
H,:Y, =8 +Bt+u;D +u, D =lakt>r, inakD, =0 (5)

Perron navrhol vyuzit ADF test, pricom testovacia rovnica ma tvar:
p
AY, = B+ Bt+0Y,, + Dy + 1D+ Y ¥ Ay, +U, (6)
j=1

a zaroven upravil kritické hodnoty. Tie zavisia od podielu poradiu obdobia, kedy nastala
zmena na celkovom pocte obdobi A. Kritické hodnoty Perronovho testu jednotlivych
testovacich rovnic pre rozne hodnoty hladiny vyznamnosti a vidime v tab. 2.

Perronov postup sa da pouzit’ aj pre iné typy Strukturdlnych zmien, napriklad nulova hypotéza
permanentnej zmeny absolutneho ¢lena oproti alternative zmeny sklonu trendu:

Hy:y,=6,+Y.,+1D +u, D =lakt>rz, inakD =0 (7)
H :y,=8+pt+wD; +u, D,=t-rakt>r, inakD; =0 (8)
testovacia rovnica ma tvar:
p
AY, = Sy + Pt + 0y, + 1D + 15D; +Z71Ayt-j +U, )
=1
Pripadne sa daju skombinovat’ a testovat’ oba predchadzajuce pripady spolu:

p
AY, = B, + Bt+0y,_, + 1D, + 14,D, + 1D, + ZyJAyt_j +U, (10)
j=1

Jednotlivé rovnice, ktoré testuju bud’ zmenu absolutneho ¢lena alebo zmenu sklonu pripadne
obe zmeny naraz, Perron oznacil postupne ako model A, model B a model C.

Tabulka 2: Kritické hodnoty Perronovho testu

al 0,01 0,025 0,05 0,10 0,01 0,025 0,05 0,10 0,01 0,025 0,05 0,10
Model A Model B Model C

A=0,1 -4,30 -3,93 -3,68 -3,40 -4,27 -3,94 -3,65 -3,36 -4,38 -4,01 -3,75 -3,45
A=0,2 -4,39 -4,08 -3,77 -3,47 -4,41 -4,08 -3,80 -3,49 -4,65 -4,32 -3,99 -3,66
A=0,3 -4,39 -4,03 -3,76 -3,46 -4,51 -4,17 -3,87 -3,58 -4,78 -4,46 -4,17 -3,87
A=0,4 -4,34 -4,01 -3,72 -3,44 -4,55 -4,20 -3,94 -3,66 -4,81 -4,48 -4,22 -3,95
A=0,5 -4,32 -4,01 -3,76 -3,46 -4,56 -4,26 -3,96 -3,68 -4,90 -4,53 -4,24 -3,96
A=0,6 -4,45 -4,09 -3,76 -3,47 -4,57 -4,20 -3,95 -3,66 -4,88 -4,49 -4,24 -3,95
A=0,7 -4,42 -4,07 -3,80 -3,51 -4,51 -4,13 -3,85 -3,57 -4,75 -4,44 -4,18 -3,86
A=0,8 -4,33 -3,99 -3,75 -3,46 -4,38 -4,07 -3,82 -3,50 -4,70 -4,31 -4,04 -3,69
A=0,9 -4,27 -3,97 -3,69 -3,38 -4,26 -3,96 -3,68 -3,35 -4,41 -4,10 -3,80 -3,46
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4 TESTOVANIE NESTACIONARITY V PROGRAME EVIEWS

Analyzovany rad Stvrtro¢nych idajov HDP Slovenska v mil. eur v beznych cenach vidime na
obr. 1. Zvyraznené je obdobie zaciatku krizy, ktorym je 2008Q4.

Obrdzok 1: Casovy rad Stvrtrocnych iidajov HDP Slovenska v mil. eur v beznych cendch
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Na ziskanie vysledkov ADF testu v programe EViews pouZzijeme vV programe prikazy:

freeze(adf_level 1) hdp.uroot(adf,trend,dif=0,info=sic)
freeze(adf_level_2) hdp.uroot(adf,const,dif=0,info=sic)
freeze(adf_level 3) hdp.uroot(adf,none,dif=0,info=sic)
freeze(adf_difl_2) hdp.uroot(adf,const,dif=1,info=sic)
freeze(adf_difl_3) hdp.uroot(adf,none,dif=1,info=sic)
freeze(adf_dif2_2) hdp.uroot(adf,const,dif=2,info=sic)
freeze(adf_dif2_3) hdp.uroot(adf,none,dif=2,info=sic)

Vysledky testovania nestacionarity ADF testom su prezentované v tab. 3.

Tabulka 3: Vysledky jednotlivych testovacich rovnic pre povodnii premennu a prvu diferenciu

Model 1 [Model 2 |Model 3 Model 2 [Model 3 Model 2 [Model 3
level | tstat Tstat tstat | 1stdiff | tstat tstat | 2nd diff | Tstat Tstat
(o -1.8576| -0.9323] 1.1136|a -2.3161 -1.1679|a -6.5787| -6.6294

1% | -4.0887| -3.5229] -2.5970] 1% -3.5229| -2.5970 1% -3.5229] -2.5970
5% | -3.4726| -2.9018] -1.9453 5% -2.9018| -1.9453 5% -2.9018] -1.9453
10% | -3.1635| -2.5883] -1.6139| 10% -2.5883| -1.6139 10% -2.5883| -1.6139

Na ziklade uvedenych vysledkov modzeme konStatovat’ nestacionaritu HDP aj prvych
diferencii HDP, ale stacionaritu druhych diferencii HDP. To by znamenalo, ze HDP je
integrované radu 2, ¢o je ne-pravdepodobné.

Na ziskanie vysledkov Perronovho testu v programe EViews pouzijeme v programe prikazy:

scalar break = @dtoo(""200893")

scalar lambda = (break-9)/(@obssmpl-9)

series Dp = @trend=break

series DI = @trend>=break

series Dt = DI*(@trend-break+1)

equation perron_lev_A.Is d(hdp) ¢ @trend hdp(-1) dp dI d(hdp(-1)) d(hdp(-2)) ...

equation perron_lev_B.Is d(hdp) ¢ @trend hdp(-1) dl dt d(hdp(-1)) d(hdp(-2)) ...

equation perron_lev_C.Is d(hdp) ¢ @trend hdp(-1) dp dl dt d(hdp(-1)) d(hdp(-2)) ...
equation perron_difl _A.ls d(hdp,2) ¢ @trend d(hdp(-1)) dp dI d(hdp(-1),2) d(hdp(-2),2) ...
equation perron_difl_B.lIs d(hdp,2) ¢ @trend d(hdp(-1)) dI dt d(hdp(-1),2) d(hdp(-2),2) ...
equation perron_difl_C.lIs d(hdp,2) ¢ @trend d(hdp(-1)) dp dlI dt d(hdp(-1),2) d(hdp(-2),2) ...
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Pocet autoregresnych ¢lenov p v skimanych rovniciach, ktory najlepsie eliminuje problém
autokorelacie nahodnych zloziek, sa obvykle vykonava pomocou informacnych kritérii
navrhnutych Akaikem alebo Schwarzom, ale pre jednoduchost’ pouzijeme 8 a 7 oneskoreni
podla vysledkov z ADF testu (vo vypise prikazov je netiplny vypis reprezentovany ...).

Vysledky testovania nestacionarity ADF testom su prezentované v tab. 4. Podiel poradia
obdobia, kedy nastala zmena na celkovom pocte obdobi 4 sa rovna 0,63.

Tabulka 4: Vysledky jednotlivych testovacich rovnic pre povodnu premennu a prvu diferenciu

Model A Model B Model C Model A Model B Model C
level | tstat t stat tstat | 1st diff| tstat t stat t stat

B1 1.27956  1.061 1.05589 B1 4.1974 4.60361 4.067018

0 0.51652 0.1969 0.1666 6 -5.0528 -6.1255 -5.02802
i -0.118 -0.1722 W -0.1289 -0.2017
173 -4.3981 -4.5757 -3.6943 H2 -4.616 -5.6915 -4.49541
U3 -0.26 -0.2871 U3 -0.5506 -0.56799

Na zaklade uvedenych vysledkov mézeme konstatovat’ nestacionaritu HDP so Strukturalnym
zlomom permanentnej zmeny absolitneho ¢lena, ale trendovu stacionaritu prvych diferencii
HDP so strukturalnym zlomom permanentnej zmeny absolttneho ¢lena. To by znamenalo, Ze
HDP je integrované radu 1.

Tvorcovia programu EViews od verzie 7 ponukaji doplnok (EViews Add-in) s nazvom
ppuroot a v najnovsej verzii 9 dokonca Perronov test zapracovali do ponuky pre casové rady
View/Breakpoint_Unit_Root_Test, priCom ich verzia testu nevyzaduje explicitné zadanie
obdobia Strukturdlneho zlomu, ale ho vyhladd porovnanim cez dostupné obdobia podla
novsej upravy testu Perronom (1997).

Obrazok 2: Perronov test jednotkového korenna HDP Slovenska v mil. eur v beznych cendach

Perron Unit Root Test Perron Unit Root Test Perron Unit Root Test
Date: 11116/15 Time: 17:11 Date: 1171615 Time: 17-11 Date: 11/16/15 Time: 17:11
Sample:1995Q1 2015Q2 Sample:1995Q1 2015Q2 Sample:1995Q11 2015Q2
Effective observations: 82 Effective observations: 82 Effective observations: 82
Null Hypothesis: HDP has a unit root with a structural Null Hypothesis: HDP has a unit root with a structural Null Hypothesis: HDP has a unit root with a structural
break in the intercept break in the trend break in both the intercept and trend
Chosen lag length: 8 (Maximum lags: 8) Chosen lag length: 8 (Maximum lags: 8) Chosen lag length: 8 (Maximum lags: 8)
Chosen break point: 2005Q1 Chosen break point: 2011Q2 Chosen break point: 2006Q1
t-Statistic t-Statistic t-Statistic
Perron Unit Root Test -3.092463 Perron Unit Root Test -3.237569 Perron Unit Root Test -4.245435
1% critical value: -5.92 1% critical value: 545 1% critical value: -6.32
5% critical value: -56.23 5%, critical value: 483 5% critical value: -5.59
10% critical value: -4.92 10% critical value: 448 10% critical value: -5.29
PERRON BREAKPOINTS PERRON BREAKPOINTS PERRON BREAKPOINTS
2 -18 1
204
1 0
22
01 244 !
44 25 24
-28
2 -3
3.0
31 32 “1
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Vysledky na obr. 2 potvrdzuju nestacionaritu HDP, aj ked’ pre jednotlivé typy zlomov je vzdy
identifikované iné obdobie odlisné od predpokladaného obdobia zaciatku krizy. Vysledky na
obr. 3 zobrazuji rovnaku analyzu pre prvé diferencie HDP. Vidime, ze tam, kde sa v modeli
nachadza Strukturdlna zmena v absolitnom ¢lene (jej trvald zmena), tam zamietame hypotézu
0 nestacionarite a prvé diferencie su stacionarne. Program EViews identifikuje ako obdobie
zlomu posledné obdobie pred posunom.

Analogické vysledky dostaneme aj pri sezonnej prvej diferencii.
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Obrdzok 3: Perronov test jednotkového korena prvej diferencie HDP Slovenska

Perron Unit Root Test Perron Unit Root Test Perron Unit Root Test
Date: 11/16/15 Time: 17:11 Date: 11/16/15 Time: 17:11 Date: 11/16/15 Time: 17:11
Sample:1995Q1 2015Q2 Sample:1995Q1 2015Q2 Sample:1995Q1 2015Q2
Effective observations: 82 Effective observations: 82 Effective observations: 82
Null Hypothesis: DHDP has a unit root with a structural Mull Hypothesis: DHDP has a unit root with a structural Null Hypothesis: DHDP has a unit root with a structural
break in the intercept break in the trend break in both the intercept and trend
Chosen lag length: 7 (Maximum lags: 7) Chosen lag length: 7 (Maximum lags: 7) Chosen lag length: 7 (Maximum lags: 7)
Chosen break point: 2008Q3 Chosen break point: 2005Q1 Chosen break point: 2008Q3
1-Statistic t-Statistic t-Statistic
Perron Unit Root Test -6.207479 Perron Unit Root Test -2.785570 Perron Unit Root Test -6.035412
1% critical value: 592 1% critical value: -5.45 1% critical value: -6.32
5% critical value: 523 5% critical value: -4.83 5% critical value: -5.59
10% critical value: 492 10% critical value: -4.48 10% critical value: -5.29
PERRON BREAKPOINTS PERRON BREAKPOINTS PERRON BREAKPOINTS
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! 23 i
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5 ZAVER

Ignorovat’ Strukturadlne zlomy pri testovani nestacionarity Casto moéze viest' k nespravnym
zaverom. To ukazal aj prezentovany pripad analyzy HDP Slovenska. Na testovanie pritom nie
je potrebné vyuzit zabudovanu funkcionalitu programov. Aj vlastny postup vychadzajuci
Z Perronovej prvotnej analyzy moze byt vhodnej$im nastrojom ako Standardny ADF test.
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BAYESOVSKE VYPOCTY V EKONOMETRII?
BAYESIAN COMPUTATIONS IN ECONOMETRICS

Martin Lukacik, Adriana Lukadcikovd, Karol Szomolanyi

Abstrakt

S prichodom algoritmov zalozenych na Monte Carlo Markovovych retazcoch sa bayesovské
metddy podl'a Greenberga (2013) rozsirili do rozsiahlej mnoziny aplikécii, medzi ktorymi
nechyba ani ekonometria. Predmetom tohto prispevku je vysvetlenie Monte Carlo
integrovania a podstaty dvoch zékladnych algoritmov, z ktorych vychadzaji vSetky ostatné,
a to Gibbsovho vzorkovania a Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu.

Klucové slova: apriorne a aposteriorne rozdelenie, Monte Carlo integrovanie, Gibbsovo
vzorkovanie, Metropolisov-Hastingsov algoritmus

Abstract

Greenberg (2013) in his book notes, that since the advent of Markov Chain Monte Carlo
algorithms Bayesian methods have been extended to a large set of applications, among them
not lack even econometrics. The subject of this paper is to explain Monte Carlo integration
and the nature of two basic algorithms underlying all others: Gibbs sampling and Metropolis-
Hastings algorithm.

Keywords: prior and posterior, Monte Carlo integration, Gibbs sampling, Metropolis-
Hastings algorithm

1 UVOD

Podl'a Koopa a spoluautorov (2007) by mal analytik vyuZivajici bayesovské vztahy zvladnut
okrem bayesovskej metodologie (teorie) aj vypoctové nastroje, ktoré sa v bayesovskej
ekonometrii pouzivaji. A taktiez by mal byt' schopny spojit’ dohromady tedriu a vypoctové
nastroje v kontexte rieSeného empirického problému.

Pripomenime znacenie, ktoré sme pouZivali v predchadzajicich prispevkoch a bude vyuZité aj
v tomto. Vztah medzi posteriorom (aposteriornym rozdelenim pravdepodobnosti ndhodnej
premennej #) oznacovanym 7(€|Y), ktoré je podmienené pozorovanymi datami y a priorom
(apriornym rozdelenim pravdepodobnosti) ozna¢ovanym z(0) mézeme zapisat’ v tvare:

_f(ylo)=(9)
f(y)

Pri rozvoji bayesovskych analyz vypocétova Cast’ dlho zaostavala za teoretickou. Dévodom je
komplikovanost’ vztahov, ktoré sa pri vypocte posteriorov vyskytuju. Totiz iba v niektorych
jednoduchych pripadoch je aposteriorne rozdelenie vyjadritelné analyticky. Ale s rozvojom
numerickych metdod a metdd, ktoré boli pri aproximéciach v inych vednych disciplinach
vyuzivané uz dlhsie, sa rozsirila moznost’ ich vyuzitia aj v oblasti bayesovskych odhadov.

z(61]y) resp. 7 (0]y)x f(y|0)z(6) (1)

! Prispevok vznikol s podporou projektu KEGA 044EU-4/2015 "Vypracovanie monografie Bayesovské
ekonometria pre prax a Studentov postgradudlneho stadia".
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Na simulovanie aposteriorneho rozdelenia sa vyuzivaja Monte Carlo integrovanie
a z algoritmov Monte Carlo Markovovych retazcov (MCMC) bud Gibbsov algoritmus
generovania vzoriek tzv. Gibbsovo vzorkovanie alebo Metropolisov-Hastingsov algoritmus.
Oba algoritmy vyuzivaju Markovové retazce, preto pripomenme ich zédkladné vlastnosti.

Pri Markovovych retazcoch systém prechadza roznymi stavmi tak, ze kazdy d’alsi stav zavisi
len od stavu, v ktorom sa bezprostredne nachadzal predtym a nie na celej historii retazca.
Ked'Ze je kazdy stav obmenou predchadzajuceho, blizke stavy st korelované a neodrazaju
cielové rozdelenie. Aby sme ziskali nezavislé vzorky stavov, vicSina znich sa vyradi
a ponecha sa napriklad len kazda tisica vzorka. Kazda vzorka koreluje s predchadzajucou a ak
retazec pobezi dostato¢ne dlho, rozdelenie ziskanych vzoriek aproximuje I'ubovolné
rozdelenie, z ktorého vzorky vyberame. Konvergencia retazca je tym rychlejsia, ¢im viac sa
navrhové rozdelenie podoba cielovému.

Predmetom nasho zaujmu v prispevku s Monte Carlo integrovanie, Gibbsovo vzorkovanie
a Metropolisov-Hastingsov algoritmus. A prave z poslednych dvoch vychadzaja vsetky d’alSie
odvodené algoritmy pouzivané na simulovanie posteriora.

2 MONTE CARLO INTEGROVANIE V REGRESII

Koop a spoluautori vysvetluji Monte Carlo integrovanie nasledovne. Predpokladajme, ze
moézeme ziskat’ nezavislé a rovnako rozdelené (iid) vzorky stavov z posteriora z(€|y), ktoré
oznacme 0 pre r=1, .., R. Nech g(6) je funkciou parametrov modelu, podla slabého
zakona velkych ¢isel plati, ze pre R bliziace sa nekone¢nu priemerna hodnota g(6™) slabo
konverguje v pravdepodobnosti k strednej hodnote g(¢):

R
Z g ( o )
6= F E[g(0)ly] @)
R -

Potom odhad l'ubovol'nej funkcie parametrov modelu moze byt podla stratégie Monte Carlo
integrovania vypocitané nahodnym vyberom vzoriek z posteriora a vypoctom priemernej
hodnoty vzoriek. Zarovein tito autori upozoriiujui, ze malokedy sa daji jednoducho priamo
ziskat’ vzorky stavov z posteriora okrem niekol’kych Specidlnych pripadov. Preto odporacaju
alternativny algoritmus vaZeného vzorkovania, ktoré vyuZziva funkciu véh.

Ako priklad uvazujme tGlohu navrhnuta Koopom a spoluautormi, v ktorej ukazeme Monte
Carlo integrovanie v regresii.

1. Zatneme generovanim udajov pre linearny model s jednou vysvetlujicou premennou
a konstantou, pricom na zaciatku zvolime rozmer pre udaje, napr. N = 100. Konstantu £
nastavime, aby sa rovnala 0, sklon 81 sa rovna 1 a presnost’ h ako opak rozptylu takisto 1.

2. Generujeme jednu hodnotu vysvetl'ujicej premennej X; z rovnomerného rozdelenia U(0,1).
3. Generujeme jednu hodnotu nahodnej zlozky Uj Z normalneho rozdelenia N(0,1).

4. Vypocitame zavisla premennu y; podl'a vztahu: Y, = £, + B X +U;

5. Opakujeme kroky 2 az 4 postupne N krat a vytvorime

Vypocita sa posterior priemeru a Standardnej odchylky parametrov podla vztahov
odvodenych v Lukacik a spoluautori (2015) a upravenych tak, zZe namiesto nahodnej zlozky

Y, — BX je uvazovany vztah Y, —/f,—BX resp. jeho maticovy tvar Yy—Xpa namiesto
rezidudlu Yy, — ,@xi je uvazovany vztah Y, — ﬁAO — ﬁlxi resp. jeho maticovy tvar y — )A(B . Prior
ma normélne-Gama rozdelenie s hodnotami S, =0, 5, =1V = l,,s?=1lav=1
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Nasledne sa vypocita bayesov faktor (podiel marginalnych vierohodnosti) porovnavajuci
model My: B, =0 sMy: B #0. Najskor vypocitame marginalnu vierohodnost’ modelu aj
s premennou a nasledne modelu iba s konstantou a predelime ich. Zaroven moézeme rieSit
analyzu senzitivnosti tak, ze nastavime pre V =cl, postupne rdzne hodnoty ¢ od stotiny po
milion a sledovat’ dopad zmeny tejto konsStanty na posteriory a bayesov faktor.

Obvykly zaver tohto postupu je ten, Ze posterior priemeru a Standardnej odchylky parametrov
je ovela viac odolny na zmeny v priore ako bayesov faktor. Okrem hodndt extrémne
informativneho priora (¢ =0,01) su posterior priemeru a Standardnej odchylky parametrov
velmi podobné pre ostatné hodnoty c. Na rozdiel od toho bayesov faktor sliziaci na
porovnanie modelov sa vyvija od preferencie neohrani¢eného modelu pre malé hodnoty c, az
po podporu ohrani¢eného modelu, ked” sa prior stava viac neinformativnym. Samozrejme,
prior je centrovany pre hodnoty, s ktorymi boli generované data, preto prior a maximalna
vierohodnost’ nie su v konflikte. Na pochopenie vplyvu sa odportacéaji vyskusat' aj hodnoty,
ktoré st v konflikte, napr. g, =-1.

Monte Carlo integrovanie sa da realizovat dvomi sposobmi. Prvy spdsob je priamy vyber
z posteriora pre vektor p pomocou t rozdelenia viacerych premennych. Druhy spdsob
nazyvany metoda kompozicie vybera najskor posterior h z Gama rozdelenia a nasledne

z 7(Bly,h), ktoré ma normalne rozdelenie Programové rieSenie nédhodnym vyberom

Z t rozdelenia sa dé najst’ napr. v LeSage (1999).

3 GIBBSOVO VZORKOVANIE (GIBBS SAMPLING) V REGRESII

Gibbsovo vzorkovanie je obl'ibeny algoritmus pouzivany v pripadoch, ked’ sa I'ahko pracuje
s podmienenym aposteriornym rozdelenim. Koop so spoluautormi opét zjednoduSene
ilustruji Gibbsovo vzorkovanie na pripade, ked’ je vektor parametrov rozdeleny do dvoch
blokov 6" = [01T QZT]. Gibbsovo vzorkovanie vytvara retazec vzoriek 6" pre r=1, ..., R
takych, Zze pre R bliziace sa nekonecnu priemerna hodnota 9(6™) konverguje k strednej
hodnote g(9):

R
o)
L
g==—0— E[9(0)]Y] 3
teda retazec je vytvoreny iteraénym vyberom z aposteriorneho podmieneného rozdelenia. To
znamend, ze 6, je vyberané z posteriora z(61]y,0,." ) a6, je vyberané z posteriora
7(02]y,0."). Vidime, 7e Gibbsovo vzorkovanie vyZaduje vyber §tartovacej hodnoty 6, . Aby
sa eliminoval vplyv Startovacej hodnoty, obvykle sa vyradi pociato¢nych Ry stavov
ozna¢ovanych ako ,,odpalené* (burn-in).

Greenberg (2013) formalizuje algoritmus Gibbsovho vzorkovania pre pripad d blokov takto:
1. Zvolime Startovacie hodnoty 02(0), (93(0) . Hd(o)

2. Vyberame 01(1) z podmieneného posteriora z(64]y, 92(0), 03(0), . Hd(o))
(92(1) z podmieneného posteriora z(6,|y, (91(1) , 03(0), Qd(o? az
04? z podmieneného posteriora z(Ay|y, 6.2, 8,7, ..., 831Y)

3. Nag-tejiteracii 6,9 z podmieneného posteriora z(61y, 6.9, 6:97, ... 6,9)
6,9 z podmieneného posteriora z(6s]y, 6,9, ;97 ..., 6,9Y) az
04® z podmieneného posteriora z(Aqly, 6.9, 6,9, ..., 8519)
pokial’ neziskame poZadovany pocet iteracii
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Priklad Gibbsovho vzorkovania je uvedeny v praci Lukacik a spoluautori (2015), kde bol
simulovany anasledne bayesovsky odhadnuty linearny model sjednou vysvetlujicou
premennou bez absolutneho ¢lena v programe R. Z tohto dovodu ho nebudeme opakovat.
Pocet vyradenych hodndt na zaciatku bol zvoleny dost’ maly (iba 200 vzoriek stavov), pricom
sa odporucaju radovo az tisicky. Ale v tomto priklade to bol celkovy pocet realizovanych
iteracii.

Pripadne mozeme zvolit’ priklad, ktory uvadza LeSage (1999) na stranach 156 az 159 a ktory
ukazuje Gibbsovo vzorkovanie v programe MatLABe. Nasledne prezentuje diagnostiku tohto
modelu a jeho rozsirenia.

4 METROPOLISOV-HASTINGSOV ALGORITMUS

Metropolisov-Hastingsov algoritmus je podl'a Koopa a spoluautorov v skuto¢nosti cela trieda
algoritmov. Podobne ako oba predchadzajuce pristupy vytvara retazec vzoriek stavov 6 pre
r=1, .., R takych, ze pre R bliZiace sa nekonednu priemernd hodnota g(6") konverguje
k strednej hodnote g(@):

ig(em)

g==—— 5 E[o(0)ly] @

Zahtna vyber z vhodného rozdelenia pribuzného funkcii véh, oznaCovanej ako kandidatsky
generovand hustota. Kandidatske vybery z 6" st bud akceptované alebo zamietnuté s istou
pravdepodobnost'ou oznacovanou pravdepodobnost’ prijatia. Ak su zamietnuté, 0" sa nastavi
na 6"V Pravdepodobnost akceptécie zavisi na presnom tvare algoritmu. Obvykle sa
pouzivaji dva varianty algoritmu: nezavisly M-H algoritmus a M-H algoritmus s nahodnou
prechadzkou.

Greenberg formalizuje Metropolisov-Hastingsov algoritmus takto:
1. Pre dané hodnoty X vygenerujeme kandidata y na nasledujuci stav z rozdelenia q(x,y)

2. Generuj U zrovnomerného rozdelenia U(0,1). Ak je U menSie ananajvy$ rovné
vypocitanej pravdepodobnosti prijatia a(x,y)

min —f(y)q(y,x) x)g(x,y) =
U<a(xy)= {f(x)q(x,y)’l} f(x)a(xy)=0
0 f(x)a(x,y)=0

prijmi y. V opa¢nom pripade zamietni y a prijmi x a vrat’ sa ku krokul.

(5)

Vyhodou algoritmu je, ze pri vypocte pravdepodobnosti prijatia sa normovaci koeficient
cielovej hustoty vykrati, takze hodnota ciel'ovej hustoty mdze byt nenormovana.

LeSage (1999) uvéadza aj priklad Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu na priklade
priestorovo autoregresného modelu 1. radu.

Moznost’ pouzitia Metropolisovho-Hastingsovho algoritmu v podprograme Dynare sliziacom
na bayesovsky odhad parametrov DSGE modelov v prostredi MatLAB uvadza Horvat (2012)
a podrobnejsie aj s prikladom ho uvéadza vo svojej dizertacnej praci (2014).
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5 ZAVER

Bayesovské vypocCtové ndstroje maju V sucasnosti rozsiahle aplikacné vyuzitie. Nami
prezentované algoritmy st vychodiskom dal§ich algoritmov, ktoré napliiaji teoretické
vychodiska pri empirickych problémoch. Na simulovanie aposteriorneho rozdelenia, ktoré je
kI"a¢om k bayesovskym aplikaciam sa vyuziva Monte Carlo integrovanie, Gibbsov algoritmus
generovania vzoriek alebo Metropolisov-Hastingsov algoritmus pripadne ich kombinacie.
Ciel'om nasho ¢lanku bola ich prezentacia v o najjednoduchsich relaciach a prikladoch.
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VPLYV KRIiZY NA STABILITU STRUKTI’JRY PARAMETROV
EKONOMETRICKEHO MODELU*

THE IMPACT ON THE STABILITY OF STRUCTURES PARAMETERS
OF ECONOMETRIC MODELS

Adriana Lukacikova

Abstrakt

V ekonomike casto dochddza v ramci pozorovaného obdobia kzlomu, ktory moze byt
dosledkom Strukturalnych zmien. Pri konstrukcii ekonometrickych modelov je nevyhnutné
tento fakt skumat’ a implementovat’ do modelu. Najznamejsim testom Strukturdlnej zmeny
koeficientov je Chowov test, ktory porovnava regresie z dvoch obdobi, pred a po zmene. Na
zaklade Quandtovho-Andrewsovho testu vieme zistit, v ktorom obdobi dochadza
K Strukturdalnej zmene. Zo zdverov tychto testov sa vSak nedd urcit, ktory z parametrov je
rozny V obdobi pred a po Strukturdlnej zmene. Pristup umelych premennych ma tu vyhodu, ze
okrem zistenia, i su dve regresie rozne, vieme urcit aj zdroj rozdielu.

KPucové slova: strukturna stabilita, Chowov test, Quandtov-Andrewsov test, umelé premenné

Abstract

In economics often occurs within the observation period to break, which may be due to
structural changes. In the design of econometric models, it is necessary to consider that fact
and implement the model. The most famous test is the structural change coefficients Chow test
that compares the regression of the two periods before and after the. Based Quandt-Andrews
test, we can determine in which period there is a structural change. The conclusions of these
tests, however, cannot determine which of the parameters is different between before and
after structural change. Including artificial variable has the advantage that in addition to
determining whether the two different regressions, can determine the source of the difference.

Keywords: stability of structure, Chow test, Quandt-Andrews test, dummy variables

1 UVOD

V klasickom linearnom ekonometrickom modeli Standardne odhadujeme parametre na
zaklade vSetkych pozorovani vyberu, predpokladdme teda, Ze troviiova konStanta aj sklon st
rovnaké. Moze vSak nastat’ situacia, Ze v ekonomike dochadza v ramci pozorovaného obdobia
K zlomu, ¢o mdze byt dosledok napriklad zmien v legislative (zavedenie novej dafiovej
ststavy), klimatickych zmien, prudkych zmien technolégii respektive vel'kych hospodarskych
zmien. Pri konS$trukcii modelov, ktoré obsahuju obdobia prvej dekddy 21. storocia, je
nevyhnutné sledovat aj vplyv krizy, ktora sa zacala prejavovat’ v roku 2008. Skiimana funkcia
moze podstupovat’ Strukturalnu zmenu, ¢o je dolezit¢ v odhadovanom modeli identifikovat’,
testovat’ prisluSnymi testami a adekvéatne riesit.

! Tento prispevok vznikol s podporou VEGA 1/0444/15 “Ekonometricka analyza produkénych moznosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku*
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2 TESTOVANIE STABILITY STRUKTURY PARAMETROV

Sktimanie Struktarnej stability modelu méze poukédzat’ na fakt, ze doslo k zmene vsetkych
skimanych parametrov alebo iba k zmene v absolitnom ¢lene ¢i k zmene iba v parametri
pri jednej premennej. Vo vsetkych tychto pripadoch ma odhad modelu s nemeniacimi sa
parametrami za nasledok, Ze pre niektoré obdobia su skutoéné hodnoty parametrov
podhodnotené a pre ostatné obdobia nadhodnotené. To znamend, Ze estimatory metddy
najmensich Stvorcov modelu nezachycujuceho zmeny su skreslené a nekonzistentné.

Zmena koeficientov vyznamného rozsahu by sa mala dat’ identifikovat’ grafickou analyzou
vzt'ahov medzi zavislou a kazdou nezavislou premennou a grafickym priebehom sledovanych
veli¢in v Case, ¢o by malo byt vzdy sti¢astou tvorby Specifikacie modelu. Na odhalenie menej
vyraznych zmien Struktirnych koeficientov a chyb Specifikéacie spdsobujtcich stratu Zelanych
vlastnosti estimatorov je navrhnutych niekol'ko testovacich postupov.

Najzname;jSim testom Strukturalnej zmeny koeficientov je Chowov test. Ak mame dostatocny
pocet pozorovani pred (oznacené nj) aj po Strukturnej zmene (nz =n-—n;p), potom sa na
testovanie Strukturalne;j stability pouZiva testovacia $tatistika s Fisherovym rozdelenim s k + 1
a (np+n;—2k—2) stupnami volnosti. Chowova Statistika je Specialnym pripadom
F-Statistiky a ma tvar:

£ _ (RSS;—RSS,)/(k+1)
RSS, /(n, +n, —2k —2)

kde k je pocet premennych modelu bez Strukturdlnej zmeny s po¢tom pozorovani nj + Ny
a so suctom Stvorcov rezidudlov RSSR. Premennd RSSU oznacuje spocitantt hodnotu suctov
Stvorcov rezidualov ziskanych po odhade z dvoch modelov. Prvou je suma §tvorcov ziskana
zZ modelu pred Strukturdlnou zmenou s poctom pozorovani nl a druhou je suma Stvorcov
rezidualov ziskana po odhade z modelu po Strukturdlnej zmene s po¢tom pozorovani nj.

Ak hodnota Chowove;j Statistiky je vacSia ako kritickd hodnota Fisherovho rozdelenia na
zvolenej hladine vyznamnosti, tak zamietame hypotézu, Ze regresie pred Strukturdlnou
zmenou a po nej st rovnaké. Tymto zamietame hypotézu o Strukturalnej stabilite.

Dalsim testom je Quandtov-Andrewsov test, ktorym testujeme pritomnost jedného alebo
viacerych neznamych Strukturnych bodov zlomu. Procediura Quandtovho—Andrewsovho testu
vypocCita a sumarizuje Statistiky Chowovho testu do jednej Statistiky, LR F-Statistiky
a Waldovej F-statistiky. Na zaklade individualnych testovacich Statistik je mozné vypocitat
tri rozlicné Statistiky: Maximum F, Exp Statistika a Ave Statistika. Maximum F je
jednoduchym maximom z individudlnych Chowovych $tatistik.

Ani jeden z vyssie uvedenych testov nedava odpoved’ na otazku, ktory z parametrov spdsobil
nestabilitu. T4 sa obvykle ziska vyuZitim technik umelych premennych.

V Chowovom teste porovnavame parametre modelu ziskané z odhadu pri pouziti udajov
spred overovaného pozorovania, v ktorom malo dojst’ ku Strukturalnej zmene a z odhadu pri
pouziti udajov od tohto pozorovania. Testom porovnavame, ¢i je pre nas adekvatny odhad
parametrov modelu:

Yo=LB+BX, +U, pret=12..,n
alebo dvojice modelov:

Y=o, +ayX, +Uy, pret=12,...,n
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Y. =Vo+ Vi Xy +U,, Ppret=n+1n+2,..,n

Aby sme urcili, ktory z parametrov je nestabilny, zaradime do modelu umelt premennu.
V tomto pripade ocCakavame, Ze zmena vplyva na absolitny ¢len aj na parameter pri
vysvetlujucej premennej. Umeld premenna D nadobuda hodnotu O pre obdobie spred
Strukturalnej zmeny, teda pre t=1, 2, ..., n;, a hodnotu 1 v obdobi od Strukturalnej zmeny,
tedapret=n;+1,n+2,...,n.

Model s umelou premennou:
Yo =B+ B+ BdiX + X + Uy
nadobuda pre obdobie pred Strukturdlnou zmenou, v ktorom d; = 0, tvar:
E(Y..d =0,x) =5+ X
a od obdobia po $trukturalnej zmene, v ktorom d; = 1, nadobuda tvar:
E(Yodi=Lx) =G+ B+ (B + )%
Pri testovani Statistickej vyznamnosti parametrov pri umelej premennej a pri siéine umelej
a vysvetl'ujicej premennej mozu nastat’ Styri pripady:
» obidva parametre su Statisticky nevyznamné, teda ¥, =, @ ; =, ¢o znamena, ze

regresné priamky modelu su totozné, a to potvrdzuje stabilitu oboch parametrov
V povodnom modeli

> 1ba parameter pri sucine umelej a vysvetlujucej premennej je nevyznamny, teda
p p ) y juce] p AN y y
)1 =@, ¢o znamend, ze regresné priamky modelu st rovnobezné a nezhodné¢, a to
potvrdzuje nestabilitu uroviiovej konstanty

> iba parameter pri umelej premennej je nevyznamny, teda ), =¢,, ¢o znamena, ze

regresné priamky modelu sa zbiehaji v hodnote absolitneho ¢lena na osi vy,
a to potvrdzuje nestabilitu parametra v sklone

» obidva parametre st Statisticky vyznamné, ¢o znamena, Ze regresné priamky modelu
sa pretinaji v jednom bode, a to potvrdzuje nestabilitu oboch parametrov v pévodnom
modeli.

Pripominame, Ze testovanie stability vyuzivajice umelé premenné rovnako ako Chowov test
predpoklada, ze rozptyl ndhodnej zloZzky sa nemeni pre vSetkych n pozorovani. Preto je pred
ich pouzitim potrebné preverit’ homoskedasticitu u;.

3 VPLYV KRIZY NA STRUKTURNU STABILITU PARAMETROV
SPOTREBNEJ FUNKCIE

Vyssie popisané testy a techniky umelych premennych vyuzijeme pri modelovani spotrebne;j
funkcie za obdobie 1995ql az 2015q2, pri€om determinantom spotreby je hruby disponibilny
dochodok. Sledované obdobie obsahuje aj pozorovania, v ktorom doslo v ekonomike ku
krize, comu musime pri konStrukcii modelu venovat’ pozornost’.

Na grafe ¢. 1 je znazorneny priebeh konecnej spotreby domacnosti (KSD) a priebeh hrubého
disponibilného prijmu (HDD), z ktorého sa da usudzovat, ze od roku 2008 respektive 2009
doslo k pomalSiemu rastu konec¢nej spotreby domacnosti.
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Graf ¢. 1 Priebeh KSD a HDD

Vysledkom odhadov roznych modifikacii spotrebnej funkcie tak, aby boli splnené
predpoklady linedrneho modelu, Statistickd vyznamnost' parametrov modelu, modelu ako
celku a zohl'adnena sezonnost je model, ktorého vystup z EViewsu je na obr. ¢.1

Obr. €. 1 Vystup odhadu rovnice spotreby

Dependent Variable: KSD
Method: Least Squares
Date: 11/21M15 Time: 19:10
Sample (adjusted): 199602 201502
Included observations: 77 after adjustments
Convergence achieved after 8 iterations
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
- -138.2897 194 2772 -0.711816 0.4789
HDD 0.214957 0.067114 4 592856 0.0000
@SEAS() 1820475 162 4497 1.120639 0 2663
@SEAS(Z) 304 3441 141.0354 2157928 0.0344
@SEAS(3) 279.1610 145.2562 2610291 0.0111
KSD-1) 0.5658808 0.071443 9.221429 0.0000
AR(4) 0729767 0.089178 8183301 0.0000
R-squared 0.998487 Mean dependentwvar 7142.998
Adjusted R-squared 0.998358 S.D. dependentvar 2679.414
S.E. of regression 108.5905 Akaike info criterion 12.29955
Sum squared resid 8254335 Schwarz criterion 1251263
Log likelinood -466.58328 Hannan-Quinn criter. 12.38478
F-statistic FF00A170  Durbin-Watson stat 1.810433
FProb(F-statistic) 0.000000

Zdroj: vlastné vypocty

Uz na zaklade grafickej analyzy mdézeme predpokladat’, ze vplyvom krizy dochédza k zmene
vyvoja zavisle] anezavislej premennej. Graficka analyza je len orientana, preto tento
predpoklad je treba potvrdit' aj testom. V Chowovom teste mozeme postupne zadavat
obdobie, v ktorom predpokladame, Ze dochadza ku zlomu a testovat’ existenciu zlomu pre
kazdé obdobie zvlast. Pre zistenie, ¢i spotrebnd funkcia podstupuje Strukturdlnu zmenu,
aplikujeme Quandtov-Andrewsov test, ktory sumarizuje Chowove Statistiky. Vystup
z Quandtovho-Andrewsovho testu v EViews-e je na obr. €. 2.
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Obr. ¢. 2 Quandtov — Andrewsov test — vystup z EViewsu

Qiuandt-Aandrews unknown breakpoint test
Mull Hypothesis: Mo breakpoints within 15% trimmed data

Equation Sample: 199602 2015Q2
Test Sample: 199902 201203
Mumber of breaks compared:. 54

Statistic Value Prob.

Maximum LR F-statistic (2008C4) B.7ATTZ24 0.0000
Maximum Wald F-statistic (2009CQ2) 84 56097 0.0000
Exp LR F-statistic 1.636913 0.0024
Exp Wald F-statistic 238.47986 0.0000
Ave LR F-statistic 2148239 0.0072
Ave Wald F-statistic 22184089 0.0001

Mote: probabilities calculated using Hansen's (1997) method

Zdroj: vlastné vypocty

Na zaklade LR F-statistiky mozeme konStatovat, Ze k zmendm Struktirnych koeficientov
dochadza v 4. stvrtroku 2008. Tento test vSak nedava odpoved’ na otazku, ktory z parametrov
je rézny.

Na zistenie, ktory z koeficientov je rozdielny, aplikujeme techniku umelych premennych.
Definujme umelu premennia DUM, ktora nadobuda hodnotu rovnu 0 v obdobiach 1995ql1 az

200893 a hodnotu rovnu 1 v obdobiach 2008q4 az 2015g2. Do modelu zavedieme umelu
premennl DUM a aj jej multiplikativnu formu DUM*HDD. Vystup z odhadu je na obr. €. 3.

Obr. ¢. 3 Odhad spotrebnej funkcie s umelymi premennymi

Dependent Variable: KSD
Method: Least Squares
Date: 11/23M15 Time: 14:48
Sample (adjusted): 199602 201502
Included observations: 77 after adjustments
Convergence achieved after 12 iterations
VVariable Coefficient Sid. Error t-Statistic Prob.
c -510.8632 137.6786 -3.710549 0.0004
HDD 0423275 0072769 5 816652 0.0000
ESEAS(T) AF2.7271 102.0964 1.691804 0.0953
ESEAS(Z) 291.1293 8242909 3531875 0.0007
ESEAS(3) 369 4677 8620333 4 286002 0.0001
KSD(-1) 0610212 0.071924 8484109 0.0000
DM 1258.324 530.2454 2372649 0.0205
DUM*HDD -0.147408 0.051676 -2.852531 0.0057
AR(4) 0577777 0.0956594 5.981530 0.0000
R-squared 0.9989068 Mean dependentwvar 7142 998
Adjusted R-squared 0.993777 S.D. dependent var 2679 414
S.E. ofregression 93 69256 Akaike info criterion 1202738
Sum squared resid 596924 1 Schwarz criterion 12301332
Log likelihood -454 0543 Hannan-Qwinn criter. 1213696
F-statistic F760.997 Durbin-Watson stat 2.484993
Prob({F-statistic) 0.000000

Zdroj: vlastné vypocty

Z odhadu rovnice vidime, Ze parameter pri umelej premennej DUM aj pri premennej
DUM*HDD je $tatisticky vyznamny, z ¢oho mdzeme vyvodit’ zaver, ze regresie pred krizou
a v obdobi, ked’ sa kriza zacala prejavovat’ sa liSia v uroviiovej konstante aj v sklone, funkcia
spotreby teda podstupuje Strukturdlnu zmenu.
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4 ZAVER

V prispevku su opisané moznosti detekcie Strukturdlneho zlomu, ktory moze mat’ vplyv na
jednotlivé parametre modelu. S problémom stability Strukturnych parametrov je potrebné sa
zaoberat’ v modeloch odhadovanych na zaklade obdobia, v ktorom mohlo dojst k zlomu
dosledkom velkych hospodarskych zmien. Takymto pripadom je aj kriza, ktord sa zacala
prejavovat’ v prvej dekdde 21. storo¢ia. Na zistenie pritomnosti zlomu sa vyuziva Chowov
respektive Quandtov — Andrewsov test, avSak na podrobnejsiu analyzu stability parametrov je
vhodné aplikovat’ techniky umelych premennych. Z vysledkov odhadov modelov s umelymi
premennymi sa da zistit,, ktory z parametrov je zdroj rozdielu.

Pouzita literatura

1.  ANDREWS, D. 2003. Tests for Parameter Instability and Structural Change with
Unknown Change Point: A Corrigendum In: Econometrica 71 (1), s. 395-397.

2. CHOCHOLATA, M. 2013. The global financial crisis and stock returns: evidence
from the Czech Republic, Hungary and Poland. In: Mathematical methods in
economics 2013: proceedings of the 31st international conference : Jihlava, 11-13
September 2013: College of Polytechnics Jihlava, 2013.

3.  SURMANOVA, K. - FURKOVA, A. 2011. Analyza dopadu krizy na priemysel SR
= The Impact of the crisis to the Slovak industry. In: Nové trendy v ekonometrii a
opera¢nim vyzkumu, mezinarodni védecky semindf : zbornik : Praha, 13.-15.
december 2011 Bratislava : Vydavatel'stvo EKONOM, 2011.

4.  SURMANOVA, K. - FURKOVA, A. - REIFF, M. 2015. Estimation and analysis of
consumption function in Slovakia. In: Mathematical methods in economics. MME
2015: conference proceedings of the 33rd International conference : Cheb, Czech
Republic, September 9-11, 2015.

5. SZOMOLANYTL K. - LUKACIK, M. 2010. Model hospodarskych cyklov a redlne
ekonomiky. In: Nové trendy v ekonometrii a operaénim vyzkumu : zbornik z
medzinarodného vedeckého seminara : Praha 15. - 17. december 2010, Bratislava :
Vydavatel'stvo EKONOM, 2010.

Kontaktné udaje

Ing. Adriana Lukacikova, PhD.

Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 829

email: adriana.lukacikova@euba.sk

123



ENTROPICKY MODEL ODHADU OD MATICE V MESTSKEJ
HROMADNEJ DOPRAVE

ESTIMATION OF OD MATRIX IN MUNICIPAL PUBLIC TRANSPORT
USING ENTROPY MODEL

Tomas Majer, Stanislav Paluch

Abstrakt

V prispevku prezentujeme algoritmus na odhad poctu cestujicich zo zastavky i do zastavky j
v mestskej hromadnej doprave. Algoritmus kombinuje gravita¢ny a entropicky model a jeho
vysledky st verifikované na udajoch z Gplného dopravného prieskumu realizovaného v marci
2006 v sumesti Martin — Vrutky.

KUrucové slova: dopravny prieskum, OD matica, gravitacny model, entropicky model

Abstract

The paper presents an algorithm to estimate the number of passengers traveling between bus
stops i and j in municipal public transport. The algorithm combine gravity and entropy model.
Results are verified on the real data acquired by the full traffic survey on public transport of
towns Martin — Vratky conducted in March 2006.

Keywords: traffic survey, OD matrix, gravity model, entropy model

1 UVOD

V stcasnosti sa vel'mi Casto diskutuje o kvalite a dostupnosti verejnej dopravy a o spésoboch,
ako zabezpecit’ jej preferenciu pred individudlnou automobilovou dopravou. Preto je dolezité
nielen merat’ sicasny dopyt po sluzbach mestske; hromadnej dopravy napriklad pomocou
dopravného prieskumu, ale aj dokazat' tento dopyt odhadnut’ bez realizacie samotného
prieskumu a pri zmenenych podmienkach ako napriklad otvorenie nového priemyselného
parku alebo kolaudéacie novych bytovych domov, zmena tarify a ceny cestovného listka,
zmena organizacie dopravy v meste a podobne.

V prispevku sa zameriame na odhad OD matice (origin — destination, zdroj — ciel’). Jej prvky
(tij) vyjadruju pocet cestujlicich zo zastavky i do zastavky j. Budeme pritom predpokladat,
Ze pozname sumarny pocet cestujucich nastupujicich na zastavke i — riadkové sucty OD
matice a sumarny pocet cestujuicich vystupujiicich na zastavke j — stipcové sty OD matice.
Tiez budeme mat k dispozicii informacie o cestnej sieti, najmd o vzdialenosti medzi
zastavkami. NaSou ulohou bude sumérne pocty rozdelit do jednotlivych prvkov matice
a presnejsie urcit, odkial’ a kam l'udia cestuju.

2 MATEMATICKY MODEL

Na odhad prvkov OD matice bolo vypracovanych viacero pristupov. VicSina z nich sa snazi
problém ries$it pomocou optimalizacného modelu, ktory moéZe maximalizovat’ uzitok
Z pouzitia verejnej dopravy, minimalizovat’ Casové straty cestujucich pripadne odchylku od
zadanych riadkovych a stipcovych saétov OD matice.
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2.1 Gravita¢ny model

Ozna¢me symbolom @Q; poCet cestujucich nastupujucich na zastavke i a D; poCet cestujucich
vystupujucich na zastavke j. Potom mézeme predpokladat’, ze pocet cestujucich zo zastavky
i do zastavky j bude priamo Gmerny sucinu @Q;D; anepriamo imerny dopravnému odporu
f (Cij) zavislému od vzdialenosti zastavok C;;. Zaved'me dva druhy kalibratnych konStant: a;
a b; pre kazdu nastupnu aj vystupnu zastavku - kazdy riadok a stipec OD matice. Potom
mdzeme kazdy prvok OD matice urcit’ pomocou vztahu

Q:D;
tij = q f(Ti;)bj'
Funkciu dopravného odporu budeme predpokladat’ v tvare
f(Cij) =K+ (C;j — C)?
kde C je idealna vzdialenost a K dopravny odpor pri idedlnej vzdialenosti.
Optimaliza¢ny model mo6zeme formulovat’ nasledovne:

Minimalizuj chybu

= 0= 2+Z<D,-_Ztij>2

i j i
za podmienok
Q;D;

tj = -
K+ (C;j—-0C)

tj

> bj pre Vi, j,

a;, bj, tij = 0 pre Vi,j.
Tento model je mozné rieSit’ jednoduchou iteracnou metddou, ktord striedavo prepocitava
kalibracné konStanty a; a b; tak, aby suhlasili riadkové resp. stlpcove sucty Q; a D;.
Algoritmus skonci, ked’ sa dosiahne poZadovana presnost’ alebo uz nie je mozné uvedenym
postupom presnost’ zvysit’ resp. znizit’ chybu.
2.2 Entropicky model

Entropicky model sa snaZi rozdelit’ cestujticich pri zachovani riadkovych a stipcovych saétov
tak, aby sa maximalizovala pravdepodobnost’ takéhoto rozdelenia. Pocet moZnosti, ako
rozdelit’ celkovy pocet cestujiicich T = }; ¥ ; t;; na jednotlivé elementy t;; mézeme vyjadrit

vztahom
( T > (T - t11> (T —t11 — t12> (tnn> _
tir/ \ tip / t13 A\ A
~ T! (T = t,,)! (T = t1 — t1y)! .
i (T —tyq )0 ta2! (T =ty —tip)! 6! (T =ty —tip — i)l LTt

Maximalizdcia pravdepodobnosti je ekvivalentnd maximalizacii tohto poctu mozZnosti. Aby
sme sa vyhli si¢inom, méZeme maximalizovat’ logaritmus tohto vztahu

T!
lnmzlnﬂ—zzmt”! ZIHT!—ZZtUIHtU
S j i

i

KedZe T je konStanta, zjednoduSeny matematicky model bude vyzerat’:
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Maximalizuj

H= —Zztulntu
i J
Ztij =Q;

J

z tij =D

i

za podmienok

Na riesenie tohto modelu mozeme pouzit’ nasledovny postup:
1. Urci pociatocné rieSenie vyrieSenim gravitacného modelu
2. Zvol pociatocnu vel'kost zmeny d, napr. d = 10

3. Postupne pre vsetky i,j, k,m = 1..n:
AK t;, = d asacasne tj, = d, potom skiis upravit OD maticu:
tixk = tix +d, tim = tim — d, tix = tjx — d, tjm = tj, + d, Cim sa nezmenia
riadkové a ani stipcové stéty Q; a D;. Ak sa hodnota ticelovej funkcie zlep$i, ponechaj
zmenu. Ak sa hodnota ucelovej funkcie nezlepsi, vrat’ ty, tim, tjk, tjm napdvodne
hodnoty.

4. Ak sa podarilo hodnotu téelovej funkcie zlepsit', opakuj krok 3.
5. Zmensi hodnotu d, ak je d vac¢sie ako napriklad 0,1 opakuj krok 3.

3 EXPERIMENT

VysSie uvedeny postup sme aplikovali na udaje ziskané z uplného dopravného prieskumu
v MHD Martin — Vrutky, ktory sa konal 16.3.2006 v ¢ase rannej $picky. S¢itacie listky sa
rozdavali v Case od 5:30 do 8:00 a zbierali az do 8:45.

Systém MHD Martin — Vratky obsluhuje 87 zéstaviek, na ktoré bolo umiestnenych cca 160
pracovnikov — s¢itaCov. Pocas prieskumu bolo rozdanych 8242 listkov, z ktorych sa vratilo
7510, tj. 91%. OD matica ziskana prieskumom je teda velkosti 87x87 a stucet vSetkych jej
prvkov je 7510.

Vysledky pre gravitaény model boli prezentované v prispevku [1]. Nasledne sme na maticu
ziskanl gravitatnym modelom aplikovali vysSie uvedeny postup na rieSenie entropického
modelu. Na porovnanie oboch vysledkov sme pouzili funkciu

E= Zthij = Tyl,
T

kde t;; predstavuje odhad ziskany gravitatnym resp. entropickym modelom a T;; st hodnoty
ziskané Gplnym dopravnym prieskumom. Takto urcena chyba je potom dvojnasobok poctu
chybne priradenych cestujucich z ich celkového poctu.

Chyba gravitatného modelu vysla 9491, t.j. nespravne bolo urcenych az 4746 cestujucich, ¢o
je viac ako 63%. Po aplikovani entropického modelu sa chyba znizila na 7213, t.j. nespravne
bolo urcenych 3607 cestujucich, o je priblizne 48%. Ak nebudeme brat’ do tvahy tie prvky
OD matice, kde bola chyba mensia ako 1, bude entropicky model vykazovat’ celkova chybu
6166, t.j. 3083 cestujucich alebo 41%. Napriek tomu, ze sa dosiahlo podstatné zlepSenie
oproti gravitatnému modelu, chyba je stale velka.
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Niektoré prvky OD matice s najva¢Sou chybou su vypisané v tabul’ke Tab.1.

Zo zastavky

Do zastavky

Prieskum Model Chyba ‘

D.Zaturdie, sidlisko  Podh3j I. 82 18,0 64,0
ladoven Dojc¢enecky ustav 63 9,1 53,9
Ladoven Ul. Hviezdoslavova 59 5,9 53,1
Kosuty, nadjazd Vrutky, aut.stanica 58 10,3 47,7
Ladoven PRIOR 0 46,5 46,5
Ladoven Hlavnd posta 0 44,6 44,6
D.Zaturcie, sidlisko  Hlavna posta 125 80,9 44,1
Ladoven OUNZ 0 35,9 35,9
Ladoven Ul. Cervenej armady 40 7,1 32,9
ladoven Ul. A. Pietra 0 31,7 31,7
Ladoven Ul. Jesenského 34 6,6 27,4
Vrutky, aut.stanica  OUNZ 51 24,7 26,3
Kosuty, zdr.stred. Vrutky, aut.stanica 34 8,2 25,9
D.zaturdie, sidlisko ~ PRIOR 109 84,3 24,7
D.Zaturdcie, sidlisko  Ul. A. Pietra 82 57,5 24,5
Ul. Jesenského PRIOR 0 23,8 23,8
Bystricka obchod Ul. Jesenského 25 1,5 23,5
D.Zaturdie, sidlisko  Ul. Alexandrova 46 22,6 23,4
Ladoven PrieloZtek 0 23,4 23,4
Hotel Turiec Ul. 1. &sl. brigady 23 0,0 23,0
Hotel Turiec PRIOR 0 22,5 22,5
Ul. Hollého II. Ul. A. Pietra 29 6,6 22,4
Ul. Jesenského Hlavna posta 1 22,9 21,9
Ladoveri Stadion TJ ZTS 26 4,2 21,8
Prieloztek Dojcenecky ustav 24 3,1 20,9
Hotel Turiec Hlavna posta 1 21,6 20,6
Kosuty, sidlisko Hlavna posta 41 20,5 20,5
Ul. Alexandrova Ul. Cervenej armady 23 2,8 20,2

Tab.1: Prvky OD matice s najvdicsou chybou

4 ZAVER

V prispevku sme ukézali spdsob, ako je mozné pomocou entropického modelu zvysit
presnost’ odhadu poctu cestujucich zo zastavky ido zastavky j v mestskej hromadnej
doprave. Napriek vyraznému zlepSeniu je vysledok aj tak diskutabilny a je potrebné hl'adat’
d’al$ie moznosti odhadu dopravného dopytu. Jednou z moznosti je napriklad urc¢it’ OD maticu
ako véazeny sucet ¢iastkovych OD matic ziskanych r6znymi spdsobmi.

Pod’akovanie
Tento prispevok vznikol vd’aka podpore grantu APVV-14-0658 "Optimalizicia mestskej a
regiondlnej verejnej dopravy".

Pouzita literatura

1.  MAIJER, T.— PALUCH, S.: Gravitaény model odhadu dopytu v mestskej hromadnej
doprave. In: AIESA - 16. medzinarodna vedecka konferencia., 2015, s. 667-671.

127



2.  MATHEW, T. V.- KRISHNA RAO K. V.: Introduction to Transportation
Engineering. NPTEL, 2006.

3. SEN, A.-SMITH, T. E.: Gravity Models of Spatial Interaction Behavior. Berlin-
Heidelberg-New York: Springer-Verlag, 1995.

4. WILSON, A. G.: Complex Spatial Systems: The Modeling Foundations of Urban
and Regional Analysis. Harlow, Essex: Prentice — Hall, 2000.

5. WILSON, A.,G.: Entropy in Urban and Regional Modelling. London: Pion Limited,
1970.

Kontaktné udaje

Ing. Tomas Majer, PhD.

Zilinska univerzita v Ziline, Fakulta riadenia a informatiky
Univerzitna 8215/1, 010 26 Zilina

Tel: (421 41) 513 4284

email: tomas.majer@fri.uniza.sk

doc. RNDr. Stanislav Paluch, CSc.

Zilinské univerzita v Ziline, Fakulta riadenia a informatiky
Univerzitn 8215/1, 010 26 Zilina

Tel: (421 41) 513 4250

email: stanislav.paluch@fri.uniza.sk

128


mailto:tomas.majer@fri.uniza.sk
mailto:stanislav.paluch@fri.uniza.sk

SIMULACIA MONTE CARLO PRE GARCH MODEL
THE MONTE CARLO SIMULATION OF GARCH MODEL

Michaela Minarikova

Abstrakt

Vplyv nahodnych hodn6t ma Siroké vyuzitie, predovSetkym je znama obrovska vyznamnost
vyuzitia simula¢nych metéd v Ekonometrii. Cielom ¢lanku je testovanie ekonometrického
modelu logaritmickej zavislosti vynosov akcii od obchodovaného mnozstva akcii spolocnosti
IBM. Pre vysvetlenie zavislosti je pouzity GARCH model, ktory je obycajne pouzivany pre
vysvetlenie finanénych casovych radov. Nasledne je pouzitd simulacia Monte Carlo s 10 005
iteraciami pre verifikdciu zavislosti a porovnanie priemernych hodnét modelov pred a po
simuldcii. Automatizacia ekonomického softvéru Setri Cas apomaha pri rieSeni
komplikovanych modelov.

KPucové slova: Simulacia, Monte Carlo, GARCH, Iteracia, Model

Abstract

The impact of random values is very broad, mainly there is great signification of simulation
methods in Econometrics. The aim of article is testing of econometric model dependency
between logarithmic returns and logarithmic trading volume of IBM shares. For explaining of
dependency is used GARCH model, which is usually uses for financial time series.
Subsequently is used the Monte Carlo Simulation with 10 005 iterations for verifying of
dependency and comparing of average values of model before and after simulation.
Automation of economic software saves a time and helps in dealing of complicated models.

Keywords: Simulation, The Monte Carlo, GARCH, Iteration, Model

1 UVOD A TEORETICKE VYCHODISKO

Cielom c¢lanku je testovanie GARCH modelu zavislosti vynosov akcii od obchodovaného
mnozstva akcii spolo¢nosti IBM. Nasledne je pouzitd simuldcia Monte Carlo s 10 005
iteraciami pre verifikdciu zavislosti a porovnanie priemernych hodnét dolezZitych parametrov
modelov pred a po simulacii Monte Carlo.

1.1 GARCH(p,q) model

GARCH(p,q) model patri medzi linedrne modely, predstavuje rozsirenie modelu ARCH
0 oneskoreny podmieneny rozptyl, pricom podmieneny rozptyl modelu ARCH(qQ) je
definovany ako

— 2 2 2
he = ag + aui_q + Qui_, + -+ aqui_g

kde u; = v/ he, priCom vi st nezavislé, rovnako rozdelené nahodné premenné s nulovou

strednou hodnotou a jednotkovym rozptylom a U; je Casovy rad s rozptylom ¢2. ay > 0,a; =

0 kde i=1..q a {vi} je biely Sum nezavisly na hex a u; je Casovy rad s autoregresnou
podmienenou heteroskedasticitou radu g.

129



GARCH(p,q) je model so zovSeobecnenou autoregresnou podmienenou heteroskedasticitou,
ktory bol skimany Bollerslevom v 1986. V modely je podmieneny rozptyl linearnou funkciou
Stvorcov rezidui modelu a oneskoreného podmieneného rozptylu, ktory je vyjadreny ako

hy =ay + Z?:l auf_; + Z?:l S1he_;

kde a; + & je zotrvacnost’ ndhodnych $okov. Casovy rad u; mdzeme vyjadrit' v tvare kde

Uy = vt\/h_ , kde v; je biely Sum nezavisly od h;_, > 0snulovou strednou hodnotou
a rozptylom rovnym 1, pri¢om takto zadefinovany casovy rad u; nazyvame ako casovy rad so
zovSeobecnenou autoregresnou podmienenou heteroskedasticitou radu p,q. Ak hodnoty
autokorelacnej funkcie S rasticou Spicatostou exponencidlne klesaju, rychlost’ tohto poklesu
je zavisla od suctu a;+ &;. Ak je stcet priblizne jedna, pokles autokorelac¢nej funkcie je len
vel'mi pomaly. Rovnako aj hodnoty parcidlnej autokorela¢nej funkcie exponencidlne klesaju
Vv zavislosti od rastuceho oneskorenia.

1.2 Simulacia

Simulaciou rozumieme experiment so skutoénym modelom, ktorym sa snaZime
napodobiiovat skuto¢nost. Sucasne je mozné vyuzit simulovanie reality vo financnej,
ekonomickej, matematickej, fyzikalnej a riadiacej sfére, priCom jej prinosmi je schopnost
rieSit’ analyticky nerieSitelné ulohy, ulahCovat rieSenie viacrozmernych uloh, moznost
skimat’ dynamiku systému a reakcii na rozne Cinitele a predovSetkym skiimanie zavislosti
medzi systémami. V pripade simuldcie ekonometrického modelu je pouzivana pocitatova
simulacia, ktora je plne kontrolovana poc¢itatovym programom a umelou inteligenciou.

Pre simuldciu vysSie uvedenej zavislosti vynosov akcii od obchodovaného mnozstva
spolo¢nosti IBM GARCH modelom je pouzitd simulacia metddou Monte Carlo, ktorej
zakladom je generovanie ndhodnych &isel.

Metdda Monte Carlo bola prvy krat pozita v 40-tych rokoch 20. storo¢ia v americkom Lab
Los Alamos. ZakladateI'mi boli dvaja europsky matematici - John Von Neuman a Stanislav
Marcin Ulama, ktori skimali pohyb neurénov cez réznorodé¢ materidly. Nazov metody je
odvodeny od hlavného mesta Statu Monako, ktoré je zname vd’aka hazardu.

2 UDAJE A POUZITA METODOLOGIA

Metoda Monte Carlo je povazovana za vysoko efektivny ndstroj simuldcie ndhodnych
procesov v Ekonometrii na zdklade generacie nahodnych dat, ktoré tvoria stochasticku cast’
modelu.

2.1 Algoritmus Metédy Monte Carlo

Zakladnym krokom je proces, ktory generuje data a preto je potrebny model, pre ktory je
mozné odhadnut’ parametre modelu. Uvazujeme o GARCH(p,q) modely spodmienenym
rozptylom.

Na odhad rovnice GARCH modelu s ndhodnou zlozkou metédou Monte Carlo je potrebné
poznat’ pravdepodobnostné rozdelenie modelu a nasledne pouzit’ generator nahodnych cisel.
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Algoritmus metddy vyzera nasledovne:
= zvolenie rozsahu pozorovani

= pomocou modelu GARCH su odhadnut¢é hodnoty parametrov o ad pre
deterministicku ¢ast’ modelu

* nasledne je vytvorenych r po sebe nasledujtiicich hodnot hepre t = 1,2, ...,n a pre kazdé
pozorovanie su Vypocitané jednotlivé parametre o a o

= po urCeni pravdepodobnostného rozdelenia ndhodnych zloziek u; si pomocou
generatora nahodnych c¢isel generované hodnoty r po sebe iducich nezavislych hodnét
Ut

* pomocou tychto hodndt, ktoré su pripocitané ku kazdému odhadu parametrov st
vypocitané hodnoty odhadnutého radu zavislej premennej y;

* poslednym krokom algoritmu je pomocou novo vytvorenych hodndt
v: a u; odhadnutie GARCH(p,q) modelu po r iteraciach, pricom sa ulozia potrebné
Statistiky a parametre a zaroven sa vypocitaji ich priemerné hodnoty

2.2 Udaje

Pre ucely Simuldcie Monte Carlo boli pouzité data z internetového portalu
www.yahoo.finance.com. Pre modelovanie boli pozité logaritmické hodnoty vynosov
spolo¢nosti IBM, ktoré boli vytvorené diferenciou uzatvaracich cien akcii IBM a logaritmické
hodnoty obchodovaného mnoZstva spoloénosti IBM. Casové rady boli stiahnuté pre obdobie
od 01/05/2007 do 8/31/2015, ¢o predstavuje 2 179 dat.

Spolo¢nost’ IBM — International Business Machines je spolo¢nost’ zalozena v roku 1911
V Spojenych Statoch Americkych.

3 VYSLEDKY

GARCH model pouzity na vysvetlenie vztahu medzi logaritmickymi vynosmi akcii
a logaritmickymi hodnotami obchodovaného mnozstva akcii a pre odhadnutie parametrov o
a o0 je Specifikovany ako

DLOG_IBM = 0.000613229037358

GARCH = -0.000716375158673 + 0.153976032316*RESID(-1)"2 +
0.546746284993*GARCH(-1) + 0.0000492513995863*LOG_VOLUME
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Dependent Variable: DLOG_IBM

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Mormal distribution

Date: 11M15M5 Time: 00:02

Sample: /052007 8/231/2015

Included cbservations: 2179

Convergence achieved after 9 iterations

Fresample variance: backcast (parameter = 0.7)

GARCH = C{2) + C3FRESID(-12 + Cl4yGARCHI-1) + C{5)
*LOG_VOLUME

Wariable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

C 0.000613 0.000219 2801872 0.0051

Variance Equation

C -0.000716 T.83E-07 9151344 0.0000
RESID-1"2 0.153976 0.018350 8.390862 0.0000
GARCHI-1) 0.546746 0.023250 2351642 0.0000

LOG_ VOLUME 4. 93E-05 G.04E-08 816.0212 0.0000
F-zquared -0.000877  Mean dependentvar 0.000187
Adjusted R-squared -0.002719 S5.D. dependentvar 0.014379
S.E. of regression 0.014398 Akaike info criterion -5.967013
Sum squared resid 0450706 Schwarz criterion -5.953964
Log likelihood 6506.060 Hannan-Cluinn criter. 5962242
Curbin-Watson stat 2032771

Obrazok 1.: GARCH model zavislosti logaritmickych vynosov od logaritmickych hodnot obchodovaného
mnozstva akcii spolo¢nosti IBM

Vsetky parametre modelu st vyznamné na hladine vyznamnosti 0,05. Model ako celok je tiez
vyznamny, bez autokoreldcie a heteroskedasticity. NajdolezitejSim  predpokladom
vyznamnosti modelu je overenie normalneho rozdelenia modelu. Na ziklade Jarque-Bera
testu normality nebol tento predpoklad potvrdeny. Takyto jav je casty pri vysvetlovani
finan¢nych Casovych radoch a preto mézeme model na zdklade Kvéazi metdody najmensich
Stvorcov povazovat’ za vhodny pre vysvetlenie zavislosti a d’alej pouzit vychodiskové
predpoklady z modelu a hodnoty parametrov pre Simulaciu Monte Carlo.
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Nasledne bola pouzita Simulacia Monte Carlo s 10 005 iteraciami, ktorej vystup je zobrazeny
V obrazku 2.

Dependent Variable: DLOG_I1BM

Method: ML - ARCH (Marguardt) - Mormal distribution

Date: 111415 Time: 20:41

Sample: 1/052007 8312015

Included observations: 2178

Comvergence achieved after 10 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)

GARCH = C(2) + C2AVFRESID(-11"2 + CAyGARCH(-1) + C(5FLOG_GARCH

Yariable Coefficient Std. Error 7-Statistic Prob.

c 0.000374 0.000238 1.572392 0.1159

Wariance Equation

C 1.26E-05 1.4ZE-06 B.891245 0.0000
RESID{-1"2 0.135051 0012188 11.08051 0.0000
GARCH(-1) 0.805303 0016486 48 84885 0.0000
LOG _GARCH 3.31E-06 1.52E-06 2181714 0.0291

R-squared -0.000168 Mean dependent var 0.000187
Adjusted R-squared -0.002008 S.0. dependentwvar 0.014379
S.E. ofregression 0.014383 Akaike info criterion -h. 8569948
Sum squared resid 0450387 Schwarz criterion -5.843949
Log likelihood 6386.199 Hannan-CGuinn criter. -5.852228
Durbin-Watson stat 2034212

Obrazok 2.: Model zavislosti logaritmickych vynosov akcii od logaritmickych hodnét obchodovaného mnozstva

akcii spoloénosti IBM po 10 005 iteraciach
Model po 10 005 iteraciach je Specifikovany rovnako ako predchadzajici:
DLOG_IBM = 0.000374140905589

GARCH = 1.26366870372e-05 + 0.135051311532*RESID(-1)"2 +
0.805302576435*GARCH(-1) + 3.30800820923e-06*LOG_GARCH

Vsetky parametre modelu st opdt’ vyznamné na hladine vyznamnosti 0,05. Model ako celok
je tiez vyznamny, bez autokorelacie a heteroskedasticity. Na zaklade Jarque-Bera testu
normality nebolo overené normalne rozdelenie, ale na zaklade Kvazi metédy najmensich
Stvorcov je mozné GARCH model povazovat’ za vhodny model, ktory adekvatne vysvetl'uje
zavislost’ medzi logaritmickymi vynosmi akcii a logaritmickymi hodnotami obchodovaného
mnozstva akcii spolo¢nosti IBM.

V poslednej Casti vysledkov, v tabul’ke 1 je uvedeny suhrn priemernych hodnét jednotlivych
parametrov vypocitanych ako priemer kazdého parametra po iteracii. Priemery st uvedené
spolu s zakladnymi deskriptivnymi Statistikami.
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Tabul’ka 1.: Priemerné hodnoty parametrov GARCH modelu a ich deskriptivne Statistiky

AVGCl AVG C2 ARESID(-1)"2 A GARCH(-1) ALOG_VOLUME

Mean 0.000373  0.0000124 0.135350 0.806184 -1.17E-08
Median 0.000373 0.0000123 0.136021 0.805897 -5.44E-08
Maximum 0.000486 0.0000876 0.222309 0.869938 0.0000416
Minimum 0.0000917 0.00000838 0.087369 0.528724 -0,0000402
Std. Dev. 0.0000193 0.00000232 0.006000 0.013161 0.00000465
Skewness -1.141879  23.22626 0.341957 -12.94127 0.019434
Kurtosis 22.03544  604.8698 18.13465 254.0572 7.895267
Jarque-Bera  153228.1  1.52E+08 95683.45 26554779 9990.471
Probability 0.000000  0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Sum 3.734397  0.124320 1354.175 8065.868 -0.000117
Sum Sq. Dev. 3.72E-06  5.38E-08 0.360164 1.732772 2.17E-07
Observations 10005 10005 10005 10005 10005

Hodnotové rozdiely medzi redlnymi parametrami a priemernymi hodnotami parametrov,
vypocitanymi na zéklade priemerovania odhadov po jednotlivych iteracidch st len minimalne,
teda parametre rovnice po 10 005 iteraciach nie s skreslené odhady realne odhadnutych
parametrov modelu.

4 DISKUSIA A ZAVER

Monte Carlo Simulécia je zalozena na vyhodnoteni GARCH modelu vytvoreného pred a po
generovani modelu vyssie popisanym algoritmom. Hodnoty st generované umelo za pomoci
generatora ndhodnych cisel. Rozdiely medzi skutoénymi parametrami a generovanymi
parametrami po 10 005 iteraciach nie st velké, teda parametre rovnice simulovanej Metodou
Monte Carlo st neskreslenymi odhadmi realnych parametrov, ¢o je uvedené v tabul’ke 2.

Tabul’ka 2.: Porovnanie hodnot parametrov GARCH modelu pred a po pouziti Monte Carlo
Simulacie a priemernych hodnot parametrov

MODEL c1 C2 RESID(-1)"2 GARCH(-1)  LOG_VOLUME

1M 0,000613000  -0,000716000  0,153976000 0,546746000 0,000049300
2.M 0,000374000  0,000012600  0,135051000 0,805303000 0,000003310
Mean MC  0,000373000  0,000012400  0,135350000 0,806184000 -0,000000012

Model 1. M je poévodny model a model 2. M je vytvoreny po 10 005 iteraciach. Monte Carlo
ponuka Siroké vyuzitie a uplatnenie v mnohych odvetviach, kazdy interpretuje iny postup
amodel apreto sa jednotlivé vysledky moézu v zavislosti od pouzitych metéd odhadov
a pouZitia algoritmu liSit’.

Pre kompletné porovnanie modelov boli urobené aj progndzy nasledujiuceho dia 01.09.2015
pre obidva modely, ktoré boli porovnané aj so skuto¢nou hodnotou logaritmu vynosu akcie
spolo¢nosti IBM v tento denl. Porovnanie hodndt je uvedené v tabulke 3, kedy je menSia
odchylka od skuto¢nosti v pripade modelu vytvoreného po Simulacii Monte Carlo.

Tabul’ka 3.: Porovnanie hodnét predpovede logaritmického vynosu akcii spolocnosti IBM pre
nasledujuci den 01.09.2015

MODEL 1.9.2015
1. M 0,000613229
2. M 0,000374141
Skuto¢nost’ -0,035864436
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VYBRANE TECHNIKY ODHADU PARAMETROV CGE MODELOV*
SOME CGE MODELS PARAMETERS ESTIMATIONS TECHNIQUES

Veronika Mit’kova

Abstrakt

Clanok sa venuje trom roznym technikdm odhadu parametrov modelov vieobecnej
ekonomickej rovnovahy: kalibracii, ekonometrickému odhadu a maximalnej entropii. Kazda
Z metdd je strucne opisand, nasledne su diskutované ich vyhody a nevyhody.

KUPucové slova: model vseobecnej ekonomickej rovnovahy, kalibracia, ekonometricky odhad

Abstract

The paper presents four different techniques of the computable general equilibrium models
parameters estimations: a calibration, an econometric approach and a maximum entropy
approach. Each method is shortly introduced and the advantages and disadvantages of each of
them are discussed.

Keywords: computable general equilibrium model, calibration, econometric estimation

1 PREHLAD RIESENIA PROBLEMATIKY

Model vSeobecnej ekonomickej rovnovahy (Computable General Equilibrium model - CGE)
je makroekonomicky model zalozeny na mikroekonomickych principov vyuzivany
predovsetkym na simulovanie hospodarskych politik krajin, medzinarodného obchodu alebo
environmentalnych zmien. Model sa sklada z behaviordlnych rovnic a identit, ktoré spolu
vytvaraju systém simultannych rovnic, pri¢om niektoré moézu byt nelinedrne, dokonca
nelinearne v parametroch. Analytickd Struktira modelu je zaloZena na ekonomickych
principoch, ktord podmienuje premenné aich vzajomné vzt'ahy. Funk¢nd Struktira je teda
matematickou reprezentaciou analytickej Struktiry, pozostava z algebraického vyjadrenia
rovnic modelu. A nakoniec, numericka Struktura zahfiia znamienka parametrov a magnitudy
funkénych foriem modelu (1). Cielom tohto ¢lanku je opisat’ niektoré metdody odhadu
parametrov CGE modelov, zjednotit’ ich symboliku a diskutovat’ ich vyhody, resp. nevyhody.

NajcastejSie pouzivanym pristupom k odhadu hodndt parametrov CGE modelov je kalibrécia,
ktora je zaloZzend na udajoch jedného obdobia zoskupenych do matice spolocenského
uctovnictva (Social Accounting Matrix - SAM). Tento pristup umoziuje stanovit’ hodnoty
niektorych parametrov na ziklade ekonomickej tedrie alebo hospodarskej politiky
modelovanej krajiny a zvySok parametrov je stanovenych tak, aby model replikoval udaje
daného obdobia (15).

V 90. rokoch minulého storofia sa mnoho ekonémov zavrhovalo ekonometricky odhad
parametrov CGE modelu, nakolko sa domnievali, Ze tento pristup oslabuje ekonomicku
Struktru modelu. Mansur a Whalley (10) v 1981 uviedli, ze ,,Dostupné udaje zvycCajne
neumoziuju ekonometricky odhad parametrov CGE modelu, takZe na stanovenie hodnot sa

1 Clanok vznikol s podporou Agentiry pre podporu vyskumu avyvoja prostrednictvom grantu APVV-14-0020
,Modelovanie Pareto optimalnych interakcii finanéného a podnikového sektora v adaptacnych procesoch®.
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vyuziva procedura kalibracie.” Naproti tomu bol Jorgenson (7) uz v 1984 kritikom kalibracie
a parametre modelov odhadoval ekonometrickymi metédami. Rovnako neskor, v pracach
Laua (8), Diewerta a Lawrenca (4) bola kalibracia kritizovana z roznych hl'adisk. McKitrick
(11) v 1998 dokazuje, Ze mnoho rokov po ,,0bjave* ekonometric v CGE modelovani, sa
takmer vylu¢ne vyuziva len kalibracia. Neskor, v 2001 Arndt, Robinson a Tarp (1) uvadzaju,
ze s rastiicou popularitou CGE modelov rastie aj kritika ich slabych empirickych vychodisk,
obzvlast’ odhadu behavioralnych parametrov. Braker (2) v 2004 vy¢ita kalibracii, Ze neberie
do uvahy dostatocne dlhé ¢asové rady, aj ked st dostupné. Modely teda nie su vyuzivané na
simuldcie dlhodobych procesov, prisposobeni zmendm v cenach a technologickym zmenam.
Scrieciu (14) dokonca kalibraciu nazval matematickou manipulaciou a jeho kritika vychadza
z faktu, Ze vychodiskové obdobie pre dataset, zvyCajne posledny rok, za ktory su udaje
dostupné, nemusi vierohodne reprezentovat modelovani ekonomiku, kedZze ignoruje
historicky vyvoj. Na druhej strane, kalibracia, expertné odhady alebo hodnoty parametrov
Zinych zdrojov literatiry umoziiuji bohata Struktiru modelu so stochastickymi
a nelinearnymi rovnicami.

Praca Bencika (3) bola lastovickou v oblasti CGE modelovania na Slovensku. Na odhad
vSetkych parametrov modelu vyuzival kalibraciu. Mlynarovi¢ (12) opisal proceduru kalibracie
ako vychodiska pre CGE modelovanie. Metodologia z (12) bola vyuzitd v praci Palenika
a Kotova (13) na CGE model aplikovany na kvantifikaciu vynosov a nakladov vstupu
Slovenskej republiky do Europskej unie. Ekonometricky odhad bol pouzity v praci Lichnera
a MikloSovica (9), kde odhadovali hodnoty CES produkénych funkcii Slovenskej republiky
metoédou najmensich §tvorcov.

2 KALIBRACIA

V tejto Casti sa venujeme opisu procedury kalibracie tak, ako ju uvadzaju Mansur a Whalley
(10), pricom oznacenie je zmenené tak, aby bolo v sulade so zna¢enim pouzitym v ostatnych
opisoch odhadov parametrov. Ak CGE model zapiSeme ako

f(X,,Z,,B)=q, t=12...T (1)

kde X: je vektor endogénnych premennych, Z; vektor exogénnych premennych, B vektor

nezndmych parametrov a g; ¢isty dopyt v ¢ase t, potom celil procediiru mézeme formalizovat

v piatich krokoch:

1) Na zaciatku stanovime vychodiskové obdobie (zvyc¢ajne jeden rok), oznacime t’.

2) Ak je to potrebné, prispésobime dopyt pouzitim numerického algoritmu (napr. RAS
metoda, blizsie vid’. (17)).

3) Rozdelime vektor B na vektor pozorovanych parametrov P°ktory sa zvycajne sklada z
elasticit a vektor nepozorovanych parametrov B , ktory obsahuje zvy$né parametre.

4) Na zéaklade vyuzitia dostupnych zdrojov a a priori metdd stanovime mnozinu hodnét p° a

B" tak, aby sme dostali
B =f(x,,z,.p°q,) t=12...T )
5) Riesenim je potom
f(xt’zt’l}o):qt' (3)
Podl'a Walrasovho zakona tento systém zarucuje vSeobecnu ekonomicku rovnovahu (10).

Hlavnou vyhodou tohto pristupu je to, Ze vyuziva bodové udaje z jedného obdobia, 0 ktorom
rozhoduje uzivatel alebo tvorca modelu. Vychodiskové obdobie (najcastejSie rok) je zvycajne
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to, pre ktoré je dostupnych najviac dat a navySe zarucuje stabilitu parametrov. Vyuzitie
metddy je z technického hl'adiska nenarocné.

Problémovym hl'adiskom je to, Ze pouzité hodnoty elasticit sa tykaju inej klasifikacie odvetvi
alebo komodit, nez na ktoré sa zameriava model, pochadzaji z inych krajin alebo ¢asovych
obdobi, nez su skiimané. Nie je vynimkou ani pouzitie zastaranych odhadov elasticit
Z literatary starSieho data alebo dokonca odhady bez podlozenych tdajov. McKitrick (11)
vysvetluje, Ze tieto samoucelnosti pramenia zo snahy prisposobit model skimanej
technologii.

Je znamym faktom, ze kvalita modelu priamo zéavisi od kvality pouzitych dat. ZvIast to plati
pre CGE modely, kde sa 'ubovol'ne voli vychodiskové obdobie pre pouzité udaje. Mozu sa
vyskytovat’ ndhodné anomalie alebo nezvycajné hospodarske situacie v ktoromkol'vek obdobi
pouzitom na kalibraciu. Navyse, takmer vzdy je potrebné udaje skéalovat kvoli
vybilancovanosti matice spolocenského uctovnictva (11).

McKitrick uvadza ako nevyhodu kalibrécie to, ze obmedzuje vyskumnika na funkéné formy
prvého raddu (s konStantnou elasticitou substiticie). Tieto funkcie v sebe zahfiaja
obmedzujice podmienky tykajuce sa Struktiry modelovanej ekonomiky. Lau (8) odporuca
pomocou kalibracie odhadovat’ len hodnotu jedného parametra v rovnici. Napriek uvedenym
faktom je kalibracia najpouzivanejSou metédou v CGE modelovani.

3 EKONOMETRICKY ODHAD

V ekonometrickom odhade sa na vypocet hodndt parametrov vyuZzivaju celé¢ casové rady.
Jednoduchy zapis podl'a Jorgensona (7) je nasledovny (znacenie bolo oproti origindlu
upravené na jednotné s ostatnymi pristupmi):

f(X,,Z,,B)+e =q, t=12,....T @)

St potrebné kompletné ¢asové rady T pozorovani. Statisticky odhad potom dava estimétor ﬁ :

Zakladné rieSenie pre vybrané Casové obdobie potom pozostava z vektora cien X’ tak, aby
platilo

f(x,z,.B)=q, t=12,..,T (5)

Aj ked” méa ekonometricky pristup mnoho vyhod, je s nim ndro¢né a zloZzité pracovat. Na
tomto mieste mézeme zhrnut’ niekol’ko odporucani, ako narabat’ s CGE modelom:

Ohranic¢enia CGE modelu: aj ked existuji Specializované ekonometrické metdédy na odhad
parametrov CGE modelov (7) a odhadované hodnoty parametrov mézu uspokojivo opisovat’
spravania sa agentov, nie su Uplne kompatibilné so systémom vSeobecnej rovnovahy, nakol'’ko
Casto nie su reSpektované ohranicenia CGE modelu (1). Ako alternativu je mozné pouzit’
jednoduchu valida¢ntl proceduru, kde sa model spusti spét’ na historickych datach a porovnaju
sa vysledky pre vybrané premenné. Takto sa reviduju vybrané parametre a rekalibruje sa
model — pozri napr. (5). Tento pristup vSak neposkytuje Ziadne Statistiky pre vyhodnotenie
robustnosti parametrov.

Dostupnost’ dat: Pre ekonometricky odhad st nevyhnutné ¢asové rady, zvycajne usporiadané
v maticiach spolo¢enského uctovnictva. Problémom su nedostato¢ne skonstruované SAM pre
rozvijajice sa krajiny s chybajicimi, nekompletnymi a neistymi tidajmi. Dokonca aj vyspelé
krajiny mo6zu mat’ problém s dostupnostou pozadovanych tidajov. Revidované alebo nové
udaje pre minulé obdobia poskytnu nové informacie a zlepsuju odhady parametrov, ktoré boli
zalozené na neistych udajov a teoretickych koncepciach. Cim viac udajov, tym spol'ahlivejsie
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odhady Strukturadlnych parametrov ziskame. Navyse, ekonometrick¢é odhady st najCastejSie
zalozené na ro¢nych udajoch, takze hodnoty elasticit zodpovedaju kratkodobému hl'adisku
amoézu podhodnocovat’ citlivost’ agentov v modeli v dlh§om obdobi (zvyéajne tri az pét
rokov) (1).

Stabilita parametrov: Pri praci s asovymi radmi moézeme zaznamenat zmeny hodnot
agregatov a teda zmeny hodnét podielov v dosledku Struktaralnych zmien v Krajine. Tieto de
facto vedu k nestabilite odhadovanych parametrov. Go, Lofgren, Ramos a Robinson (6)
pontkaji nasledovné rieSenie: Na zaklade Udajov z matice spolocenského uctovnictva
jedného roka sa replikuju a priori parametre (ako napr. elasticity obchodu) vystupujuce
v Struktire modelu (ako napr. podiely obchodu). S viacerymi SAM moézu byt vylepSené
nielen posteriéorne odhady parametrov, ale je mozné sledovat, ¢i sa meni Struktira
ekonomiky. Na ekonometricky odhad st potrebné dostatoéne dlhé casové rady kvoli
zachovaniu pozadovaného stupiia vol'nosti.

Skuto¢né hodnoty: SAM sa zvyc€ajne vyjadrujii v nomindlnych hodnotéach, a teda informacie
o relativnych cendch mozu byt obmedzené. S kazdou novou SAM sa overuje, ¢i odhady
parametrov konverguji k novym hodnotam a ¢i su stabilné, t.j. bez nejakych trendov.

4 METODA MAXIMALNEJ ENTROPIE

V pripade, Ze st dostupné udaje netplné, obsahuji poruchy alebo su nekonzistentné, vyuziva
sa metdda maximalnej entropie alebo minimalnej krizovej entropie. Tato metdda vyuziva
vSetky dostupné informécie na jednej strane, na druhej strane nepredpokladd Zziadne
informécie, ktoré nie si dostupné.

Zacnime statickym CGE modelom tak, ako bol sformulovany Arndtom, Robinsonom
a Tarpom (1):

f(X,Z2B,8)=0 (6)

kde f je vektor funkcie s nasledovnymi parametrami: X je vektor endogénnych premennych, Z
je vektor exogénnych premennych (ZO pre pozorovatelné a Z" pre nepozorovatelné z
historickych udajov), B je vektor behaviordlnych parametrov a & je druhy vektor
behavioralnych parametrov, ktorych hodnoty su jednoznaéné implikované vol'bou B, presnou

formulaciou f a vychodiskovym rokom. Pri oznaceni obdobi 1,2, ..., T je vychodiskovy rok
znaceny ¢’. Potom moZeme model zapisat’ ako
f(X,,2°,2!,B,8)=0 t=12,..T @)

RieSenim je séria rieSeni, ktoré vytvaraju ¢asovy rad, ktory mézeme porovnat s historickymi
casovymi radmi pre kI'iCové premenné.

Yt=9(><t,Z§’,Zt“,B,8)+et t=12,...,T (8)

kde Y je vektor historickych ,,cielovych hodnot“, g je funkcia, ktorej vysledkom je vektor
»cielovych hodnot®, e; je vektor diskrepancie medzi historickymi udajmi a predikovanymi

hodnotami. Nech By (k = 1, ..., K) je diskrétna nahodna premenna s 2<M <ocomoznymi
vysledkami:
M
B =D PaVim k=12...,K 9)
m=1

kde pim je pravdepodobnost’ nastatia vysledku vin. Kazdy prvok e; je kone¢na a diskrétna
nahodna premenna s 2 < J < oo moznymi vysledkami:
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ij w 1=12,...T,n=12.. N (10)

kde r; je pravdepodobnost’ nastatia vysledku Wy;. Ugelova funkcia potom vyuziva vahy qas

a kazdy ¢lan potom moze byt a; a a,.

T N J
min {alzz P, log gkm + azZZZ oy 10 s } (11)
km tnj

p.r.z¢ k=1 m=1 t=1 n=l j=1

za podmienok stanovenych v praci Arndta, Robinsona and Tarpa (1). Pri jednotkovych
vahach sa metdoda minimalnej krizovej entropie stave metodou maximalnej entropoie. V

pripade, ked’ q,,, =qga s,,; = s dostdvame

T N J
p rzu { OCIZZ pkm |Og pkm azzzz tnj |Og tnj + Kal |Og g +Ta2 |Og S} (12)
! =

k=1 m=1 t=1 n=l

Podla autorov (1) tito metdda vsebe kombinuje pozitiva ekonometrického odhadu
a kalibracie. Z pohl'adu ekonometrie vyuziva kompletné historické ¢asové rady a poskytuje
Statistické testy pre odhadované parametre. Na druhej strane, tato metdéda mdze byt pouzita aj
Vv pripade, ak nie st dostupné kompletné udaje. Berie do uvahy vsetky relevantné ohranicenia,
vyuziva apriornu informaciu 0 hodnotach parametrov.

Nevyhodou méze byt fakt, Ze problém je vysoko nelinearny v parametroch a moze exitovat
mnozstvo lokdlne optiméalnych rieSeni. Podl'a autorov metdody model konverguje do
rovnakého bodu nezavisle od pociatoénych hodnét. Tento pristup bol oponovany v praci Go,
Lofgrena, Ramosa a Robinsona (6).

5 ZAVER

V ¢lanku boli prezentované tri rézne pristupy k odhadu hodnét parametrov CGE modelu.
NajstarSou a naj€astejSie vyuzivanou metddou je kalibracia — ma mnoho odporcov, ktori
navrhuji ekonometricky odhad. Na tychto principoch je postaveny aj pristup maximalnej
entropie. Kazdd z vymenovanych metéd ma svoje klady aj zapory, a teda nie je mozné
jednoznaéne urcit, ktora je lepSia ako ina. Vyber metddy zavisi od vyskumnika a dostupnosti
udajov.
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POROVNANIE HISTORICKYCH VYNOSOV SLOVENSKYCH
PENZIJNYCH FONDOV

SLOVAK PENSION FUNDS HISTORICAL RETURNS COMPARISON

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Prispevok porovnava historické vynosy vybranych slovenskych penzijnych fodnov v dvoch
casovych obdobiach. Metodoldgia Blackovej — Littermanovej optimalizacie je pouzita na
konstrukciu historickych efktivnych hranic pre konzervativne a rastové penzijné fondy.

KUrucové slova: penzijné fondy, efektivne hranice, Blackov — Littermanov model

Abstract

The paper compares historical returns of selected Slovak pension funds in two periods. The
methodology of Black — Litterman optimisation is used to construct historical efficient
frontiers for conservative and growth pension funds.

Keywords: pension funds, efficient frontiers, Black — Litterman model

1 UVOD

Druhy pilier déchodkového sporenia na Slovensku presiel od svojho vzniku relativne velkym
po¢tom zmien, ktorymi jeho ¢astnici reagovali na priame legislativne zmeny, ale taktieZ na
fluktudcie na svetovych finanénych trhoch. V sucasnosti mozno Sest’ spravcovskych
spolo¢nosti, Allianz, Axa, Aegon, VUB, Postovd a NN uviest' ako také, ktoré funguju od
zacCiatku tohto typu dochodkového sporenia na Slovensku a dva typy fondov, konzervativne
arastové, ako také, ktoré tiez funguju od tohto momentu. Cielom tohto prispevku je
analyzovat’ efektivnost’ fungovania celého systému a jednotlivych spravcovskych spolo¢nosti
prostrednictvom konstrukcie a porovnania efektivnych hranic v dvoch relativne rovnako
dlhych ¢asovych obdobiach Vv priestore ocakavanych vynosov a rizika meraného standardnou
odchylkou, a to samostatne pre kontervativne a rastové fondy.

V prvej cati prispevku opiSeme pouzZitt metodiku konStrukcie efektivnej hranice
vychadzajucu z Blackovho — Littremanovho pristupu k optimalizacii portfolia (Black —
Littreman, 1990). V druhej casti potom porovname vzajomné polohy jednotlivych
historickych  efektivnych hranic ataktiez polohy fondov jednotlivych spravcovskych
splocnosti vzhl'adom k tymto hraniciam.

2 METODOLOGIA

Ulohu konstrukcie efektivnej hranice mozno formélne zapisat v tvare

eff {E"w; Q(w)]
za podmienok
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kde
Q(w) je funkcia skalarnej miery rizika,

w - vektor vah portfolia,

E - vektor oc¢akavanych vynosov,

w' - vektor dolnych hranic vah portfolia,

w" - vektor vektor hornych hranic vah portfolia,
e - vektor s prvkami rovnymi 1.

Poznamenajme, ze existuji excelovské VBA procedury (Jackson — Staunton, 2001;
Mlynarovic, 2001) pre efektivnu realizaciu procesu rieSenia takychto uloh Vv Exceli, ktoré
poskytnu aproximaciu efektivnej hranice vo vybranom priestore ocakdvanych vynosov
a rizika.

Jednym z limitujucich aspektov aplikacie v priestore ocakévanych vynosov a rizika meraného
Stadardnou odchylkou, ktory vzuzivame v teto aplikécii, je to, Ze vysledné alokacie aktiv su
vysoko senzitivne na malé zmeny vo vstupoch, ato najmid na nepresnosti v odhadoch
ocakavanych vynosov. Fisher Black a Robert Litterman (Black — Littreman, 1990) vyvinuli
kvanmtitativny pristup k vysporiadaniu sa s problémom chyb odhadov. Ciel'om ich modelu je
vytvorit’ stabilné portfolia v priestore ocakavanych vynosov a rizika. Ako vychodiskovy bod
vyuzivaji rovnovazne vynosy vypocitané napriklad prostrednitvom modelu ocafiovania
kapitalovych aktiv (CAPM), alebo otimalizacnej procedury, V ktorej je implikovany vektor
rovnovaznych vynosov P extrahovany zo znamych informécii, pricom

P=6Cw
kde w je vtomto pripade vektor vah trhovej kapitalizacie, C je kovariaéna matica a d je
koeficient avarzie kriziku, ktory vyjadruje priemernti trhova toleranciu k riziku. V nasej
aplikacii pouzivame tento pristup na opisanie efektivnej hranice trhu slovenskych penzijnych
fondov nasledovne. Nech w, opisuje kapitalizaciu na trhu fondov a E; je zodpovedajuci
vynos vazenej trhovej konkurencie pre bezné obdobie. Potom rizikové aktualizovany vynos
mozno zapisat’ v tvare

E. —Sw_Cw,
a budeme predpokladat’, Ze tento vynos je pre vazenu trhova konkurenciu rovny nule. Potom
dostavame

a nakoniec vektor
P. =6,Cw,

je pouzity ako vektor o¢akavanych vynosov pre optimalizaciu v priestore priemer - rozptyl.

3 VYSLEDKY

Vlastna aplikacia je zalozena na casovych radoch 4-tyzdnovych klzavych vynosov
jednotlivych fondov, pricom celé historické obdobie snme rozdelili na dva ¢osavé useka, a to
od 29.4. 2005 do 25.6. 2010 a od 2. 7. 2010 do 28.8. 2015.

143



Expected Equillibrium Return, p.a.

Black - Litterman Eficiernt frontiers on the base of 4-weeks moving averages
Conservative Funds

Oold: April 29, 2005 : June 25, 2010

New: July 2, 2010 : August 28, 2015

6.00%

5.00%

4.00%

3.00%

2.00%

Expected Equillibrium Return, p.a.

1.00%
0.00%
0.00% 0.50% 1.00% 1.50% 2.00% 2.50% 3.00%
Risk, p.a. (by standard deviations)
Obr. 1
Black - Litterman Eficiernt frontiers on the base of 4-weeks moving averages
Growth Funds
Old: April 29, 2005 : June 25, 2010
New: July 2,2010 : August 28, 2015
7.00%

6.00% +old_frontier
= new._frontier

s
3

»
8
S

s
g

8
g

1.00%

0.00%
2.20% 3.20% 4.20% 5.20% 6.20% 7.20%

Risk, p.a. (by standard deviations)

Obr. 2

144




Obrazok 1 prezentuje vysledky pre konzervativne fondy, kde spolu s efektivnymi hranicami
a poziciami fondov jednotlivych spravcovskych spolo¢nosti uvadzame aj dva fiktivne fondy,
ato jednoducht trhovi konkurenciu, vytvoreni ako jednoduchy priemer vynosov
jednotlivych spravcovskych spolo¢nosti, a vdzenu trhovi konurenciu, v ktorej st vahy
odvodené od trhovej kapitaliacie jednotlivych fondov meranej ¢istou hodnotou ich aktiv.
Analogické vysledky pre rastové fondy st uvedené na obrazku 2.

Pouzita literatura

1. MARKOWITZ, H.1959: Portfolio Selection: Efficient Diversification of
Investments. John Wiley and Sons.

2. ZELENY, M., 1982: Multiple Criteria Decision Making. McGraw Hill, New York.

3. KONNO, H. - WAKI, H.-A. YUUKI, 2002: Portfolio Optimization under Lower
Partial Risk Measures. Asia/Pacific Financial Markets 9, 127-140.

4, MLYNAROVIC, V., 2001: Finan¢né investovanie. Tedria a aplikacie. ITURA
Edition, Bratislava, ISBN 80-89047-16-5.

5. JACKSON, M. — M. SSTAUNTON, 2001: Advenced Modeling in Finance using
Excel and VBA, Johh Wiley and Sons.

6. BLACK, F. — R. LITTERMAN, 1990: Global Portfolio Optimization. Financial
Analysts Journal, vol. 48, no. 5, 28 — 43.

Kontaktné udaje

doc. Ing. Vladimir Mlynarovi¢, CSc.

Univerzita Komenského v Bratislave, Fakulta socialnych a ekonomickych vied
Ustav ekonomie

Mlynské luhy 4 1/b, 852 35 Bratislava

email: mlynarovic@fses.uniba.sk

145


mailto:mlynarovic@fses.uniba.sk

MERENI DELKY DOZITi RUSKE POPULACE
LONGEVITY PREDICTION OF RUSSIAN POPULATION

Kirill Odintsov, Elena Kuchina

Abstrakt

V tomto ¢lanku se zabyvamne predikci délky doziti ruské populace pro lidi narozené od roku
2011 do roku 2060. K tomuto pouzivame data z online databaze mortarity.org. Predikci doby
doziti vytvarime klasicky pomoci umrtnostnich tabulek, kdy budouci umrtnost odhadujeme
pomoci Lee-Carterova modelu.

KUrucové slova: Lee-Cartritv modfel, predikce délky dozZiti pro Rusko, umrtnostni tabulky

Abstract

In this paper we would like to look closely at mortality data for Russia from online database
mortarity.org. Using standard life table approach along with Lee-Carter model to predict
central mortality rate for the future we would like to predict life expectancy of people born in
Russia from 2011 to 2060.

Keywords: Lee-Carter model, longevity prediction for Russian, life tables

1 INTRODUCTION

As the lifespan of population in most countries increases the topic of longevity risk becomes
more and more important. Governments need to plan how to reform their pension systems to
either contain the number of people who are on pension or to somehow finance the increasing
number of pensioners. Most of the countries solve this dilemma by constantly increasing the
average age when people retire. Russia is exception in this case. The average age when people
retire in Russia have not significantly change in past years and is still one of the lowest in
Europe. This motivated us to have a closer look on Russian mortality data.

2 DATA DESCRIPTION

We have used the software R with the package demography to download the data directly
from database on mortality.org, using hmd.mx function. The data consist of death rates,
number of population within each age group for Russia between years 1959 to 2010. In order
to select appropriate methods for modelling the survival probabilities, we have decided to
analyse the patterns that are observable directly from the data without logarithmic
transformation.

Based on the observation of death rates for both males and females together we have observed
that some death rates are above 1 as seen on Figure 1 which would mean that the probability
of death is greater than 100%. The reason for this is that at certain age the sample is too small
and it is impossible to draw valid conclusions from the data. For the default rate to be
continuous, we have decided to work with data up to the age of 90. For higher ages we
assume the death rate to be equal to the death rate at 90.
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RUS: total death rates (1959-2010)
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Let us define the central mortality rate my; as (Plat, R., 2009)

m - Dy #deaths during calendar year t aged x last birthday
“E average population during calendar year t aged x last birthday

Xt

The initial mortality rate gx, which is the probability that a person aged x dies within the next
year can be expressed by the following approximation (Plat, R., 2009):

0y ~l-e™
The one-year survival probability at age x during the calendar year t can be expressed as
(Spedicato G. A., ACAS Clemente G. P.):

— _/‘x,t ~ _mx,t
p,. =€ ~e

Selecting all px,t for which t -x =, a longtinual life table for the cohort of born in calendar
year Y can be created (Spedicato G. A., ACAS Clemente G. P.).

In Figure 2 we have calculated life expectancy for male and female separately using above
described well known procedure. From Figure 2 we can see that the life expectancy for man
and women in Russia is very different. This is why we decided to model male and female life
expectancy separately.
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Also interestingly the life expectancy in Russia havent grown much in last 51 years. We can
compare it to for exmaple Australia (Figure 3) or Czech republic (Figure 4) where we see that
life expectancy for every age group improved quite significantly. The difference of male and
female life expectancy in Russian is remakebly wast compared to any country in the
mortarity.org database.
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Life expectancy: CZE female (1950-2014) Life expectancy: CZE male (1950-2014)
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In Figure 5 we can see that life expectancy of person born at certain year have truly no trend
in past 51 years for both Russian man and women. Nevertheless we see in Figure 6 that the
population in general seems to have grown quite rapidly until 1990s when it began to decline.
This population growth can’t be contributed by higher number of children born alive as it is
more or less on decline during the observed period (Figure 7). But decrease of population size
after 1990s can be connected with the decline in live births.
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3 LEE-CARTER MODEL

Numerous methods have been proposed in modelling mortality probabilities. Due to subjectivity and
potential for bias in the methods based on the expectations was avoided in this research paper.
Explanatory approach enables to take into account known risk factors such as information about
medical treatment, environmental and behavioural changes. For inclusion of these factors into the
model, a deep social and environmental research would be needed. Due to this fact, the approach
based on the extrapolation has been chosen (Booth, H., Tickle, L., 2008).

The Lee-Carter model is a universally recognized method for mortality forecasting. It
combines a demographic model of mortality with time-series methods of forecasting. The
Lee-Carter model of mortality is

Inm_, =a, +bk, +< .,

where my; represents the central death rate at age x in the year tk; is an index of mortality
level at time t, a, is a general pattern of mortality by age, byas the relative speed of change at
each age and =, , are the residual at age x and time t, which are independent and identical
distributed random variables N(0,6%) .

As a first step the parameters were estimated based on the original version of Lee Carter
model by a two-stage process where Singular Value Decomposition (SVD) of the matrix of

cantered age profiles In(m, ) —4, . A unique solution of the system of equation is assured by
the following constraints: >k, =0 and > b, =1. Better convergence between estimated and
t X

observed deaths is assured by refitting of I?t (Spedicato G. A., ACAS Clemente G. P.).

In general one of the problems with Lee-Carter method relates to the assumption that the age
component is invariant over time. But in case of Russian data the assumption of invariance of
age component seems to be reasonable as we shoved in part two of the text that the life
expectancies for all ages do not show any trend within observed 51 years.

In Figure 8 we can see the estimated parameters for model for females and in Figure 9 we can
see the predicted parameters for male model.

In Figure 10 we can see predicted life expectancies for years from 2011 to 2060 for both male
and females. These life expectancies were calculated with predicted death rates of Lee-carter
model using simple methodology described in part 2 of the text. We can see that in general
the predicted life expectancies lines did not move significantly this is mainly caused by the
fact that even in our data sample we did not observe any trend of longer life expectancies.

In Figure 11 we see that life expectancy of new-borns is predicted to slightly increase for
females and slightly decrease for males.
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4 CONCLUSION

The Rusian mortarity data shows quite unique behaviour from European countries, where the
life expectencies are not increasing in the available data set and there are very high
differences between male and female life expectencies. When only taking into consideration
the past developement of the life expectancies and using Lee-Carter model we do not see that
this should improve in following years. Meaning that the Russia is not increasing retirement
age seems justifiable. In this case it is important to note that if we belive that some changes of
underlying factors of why life expectancy of Russian population behave it does could occur
other approach that takes into consideration such changes in the future should be taken. Our
approcach is based solely on information from the past. But as we already said our main
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interest in this paper was the mathematical modeling from a the available data and not testing
and predicting causes of why mortarity in Russia beheves the way it does.
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OPTIMALIZACIA LOKACIE NABigACiCH JEDNOTIEK PRE
ELEKTROAUTA V SR!

ELECTRIC VEHICLES CHARGING STATIONS LOCATION
OPTIMIZATION IN SLOVAKIA

Juraj Pekdr, Ivan Brezina, Zuzana Cickovi

Abstrakt

Rozvoj elektromobility je podmieneny vybudovanim vhodnej infrastruktiry, pricom
zékladnym predpokladom je dostupnost’ nabijacich stanic. V prispevku sa venujeme aplikécii
modelu rozmiestnovania, ktory je aplikovany na najdenie optimalneho rozmiestnenia
nabijacich jednotiek. V prvej Casti uvadzame rozmiestiiovaci model, kde ucelova funkcia
reprezentuje pocet prejdenych kilometrov vSetkymi obyvatel'mi, na zabezpecenie jedného
nabitia elektromobilu. V d’alsej Casti je uvedeny model aplikovany na uzemi SR, pri¢om
vysledkom je stanovenie miest, v ktorych by mali byt umiestnené nabijacie stanice pri
celkovej minimalnej prejdenej vzdialenosti.

KPucové slova: lokacia, elektromobily

Abstract

The development of electromobility depends on the construction of infrastructure, and basic
prerequisite is the availability of charging stations. This article deals with the application of
the location model that is applied to find the optimum deployment of charging stations. In the
first part we present the location model, where the objective function represents the number of
kilometers traveled by all residents to ensure a single charge of their electric cars. In next
section is that model applied in the Slovak Republic and the outcome is the establishment of
places where charging stations should be located to minimize total distance traveled.

Keywords: location, electromobility

1 UVOD

V stcasnej dobe prebieha velky rozmach zelenych technolédgii v r6znych oblastiach. Jednou z
oblasti kde sa zacina implementovat’ zelend technologia je elektromobilita. VyuZivanie
elektrickych vozidiel predstavuje vyznamné zniZenie hluku a emisii pochadzajicich
z dopravy s pozitivnym dopadom na zvySovanie kvality Zivota. Nastup elektromobility
vyvoldva v automobilovom priemysle vyrazné zmeny.

Pre naStartovanie elektromobility na Slovensku je potrebné najprv zabezpecit' dostatocni
infrastrukturu — nabijacie stanice (jednotky) anasledne realizovat vladne opatrenia na
zvysenie trhového podielu elektroaut (elektromobilov) na trhu s automobilmi.

V prispevku sa zaoberame optimalizdciou rozmiestnenia nabijacich stanic v SR, ktoré
podporia rozvoj zavadzania elektromobilov. V prvej Casti je uvedeny loka¢ny model, na

! This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15 , Transportation
planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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zéklade ktorého je vypocitand optimalna siet’ nabijacich stanic. V druhej Casti je uvedena
samotnd analyza v podmienkach SR.

2 ULOHA CELKOVEJ MINIMALNEJ VZDIALENOSTI PRI
STANOVENOM POCTE NABIJACICH STANIC

V tejto Casti opiSeme model, pomocou ktorého mozno urcit minimalnu celkovo prejdenu
vzdialenost’ zo vSetkych miest do miest s nabijacimi stanicami pri vopred danom pocte
nabijacich jednotiek. Ciel’, ktory bol stanoveny, je zalozeny na mysSlienke prejdene;
vzdialenosti zo vSetkych miest do miest s nabijacimi jednotkami spolu, t.j. pri stanoveni
poctu nabijacich stanic treba ur¢it minimalnu celkovo prejdent vzdialenost’ vsetkymi
obyvatel'mi na jedno nabitie.

Problém mozno formulovat’ ako tlohu bivalentného programovania, kde méme premenné
Yi E{O,l},xi E{O,l}, I,j=12,..n, n — pocCet potencialnych miest s nabijacimi stanicami,
ako aj vSetkych miest. Premenné Y € {O,l}, I, j =1 2,...n reprezentuju, ¢i j-te mesto pouzije
obsluhu z i-tého mesta s nabijacou stanicou. Na druhej strane v modeli vystupuju premenné
X, € {0,1}, =1 2,..n, ktoré nadobudaju bivalentné hodnoty, pricom ak nadobudne hodnotu

0, tak sa potencialne vV j-tom meste nezriadi nabijacia stanica. V pripade nadobudnutia
hodnoty 1 v uvedenom meste je potrebné zriadit' nabijaciu stanicu, aby bol dosiahnuty
stanoveny ciel’.

Na zostrojenie ucelovej funkcie potrebujeme parametre d;,i, j=1 2,..n, ktoré¢ udavaju
hodnoty minimalnej vzdialenosti medzi mestami iamestami j, t.J. matica D je matica
minimalnych vzdialenosti. Okrem uvedenych parametrov je nutné definovat hodnoty
b;, j=1,2,..n reprezentujuce pocet obyvatel'ov prichddzajicich do j-teho mesta s nabijacou
stanicou. Potom mozno uvedenu ulohu formulovat’ takto:

n n

f(xy)=>_> b,d;y; — min

i=1 j=1

Zn:yij =1 j=12,..n
i=1

Y, —% <0, i,j=12,.n

n

in:p

i=1

X.Y; €{0,1}, i,j=1,2,.n

kde  p— pocet miest s nabijacou stanicou,
dij — najkratsia vzdialenost’ z i-tého mesta do j-teho mesta,
bj — pocet obyvatel'ov j-teho mesta.

3 OPTIMALIZACIA UMIESTNENIA NABIJACICH STANIC PRE
ELKTROMOBILY V SR

Cielom optimalneho umiestnenia nabijacich stanic je pokrytie uzemia Slovenska 20
nabijacimi stanicami. Dany ciel ma za tulohu naStartovat rozvoj elektromobility na
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Slovensku, predajnost’ elektromobilov a sucasne zvySenie trhového podielu elektromobilov
voci automobilom so spal’ovacim motorom.

V tejto etape sme pouzili algoritmus na vypocet celkovej minimalnej prejdenej vzdialenosti,
ktoru prejdu majitelia elektromobilov za ucelom nabitia svojho elektromobilu zo vsetkych
miest. Samotny vypocet sa realizoval na podklade 138 miest Slovenska. Rozmiestnenie
vSetkych 138 miest na Slovensku mdzeme vidiet’ na obrazku 1.

Obrazok 1 — Prehlad o polohe miest na Slovensku
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na vypodet modelu bola pouZitd matica najkratiich vzdialenosti D. Dalej k vypoétu bolo
potrebné pouZit pocet obyvatelov v jednotlivych mestach, ktory bol oznaCeny pomocou
parametrov b;. Dalsim parametrom je p, ktory vyjadruje pocet nabijacich stanic. V nasom
pripade p = 20, mesta, v ktorych budt vybudované nabijacie stanice pre elektromobily.

Samotny vypocet sme realizovali prostrednictvom softvéru GAMS. V tabulke 1 sa nachadza
prislusny ndzov mesta, v ktorom vznikne nabijacia stanica.

Tabul'ka 1 — Nazov mesta

Nazov mesta

Banské Bystrica
Bratislava - Staré mesto
Humenné

Jelsava

Kosice - Staré mesto
Levice

Lucenec

Martin

Michalovce

Nitra
Zdroj: vlastné

Nazov mesta
Nové Zamky
Poprad
Povazska Bystrica
Presov
Prievidza
RuzZomberok
Senica
Trencin
Trnava
Zilina
spracovanie
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Na obrazku 2 je znazornenych zvolenych 20 miest, v ktorych vznikne nabijacia stanica
pre elektromobily.

Obrazok 2 — Grafické zndzornenie vyberu miest pre nabijacie stanice
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Zdroj: vlastné spracovanie

rieSeni uvedenej ulohy sme ziskali hodnotu ucelovej funkcie 39 744 622,9 km, ktora

reprezentuje pocet prejdenych kKilometrov v pripade, ak by kazdy obyvatel’ miest v SR mal
realizovat’ jedno nabitie elektromobilu, priCcom akékol'vek iné umiestnenie by sposobilo
zvySenie poctu prejdenych kilometrov na jeden nabijaci cyklus.

4

ZAVER

V prispevku sa autori venovali problému umiestiiovania nabijacich stanic pre elektromobily,
ktoré su zdkladnym predpokladom zvySenia poctu elektromobilov v SR. V sucasnosti sa
zaCinaju zriad'ovat’ nabijacie stanice, avSak nie je stanovena koncepcia pre SR. Autori
poukazujii na moZnost’ vyuzitia optimalizatnych modelov, ktoré by mohli byt pouzité na
tvorbu konceptu, ktory by skvalitnenim dostupnosti nabijacich stanic podporil rozmach
vyuZzivania elektromobilov v SR.
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PROBLEM REDUKCIE DOPRAVNEJ SIETE
TRANSPORT NETWORK REDUCTION PROBLEM

.Sv'tefan Pesko, Tomas Majer

Abstrakt

V prispevku prezentujeme matematicky model a exaktny algoritmus problému redukcie
dopravnej siete, ktory mdézeme definovat’ nasledovne: Majme dopravnu siet’ T, mnozinu
relacii R medzi uzlami dopravnej siete — poziadavky na prepravu 0sob alebo materialu a ¢islo
q vidsie ako 1. Nasou tlohou je najst’ taka podsiet’ S, aby dizka najkratsej cesty pre kazda
relaciu R v podsieti S bola nanajvys g — nasobok dizky najkratiej cesty v sieti T.

KUlucové slova: redukcia siete, OD matica, problém K — najkratsich ciest

Abstract

Network reduction problem is formulated as follows: We are given a transportation network
T, a set of important origin — destination relations R and a number q greater than 1. The goal
is to find a subnetwork S of the given network T such that shortest paths between all origin —
destination pairs from R using only subnetwork S are not longer than g-multiple of the
corresponding distance in original network T. A mathematical model and an exact algorithm
of just mentioned task is presented.

Keywords: network reduction, OD matrix, K-shortest path problem

1 UVOD

Integrovany dopravny systém je jednym z najperspektivnejSich nastrojov na pozastavenie
prudkého narastu individualnej automobilovej dopravy v mestach. Aby bola hromadna
doprava osob rychlejSia a efektivnejSia, je potrebné najmid v Case dopravnych Spiciek
zabezpecit’ plynulej$i pohyb hromadnych dopravnych prostriedkov. Toto je mozné zabezpecit
napriklad uréenim priority pri riadeni svetelnych krizovatiek a budovanim samostatnych
pruhov pre autobusy. Takéto tpravy st vsak finanéne vel'mi naro¢né a preto je vel'mi dolezité
presne stanovit’, ktoré Useky dopravnej siete st najdolezitejSie a budu prioritne vyuZzivané
V systéme mestskej hromadnej dopravy.

Predpokladajme, Ze mdme zmerany dopyt po sluzbach mestskej hromadnej dopravy formou
OD — matice, ktorej jednotlivé prvky T;; reprezentuji pocet cestujicich zo zastavky i do
zastavky j. Zpomedzi vSetkych relacii v OD — matici vyberieme len niekolko tych
najdolezitejSich tak, aby sme pokryli napriklad 80% vSetkych cestujicich. Bolo by
neefektivne, keby medzi kazdou dvojicou zastdvok premavali spoje po najkratSej trase.
V takom pripade by autobusy jazdili takmer po kazdej ulici v meste, cely dopravny systém by
pozostaval z vel'kého mnozstva liniek a bol by pre cestujliicu verejnost’ vel'mi neprehladny.
Na druhej strane je dolezité, aby sa cestujici v autobuse nevozili zbytocne dookola celého
mesta a je preto rozumné pozadovat, aby prediZenie trasy pre va¢sinu cestujucich nepresiahlo
napriklad 50%.

Problém vyberu usekov dopravne; siete (redukcie dopravnej siete), po ktorych budi premavat
spoje nosnych liniek hromadnej dopravy a pritom nedojde k nadmernému predlzeniu trasy
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linky medzi najddleZitejsimi dvojicami zastavok po prvy krat formuloval J. Cerny. Niekol’ko
roznych pristupov k rieSeniu tlohy prezentovali A.Cerna, J.Cerny, P.Czimmermann
aS.Pesko Vv prispevkoch [1], [2], [3] a [5]. Czimmermann pritom dokézal, Ze takto
formulovana uloha redukcie dopravnej siete patri do kategorie NP tazkych uloh.

2 MATEMATICKY MODEL

Nech G = (V,H,c) je orientovany graf, kde V je mnozina vrcholov, ktoré reprezentuji
krizovatky a autobusové zastdvky, H je mnozina hran, ktoré predstavuju tiseky dopravnej
siete medzi vrcholmi ac: H = R je realna funkcia, ktora kazdému tseku dopravnej siete
priradi jeho dizku. Nech R je mnoZina ddlezitych relacii (o,,d,) medzi dvojicami zastavok
ziskana z OD matice. Potom pod redukciou siete budeme rozumiet ulohu najst podgraf
G = (V',H’,c) grafu G s minimalnou sumarnou dizkou hréan, pri¢om pre vietky relacie z R
musi platit, Ze diZka najkratsej cesty (uy, v) V grafe G’ nesmie byt’ vicsia ako g — nasobok
dizky najkratsej (u, vi) cesty v grafe G, kde g je zadana konstanta.

Ozna¢me:
e n—pocet vrcholov v grafe G
e ¢;;—cenahrany (i, ), ak takato hrana existuje, inak co
e R —mnozZina ddlezitych relacii (o, d;)
e 0,,d, —pociatocny a koncovy vrchol relacie r
e [, —dizka najkratsej (o,,d,) cesty v grafe G
e g —najvicsie pripustné prediZenie najkratiej cesty, ¢ > 1
o xl.(jr)— premennd urcujuca, ¢i hrana (i,j) bude pouzita v najkratSej (o,,d,) ceste
v podgrafe G’

® y;j —premennd urCujuca, ¢i bude hrana (i, j) vybrana do podgrafu G’

Matematicky model ulohy potom bude vyzerat’ nasledovne:

n n
MinimaIiZUj ZZ CijYij (1)
i=1j=1
za podmienok ?zle):} =1, ?=1xi(¢2 =1 prevVr€eR 2)
n n _
Z- X ZZ- x,E? pre vk = 1,2,..n,k # o, k # d, 3)
i=1 =1 aprevr €R
" o®
Z X < ql, pre Vr € R 4)
i=14—j=1
™ . previ=12,..n, Vj=12,..n
Xijo = Vi apreVr € R )
(r) previ=12,..n, Vj=12,..n
xi;- € {01} aprevr €RR ©)

Podmienky (2) a (3) vytvaraju najkratsie (o,,d,) cesty v grafe G', podmienka (4) limituje
dizku tejto cesty, podmienka (5) zabezpeci, ze kazda pouzita hrana v (o,,d,) ceste bude
vybrata do podgrafu G’ a podmienka (6) zabezpeci bivalentnost’ vSetkych premennych xl-(jr) a

vzhl'adom na podmienku (5) a tvar Gcelovej funkcie aj y;;.
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2.1 Modifikovany matematicky model

Matematicky model (1) — (6) nie je vel'mi prakticky pre rozsiahle siete a vel'ky pocet relacii.
Skasme ho preto sformulovat’ nasledovne:

Nech mnozina hran grafu G, H = {hy, hy, hs, ..., h,;,}, |H| = m, c(hj) = ¢;. Pre kazdu relaciu

r € R uréime mnozinu [ = {pir),pér),pér), ...,pl({r()r)} K™ — najkratsich (o, d,) ciest. Jednotlivé

pi(r) cesty mozeme urcit’ napriklad pomocou Paltichovho algoritmu na najdenie K — najkratSich ciest

[4]. Definujme konstantu bi(jr) prer €R, Vi=1..K™ aVvj=1..m rovna 1 prave vtedy, ak i — ta

najkratsia (o, d,) cestap”

i

obsahuje hranu h;. V opa¢nom pripade bude bl.(jr) = 0.

Zaved’'me bivalentné premenné Zl-(r), ktoré urcia vyber jednej z najkratSich pi(r) ciest pre kazdu
reldciu 7. Rovnako zaved'me bivalentné premenné y;, ktor¢ urcia vyber hran grafu G do podgrafu G’.

Potom mo6zeme matematicky model zapisat’ nasledovne:
m

Minimalizuj Z Gy, (1)
j=1
)76
za podmienok Z zi(r) =1 vVr €R (8)
= )
", < Vr€R Vi=12, .., KD,
bij'z <y Vji=12,..,m ©)
z e {0,1) Vr€R,Vi=12, .., KO (10)

V takomto pripade ide o model pokryvacej ulohy, ktora je vel'mi rychlo rieSitel'nad vo vacSine
dostupnych solverov.

3 EXPERIMENT

Vyssie uvedeny postup sme experimentalne overili na cestnej sieti v Ziline. Vstupné tidaje
boli ziskané z tdajov projektu OpenStreetMap [6] dostupnych pod Open Data Commons
Open Database licenciou [7]. Pouzity model cestnej siete obsahoval 2664 vrcholov a 3411
hran. V tejto sieti bolo ur€enych 73 autobusovych zastdvok. Grafické vyobrazenie siete je na
obrazku Obr.1.

Obr.1: Grafické znazornenie cestnej siete v Ziline
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Na ur¢enie K — najkratSich ciest sme pouzili Palichov algoritmus [4] @ model (7) az (10) sme
rieSili pomocou Python API pre Gurobi MILP solver [8] na pocitaci s 8-jadrovym Intel
XEON procesorom, 16GB opera¢nej pamite RAM a OS Linux.

Pre nase experimenty sme ndhodne vygenerovali 2 mnoziny, ktoré obsahovali 50 a 100 relécii
medzi dvoma réznymi autobusovymi zastavkami. Namiesto urcenia koeficientu g sme pre
kazdu relaciu vypocitali 10, 20, 30, 40 a 50 najkratsich ciest, ¢im sme vytvorili 10 réznych
zadani. Aj najrozsiahlej$iu ulohu zvoleny solver vypo¢ital do 30 sekund. Casy vypodtu pre
vSetky zadania su v tabulke Tab.1 a redukovana cestnd siet’ pre 200 relacii je zndzornena na
obrazku Obr.2.

Number of shortest paths 10 20 30 40 50
50 reldcii Cas [s] 0,131 0,267 0,435 1,065 1,845
Cena [m] 55856 54593 54358 54187 53826
200 relcii Cas [s] 0,454 2,493 3,096 16,147 20,808
Cena [m] 78291 77220 76729 75371 74944

Tab.1: Vypoctové casy pre ulohu redukcie dopravnej siete

Obr.2: Grafické zndzornenie redukovanej cestnej siete v Ziline

4 ZAVER

Ukézali sme, Ze rieSenie ulohy redukcie dopravnej siete pomocou jej transformécie na
pokryvaciu ulohu je vel'mi rychle aj pre rozsiahlejSie siete. V nasom d’alSom vyskume sa
chceme zamerat’ na podobné tlohy, ked’ jednotlivym reldciam bude priradena aj urcita vaha
ako napriklad pocet cestujucich a multikriterialna ticelova funkcia bude okrem minimalizicie
nakladov minimalizovat aj celkové &asové straty cestujicich sposobené predizenim
najkratSich ciest.
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SROVNANI PRISTUPU K ANALYZE MIGRACE A JEJiHQ DOPADU
NA EKONOMIKY CILOVE A ZDROJOVE ZEME

A COMPARITION OF APPROACHES TO MIGRATION ANALYSIS
AND ITS IMPACTS ON THE SOURCE AND HOST COUNTRY
ECONOMIES

Tatiana Polonyankina

Abstrakt

Prispévek strucné popisuje nekolik ekonomickych pfistupti k analyze migrace a nabizi
zamysleni nad moznostmi pohledu na ekonomické dopady pieshrani¢niho pfesunu
pracovnikl. Na migraci je mozné se divat z pohledu jedince, ktery se rozhoduje o ptesunu do
jiné¢ zemé. Makroekonomicky pfistup nabizi srovndni vlivu migrace na pracovni trh statu
trpicim odlivem pracovnich sil s cilovym staitem migrantt. Dalsi pohled déli migraci na
pozitivni a negativni, podle dovednosti migrujicich pracovniki. Posledni ¢ast nabizi analyzu
vlivu migrace na specializaci obcanl cilové zemé. Prispévek se také kratce zamysli nad
rozpracovani posledniho modelu a to pomoci pouziti prostorové ekonometrie, kde je
zohlednéna geograficka zavislost.

Kli¢ova slova: imigrace, pracovni trh, Roy model

Abstract

This article briefly describes different economic approaches to the analysis of migration and
offers a reflection on the possible depictions of the economic impact of cross-border
redeployment. Firstly, we look at migration from the perspective of an individual who is
deciding on relocating to another country. Our second approach shows the impact of
migration on labor markets, comparing country suffering from the outflow of labor with
migration destination country. The third method classifies migration as positive or negative
depending on the skills of the migrant workers. The last section provides an analysis of the
impact of migration on the specialization of citizens in the destination country. The paper also
suggests a change in the migration model using spatial econometrics, which takes into
account geographic dependency.

Keywords: immigration, labor market, Roy model

1 UVOD

Momentalng fesi Evropska unie velkou otazku: Co s uprchliky, ktefi sem miii ze zemi mimo
EU? Nejvice zadateld o azyl pochazi ze Syrie, kde jiz 5 let probiha obc¢anska valka a kde
pasobi Islamsky stat. Dalsi zadatelé jsou z Afghanistanu, také postizeného valkou. Mnoho
béZench pfichazi z Afriky (Somalsko, Siidan, Demokraticka Republika Kongo), kde mimo
vojenskych nepokoji, povstani a radikélnich skupin, také panuje chudoba, sucho a nedostatek
potravin.

Vzhledem kudalostem posledni doby je migrace a jeji vyhody/nevyhody diskutovanym
tématem. Jaky miize mit migrace ekonomicky dopad? Piesun pracovnich faktorti z jedné
zemé& do druhé vede ke zméné dostupného pracovniho kapitalu jak cilového, tak zdrojového
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statu. Kdo je na trhu prace cilové zemé nejvice ovlivnén migraci? Pracovnici, ktefi si na
pracovnim trhu pfimo konkuruji s cizinci. Pfisun cizinct zvysi nabidku pracovnich sil, to
muze vest ke snizeni mezd. Na druhou stranu pracovnici, ktefi cizincm nekonkuruji a vidi
cizince, jako komplementy ne substituty mohou na pfisunu cizinct ziskat, kdy cizinci zvysi
poptavku po produkei.

Mnoho svétovych ekonomii se zabyvalo dopadem migrace na ekonomiky cilovych zemi.
Existuje také vice pfistupti, jak se na migraci divat a analyzovat jeji vliv na pracovni trh.
Cilem tohoto pfispévku je shrnuti nékterych dosud pouzivanych piistupti. Na migraci se
muzeme divat z pohledu jedince uvazujiciho o migraci, nebo analyzovat pracovni trh zemé
trpici odlivem nebo pfilivem zahrani¢nich pracovnik. Dal$§i moZznosti je podivat se na
migraci z hlediska schopnosti a dovednosti piemistujicich se pracovniki. Poslednim
uvedenym pohledem je analyza limu cizincl na specializaci ob¢ant cilové zemé.

2 PRISTUPY K MIGRACI

2.1 Faktory ovliviiujici migraci

Rozhodnuti jedince o pfesunu do jiné zemé neni snadné. Pfistéhovalce do zemé mohou
svoboda, vétsi bezpeci, inovace, atd. Nicméné, migrace znamena také naklady, a to jak
hmotné (hlavné finan¢ni) nebo nehmotné (nejistota, ztrata socialniho statusu,...).
Determinanty migrace mizeme rozdélit na Push a Pull Faktory a jsou zobrazené na obrazku

nize:
Bl w3 Silord zemd
Push faktory: Naklady Pull faktory:
Chudoba, nizké platy, nezaméstnanost, st¢hovani Blahobyt, vysoké platy, osobni svoboda,
vysoké dang, prelidnénost, diskriminace, lidska prava, ekonomicka svoboda,
nabozenské diivody, valka, nasili a nabozenska svoboda, mir, setkani
kriminalita. S ptibuznymi.

Stay Faktory: Stay away Faktory:

Rodina, zazemi, socialni status, kulturni ~ Vystupni \{SIEUPH{ Jazykova bariéra, kulturni bariéra,

piislugnost, zaméstnanost, znalost g conng .
ST e 1. bariéry bariéry

prostiedi, politické nazory.

J

Obrazek 1: Faktory ovliviiujici migraci

nezname, nizke platy.

Ekonomickd motivace migranta je tedy funkci vice faktort, které mtzeme rozdélit do 4
skupin:

e Negativni faktory, které vedou obc¢any k odchodu ze zemé ptivodu;

e Positivni faktory, které vedou obCana k rozhodnuti ziistat v zemi ptivodu,

e Negativni faktory, které vedou cizince k rozhodnuti nemigrovat do jiné zem¢;
e Positivni faktory, které vedou cizince k piechodu do jiné zemé.

Ve své zemi vyhodnocuje jedinec ,,Push faktory* (pro¢ odejit) vs. ,,Stay faktory* (proc
zustat). V cilové zemi zase ,,Pull faktory* (pro¢ se do zemé pfist€éhovat) vs. ,,Stay away
faktory* (pro¢ se do zemé& nemigrovat). Dale musi kazdy zdjemce o piesun vycislit svoje
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naklady spojené se st€éhovanim, mezi které patii naklady na cestu, nebezpeci béhem cesty,
doba cesty, usly zisk pfi st€éhovani. Vycisleni téchto faktorti je z ¢asti individudlni pro
kazdého jedince, z ¢asti spolecné pro obyvatele stejné zemé nebo jedince migrujici do stejné
zemé. Pro kazdou zemi existuji také specifické legislativni bariéry pfi vstupu a vystupu ze
zem¢. Pii rozhodovani je nutné vzit v ivahu zakonné vystupni bariéry zemé ptavodu (vystupni
visa a podminky pro jejich ziskani, vystupni dan, prohibice, trestni beztthonnost, ptipadné
potrestani rodiny, ktera zlistane). Formalni zakonné vstupni bariéry mohou byt vstupni visa a
podminky pro jejich ziskéni, kvoty, poplatky, trestni bezihonnost. Pokud vezmeme obc¢ana
Cinské lidové republiky, bude mit tyto ndklady jinde neZ oblan Ceské republiky pii
rozhodovéni migrace do Némecka.

] P
Fi(factors) = Zpﬁ."fﬁrctm’v.c+zp I faktor, ZE‘ER}'fEr'CL‘D?’S “_z stay away factors Z ; 4

c=1 d=1
Z moving costs ;s— Zbarlers ie

Rozhodnuti ob¢ana i, ktery vyhodnocuje migraci do zem¢ Z, mizeme vyjadfit jako funkci
vyse popsanych faktori. Ob¢an se rozhodne migrovat, pokud je hodnota funkce vétsi nez
nula.

2.2 Zakladni model vlivu migrace na pracovni trh

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze existuje piima umeéra mezi pocty cizincl jedné
narodnosti v zemi a rozdilem mezi pfijmy cilové zem¢ a piijmy zem¢ jejich pivodu. Tedy
¢im je vetsi rozdil mezi pfijmy, tim vice cizincl se stejnym pivodem v cilové zemi zije.
Pokud uvazujeme zebti¢ek nejchudsich a nejbohatsich stati sestaveny na datech rok 2013 a
kde je bohatstvi méfeno hrubym domdacim produktem na osobu podle parity kupni sily,
v Kataru, Lucembursku nebo Singapuru (nejbohatsich statech) by mélo byt nejvice cizinct
z nejchudsich stati jako Konga nebo Ciny a Indie. To, Ze tato uméra neplati, dokazuje
existenci dalSich faktor?, které ovliviiuji migraci.

Zakladni ekonomicky model pracovniho trhu, ktery je nejvice poZivany a také vychozi pro
dal$i modely migrace je popsan v knize The Economics of Immigration: Theory and Policy.
Mezi zédkladni predpoklady patfi: migranti jsou pouze pracovnici a ovliviluji pouze
nabidkovou funkci prace v cilové zemi. S rostouci mzdou, klesa poptavka po praci v zemi a
S rostoucim poctem pracovnikl klesd mezni produktivita prace. Co se stane na pracovnim
trhu pfi migraci ze zem& X do cilové zemé& Y? Pokud vzemi X dochazi k odchodu
pracovnikl, snizuje se pracovni nabidka a rostu mzdy. Pokud v zemi Y dochézi k ptichodu
pracovniki, zvySuje se pracovni nabidka a klesaji mzdy.

Graf 1 zobrazuje dopad migrace na pracovnim trhu. Kdo ziskal a kdo ztratil migraci?

e Zdrojova zemé X: Majitelé jinych zdrojii nez je pracovni sila: Ztrata pole e + g;
Domaci pracovnici: zisk e; Cistd zména: ztrata g.

e Cilova zemé& Y: Majitelé jinych zdroji nezZ je pracovni sila: Zisk pole E + G; Doméci
pracovnici: ztrata E; Cistd zména: zisk G.

e Cizinci, ktefi pfisli do zemé Y: Ztrata mezd v zemi X: Ztrata pole h; Zisk mezd v zemi
Y: zisk pole H; Cista zména: rozdil H - g.

e Svét (celkovy soucet): Cistd zména zemé X: ztrata g; Cistd zména zemé Y: zisk g.
Cisté zména ptijmu cizinct: (H + G) - (h + g).
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Graf 1: Migrace ze zem¢ X do zem¢ Y

Uvedeny ekonomicky model tika, Ze zvySeni poctu cizincli v zemi vede ke zvySeni nabidky
pracovnikll a tim padem k poklesu mezd. Nicméné uz prvni empirické vysledky (naptiklad
Borjas (2005), Damuri and Peri (2010)), ziskané zejména analyzou amerického pracovniho
trhu, ukazuji, Ze dopad migrace na mzdy obcanti je téméf nulovy.

2.3 Kdo méni zemi pobytu? Roy Model

Roy model se zamysli nad osobami, které méni zemi pobytu, z hlediska jejich dovednosti a
dovednosti chybé&jicich na pracovnim trhu cilové zemé&. Predpoklada se, Ze osoby s bydlistém
v potencionalni zdrojové zemi se momentalné snazi rozhodnout, zda migruji do cilové zemé,
nebo ne (napf. pracovnici Jizni Ameriky migrujici do USA, afri¢ti pracovnici mifici do
Evropy, atd.) Kdo jsou pracovnici migrujici za praci? Rozhodn¢ se nejedna o nahodny vybér.
Podivejme se podrobné&ji na jejich migra¢ni rozhodnuti:

Frequency

st sp Siills

Graf 3: Roy model.

Ptedpokladem je, Ze pfijmy v obou zemich (zdrojové a cilové) zavisi na mnozstvi jednoho
faktoru — dovednosti/schopnosti, kterymi pracovnik disponuje. Graf znazoriuje rozdéleni
pracovniki ve zdrojové zemi podle mnozstvi jejich dovednosti. Nejpocetnéjsi je skupina
V pasmu uprostied, tedy s primérnym mnozstvim dovednosti. Pracovnici vlevo od sn maji
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podprimérné dovednosti, tedy mén¢ vzdélani jedinci. Pokud migruje tato skupina, jedna se
pro cilovou zemi o negativni migraci, kdy cilovd zem¢ obecné uptednostiuje vzdélanéjsi
jedince. Naopak, skupina pracovniku s nadprimérnymi schopnostmi je vpravo od sp, realné
se muze jednat o vysokoskolsky vzdélané pracovniky nebo odborniky v oboru. Pokud migruje
tato skupina, dle modelu se jedna o pozitivni migraci.

Positive selection Negative selection

wage
wage

\{
(\\N

A‘ oty
Country X %
Z =

Not move Mot move

sp —— spl skills snl <——sn skills

Graf 4: Roy model, negativni a pozitivni migrace.

Fyzicka osoba, kterd se snazi rozhodnout, zda migrovat ¢i nikoli, odchazi do zahrani¢i v
ptipad¢, Ze vynosnost jejich dovednosti je vyssi v cilové zemi, nez ve zdrojové zemi. Jaka
skupina pracovnikii do zemé pftichazi, zavisi na sklonu kfivky navratnosti dovednosti ve
zdrojové a cilové zemi. Mohou nastat dva ptipady: 5
1. Graf ,Positive selection znazornuje ptipad pozitivni migrace. Zluta ¢ast vlevo je
situaci, kdy je ve zdrojové zemi X vys$si mzda nez v cilové Y a jedinci S méné
dovednostmi zistavaji doma. Migruji pracovnici s vice nez sp dovednostmi, napravo
od rovnovazného bodu, kdy je zména zemé ptisobeni vyhodna.
2. Graf ,,Negative selection* znazortiuje piipad negativni migrace. Zluta ast je situaci,
kdy je v cilové zemi Y vyssi mzda nez ve zdrojové zemi X. Zména zemé pusobeni je
vyhodna pro pracovniky s méné€ nez sn dovednostmi. Pracovnici s vice nezZ sn

dovednostmi zlistdvaji v zdrojové zemi, kde dostanou za své dovednosti vice penéz.

Zavér modelu Roy: Relativni navratnost dovednosti v zemi uréuje dovednostni sloZeni
ptist¢hovalct.

Jak se zméni situace, pokud v cilové zemi dojde k poklesu mezd, naptiklad vlivem
ekonomické recese? Graf s Positive selection ukazuje situaci pii pozitivni migraci. Pii snizeni
mezd ve zdrojové zemi Y plati méné za stejné dovednosti a kiivka poptavky se posouva
smérem dolli. V novém rovnovazném bodé snl, se snizil pocet pracovnikd, kteti se rozhodli

odejit ze zeme Y. Pro negativni migraci plati, Ze snizeni mezd vede ke roz§ifeni oblasti pro
rozhodnuti nemigrovat. Z grafli je jasné, Ze snizeni mezd ma pouze vliv na mnozstvi
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prichazejicich pracovnikli a neméni negativni migraci na pozitivni a naopak. Pro zménu mezi
typy migrace by muselo dojit ke zméné sklonu kiivek.

2.4 Peri— Sparber model
Teoreticky neoklasicky model trzni rovnovahy poprvé ve své praci pouzili Peri a Sparber

(2007). Zaklad tvoti teorie komparativnich vyhod, pomoci které model vysvétluje vliv cizincl
na mzdy a specializaci pracovniho trhu cilové zemé. Pracovnici pfi specializaci na pracovnim
trhu vyuzivaji svoji komparativni vyhodu. Konkrétné pracovnici cizinci maji komparativni
vyhodu v manualnich dovednostech a pracovnici, ktefi jsou obany, maji komparativni
vyhodu v komunikac¢nich dovednostech.

Ptredpokladem je oteviend ekonomika, kde existuje finalni obchodovatelné spotiebni zbozi Y,
na jehoz produkci jsou nezbytné dva vstupy ¥y a ¥;. Vstupy pracovniki se stiedoskolskym a
niz8im vzdélanim jsou oznaceni indexem L (,,low educated*) a pracovnikil s univerzitnim a
vy$§im vzdélanim indexem H (,,high educated*). Déle jsou definované vztahy pro vstupy
stfedoSkolsky a nize vzdélané pracovniky pouze a vstupy vysokoskolskych pracovnikt
povazujeme za konstantni, protoze model se zamétuje na pracovniky s niz§im nez
vysokoskolskym vzdélanim. Pracovnici s niz§im vzdélanim se odlisuji z hlediska relativni
produktivity. Pro produkci jednotky vstupu ¥; musi pracovnik pouzit jak své manualni tak

interaktivni dovednosti. ¥; modelujeme dvoufaktorovou CES funkci ve tvaru:
A

Y, = [JBLM A (1= ;

kde: f5; je relativni produktivita manualnich a interaktivnich dovednosti pracovniki se
sttedoskolskym a niz§im vzdélanim, A je elasticita substituce mezi manualnimi a
interaktivnimi dovednostmi. M jsou manualni dovednosti, { jsou interaktivni dovednosti.

Pracovniky s niz§im vzdélanim rozlisujeme podle jejich pivodu na ob¢any a cizince. Tyto
skupiny se 1i8i v komparativni vyhodg, ktera je definovana jako relativni efektivita

vV manualnich a také interaktivnich dovednostech. Ob¢ané maji komparativni vyhodu

v komunikacnich dovednostech, jejich primérna relativni efektivita manuélnich vzhledem

K interaktivnim dovednostem je mensi nez primérna relativni efektivita manualnich vzhledem
K interaktivnim dovednostem cizincti. To znamena, Ze ob¢ané jsou primérné vice efektivni

v komunika¢nich dovednostech a migranti jsou vice efektivni v manualnich dovednostech.
Rovnovézna nabidka poméru manuélnich a interaktivnich dovednosti ob¢ant je nésledujici:

-

= 2 2 Jaara 2 J=
my = () [f(i];"“ +(1-f) (ég;-;“] [(a);—;a] :
kde m;, je optimalni nabidka podilu manualnich a interaktivnich dovednosti ob&an, f podil
cizincu v populaci. Log-linearizaci rovnice se ziska regresni model nize, ktery je mozné
pouzit pro analyzu dopadu migrace na specializaci ob¢anii, kde t je index pro obdobi a c je
index pro stat a region:

In (ﬂ) =8+ 8 Inf,, + A; educ,, + A5 agel ., + A; age3 . +4s aged, +1; ageb o+ 2cn
C Y native, ct
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Kde vysvétlovana proménna udava zménu pramérného poméru v praci pouzivanych
manualnich a interaktivnich dovednosti ob¢anti ve skuping, fi; je pomér cizincti ve skuping,
proménna charakterizujici vzdélani ve skupiné, dale je zde skupina proménnych pro vék ve
skuping€, ndhodna slozka.

Metoda prostorové ekonometrie se jevi jako vhodna pro tpravu pivodniho modelu, ktery ve
fazi regrese pracuje s panelovymi daty, kde jsou za jednotlivé regiony pouzity priméry
proménnych. Vznikaji tedy regiondlni data a mtizeme ocekavat prostorovou zavislost,

Vv takovém piipad¢€ pouziti klasickych regresnich modell jako metoda nejmenSich ctverca
neni vhodnd, vzhledem k existenci prostorové autokorelace, které vede k nestabilit¢ odhadu.
Prostorova ekonometrie je stale oblibenéj$i metodou pro praci s regionalnimi daty, kdy
pracuje s matici, ktera zohleduje sousedstvi jednotlivych oblasti.

3 ZAVER

Pozornost celé Evropy je momentaln€ upnuta k feseni uprchlické viny, kterd miti do Evropské
unie. Politické 1 medidlni diskuze se zaobiraji moznym feSenim problému, ale také dopady
migrace na ekonomiku Evropské unie. Cilem piispévku bylo teoreticky ukazat migraci a jeji
dopad na ekonomiku z nékolika pohledd. Prvni ¢ast vychazejici z maximalizace uzitku
jedince popisuje faktory ovliviiujici jednotlivce, pti rozhodovani zda emigrovat ¢i ne. V druhé
¢asti se na migraci divame z pohledu statu. Graficky je zndzornény dopad na pracovni trh, kde
porovnavame stat trpici odlivem pracovnich sil s cilovym staitem migrantti. Tieti model jde
dal a dé€li migraci na pozitivni a negativni, podle dovednosti migrujicich pracovnikl. Posledni
pohled nabizi analyzu vlivu migrace na specializaci obCani. Z ekonometrického hlediska
zminuje tento prispévek moznost rozpracovani posledniho modelu a to pomoci pouziti
prostorové ekonometrie, kde je zohlednéna geograficka zavislost. Volba vychoziho modelu
nebo piistupu zavidi jak na dostupnych datech, tak na vychozi hypotéze, jejiz platnost chceme
ovetit.

This paper is supported by the research grant IGA VSE/IG403024/58/2014.
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STOCHASTICKY ENVIRONMENTALNY MODEL ZASOB!
STOCHASTIC ENVIRONMENTAL INVENTORY MODEL

Marian Reiff

Abstrakt

Prispevok sa zaobera environmentdlnym modelom zasob S moznostou jednorazovej
objednavky. Model zahffia mechanizmus zdafovania vplyvu na zivotné prostredie s cielom
minimalizovat’ celkové oCakavané naklady. Model zohladiiuje nahodny dopyt zékaznikov
modelovany pomocou diskrétneho rozdelenia. Simulaény model je zostrojeny v tabul’kovom
procesore MS Excel.

KPucové slova: modelovanie zasob, simuldcia, environmentalna zataz

Abstract

The paper deals with environmental single-period inventory model. Demand is random. The
model includes a mechanism of taxation of environment impact in order to minimize the total
expected costs. The model takes into account the random customer demand modeled by
discrete distributions. The simulation model is constructed in spreadsheet software MS Excel.

Keywords: inventory modeling, simulation, impact on environment

1 UVvOD

Vzhl'adom na potencidlny vplyv Cinnosti ako vyroba, skladovanie a preprava zasob na zivotné
prostredie, je potrebné pri rozhodovani a riadeni zasob zohl'adiiovat’ aj tento fakt.

Ciel'om prispevku je rozsirit” kvantitativne modely, ktoré sa zvyCajne zameriavaji bud’ na
minimalizaciu nakladov alebo maximalizacia zisku, tak aby zachytavali aj dopad
modelovanych ¢innosti na zivotné prostredie. Problém dopadu l'udskej ¢innosti na Zivotné
prostredie mozno zac¢lenit’ do modelu bud’ vo forme pridania ohrani¢enia do modelu alebo
rozS8irenim ucelovej funkcie modelu.

Model jednorazovej objednavky bez moznosti znovu objednania V prostredi so zdanovanim
environmentalnej zataze. Nech

e Q predstavuje rozhodujliicu premennt, objedndvané mnozstvo
e D predstavuje ndhodny diskrétny dopyt

e C, predstavuje naklady spojené s nadhodnotenim dopytu, ¢, =c+7—-v kde c
predstavuje jednotkové naklady na obstaranie, Tt jednotkova dan na vyprodukované
emisie a v predstavuje jednotkovu vypredajova cenu

e (, predstavuje naklady spojené s podhodnotenim dopytu, ¢, =p—-c—7+S kde c
predstavuje jednotkové naklady na obstaranie, t jednotkovl dan na vyprodukované

' This paper is supported by the Grant Agency of Slovak Republic — VEGA, grant no. 1/0245/15

» I ransportation planning focused on greenhouse gases emission reduction®.
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emisie, p predstavuje jednotkovu predajnii cenu a s st naklady na stratu dobrého
mena - stratu goodwill.

V zavislosti od velkosti objednavky a Specifickej velkosti dopytu funkciu celkovych
nakladov je mozné vyjadrit’ nasledujucim vztahom

_[c,(Q-D) akQ<D
C(Q’D)_{CU(D—Q) ak Q > D

V pripade, ze dopyt ma stochastick}'l charakter, stredn hodnotu nékladovej funkcie vyjadrime

Q-1 0
pomocou EC(Q, D) Zp (Q.D)=¢,> p(D)(Q-D)+c, > p(D)(D-Q).
D=0 D-Q
Q _c—
Pre optimalnu vel'kost’ objednavky plati P( ) Z p(\D _prs-¢ L.
520 C +C, p+s—v

Optiméalnu velkost objednavky Q” vypogitame jednoduchou procedurou. Dosadzujeme do
posledného vztahu celoCiselne hodnoty Q (zadinajuic Q = 1) az pokial' neplati uvedena
nerovnost’.

V pripade ak ndhodny dopyt nie je modelovany diskrétnym rozdelenim, optimalnu
pravdepodobnost’ nenastania deficitu ur¢ime na zaklade vzt'ahu P(dopyt < Q *) = ¢ /(Cyt+Co) a
optimalnu velkost’ dodavky v pripade normélneho rozdelenia vypocitame pomocou vzt'ahou
Q * = u + z5 alebo v pripade rovnomerného rozdelenia pouzijeme vztah Q * = a + P(dopyt<

Q *)(b-a)
Pre urcenie vel'kosti objedndvky mozno pouzit’ aj simulacny model zostrojeny v tabul'kovom
procesore MS Excel. Ciel'om prispevku je zostrojit’ takyto model.

1.1 Simula¢ny model

V nasledujucej Casti je prezentovana konsStrukcia simulacného modelu na konkrétnom
priklade. Tabulky & 1 obsahuje vstupné udaje. Ulohou je uéit velkost objednavky
(variabilnd premenna), ktora Si na zaciatku 'ubovolne zvolime a jej hodnota je uvedena v
tabul’ke ¢. 2. v bunke B16.

V tabulke €. 2 s nazvom Simulaény model prezentovand simuldcia obsahuje 1000 opakovani
generovania velkosti dopytu (strend Cast’ tabulky je skrytd), a pre jednotlivé hodnoty dopytu
je vypocitany zisk alebo strata dosiahnuty pri velkosti objednavky 400 ks. Simula¢ny model
je zostrojeny pomocou zabudovanych funkcii MS Excel, pri¢om cielom je uspokojit’ dopyt zo
zasob tvorenych velkostou objednavky. Mozu nastat’ dva rézne pripady a to, Ze dopyt je
vacsi respektive mensi ako objednané mnoZzstvo a s tim st aj spojené naklady nadhodnotenie
respektive podhodnotenia dopytu. V zostrojenom simulaénom modely pre jednoduchost
neuvazujeme s nakladmi na stratu goodwill alebo ndkladov na usly zisk.

Pri hodnoteni vysledku simulacie analyzujeme dosiahnuty zisk alebo stratu uvedenu v stipci
G v riadkoch 20 az 1019 tabulky ¢. 2. Dopyt m6ze nadobudat’ hodnoty 200, 250, 300, 350
a 400 kusov a k nim prislachajuce hodnoty zisku 760, 510, 260, 10 a -240 €. Pocetnost’
(frekvenciu) jednotlivych pripadov si mnoZme pozriet’ v tabulke €. 2 v ¢asti A1028:B1033.
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Tabulka €. 1: Vstupné udaje

A B C
1 |Vstupné Odaje
2 Predajna cena 4 €lks
3 Makupna cena P €lks
MNaklady na
4 |likvidaciu zasob 1 £ks
Environmentalne
5 [ naklady 01 £lks
6
T
8 Pravdepodobnostné rozdelenie dopytu (dikrétne rozdelenie)
9 Dolna hranica  |Homa hranica [Velkost dopytu
10 ] 0.3 200
11 0.3 05 250
12 0.5 0.8 300
13 0.8 0,95 350
14 0.95 1 400
I~
Tabulka €. 2: Simula¢ny model
A B % D E F G
I
15 Rozhodujica premenna
16 |Velkost objednavig 400]
17
18 | Simulacia
— ' . Maklady Maklady na . .
Foradove cislo Yelkost . . ) Envirnomentaln |
: Trzhy nadhodnotenia|obstaranie . Ziski/Strata
19 opakovania dopytu dopylu tovaru e naklady
20 1 200 80000£ 20000£ g0000€ 4000€| -24000€
21 2 200 20000€ 20000€ 20000 € 4000€] -24000€
22 3 300 120000£ 100,00 £ g0000€ 4000€| 26000€
1017 893 300 120000€ 100,00 € 20000 € 4000€| 26000€
1018 8949 400 160000£ 0.00€ g0000€ 4000€| 760,00€
1019 1000 250 100000€ 15000 € 20000 € 4000 € 10,00 €
1020
1021 Popisné Statistiky
1022 Priemerny zisk/strata 117 50 € 95% interval spolahlivosti
1023 Smerodajna odchylka 30276 € Dolna hranica 98 74 £
1024 Minimalny zisk/strata -240.00 € Horna hranica 136,26 €
1025 Maximalny zisk/strata T60.00€
1026 Distribdcia zisku/straty
1027
Hodnota v bunke
1028 Zisk/Strata Podetnost
1029 760 46
1020 510 158
1031 260 290
1032 10 192
1033 -240 314

Ane s

Odhadnuta strednd hodnota o¢akévaného zisku je 117,5€ so smerodajnou odchylkou 302,75€.

V pripade ak je zbehne simulacia eSte raz, st vygenerované iné nadhodné cisla a vysledok

simulacie je mierne odli$ny. Interval spolahlivosti v bunke F1023 a F1024 zachytava tato
neistotu rozdelenia strednej hodnoty ocakavaného zisku.
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Tabul’ka €. 3: Urcenie velkosti objednavky

A B c (] E F G H |
1035
1036 | Velkost Friemerny 500,00€
e 17.50€ x 400,00£
1033 200 380,00 € 2
1039 225 39475 € ‘£ 300,00€
1040 250 387 00 € & 200,00 €
1041 275 379,76 € ]
1042 300 37975 € £ 100,00 €
- RIS
1045 Ve 192:13€ 200 225 250 275 SDFI , 325 350 375 400
1046 400 12375 € Velkost objednavky
1047
1043

Ulohou je uréit’ velkost objednavky. Zatial' sme odhadli iba stredni hodnotu zisku pre
vel'kost' objednavky 400 kusov. Vypocet zopakujeme pre rdozne hodnoty variabilnej
premennej — velkosti objednavky, tieto hodnoty st uvedené v tabulke ¢. 3 v casti
A1038:A1046. Vo vedlajsom stlpci vrozsahu B1038:B1046 su uvedené prisliichajuce
stredné hodnoty zisku. Vyberame najvacsiu hodnotu stredné¢ho zisku a k nej prislichajiicu
hodnotu velkosti objednavky. Tieto hodnoty mdézeme vypocitat’ manudlnym prepisovanim
hodnoty vel'kosti objednavky v bunke B16 alebo pomocou nastroja MS Excelu s nazvom
Tabulka tdajov nachadzajuci sa v zalozke Udaje v ¢asti Citlivostna analyza (vo verzii MS
Office 2010 Analyza hypotéz).
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VYPOCET HORNI MEZE VYBEROVEHO ROZPTYLU
NAD INTERVALOVYMI DATY

COMPUTATION OF UPPER BOUND OF SAMPLE VARIANCE
OVER INTERVAL DATA

Ondyej Sokol !

Abstrakt

Préace se zabyva problematikou vypoctu horni meze vybérového rozptylu v piipadé, kdy nejsou
k dispozici presnd data, ale pouze intervaly, ve kterych tato data s jistotou lezi. Obecné je nalezeni
horni meze vybérového rozptylu ze znalosti pouze intervalovych dat NP-t€zky problém, ale pii
splnéni urcitych podminek kladenych na vstupni intervalovd data 1ze pouZit néktery z efektivnich
algoritmi. V préci je upraven Xianguv algoritmus tak, aby, byt’ i za cenu exponencidlni sloZitosti,
dokazal vZdy najit optimalni feSeni. Nasledné je zkoumdna sloZitost v primérném pripadé€ na datech
pochdzejicich z béznych rozdéleni.

Kli¢ovd slova intervalovd data, horni mez vybérového rozptylu, algoritmus

Abstract

This thesis deals with the calculation of the upper limit of the sample variance when the exact data
are not known but intervals which certainly contain them are available. Generally, finding the upper
limit of the sample variance knowing only interval data is an NP-hard problem, but under certain
conditions imposed on the input data an appropriate efficient algorithm can be used. In this work
Xiangs’s algorithm was modified so that, even at the cost of exponential complexity, can always
find the optimal solution. The average computational complexity over randomly generated data is
analyzed.

Keywords: interval data, upper bound of sample variance, algorithm

1 Uvod

V této préci je feSen problém vypocltu rozptylu, ktery nastava, pokud presnd data nejsou dostupna,
ale zname intervaly, ve kterych s urcitosti tato data lezi. Tato situace nastava napiiklad v dusledku
chyb méfeni za predpokladu, Ze zndme nebo alespont dokdzeme spolehlivé odhadnout velikost této
chyby. DalSim ptikladem jsou kategorizovand data, kdy naptiklad zndmka odpovidd urcitému roz-
mezi ziskanych bodii z testu, i obecné riiznd zaokrouhlena data. Casto dochdzi ke zvefejiiovani
intervalovych dat misto pfesnych tdaji z dvodu zachovani tajemstvi a ztiZeni identifikace, coZ se
objevuje napiiklad v demografickych datech. Pfi predikcich se pak Casto setkdvame s intervalovou
predpovédi misto bodové predpovedi.

Pokud zndme pouze intervaly, je mozné pfi vypoctu statistik bud’ data nahradit pevnou hodnotou,
coz s sebou obvykle nese ztratu informace, nebo spocitat statistiku z intervald a zachovat tak co

!Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/54/2015 Interni grantové agentury Vysoké koly ekonomické v Praze.
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nejvice zndmych informaci. V takovém pfipadé je vystupem interval, dolni a horni mez, ve kterém
se s jistotou nachazi dana statistika. Samotny vypocet intervalu statistiky pak mize byt velmi slozity
problém.

V této praci je zkouman Xianglv algoritmus pro vypocet horni meze vybérového rozptylu, coz
je obecné NP-tézky problém. Algoritmus pro instance spliiujici nékteré zakonitosti dokdze nalézt
feSeni v polynomidlnim Case. V této prici je navrZzena modifikace tohoto algoritmu tak, aby bylo
mozné zpracovat jakoukoliv instanci, 1 kdyZ obecné s exponencidlni slozitosti. Déle je pak zkou-
madna sloZitost v primérném piipadé pii ndhodné generovanych datech.

Tento prispévek vychazi z diplomové prace [1].

2 Definice

Uzavienym realnym intervalem je v této praci myslena mnozina bodd, pro které plati:

x=2,7|={reR:z <z <7}, (1)

kde x oznacuje dolni mez a T horni mez intervalu x. Interval x je degenerovany pravé kdyz
2z =7.0zname z = 2¢ — 2° a T = 2° + 2°.

Otevreny realny interval je pak znacen

= (z,7)={reR:z<z<7T} (2)
Necht mdme x, s, . . ., ,, pak pojem zlZeny interval znaci
) A A
@} = [2f = Rad af + ol (3)
proi=1,2,...,n.
Necht’ mame mnozinu skaldrti z4, xo, . . . , x,, a statistiku, tedy spojitou funkci dat, S(x1, z, . .., z,).
V takovém piipadé i statistika S(xy, zo,...,2,) je jedna hodnota. V této prici je ale feSena situ-

ace, kdy pfesné hodnoty x; nezndme, ale mame k dispozici intervaly x; = [z;, T;], pro které plati
x; € x; a zaroven nejsou znamy zadné dalsi informace o téchto intervalech.
Na x1, 2o, ..., x, lze nahliZzet jako na realizace ndhodné veli¢iny, a tudiZ je pak i hodnota S =

S(z1, 9, ...,x,) ndhodnou veli¢inou. Jedinou informaci, kterou mame k dispozici, jsou meze,
kterych z; miZe nabyvat. Hleddny jsou tedy meze statistiky S, pficemZ pro né plati:

S =inf{S(xy,z9,...,2,) : Vi)x; € [z, 7]}, 4)
S = sup{S(x1,72,...,1,) : (Vi)z; € [z;,7;]}. )

Pak zfejmé plati B
S<S5 <8, (6)

V této praci je zkouman vybérovy rozptyl v ptipadech, kdy nejsou k dispozici presna data, ale pouze
intervaly. V pfipadé€, Ze hleddme dolni mez intervalu vybeérového rozptylu lze feSeni obecné najit
v polynomidlnim Case, jelikoZ se jedna o minimalizaci konvexni kvadratické funkce na konvexni
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mnozing. Specidlni algoritmy pro nalezeni feSeni v logaritmickém a linedrnim Case lze najit v [2] a
[3]. Vypocet horni meze je ale obecné NP-tézky problém.

Neékteré ostatni statistiky byly studovany v pracich: Cerny a Hladik [4] (¢-statistika), Kreinovich [5]

Vv,

a Xiang a kol. [3] (entropie), Kreinovich a kol. [6] (vy$§i momenty). Dalsi uvedeni do problematiky
je v prehledovych publikacich o statistikdch nad intervaly [7] a [8].

3 Xianguv algoritmus

Algoritmus byl prvné publikovan v [3]. Algoritmus predpokladd, ze zadny ziZeny interval neni
podmnozinou vnitinich bodd jiného ziZeného intervalu. Zadny uzavieny zizeny interval tedy neni
vnofeny do jiného otevieného zizeného intervalu. Tuto podminku lze nahradit ekvivalentni pod-
minkou |z§ — 2¢| > L|zf — 2| pro viechna i,j € {1,2,...,n} takovd, Ze i # j. Algoritmus
pracuje iteracné.
Definuji se tfi riizné mnoZiny:

e /™ je mnozinou indext 7, o kterych vime, Ze optimalni hodnota x; maximalizujici rozptyl je

v =z, Tedy I~ = {i:x; =z}
e [T je mnoZinou indexi 7, o kterych vime, Ze optimélni hodnota x; maximalizujici rozptyl je

e [ je pak mnoZinou indexd, u kterych jsme zatim nerozhodli, kam budou prifazeny. Plati tedy

I={1,....n}\({-UI").

V kazdé iteraci se ddle spocte hodnota R~ a Rt dle vzorcd R~ = > z,a Rt = > 7.
iel— ielt

Nazaldtkuplati [~ =1 =0, I ={1,...,n}atedyi R~ = R" = 0.
1. Necht’ m € I je index, pro ktery plati ¢, = median{x$,i € I }.

2. Kazda stfedni hodnota z{ pro ¢« € I je porovndna s medidnem x|, a je pfifazena do jedné
z mnoZin P~ nebo P v zdvislosti na tom, zda je tento prvek mensi nebo vétsi nez medidn.
Pro mnoziny plati P~ = {i : xf < a5, }a P™ = {j : a5 > a7, }.

3. Spocteme hodnoty e~ ae™ dle vzorcie™ = R~ + > z,ae” =RM 4+ > T,
icP- jep+

4. Nyni mohou nastat tfi situace:
e pokudn -zt <e” +et,pak " =1"UP,R =e¢ al=PT,
e pokudn -zt >e” +et,pak [T =ITUPY, Rt =etal =P,
e pokudn -zt =e” +ef,pak - =1"UP,[T=ITUPral=0.

5. V piipadé, Ze I # (), iterace pokracuji od bodu 1. Ve chvili, kdy je u v8ech prvki rozhodnuto,
do které mnoZiny patii, je spocten vyb&rovy rozptyl 62 z hodnot x; = z; proi € I~ ax; = T;
proj eI,

Dtikaz platnosti algoritmu je k dispozici v pivodnim ¢lanku [3].

179



4 Pripad nesplnéni predpokladu

Pokud je ve zkoumané mnoZing intervalii alespofi jeden vnofeny ziZeny interval v intervalu [E, E,
pak vypocitany vybérovy rozptyl nemusi byt spravny. V piipadé, Ze se takovy zidZeny interval
nachdzi mimo interval [E , E] , pak je vZdy spravné urcen.

Pokud jsou zuzené vnofené intervaly v intervalu [ﬂ , E] , je tfeba pii vypoctu rozptylu prozkoumat
oba krajni body téchto intervali. Do algoritmu jsou proto vloZeny tyto krajni body jako pevné
hodnoty. V piipadé d ziZenych vnofenych intervali je tedy tieba spustit vypocet 2%-krat. Z diikazu
platnosti algoritmu [3] plyne, Ze zafazeni pevnych hodnot, které nespliuji pfedpoklady, tj. jsou
vnorené do jiného intervalu, do algoritmu, nema vliv na jeho funkcnost.

5 Popis rozsireného algoritmu

V pripadé, Ze data nespliiuji predpoklady a existuje tedy nékolik vnofenych ziZenych intervald,
pak lze algoritmus upravit, aby pfesto fungoval, byt’ s exponencidlni sloZitosti vzhledem k poctu
vnofenych ziZenych intervall. Rozsifeny algoritmus pak probihd ndsledovné:

1. Zjistime, jaké intervaly xi, s, ..., x, jsou podmnoZinou vnitfnich bodt alespon jednoho
jiného intervalu. Pfezna¢me je y,, ys, - . . , ¥,- Bez Gjmy na obecnosti nyni mame x;, xo, . . .,
Lp—dadY,Yszs---5Yg-

2. Kazdy interval y; od 1 do d porovndme s hodnotami £ a E a vybereme hodnotu y;, §j. j-ty
interval pak bude zastupovat jedna hodnota:

e proy,; < E vybereme y; = Yo

® proy. > E vybereme Yi =Y

e pro ostatni piipady je nutné pracovat s obéma krajnimi body intervalu y;.

3. Pro nepfifazené intervaly y; je nutné vytvorit vSechny mozné jejich kombinace. Utvoiime
vSechny moZzné posloupnosti hodnot vy, 9s, . .., y4 a spolu s intervaly 1, o, . .., ®,_4 pou-
Zijeme puvodni algoritmus, pficemZ nyni zafixované hodnoty y1, 4o, . . . , Y4 pfimo zahrneme
do odpovidajici mnoZiny I~ nebo I*.

4. Ze vsech vypoctenych hodnot vybérového rozptylu se vybere ta nejvyssi.

6 Vypocetni slozitost

Vyuziva se skuteCnosti, Ze nalezeni medidnu je mozné v linedrnim Case. V kazdé iteraci je nalezen
medidn a poté jsou provedeny operace, jejichZ sloZitost je mensi nebo rovna poctu prvki prifaze-
nych prvki. Jelikoz v kazdém kroku je pfifazena alespon jedna polovina prvki, je celkovy pocet
krokii potfebny pro nalezeni vysledku C'- (n +3+ 5. ) < C'-2n, viz [3]. Asymptoticka slozitost
je tedy O(n). Pfidanim pevnych hodnot do algoritmu nenf sloZitost ovlivnéna.

V piipad€, Ze v datovém souboru je nanejvys d vnofenych zizenych intervalli, pak je tieba pro-
zkoumat oba krajni body téchto intervald. Celkovd sloZitost rozsiteného algoritmu je pak O(2%n).
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7 Odhad priumeérné slozitosti pri nahodnych datech

Pro vypocet stiedni hodnoty poCtu vnofenych intervald definujeme funkci h(n, Ry, Ry), kde n je
polet intervall a R; a R, jsou jednorozmérnd rozdéleni hodnot ¢ a x2 proi = 1,2,...,n. Ob-
dobné jako v predchozi kapitole je definovéana funkce b(n, Ry, Rs) pro odhad rozptylu poétu zizZe-
nych vnorenych intervali. Cilem je zjistit, jak se funkce h a b chovaji v zavislosti na zvySujicim se
n.

D={ie{l,2,....n}, 2N [E,E] #0ATj: @} C & a5 ~ Ryjal ~ Ry}, (D)

h(n, Ri, Ry) = E (d := |D|), (8)

Pomoci simulaci byla odhadovana primérnd sloZitost pro ndhodna data. Pro funkci h(n, N(0, 1),
exp(N)) pro A = {0,1; 0,5; 1; 5} se zvySujici se velikosti n je patrny jasny linedrni trend, jak je
zfetelné videt na obrazku 1. Pocet vnotfenych zizZenych intervall je tedy podilem n, ktery se se
zvySujici velikosti n vyraznéji neméni.

—_—nNn

h(n, N(0,1), exp(N))

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n

Obrazek 1: Graf funkce h(n, N(0,1),exp(A) pro A = {0, 1; 0,5; 1; 5}.

Obdobné pribéhy Ize sledovat i pro jiné generované nahodné intervaly z béznych rozdéleni.

181



8 Zaveér

Xiangiv algoritmus 1ze pomérné€ jednoduse upravit tak, aby byl schopen zpracovat jakykoliv vstup.
Problémem ale je, Ze slozitost algoritmu nad ndhodné generovanymi intervaly je v primérném pfi-
padé exponencidlni. Pro vypocet horni meze nad ndhodné generovanymi intervaly je tedy vhodnéj$i
pouziti Fersonova algoritmu [2], u kterého bylo obdobnymi simulacemi zjiSténo, Ze primérna slo-
Zitost nad ndhodnymi intervaly je polynomidlni [9].

Clanek vznikl s podporou projektu IGA F4/54/2015 Interni grantové agentury Vysoké $koly eko-
nomické v Praze.
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PROBLEM VY];ERU PREDICTORU REGRESNiCH MODELU.
GENETICKY ALGORITMUS VS KLASICKY STEPWISE.

SELECTION PROCEDURE OF PREDICTORS OF PARAMETRIC
REGRESSION MODELS. GENETIC ALGORITHM VS CLASSIC
STEPWISE.

Nataliya Soldatyuk

Abstrakt

Tato prace se zabyva otazkou efektivniho vybéru prediktori pro parametrické regresni
modely, zejména pro modely s velkym poctem potencialnich represorti. Existuje nékolik
hlavnich problémt spojenych s vybérem parametri: velky pocet proménnych muze
rekvalifikovat model a krom¢ toho vyrazné prodluzit dobu zpracovani algoritmu. DalSim
problémem je silnd korelaci mezi proménnymi, které ptic¢inuje numerické problémy a piidava
redundantnich informaci do modelu.

Problém model selection byl aktivné diskutovan ve statistické literatufe v pribéhu poslednich
desetileti. Mnoho heuristickych a deterministické ptistupti bylo vyvinuto, zlepseno a ispésné
pouzito pro modelovani. Hlavnim cilem této prace je porovnat vyhody pouziti genetickych
algoritmi pro vybér regresort misto klasického piistupu stepwise. Aplikovali jsme geneticky
algoritmus na vzorek dat s velkym poctem pozorovani a srovndni jeho vysledek s vystupem
stepwise metody aplikované na stejném vzorku.

Kli¢ové slova: model selection, heuristicky pristup, geneticky algoritmus.

Abstract

In this paper we address the question of efficient selection of predictors for parametric
regression models. Of particular interest is the models with a large number of potential
repressors. There are few main problems associated with the said selection: too many
variables can overfit the model and significantly increase the time of the calculation. Other
issue is caused by strong correlation between variables, which arises numerical problems and
adds redundant information into the model.

Model selection problem has been actively discussed in a statistical literature during past
decades. A lot of heuristic and deterministic approaches were developed, improved and
successfully used for modelling. In this study we focus mainly on heuristic approaches. The
main purpose of this study is to compare benefits of usage genetic algorithm for model
selection instead of classic stepwise approach. We have applied genetic algorithm to learning
data sample with large number of observations and compared its result to output of heuristic
stepwise applied to the same sample.

Keywords: model selection, regression model, heuristic approach, genetic algorithm.

1 INTRODUCTION TO MODEL SELECTION

The task of the model selection is to find a family of distributions from possible set of
families, which is the best approximation of reality presented by learning data sample. Lets
assume we have sample of N observations, each of them consists of a response variable

y. €R"' and vector of potentially predictive variables x = (Xyp o0 Xpn)s X, € RP. Especially
interesting case for us is the situation when the learning sample is presented by large number
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of predictors. Then we assume p is finite large number. For the sake of concreteness we will

consider only regression type models. We don’t specify regressor’s types here as we are
looking for universal solution. The goal is to construct the model

y=xfB+¢ 1)

That gives accurate predictions of future responses. Here 8 <R,k > p+1 is the vector of
regression parameters and & is an error term.

In other words the problem can be formulated in the following way: let | < M is the index set
which defines the model (1), function f:M — Ris the fitness function, which evaluates

quality of the estimated model. Then model selection problem is optimization of the value of
fitness function:

max f(1) (2)
A few fundamental issues may occur during selection procedure:
- if |I|is too large number, then model (1) “overfits” the learning data sample, which

leads to an increase of the model accuracy for any other data sample;
- onother hand if |I| is too small number, problem of “underfitting” occurs;

- alarge number of predictors makes the optimization problem (2) too complex for real
time application.

2 METHODOLOGY

Model selection problem has been actively discussed in a statistical literature during past
decades. A lot of heuristic and deterministic approaches were developed and improved. In this
study we focus our attention on comparison of one of the common used stepwise variable
selection approach with genetic algorithm.

2.1 Genetic algorithm

A genetic algorithm is a heuristic for function optimization where the extreme of the function
cannot be established analytically. Genetic algorithm belongs to the larger class of
evolutionary algorithms (EA), which generate solution for optimization problems using
techniques inspired by natural evolution, such as inheritance, mutation, selection, and
crossover. Genetic algorithm promote “survival of the fittest”.

Given an initial population, often created randomly, the principal steps of a genetic algorithm
are:

1. Select parents from the current population to underdo genetic operations to form
offspring. This is done stochastically with preference assigned to individuals that yield
higher function values.

2. Apply genetic operations such as crossover, mutation and inversion to the selected
parents to form offspring. The operators are designed such that properties of the
parents are reproduced in the offspring.

3. Recombine the offsprings and current population to form new population.

These steps performed until some predefined stopping criterion is met. The selection method
from a population of potential solutions, with preference to “fittest” individuals. The
individuals in the population are often called “chromosomes” built out of “genes” that
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represent the properties of the individual, and the function to optimize the “fitness” function.
Each iteration is called “generation”.

The objective of variable selection for regression models is to find parsimonious models that
perform as well or better than the model that utilizes all available information. With this
objective in mind, we construct a measure of fitness for a selection of variables v. Given two
tagged sets of data, a training or construction set C, and a hold-out or selection set S, a
regression model m_(x) can be constructed using C, and evaluated using S. If the total

number of variables is p, and the number of variables in the selection v is n, we propose the
following fitness function:

f(v.C.9)=cs(mM) o= (3)

The first term rewards models with good performance, and the second term rewards
parsimonious models. The parameter p determines the weight that is placed on such a reward.

The genetic algorithm is configured by parameters such as: the fraction of the population to
undergo each genetic operation, the size of the population, the fitness function and the
stopping criteria. A predefined number of the best encountered individuals is returned as the
result of one run of the algorithm.

2.2 Stepwise model selection

Stepwise selection approach is well known selection process most commonly used during
model development. Stepwise selection is a variation of forward and backward eliminations.
We briefly summarize these methods.

Backward elimination begins with a full model consisting of all candidate predictor variables.
Variables are sequentially eliminated from the model until a prespecified stopping rule is
satisfied. At a given step of the elimination process, the variable whose elimination would
result in the smallest decrease in a summary measure is eliminated. Possible summary
measures are deviance or R?. The most common stopping rule is that all variables that remain
in the model are significant at a pre-specified significance level.

Forward selection begins with the empty model. Variables are added sequentially to a model
until a predefined stopping rule is satisfied. At a given step of the selection process, the
variable whose addition would result in the greatest increase in the summary measure is added
to the model. A typical stopping rule is that if any added variable would not be significant at a
predefined significance level, then no further variables are added to the model.

Stepwise selection is a variation of forward and backward eliminations. At each step of the
variable selection process, after a variable has been added to the model, variables are allowed
to be eliminated from the model. For instance, if the significance of a given predictor is above
a specified threshold, it is eliminated from the model. The iterative process is ended when a
pre-specified stopping rule is satisfied.

Unfortunately, any correlation among the independent variables causes this procedure to be
deficient. As a result, in the presence of multicollinearity, it’s impossible to determine
unambiguously the individual contribution of each variable enough to say which one is more
important and thus should be included first. For such models value of R*are biased high and
estimated standard errors are biased low. That is why we are looking for better alternative to
stepwise selection.
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3 EMPIRICAL STUDY

The objective of our study is to compare the performance of a regression model constructed
using the variable selection method based on the genetic algorithm with models constructed
using stepwise variable selection. In order to investigate relative performance methods were
applied to data sample of 87 000 of real observations containing 22 numerical predictors and
one binary outcome.

Genetic algorithm was programmed in R. The chromosomes were represented as binary
vectors, where the presence of a bit indicates the presents of corresponding variable in the
model. The genetic operators such as crossover, mutation and inversion were used and
selection was done by universal stochastic sampling. This also was used in selection of
individuals to replace in the fixed size population in the recombination step. Initialization was
random, and the stopping criteria was lack of improvement in the average value of Akaike
information criterion.

The generic algorithm ran for 80 generations. The fittest model was selected as the result of
method. At the same time, regression modes were constructed in SAS using stepwise variable
selection approach. Results of both methods are presented in the table 1 and table 2.

Table 1. AIC of models with variables selected by genetic algorithm

Number of Change in best
generations AlC AIC
10 83474.29
20 83447.90 -26.39
30 83390.90 -57.00
40 83346.32 -44.59
50 83292.36 -53.95
60 83239.45 -52.91
70 83087.71 -151.74
80 83087.71 0.00

Table 2. AIC of models with variables selected by stepwise

Selection method AIC of optimal model
Forward 11378.45296
Backward 11377.68883
Stepwise 11378.45296

Results of the study shows that models built on variables selected by genetic algorithm have
lower value of AIC and thus are better fitted to the sample. However, more deep analysis of
assigned parameters showed that there are highly correlated parameters and there is high risk
of multicollinearity. In other side models built using stepwise have higher AIC, but there is
very low risk of overfitting or multicollinearity.

Conclusions

The study deals with a problem of selection of predictors for parametric regression models.
There are few main problems associated with the said selection: too many variables can
overfit the model and significantly increase the time of the calculation. Other issue is caused
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by strong correlation between variables, which arises numerical problems and adds redundant
information into the model. In this study we have compared benefits of usage genetic
algorithm instead of classic stepwise approach. We have applied genetic algorithm to learning
data sample with large number of observations and compared its result to output of heuristic
stepwise applied to the same sample. Genetic algorithm sowed better result, however it does
not dials with problem of overfitting and multicollinearity.
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REGIONALNA KOMPARACIA OKUNOVHO KOEFICIENTU!
REGIONAL COMPARISON OF OKUN'S COEFFICIENT

Kvetoslava Surmanova

Abstrakt

V tomto Clanku sa venujeme analyze regionov Slovenska na Ucely porovnania citlivosti
nezamestnanosti k hospodarskemu rastu. Odhadujeme Okunov koeficient v jednotlivych
krajoch Slovenska. Pouzijeme metodologiu viacrovnicového modelu, presnejSie model so
zdanlivo nestvisiacimi nahodnymi zlozkami (SUR model). Vysledky analyzy poukazuju na
skuto¢nost, ze koeficient s najvysSou hodnotou 8,44 % vykazuje bratislavsky kraj a koSicky

v

KUPucové slova: Okunov koeficient, SUR model, nezamestnanost, rast HDP

Abstract

In this article we analyse regions of Slovakia in order to compare the sensitivity of
unemployment to economic growth. We estimate Okun's coefficient in individual regions of
Slovakia. We use the methodology of multiple equation model, more accurate model to
seemingly unrelated random component (SUR model). The coefficient with the highest value
8.44% spectrum is region of Bratislava and region of Kosice (with the exception region of
Trnava) the lowest 3.12%, suggesting labour market rigidities.

Keywords: Okun's coefficient, SUR model, unemployment, growth of GDP

1 OKUNOV ZAKON

V roku 1962 Arthur M. Okun prezentoval empiricky vyskum, v ktorom sa zameral na vzt'ah
miery nezamestnanosti arealneho produktu. Relacia tychto dvoch zakladnych
makroekonomickych veli¢in bola zalozené na vel'mi jednoduchych rovniciach, ktoré
zachytavali negativny vztah uvedenej relacie a bola pomenovand Okunov zakon. Postupne
bola tato teoria modifikovana ekondémami, ktori do povodného vzt'ahu miery nezamestnanosti
a realneho outputu dopinali elementy, s ktorymi sa v Okunovej analyze neuvazovalo.

1.1 Verzie Okunovho zakona

Pozname viacero verzii Okunovho zakona. Spomenme aspon dva najCastejSie pouzivané
sposoby, ako mozno zachytit’ relaciu medzi nezamestnanostou a rastom ekonomiky, ato
prirastkovu verziu a gapovu verziu. Uz sam Okun uviedol, zZe oba vztahy st problematicke.
Gapova verzia je spojena s problémom ziskania potencidlneho produktu a negativum videl
tiez vo vel'mi jednoduchych analytickych vztahoch. Knotek (2007) rozsiril teériu Okunovho
zakona o d’alSie modifikécie, konkrétne dynamicku verziu a verziu zaloZzenil na produkéne;j
funkcii.

Dynamika nemusi predstavovat’ len oneskorenie o 1 pozorovanie. Verzia zalozena na
produkénej funkeii kombinuje teoreticktl produként funkceiu s prirastkovou verziou.

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy VEGA ¢. 1/0285/14 "Regionalne modelovanie
ekonomického rastu krajin EU s dérazom na metddy priestorovej ekonometrie"
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Prirastkova verzia Okunovho zakona zachytdva zmenu Stvrtro¢nej miery nezamestnanosti
vo vzt'ahu so zmenou rastu outputu, o mdézeme zapisat’ nasledovne:

Au=a+b-(gGDP), 1)

kde Au je zmena v miere nezamestnanosti a gGDP je rast realnecho HDP. Parameter b Sa
nazyva Okunov koeficient. Podiel (-a/b) vyjadruje mieru rastu vystupu konzistentni so
stabilnou mierou nezamestnanosti. Uvedeny podiel rovnako vyjadruje ako rychlo musi rast’
ekonomika, aby sa zachovala dana miera nezamestnanosti.

Gapova verzia vyuziva velkost' potencidlneho produktu. Podl'a Okuna je vysoka miera
nezamestnanosti spojend s nevyuzitymi zdrojmi, ¢o znamend, ze skutony produkt sa
nachddza pod potencidlnym produktom. Tuto verziu Okunovho zédkona mdzeme analyticky
zapisat’ nasledovne:

u=a+bly —y), )
kde u je miera nezamestnanosti, a rozdiel (y* — y) vyjadruje medzeru v produkte.

2 DATA A REGIONALNE ROZDIEL

Problematika vzniku nerovnosti na regionalnej urovni (a nielen na nej) ma vyznam v Zivote
T'udi. Uroven je jednou z otazok, ktoré rezonuji v spolo¢nosti ina Slovensku. Empirické
Studie potvrdzujui, Zze prave redukcia uloh vlady z centrdlnej Grovne na regionalnu Uroven
prispieva K rastu zodpovednosti samosprav a d’alsich regionalnych institacii.

Miera nezamestnanosti patri medzi dolezité ukazovatele trhu prace ekonomiky nielen kazdého
Statu, ale tiez kazdého regionu. Prave preto je dolezitd nepretrzita snaha o znizovanie, resp.
udrzanie hladiny nezamestnanosti. Ciel'om tejto snahy je pozitivny vyvoj ekonomiky, hlavne
zvySovanie hrubého doméceho produktu.

Vstupom do Eurdpskej tUnie sa Slovensko zaviazalo k implementacii regionalnej politiky.
Ciel'om regionélnej politiky EU je znizovanie rozdielov medzi Giroviiami rozvoja jednotlivych
regidonov a zmiernenie zaostdvania menej rozvinutych regionov krajiny. V rdmci uvedeného
sa zameriavame na sledovanie rozdielov medzi regionmi vo vyske HDP a miery
nezamestnanosti. Slovensko je na trovni NUTS III ¢lenené na osem krajov, pricom tieto
uzemn¢ jednotky st prili§ heterogénne a neporovnatelné. A to nielen z pohl'adu komparacie
urovne konvergencie, ale i regionalnych disparit. Preto pri ich analyze mdézeme ocakavat
vyrazné rozdiely. Z tohto dovodu prinasa analyza na tirovni regionov podrobnejSie a bohatsie
vysledky v porovnani s analyzou realizovanou na turovni NUTS |, t. j. na celoslovenskej
urovni.

Pri komparacii regionov poukazujeme na rozdiely, pricom vyuZivame ukazovatele z relacie
Okunovho zakona, ktory analyzujeme niZSie. Zo skupiny ekonomickych ukazovatelov
regionalny hruby domaci produkt vyjadreného na 1 obyvatela v beznych cenach. A zo
skupiny socialnych ukazovatel'ov uvadzame priebeh miery nezamestnanosti vyjadrenej v
percentach.

Na vyvoji HDP v jednotlivych regionoch (obrazok 1) je zachyteny vidite'ny rozdiel medzi
bratislavskym krajom a ostatnymi regionmi Slovenska, pricom najnizsia celkova produkcia je
na vychode Slovenska, v preSovskom kraji. Z obradzku 1 je mozné pozorovat, ze ekonomika
sa v roku 2008 nachadzala vo vSetkych regionoch na vrchole hospodéarskeho cyklu, comu
nasledovalo kratke obdobie recesie. Kriza do produkcie krajov zasiahla rozdielne,
najvyraznejsi pokles produkcie bol zaznamenany v trnavskom a koSickom kraji, kde HDP na
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obyvatel'a v roku 2009 zaznamenalo pokles na uroven roka 2006. V trnavskom kraji za
vyraznym poklesom bolo zrejme strojarstvo, ktorého sucast’ou je aj automobilovy priemysel.

Obrazok 1 Priebeh HDP na obyvatel'a v krajoch SR za obdobie rokov 1995 - 2013
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Miera nezamestnanosti patri medzi zakladné ukazovatele trhu prace a z obrazku 2 mézeme
V trnavskom, trenc¢ianskom, zilinskom a nitrianskom kraji sa nezamestnanost’ pohybuje
blizko 10 percent. Kraje s najvySSou mierou nezamestnanosti nad 15 percent st koSicky,
banskobystricky a najvys$s$iu mieru ma preSovsky, pricom este do roku 2012 nim bol
banskobystricky. Z grafického priebehu je vidiet' narusSenie klesajucej tendencie v obdobi
krizy a zvySovanie miery nezamestnanosti, ktoré sa zastavilo aZ v roku 2013, kde dochadza
K opatovnému pozvol'nému poklesu.

Obrazok 2 Vyvoj miery nezamestnanosti v krajoch SR za obdobie rokov 2001 - 2013
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3 EMPIRICKA ANALYZA

Na analyzu pouzivame viacrovnicovy model so zdanlivo nestuvisiacimi ndhodnymi zlozkami
(SUR) a udajovu zakladiu pozostavajicu z ¢asovych radov je za obdobie rokov 2002 — 2013.
Tvar analyzovaného SUR modelu pre 8 krajov SR ziskame upravou vztahu (1) a to
nasledovne:

Au_BA; = c(11) + c(12) *gGDP _BA( + Utga
Au_TT; =c(21) + ¢(22) * gGDP_TT + Ucrr
Au_NR; =¢(31) +¢(32) * gGDP_NR; + Utnr
Au_TN; = c(41) + ¢(42) * gGDP_TN + Uty
Au_ZA; =c(51) + ¢(52) * gGDP_ZA + Uza
Au_BB; = c(61) + ¢(62) * gGDP_BB; + Uggs
Au_PO; =¢(71) + ¢(72) * gGDP_POy + Ugpo
Au_KE; = c(81) + ¢(82) * gGDP_KE; + Ugxe

kde kraje st oznafené nasledovne: BA — Bratislavsky kraj, TT — Trnavsky kraj, NR —
Nitriansky kraj, TN — Trenciansky kraj, ZA — Zilinsky kraj, BB — Banskobystricky kraj, PO —
PreSovsky kraj, KE — KoSicky kraj. Na modelovanie bol vyuzity softvér EViews 7.Vysledky
modelu uvadzame v tabulke 1.

Tabul’ka 1 Vysledky z odhadu SUR modelu

Okunov
Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. R? koeficient
BA| (C(11) 1,07 0.196903 5.449395 0.0000 |0,6439
C(12) -0,13 0.011894 -10.69204 0.0000 8,44
TT| C(21) 0,34 0.419574 0.815916 0.4176 |0,5819
C(22) -0,12 0.027450 -4.197162 0.0001 2,97
TN| C(31) 0,76 0.450336 1.678076 0.0982 |0,5728
C(32) -0,15 0.040478 -3.828705 0.0003 4,88
NR C(41) 0,95 0.642877 1.470242 0.1464 0,5013
C(42) -0,25 0.047164 -5.306128 0.0000 3,78
ZA | (C(51) 1,19 0.483000 2.459975 0.0166 |0,6346
C(52) -0,21 0.039396 -5.233605 0.0000 5,76
BB| C(61) 0,50 0.580821 0.866795 0.3893 |0,4059
C(62) -0,16 0.046884 -3.336746 0.0014 3,22
PO| (C(71) 0,71 0.669016 1.060661 0.2928 |0,2876
C(72) -0,16 0.031845 -5.150943 0.0000 4,33
KE | C(81) 0,75 0.409042 1.826952 0.0724 |0,6768
C(82) -0,24 0.032385 -7.393320 0.0000 3,12

Zdroj: vlastné vypocty

VSetky parametre su Statisticky vyznamné na hladine vyznamnosti do 1 %. Breuschov-
Paganov test? (BP = 110,055 je vi&sie ako x2(0,05; 28) = 41,33) o korelovanosti nahodnych
zloziek zamietol nulovll hypotézu a preto prijimame alternativnu hypotézu, t. j. sucasna
korelacia ndhodnych zloziek je vysoko pravdepodobna, ¢o znamend, ze na odhad modelu je
vhodna zovseobecnena metdda najmensich Stvorcov.

’B-P test vychadza z varianno-kovarian&nej matice Va(sur)- Podrobnejsie pozri IvaniCova a kol. (2012)
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Zaver

Zatial' ¢o ekonomicka teoria hovori o 2 — 3 % raste outputu, aby sa dosiahlo zniZzenie miery
nezamestnanosti, vysledky z naSej analyzy poukazuju na potrebu eSte vysSieho rastu,
priemerna hodnota za vSetky regiony je priblizne 4,56 %. Najvyssiu mieru rastu ekonomiky,
kraj. Mozeme skonstatovat’, ze dosiahnuté vysledky koresponduji s vyvojom v regionoch,
ktory je zachyteny na obrazkoch 1 a 2. Zaujimava je hodnota 2,97 % pre trnavsky kraj, kde by
ocakavania mohli byt priblizne na hodnote vysSej ako nami ziskand priemerna hodnota rastu.
Typickymi problémami pri vyskume na Grovni regiénov je v prvom rade ziskavanie
relevantnych udajov a ich nedostupnost’ na prislusnej regionalnej urovni. Rovnako sa mézeme
stretnt s problémom ich oneskoreného publikovania. Prave aplikdciou SUR modelu —
spojenim regionalnych Statistik do 1 modelu sme zabezpecili dostato¢ny pocet pozorovani,
ktory by bol v pripade analyzy samostatnych krajov nepostacujuci (len 12 pozorovani).
Nespornou vyhodou SUR modelu je skuto¢nost, ze pri odhade modelu je okrem vzt'ahu
zavislej a nezdvislych premennych obsiahnutd informécia o faktoroch, ktoré st pre vsetky
zlucené prierezové jednotky spolocné (legislativa, atd’.).

Problematika vzniku nerovnosti na regionalnej urovni (a nielen na nej) ma vyznam v zivote
T'udi. Uroven je jednou z otazok, ktoré rezonuji v spolo¢nosti ina Slovensku. Empirické
Studie potvrdzuju, ze prave redukcia tloh vlady a z centralnej urovne na regionalnu Groven
prispieva Kk rastu zodpovednosti samosprava a d’alSich regionalnych institucii.

Miera nezamestnanosti patri medzi dolezité ukazovatele trhu prace ekonomiky nielen kazdého
Statu, ale tiez kazdého regionu. Prave preto je dolezitd nepretrzita snaha o znizovanie, resp.
udrzanie hladiny nezamestnanosti. Ciel'om tejto snahy je pozitivny vyvoj ekonomiky, hlavne
zvySovanie hrubého doméceho produktu.

Zaujimavym rozsirenim uvedeného modelu by bolo zakomponovat’ informéciu o krize, ktoréa
sa prejavila po roku 2008, prip. do modelu doplnit’ informaciu o prerozdel'ovani finanénych
prostriedkov zo Strukturdlnych fondov, ktoré st zdkladnym finanénym nastrojom regionalne;j

politiky.
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SYSTEMY DOCHODKOVEHO ZABEZPECENIA®

SOCIAL SECURITY SYSTEMS

Karol Szomoldanyi

Abstrakt

Socialna politika vytvarania dochodcovskych systémov v skupine krajin VysSehradskej
Stvorky nie je Casovo konzistentna. V tejto praci sa pokusime zodpovedat’ na otazku, preco je
to tak. Modelmi vSeobecnej rovnovahy formulujeme rbézne systémy dochodkového
zabezpecenia a rozsirenim modelov o realistické prvky diskutujeme ich vyhodnost’. Jednou z
nevyhod fondového systému su lobistické politické tlaky na déchodcovské fondy, ktoré
¢iastocne kontroluje verejny sektor. Tieto tlaky mozu pochddzat’ priamo od fiskalnych autorit
a povazujeme ich za dovod nizkej udrzatelnosti fondového ¢i kombinovaného systému
Vv postkomunistickych krajinach.

KPucové slova: systémy dochodkového zabezpecenia, krajiny Vysehradskej Stvorky, model
v§eobecnej rovnovahy

Abstract

Social security policy of the Visegrad Four country group is time inconsistent. In the paper we
attempt to explain this inconsistency. Using general equilibrium models we form different
social security systems and by augmenting by realistic features we discuss an expedience of
different systems. One of disadvantage of funded system is that pension funds provide a
tempting target for lawmakers and lobbyists. We consider this political interference to be a
reason of low sustainability of funded or combined pension security system in post-
communist countries.

Keywords: social security systems, Visegrad Four countries, general equilibrium model

1 UVOD

V beznych médidch na Slovensku ale aj v okolitych krajinach (VySehradskej Stvorky) je
predmetom diskusii efekt roznych dochodkovych systémov uz dlhSie ako desatrocie.
Slovenské vlady postupne presli od priebezného déchodkového ku kombinovanému systému,
a pravidelne koriguju existujuci legislativny stav moznost'ami spédtnych prechodov ob&anov
smerom z fondového do priebezného systému a regulaciami fondového systému. Dalgie tri
krajiny VySehradskej skupiny tiez zaviedli kombinovany dochodkovy systém, aby sa po Case
vratili k povodnému priebeznému systému. Jedine v Ceskej republike si sporitelia mohli
dobrovolne ponechat” svoje tspory, ak sa vzdali zodpovedajicej Casti buducej velkosti
dochodku. Z tejto Casovej nekonzistencii socidlnej politiky vyplyvaji dve otdzky: Ktory
dochodkovy systém je vyhodny? Co spdsobuje Easovii nekonzistenciu socialnej politiky?

Na tieto dve otazky hlada odpoved tato praca. V druhej kapitole modelovo definujeme

a formulujeme dochodkové systémy. Uvazujeme systém bez dochodkového zabezpecenia,
priebezny doéchodkovy systém a fondovy dochodkovy systém. V priebeznom systéme

! Prispevok vznikol s podporou projektu VEGA 1/0444/15 "Ekonometrickd analyza produkénych moznosti
ekonomiky a trhu prace na Slovensku".
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zamestnanci zaplatia odvody, ktoré sa prerozdelia medzi déchodcov. Vo fondovom systéme
zamestnanci povinne sporia prostriedky, ktoré po zhodnoteni trhovou cenou vyuziju
v dochodcovskom veku. Kombinovany systém je kombinacia priebezného a fondového
ddchodcovského systému. Formulacie zodpovedaji triede modelov vieobecnej rovnovéhy.?
V diskusii nenajdeme jasni odpoved prvu otazku. V rozsireniach modelov o realistické prvky
ziaden zo systémov nie je Pareto efektivny a kazdy ma svoje vyhody a svoje nevyhody.
Jednou z nevyhod fondového systému st rdzne politické tlaky na sposob spravovania fondov.
Tieto tlaky moézu pochadzat zroznych lobistickych skupin ale aj, ako argumentujeme
v diskusii, od samotnych fiskalnych politickych autorit. Pripadny prevod fondov sporitel'ov
do verejného rozpoctu méze autoritam pomdct’ kratkodobo vylepsit’ fiskalnu poziciu krajiny.
Znasho pohladu je toto dovod, preCo kombinovany alebo fondovy systém je tazko
udrzatel'ny v postkomunistickych politickych redliach.

2 MODELY DOCHODKOVYCH SYSTEMOV

Uvazujme pridelova realnu ekonomiku s mnohymi spotrebitel'mi, ktori ziji dve obdobia.
Pridel spotrebitel'a ozna¢ime symbolom Yy, jeho spotrebu symbolom c. Tieto premenné
meriame V jednotkach spotreby. Spotrebitel’ si smie zo svojho pridelu y v prvom obdobi
usporit’ ¥ — C jednotiek, ktoré moze pozicat’ inému subjektu (spotrebitel'ovi) s rovnovaznou
trokovou mierou r°. V malej otvorenej ekonomike spotrebitel nedokdze ovplyvnit
rovnovaznu urokovi mieru. Spotrebitelia maju rozny vek. Kedze uvazujeme o dvoch
obdobiach, mézeme ich demograficky rozdelit’ na juniorov a seniorov. Juniori sa narodili v
st¢asnom obdobi a maju pred sebou dve obdobia Zivota. Seniori sa narodili v minulom
obdobi a v stcasnosti ziji posledné obdobie. Predpokladdme, Ze stav populdcie v ekonomike
rastie konStantnou mierou n. Juniorov je v ekonomike 1+n krat viac ako seniorov a plati:

Ny. =(1+n)N, (1)

Rovnica (1) opisuje demograficki dynamiku v ekonomike. Spotrebitel'ovu si¢asni hodnotu
realneho zivotného blahobytu (d’alej len blahobytu) mozno zmerat funkciou uzitoc¢nosti
U(ct,Ci+1), ktora je rastuca a konkavna v oboch premennych a zodpoveda Inadovym (1963)
podmienkam.

2.1 Systém bez dochodkového zabezpecenia

V pripade neexistencie kolektivneho prerozdelenia pridelu spotrebitela mozno jeho sti¢asnu
hodnotu Zivotného realneho rozpoctového ohrani¢enia (ohranicenia) napisat’ v tvare:

C Yy
C +— =y T 2
e @)

Na pravej strane ohraniCenia (2) je sucasna hodnota realneho Zivotného bohatstva w
(bohatstvo). Spotrebitel riesi tlohu:

U"=max[U(c,.c.,)]

Ct vct+1

vzhl'adom na (2). Zmena bohatstva w ma prijmovy efekt na spotrebu ¢ v oboch obdobiach
a teda aj na blahobyt U.

2 Pozri Lukégikova (2004).
3 Pozri Lukégik (2012).
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2.2 Priebezny déochodkovy systém

Spotrebitelia sa dohodnt zriadit’ priebezny systém doéchodkového zabezpecenia. Kazdy junior
uhradi x jednotiek produkcie. Z celkového mnozstva, ktoré sa vyzbiera od juniorov Ni1X, Sa
rovnomerne rozdeli medzi N; seniorov. Pridel, ktory pripadne na seniora ozna¢ime pismenom
b: Nib = Nwix. Seniorovi sa v danom obdobi zvysi bohatstvo o b jednotiek a prijmovym
efektom sa mu zvysi blahobyt. Juniorove bohatstvo sa zmeni na:

Wp =W+ m (3)
(1+r)(1+n)

Juniorovi sa zvysi bohatstvo vtedy a len vtedy, ak urokova miera je vysSia ako miera rastu

prace. Priebezny dochodkovy systém je Pareto efektivny, ak r > n. Je to mozné preto, ze

priebezny dochodkovy systém umoziiuje stcasne zijucim spotrebitel'om obchodovat so

spotrebitel'mi, ktori sa eSte nenarodili.

2.3 Fondovy dochodkovy systém

Ak je tirokova miera nizsia ako miera rastu populacie, je systém priebezného dochodkového
zabezpecenia nevyhodny. Analyzujme alternativny systém.

Spotrebitelia sa dohodntl na zriadeni fondového systému dochodkového zabezpecenia. Kazdy
junior je povinny usetrit’ si f jednotiek produkcie do d’alsicho obdobia. Tieto prostriedky budu
zhodnotené ako vSetky spory trokovou mierou r. V d’alSom obdobi junior spotrebuje svoje
povinné uspory v hodnote f(1 + r). Bohatstvo spotrebitel'ov sa nezmeni.

Optimalne rieSenie ulohy spotrebitel'a moze pri relativne nizkom pridelu v prvom obdobi
a relativne nizkej urokovej miere generovat’ zaporné uspory y; — ¢; < 0. Pre takéhoto juniora
je fondovy dochodkovy systém nevyhodny, pretoze je povinny si usporit, aj ked” to pre neho
nie je optimalne. Jeho blahobyt sa zniZi. Preto fondovy systém vo vSeobecnosti nie je Pareto
efektivny.

3 DISKUSIA

K celkovému obrazu vyhodnosti a nevyhodnosti jednotlivych systémov doplnime model
o realistické prvky. Podl'a modelu je Pareto efektivne zvolit’ priebezny dochodkovy systém,
ak urokova miera je vySSia ako miera rastu populacie. Tento vysledok nie je relevantny, ak
v modeli uvazujeme nekonecne dlho zijuce rodiny namiesto spotrebitel'ov, ktoré mdzeme
interpretovat’ ako podobné entity, akym je S$tat. TieZ si moZzu zvolit' vlastné systémy
dochodkového zabezpeenia, podla ich aktualne; demografickej pozicie a podla aktudlnej
urokovej miery, za ktorl sa zhodnocuju rodinné uspory. Mozno predpokladat, Ze rodiny na
rozdiel od Statu dokazu efektivne pruzne menit’ systém zabezpecenia podla potreby. Barro
(2007) argumentuje, ze vzrast priebezného dochodkového systému od 30-ych rokoch
minulého storo¢ia velmi zoslabil rodinni sudrznost’ a starostlivost’ dospelych deti o ich
rodi¢ov v dochodkovom veku. Na druhej strane Williamson (2014) dévodi, ze politika bez
dochodkového zabezpecenia nie je doveryhodna (€asovo konzistentna) podla tedrie Kydlanda
a Prescotta (1977). Existuje socidlne nizka vrstva rodin s vierou, Ze ich politické autority
nenechaji zaopatrené a preto zvolia stratégiu, v Ktorej si finan¢ne nezabezpecia svoje dozitie.
V skutocnosti, v dneSnom svete nie je doveryhodnd politika nezaopatrenia l'udi v nudzi.
Systém bez dochodkového zabezpecenia nie je Pareto efektivny.

Doepke a spoluautori (1999) predpovedaji prechod z priebezného déchodkového systému na
fondovy v mnohych eurdpskych krajinach s demografickou krizou. Autori uvadzaju priklad
Nemecka. Skuto¢ne vsSetky Styri Staty Vysehradskej skupiny reformovali vyplacanie
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doéchodkov a (na ¢as) zvolili kombinovany systém. Ale preco napriklad Nemecko doteraz
nereformovalo svoj systém? PreCo sa tri zo Styroch vySehradskych Statov vratilo k Cisto
priebeznému systému?

Williamson (2014) predpoveda demografickt krizu v USA podobnu v Eurdpskych Statoch za
desatrocie, no napriek tomu neodporuca prechod na fondovy dochodkovy systém. Uvadza
ktomu dva dovody. Prvy dovod je, ze verejné (alebo vladou kontrolované sukromné)
penzijné fondy nie su z politickych dovodov spravované efektivne. Pritomnost’ obrovskych
aktiv pod kontrolou verejnosti je teréom zdujmu réznych lobistickych skupin a zdkonodarcov.
Williamson uvadza priklad Kanady s kombinovanym systémom, kde st fondy ter¢om skupin,
ktoré obhajuju socialnu zodpovednost' investovania. Podla tedrie socialnej zodpovednosti
investovania mozno zmenit’ spravanie firiem smerovanim investicii pre¢ od tychto firiem.
Napriklad tabakovy priemysel je typicky ciel’ socidlne zodpovedného investovania. Aj ked’
socidlne zodpovedné investovanie ma vznesené ciele, obmedzenie investicii nie je efektivne.
V horSom pripade sa méze odrazit’ na znehodnoteni starobnych déchodkov.

Do tejto kategdrie lobistickych tlakov na Sporiace fondy radime aj politické aktivity
vySehradskych krajin. Mad’arsko a Pol'sko priamo znarodnili fondové uspory a presli do
priebezného systému. Ceska republika ponukla fondy vratit' obdanom, ktori sa vzdaju &asti
svojho déchodku v starobe. Sti¢asna vlada pravidelne otvara obyvatel'om moznost’ prechodu
z fondového systému do priebezného. Politické autority v tychto krajindch st k tymito
krokom motivované snahou kratkodobo vylepsit' fiSkalnu poziciu $tatov na tukor sporitel'ov.
Prevedenie prostriedkov z fondov do verejného rozpoctu je kratkodoby ale vyznamny prijem
Statu. Je to dalsi — hrubsi — priklad lobistickych tendencii siahnut’ na fondy ¢iastocne
kontrolované verejnostou.

Druhym Williamsonovym dévodom je znamy problém moralneho hazardu. Moralny hazard
je prvok v poistovnictve, podl'a ktorého jednotlivec zabezpefeny proti konkrétnej strate je
menej opatrny v predchadzani tejto straty. V tomto pripade moralny hazard je sklon
manazérov fondovych spolo¢nosti riskantne investovat’ s vedomim, Ze stikromné fondy st do
istej vySky vladou garantované. Problém moralneho hazardu vedie k d’alSim regulaciam, ktoré
vo vSeobecnosti negeneruju efektivne rieSenie. ,,Vladna garancia fondového systému
aregulacia potrebna na zamedzenie moralneho hazardu generuje naklady, pri ktorych je
preferovany priebezny systém.“ V skutocnosti sme na Slovensku svedkami postupného
zvySovania regulécii spravovania dochodcovskych fondov.
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METODY KONTRAFAKTUALNI EVALUACE

CONTRAFACTUAL EVALUATION METHODS

Michal Svarc

Abstrakt

Cilem toho dokumentu je poskytnout ctenafim struény tvod do metod kontrafaktualni
evaluace vyuzivajicich regrese a ukazat jejich vyuziti na skute¢ném projektu. Jako vhodny
projekt Kk aplikaci téchto metod byl vybran jeden z projekti poskytujicich staze, ktery by
realizovany Fondem dal$iho vzd€lavani a financovan z velké c¢asti Evropskym socidlni
fondem. Hlavnim cilem projektu bylo zlepseni konkurenceschopnosti u¢astnikti projektu na
trhu prace ato diky moznosti nabyt nové pracovni zkuSenosti a zlepsit si své soucasné
dovednosti. V tomto ¢lanku jsou pouzity tii metody odhadu efektl projektu, a to metoda
Difference in Differences, Fixed Effects Estimator a Propensity Score Matching.

Kli¢ova slova: Kontrafaktualni evaluace, Difference in Differences, First Differenced
Estimator, Fixed Effects Estimator.

Abstract

The main purpose of this document is brief introduction to regression based methods for
counterfactual evaluation methods and their application on real project effects evaluation. As
an appropriate project for demonstration was selected one of the trainee programs realized by
Fund of Further Education and funded mainly by means of the European Social Fund. The
main aim of this project was improving participant’s competitiveness on labor market via
improving theirs skills and enhancing theirs work experience. This paper shows tree methods
(Difference in Differences estimator, Fixed Effects Estimator and First differences Estimator).

Keywords: Counterfactual evaluation, Difference in Differences, First differenced Estimator,
Fixed Effects Estimator.
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1 METODY KONTRAFAKTUALNI EVALUACE

Koncept kontrafaktualni evaluace se opird pievazné o kvantitativni piistup, ktery vyuziva
experimentl ¢i kvazi-experimentd, a jehoz zakladni princip spociva v porovnavani vysledkt
jedincti rozdélenych do dvou skupin, pficemz jedinci v jedné skupiné jsou vystaveni
intervenci a jedinci ve skupiné druhé jsou ponechani bez jakéhokoliv dal§iho vnéjsiho zasahu
svému pfirozenému vyvoji. Samotny pojmem Kkontrafaktual (contrafactual) oznacuje
hypotetickou situaci, ktera by nastala, kdyby u osoby v intervenované skupiné mohly byt
pozorovany vysledky vyvoje, jakoby do intervence zapojena nebyla. Takovato situace je
ovSem nerealna, protoze jedna a ta sama osoba nemuze soucasné intervenci absolvovat i
neabsolvovat.

Efektd intervence je v pfipadé téchto empirickych metod pfipisovan rozdilu mezi zménami
pozorovanych vlastnosti u osob v intervenované¢ a kontrolni skupin€. Pojem Avarage
Treatment Effect (ATE) oznacuje odhad vlivu intervence na pozorované proménné a je
modelovavan jako stfedni hodnota rozdilu mezi vysledky jedincii, kdyby na né pisobila
intervence (y1) a vysledkt jedinct kdyby byli bez intervence (yo).

ATE = E(y1 — Yo)

Takovato situace bohuzel ve skute¢nosti nenastava a tak, aby bylo mozno takto usuzovat o
efektech intervence, musi platit, ze jak osoby jsou do skupin rozdélovany nahodné a zaroven
osoby v jednotivych skupindch 1ze povazovat za vzorek, které je nezavisly a stejné rozdéleny.
Tento ptedpoklad je v literatufe nazyvan jako Stable unit treatment value assumption
(SUTVA).[1]

Pokud jsou ob& dvé vySe jmenované podminky splnény, pak je moZzno vyjadfit nestranny a
vydatny odhad vlivu intervence jako rozdil stifednich hodnot pozorovanych vlastnosti u osob
intervenovanych a u osob bez intervence.

ATE = E(y1) — E(yo)

BohuZel v praxi, a zejména v pfipadé intervence v oblasti socialni politiky, se takovéto
situace, kdy jedinci jsou rozdélovani ndhodné, objevuji velmi zfidka. V drtivé vétSine pripada
je findlni rozhodnuti, zda se jedinec zapoji nebo nezapoji do intervence, ponechano na jedinci
samém, a v takovémto piipad¢ jedinec kalkuluje s ocekavanym piinosem zapojeni se do
intervence. Tento problém je nazyvan jako Self-Selection Problem.[2]

MozZnym feSenim celého problému je zavedeni dalSiho pfedpokladu, které byva oznacovan
jako Ignorability of Treatment (I0T). Pokud piedpokladame, Ze jsou k dispozici dodate¢né
informace o jedincich (obsaZzené v charakteristickém vektoru X), na zakladé kterych je mozné
rozhodnout, zda jedinec nalezi do kontrolni skupiny nebo do skupiny intervenovanych osob,
je mozné tvrdit, ze vysledek s intervenci i bez intervence je nezavisly na intervenci, ale
spole¢né s intervenci samotnou zavisi na charakteristickém vektoru jednotlivce.

Diky tomuto pfedpokladu lze primérny efekt intervence pro dany profil jedince vyjadrit jako
podminénou stiedni hodnotu rozdili pozorovanych vlastnosti u obou skupin osob prave
zminovanym charakteristickym vektorem.

ATE(x) = E(y; — yolx)
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1.1 Difference in Differences (DiD)

Metoda Difference in Differences, Cesky nazyvana jako metoda rozdilu v rozdilech, je
aplikovatelna jak v piipadé, Ze jsou k dispozici panelova data, tak i v pfipad¢ data typu
pooled-cross section. Metoda porovnava vysledky kontrolni (y¢ ) a intervenované skupiny
(¥r1) pted intervenci (prvni diference) s vysledky kontrolni (. ,) a intervenované skupiny
(¥r2) po intervenci (druha diference), pficemz data mohou byt jak experimentalniho, tak i
kvazi-experimentalniho ptuvodu. Pramérny efekt intervence lze ziskat tedy takto:

ATE = (¥r2 —¥c2) — (Ura — Ve,

ekvivalentné lze tento vztah zapsat i takto:
ATE = (3_’T,2 - 3_’T,1) - (3_’6,2 - )76,1)-
Tvar regresni rovnice pro odhad metodou DiD je nasledujici:
yit = :80 + 60d2t + ﬁldTi + 61(d2thl) + axi,t + u,l',t | l = 1,2, N, t = 1,2

Proménnd dT; je bindrni proménnou, kterd nabyva hodnoty 1, pokud jedinec je zatazen do
intervenované skupiny. Proménnd d2; je rovnéz binarni proménnou, které ovSem urcuje
obdobi. Pokud je jeji hodnota 1, pak se jednd o obdobi po intervenci a naopak, pokud je jeji
hodnota rovna nule, jednd se o obdobi pfed intervenci. Vektor x;, je charakteristickym
vektorem jedincd. Efekt intervence je v ptfipad¢ regresni rovnice reprezentovan hodnotou
koeficient 6;.

Predpoklady pro uziti této metody jsou celkem tfi. Zaprvé je predpokladano, ze zkoumana
vlastnost by se u obou skupin vyvijela v Case totozn¢, kdyby nebylo intervence. Druhy
predpoklad tika, ze intervence puisobi pouze na intervenované jedince a nikoliv na jedince
Z kontrolni skupiny. Posledni pfedpoklad tiké, ze efekty intervence se projevuji v dob¢, kdy
jsou méfeny.[3]

1.2 First Differenced Estimator (FD), Fixed Effects Estimator (FE)

V piipad¢€, ze jsou k dispozici panelova data, lze pro odhad efektli intervence pouzit First
Differenced Estimator. Jsou-li tedy k dispozici udaje o jedincich v jednotlivych casovych
okamzicich, lze zavést pojem nepozorovatelny fixni efekt jedince, ktery je pro kazdého
jedince jiny, avSak v ¢ase neménny. Tento nepozorovatelny fixni efekt si Ize predstavit jako
povahové vlastnosti nebo genetické dispozice dan¢ho jedince. Pro ucely lep$i srovnatelnosti
s predchozi metodou bude uZzito stejnych proménnych i odhadovanych koeficientii pro zapis
regresni rovnice:

yit = BO + 60d2t + ﬁldTi + 61(d2thl) + axi,t + al' + ui’t | i = 1,2, N, t = 1,2

V takto specifikované rovnici se objevuje nové pouze proménnd a;, kterd oznaCuje pravé
nepozorovany fixni efekt jedince (alternativné nepozorovanou heterogenitu). Tato
nepozorovana heterogenita je eliminovana v modelech zabyvajicich se touto problematikou
(Fixed effects models, Random effects models) postupem, ve kterém se ptechdzi od
jednotlivych pozorovani k diferencim mezi dvéma obdobimi. Pokud jsou k dispozici pouze
dve obdobi, pak First Differenced Estimator a Fixed Effects Estimator jsou totozné.
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Pokud zapiSeme vySe uvedenou rovnici nejprve pro druhé obdobi:
Viz = Bo+ 8+ p1dT; +6:(dTy) + ax;2 +a; + u;p | i =1,2,..N,t = 2,
a poté pro prvni obdobi:
Yin= Po+ BdTi + ax;y +a;+ u; |[i=1,2,..N, t =1,
a nasledné je od sebe odecteme, dostaneme tuto rovnost: pro
Ay; = 6o+ 6:(dT;) + alx; + Au;1 |i=12,..N,

¢imz je nepozorovatelny fixni efekt eliminovan a zkoumany efekt intervence je reprezentovan
koeficientem §;.

Pro svou podobnost s metodou DiD je tento zptisob ob¢as oznaCovan jako zvlastni ptipad
uziti metody DiD. Urc¢itou nevyhodou tohoto postupu je fakt, Ze tato metoda eliminuje vliv
Vv Case konstantnich proménnych z charakteristického vektoru jednotlivce.

2 OPROJETKU

Projekt Staze ve firmach — vzdélavani praxi byl realizovan Fondem dalSiho vzdélavani
vletech 2012 az 2014. Dle projektové zddosti je hlavnim cilem projektu zavedeni
inovativniho zptsobu dalsiho vzdélavani ob&anu Ceské republika, a tim zlepsit jejich
postaveni na trhu prace. Nastrojem, kterym ma byt tohoto cile dosazeno, byly prave staze ve
firmach.

Velmi zjednoduSené lze zakladnim princip fungovéani projektu popsat takto. Pro kazdou
typovou pozici (napiiklad existovala typova pozice ARCHITEKT) byla piipravena tzv.
Sablona, ve které bylo specifikovano, co se stdzista ma naucit, jaké vybaveni ma mit dispozici
ke stazi dle této Sablony, jaka je Casova dotace na mentora, ktery se ma stazistovi vénovat po
Cas staZe, ale 1 nezbytné vstupni znalosti a dovednosti pro osoby, které chtéji staz dle této
Sablony absolvovat. Na zakladé této ramcové specifikace bylo firmdm umoznéno vypisovat
Karty stazi, coz byly vice méné inzeraty dostupnych stazi, které mély byt realizovany u firmy,
jez je vypsala, a musely spliiovat vSechny naleZitosti specifikované Sablonou, podle které byla
karta stdze vypsand. Pokud firma a karta stdZze spliiovala vSechny podminky projektu, byla
vystavena na web projektu, kde byla dostupnd Siroké vetejnosti. Zajemci se poté mohli
ptihlaSovat k vypsanym a vystavenym kartdm staZi. Pokud uchaze¢ o stdz spliioval podminky
definované Sablonou, byl schvalen a zajemce se stal jednim z kandidath pro zvefejnénou kartu
staZze (nabidku staZze). Firma, jeZ vypsala kartu stdZe, si poté vybrala z kandidati toho
nejvhodnéjsiho, které dostal moznost absolvovat stdZ v dané firma a na dané pozici. Pokud
vSe probehlo dle reguli projektu, firma po skonceni stdze obdrzela od realizitora projektu
finan¢ni nahradu za naklady, které ji s realizovanim staze vznikly. VySe téchto nékladi byla
specifikovana pro kazdou typovou pozici individudlné jiz v Sabloné staZe. Rovnéz stazistovi
byly hrazeny naklady spojené se stazi, jako stravné, cestovné a piipadné 1 ndklady spojené
S ubytovani).

Dle projektoveé zadosti byly stanoveny benefity projektu pro osoby stazistii nasledujici:
e lepsi moznost uplatnit se na trhu prace,

e moznost ziskat lep$i finan¢ni ohodnoceni.
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2.1 Dostupna data z projektu

Jednotlivé zdroje dat pro ucely kontrafaktudlni evaluace projektu lze klasifikovat do dvou
skupin, a to do skupiny internich datovych zdroji a do skupiny externich datovych zdrojt.

V ramci projektu vznikl informacéni systém, ktery slouzil jako evidenéni a administrativni
nastroj pro cely projekt a je proto povazovan za interni datovy zdroj. Z tohoto systému byly
pro analyzu pfevzaty zejména informace o v€ku, pohlavi, nejvyssi dosazené vzdélani, datu
registrace osoby do systému, a pocet podanych piihlasek ke kartdm stazi. Dal§im internim
zdrojem dat byly evaluacni dotazniky, které fungovaly nejen pro ucely evaluace celého
projektu, ale 1 pro monitoring prub¢hu stazi. Z téchto dotazniki byly pfevzaty zejména
zdrojem dat bylo telefonické dotazovani jak osob absolvujicich staz, tak i1 osob, jez byly
zatazeny do kontrolni skupiny. Zde bylo od osob zjistovano, jaky ekonomicky status a piijem
z vydelecné ¢innosti méely pied a po skonCeni staze.

Jako externi zdroje dat poslouzily statistické rocenky Ministerstva prace a socialni véci, ze
kterych byla ptevzata data o mife nezaméstnanosti v jednotlivych okresech v daném case. Pro
sparovani udajii o okresech S mistem trvalého bydlist¢ byla vyuzita sluzba spojenosti Google
konvertujici adresy do standardizovanych formétii véetné PSC. To bylo posléze pouzito,
spole¢nd se seznamem Ceské posty, jako kli¢ pro mapovani bydlisté osob na data ze
statistickych rocenek.

3 DESIGN KONTRAFAKTUALNI EVALUACE A VYSLEDKY

Osoby, které dostaly moznost absolvovat staz v ramci projektu Staze ve firmach — vzdélavani
praxi a zarovenl stdz i UspéSné dokonCily, jsou v nasledujici ukézce aplikace regresnich
kontrafaktualnich metod zafazeny do skupiny s intervenci. Osoby, jez projevily zajem o staz
tim, Ze podaly ptihlasku k vypsané karté stdze, avSak nedostaly moznost se stdze zucCastnit, a
to jak z divodi toho, Ze nesplnily vSechny podminky projektu nebo nebyly vybrany firmou
jako nejvhodné;jsi kandidat pro staz, byly zatazeny do kontrolni skupiny.

U obou skupin osob byly pomoci telefonického dotazovani (CATI) zjistovany mimo jiné
informace o jejich ekonomickém statusu v dobé pted a Sest mésici po stazi, ale i jejich ptijem
z vydéle¢né Cinnosti. Tyto informace poslouzily jako zdkladni vstupy pro modelovani efektu
intervence.

Urcitou slabinou takto designovaného modelu kontrafaktudlni evaluace je skutecnost, ze
osoby, které nedostaly moznost stdZz absolvovat, mohou mit v priméru mensi schopnost
prosadit se na trhu prace nez osoby, které byly firmou poskytujici stdze ke stazi vybrany jako
vice vhodné. Tuto hypotézu ovSem na zékladé¢ dat o jednotlivych osobach ani na zakladé
vysledk modelt kontrafaktualni evaluace nebylo mozno potvrdit.

Pro modelovani vlivu stazi na piijem z vydéle¢né Cinnosti byly vyuzity kromé nezbytnych
proménnych oznacujicich Casové obdobi a pfislusnost jedince do dané skupiny 1 dalsi
proménné pro charakteristicky vektor jedincti. Mezi tyto proménné se fadi sada binarnich
proménnych oznacujicich ekonomicky status osob. Dal§i uZitou proménnou je mira
nezaméstnanosti v okrese bydlisté dané osoby, vék dané osoby, pocet piihlasek podanych ke
kartam staze, nejvyssi dosazené vzdélani dané osoby, pohlavi a doba od zahajeni projektu
k podani prvni piihlasky ke kart¢ stdze. Smyslem posledni proménné je v tomto piipadé
zohlednéni vlivu riznych etap projektu na efekty stazi. V pribéhu realizace projektu se totiz
zptisiovaly podminky pro realizaci stazi.
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Na zaklad¢ dostupnych a vybranych proménnych byl specifikovan regresni model dle
Difference in Differences piistupu takto:

revi, =  +pigroup; + Brtime, + B3(group;time,) + Peco_osvc;,
+ Pseco_nezam;, + Pceco_neak;, + P,eco_stud;,
+ pgproject_phase;. + Pounepm_rate;. + fioage;: + ﬁllageft
+ fi2applic; + P13 applici2 + pisoutlier;, + Pisedu_ZS;,
+ Preedu_SS_vl; + f1,edu_SS_od;, + Bigedu_SS_gym;,
+ f1oedu_SS_vos;. + Proedu VS;, + [r1gen;+ u;y,

a regresni model eliminujici nepozorovatelné fixni efekty jedincii dle metody first differenced
estimator, ve které byly ovSem zohlednéni i vy$e zminiované proménné, které jsou sice v Case
nemeénné, ale pro modelovany efekt stdze nezbytné.

Takto specifikované modely byly nejprve odhadnuty pro vSechny osoby. AvSak odhadnuté
hodnoty zkoumaného parametru vyjadiujiciho efekt stdze disponovaly pomérné velkou
smérodatnou chybou, takze spodni hranice intervalu spolehlivosti® leZela v zaporné &asti osy
realnych ¢isel a horni hranice intervalu spolehlivosti naopak v kladné casti. A¢ model
vykazoval dobré charakteristiky vzhledem k testim sprévnosti specifikaci, nebylo mozno nic
fici o vlivu stazi na pfijem osob z vydéle¢né Cinnosti. Z tohoto diivodu byly osoby rozdéleny
do skupin, podle jejich ekonomického statutu v dobé kdy podaly ptihlasku ke stazi. Vznikly
tak dvé skupiny osob. Prvni skupina ¢itala osoby, jez byly v dobé podani prihlasky k vypsané
karté stdze zaméstnanci nebo osobami samostatné vydéle¢né ¢innymi. V druhé skupiné osob
pak byli jedinci, kteti byli nezaméstnani, pfipadné osoby ekonomicky neaktivni ¢i studenti.

Po tomto rozc€lenéni osob do skupin se jiz zkoumané koeficienty vyjadiujici primérny efekt
staze na piijem zvydélecné cCinnosti ukazaly jako vice vypovidajici. V ptipadé¢ osob
zaméstnanych a samostatné vydéle¢né ¢innych byla hodnota zkoumaného koeficientu kladna
a vétsina hodnot z intervalu spolehlivosti lezela v kladné ¢asti osy realnych cisel. Naproti
tomu v pfipadé osob nezaméstnanych ¢i ekonomicky neaktivnich byla stfedni hodnota
odhadovaného efektu stazi blizka nule a vice nez polovina intervalu spolehlivosti lezela
V negativni ¢asti osy realnych ¢isel.

Na zéklad¢ téchto vysledku, Ize uvazovat, ze efekt stazi na piijem z vydélecné Cinnosti je
spiSe pozitivni u osob zaméstnanych a samostatné vydéle¢né cinnych, zatimco efekt stdzi na
prijem z vydélecné ¢innosti je diskutabilni u osob, Ze na staz vstupovaly jako nezaméstnané ¢i
ekonomicky neaktivni. Tyto ne pfili§ pozitivni vysledky mohou byt zplisobeny i skutecnosti,
ze Sest mesicl po absolvovani stdze neni dostatecné dlouhd doba na to, aby se vliv staze na
pfijem z vydélecné Cinnosti mohl projevit u osob, které si teprve po ukonceni staZze zacaly
hledat regulérni zamé&stnani ¢i predmét jejich obzivy.

! Uvazovana hladina spolehlivosti je 95%
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APLIKACE VICEKRITERIALNI HRY NA KONKURENCNI
RESTAURACE

MULTICRITERIA GAMES — APPLICATION IN RESTAURANTS

Michaela Ticha

Abstrakt

Teorie her je velmi zajimavou a Vv posledni dobé rozvijenou disciplinou. Jednim z novéjsich
sméru je teorie vicekriterialnich her. Ukazalo se, Zze klasicka teorie her Casto nestaci, ze
nastavaji pripady, kdy hraci chtéji maximalizovat nebo minimalizovat vice kritérii, kdy
sleduji n€kolikero cili. V takovém piipad¢ ptrichazi na fadu teorie vicekriteridlnich her.
V tomto ¢lanku se budeme zabyvat aplikaci vicekriteridlnich her na konkuren¢ni prostiedi
firem provozujicich gastronomii.

KUPucové slova: teorie her, vicekriterialni hry, aplikace teorie her

Abstract

Game theory is very interesting and lately developed on discipline. One of the newer trends is
the theory of multicriteria games. It turned out that classical game theory is often not enough
that arise instances where players want to maximize or minimize multiple criteria when
pursuing several varieties goals. In this case, comes the theory of multicriteria games. In this
article, we discuss the application of multicriteria games in the competitive environment of
companies operating gastronomy.

Keywords: game theory, multicriteria games, application of game theory

1 UVOD

Teorie her se zabyva fadou rozhodovacich situaci, v nichz proti sobé¢ stoji dva ¢i vice hracu a
kazdy se snazi maximalizovat svijj zisk. Casto se viak setkavame se situacemi, kdy se alespon
jeden z hraci rozhoduje na zakladé vice kritérii, které chce maximalizovat zdroven. Proto
vznikla teorie vicekriterialnich her aplikaci teorie vicekriterialni optimalizace do teorie her.

Teorie vicekriteridlnich her je stdle se rozvijejici disciplina. Zpusob, kterym bychom
Vv libovolné hie nalezli vSechny rovnovazné body, zatim neexistuje. Je vSak fada koncepti,
které naleznou bud né&akou podmnoZinu rovnovaznych bodi, nebo naleznou vSechny
rovnovazné body v néjaké specifické hie. V tomto ¢lanku pouzijeme nejsnazsi zplsob
popsany v (Krus, Bronisz, 1994) — skalarizaci vyplatni funkce. Zadani ulohy bylo pievzato z
(Ticha, 2013).

2 ZAKLADNI KONCEPTY

Zformulujeme nekooperativni vicekriteridlni hru vice hra¢l a popiSeme pouzity zplsob
feseni.

Definice 1. Necht' n je pfirozené Cisloa N = {1,2,...,n} je mnoZina n hracd, X, je mnoZina
Cistych strategii hrace i € N a pro kazdého hrace i € N mame vyplatni funkci
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u X, »R®,

jeN
ktera prifazuje kazdé kombinaci strategii hraci bod v r(i)-dimenzionalnim Euklidovském
prostoru, kde r(i) je pocet kritérii hrace i € N . Mnozinu

G= <Nv(xi )ieN 1(ui )ieN >
nazveme vicekriterialni hra.

Obdobné provedeme roziifeni na smiené strategie. Oznaéme A(X;) mnozinu smiSenych

strategii hrade ieN. Pro smiSenou strategii X €A(X,), jeX, oznatime X

pravdépodobnost, Ze hra¢ i odpovi Cistou strategii j .
Definice 2. Necht
G= <N7(Xi )ieN ’(ui )ieN >

je vicekriterialni hra z definice 1. Nyni pod mnozinou strategii (Xi)ieN uvazujeme mnoziny

smiSenych strategii A(Xi) ahru G nazveme smiSené rozsireni vicekriterialni hry.
Dale budeme uvazovat pod pojmem vicekriterialni hra jeji smiSené rozsiteni.

Nejjednodussi a také nejlépe interpretovatelny zplsob feSeni je skalarizace vektorovych
vyplatnich funkci. Pro kazdého hrace vytvoiime vektor vah jednotlivych kritérii a udélame
vazeny soucet, ¢cimz vznikne jediné kritérium. Muze se stat, ze kritéria nejsou vzajemné
srovnatelné, v takovém ptipadé je potieba je nejprve znormovat.

Nasledné zndmymi zpiisoby vyfeSime standardni hru a potom plati, Ze nalezené feSeni je
zaroven rovnovazny bod piivodni vicekriteridlni hry. Toto feSeni je popsano v (Krus, Bronisz,
1994).

3 ZADANI ULOHY

Budeme uvaZovat dvé firmy provozujici restauracni zafizeni, pojmenujeme je Anna a
Barbora. Kazda firma miZze provozovat restauraci v n¢kolika méstech se dvéma moznymi
zamé&fenimi (fecka, italskd). Firmy si vzdjemné konkuruji. Nyni rozhoduji o otevieni nékolika
novych pobocek. Kazd4 firma mize v kazdé pobocce zvolit jedno z moznych zaméfeni. Pocet
zakaznikd jednotlivych firem zévisi na volbé obou firem. V kazdém mésté je dany zajem o
konkrétni zaméfeni restaurace. Pokud obé firmy zvoli totéz zaméfeni, pocet zakaznikl se
podéli mezi né. Pokud zvoli rGzné, ptijde tolik zdkazniki, jaky je zdjem v daném méste.

Uvazujeme, Ze firmy chtéji provozovat nové restaurace ve dvou méstech - v Kocourkové a ve
Lhoté. V obou méstech si pronajmuly prostory a nyni se rozhoduji, jaké restaurace tam zfidi.
Predpokladejme, Ze firma Anna zvazuje bud’ otevieni dvou italskych restauraci, nebo dvou
feckych restauraci. Ztizeni jedné v Kocourkov€ a jedné ve Lhoté by pro ni bylo narocné,
nebot’ by musela zafizovat dva rizné dodavatele surovin, sestavovat dva jidelni listky z
novych recepti apod. Firma Barbora jiz mé né&jaké italské a fecké restaurace oteviené v jinych
méstech, a tak nema nové starosti s dodavateli apod. Chce vSak oteviit alesponi jednu novou
italskou restauraci. Zvazuje tedy moznosti otevieni dvou italskych restauraci, otevieni italské
restaurace v Kocourkové a ftecké restaurace ve Lhoté a otevieni fecké restaurace v
Kocourkové a italské restaurace ve Lhoté.
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Ptedpokladejme nyni, Ze médme na zaklad¢ statistickych prazkiima v jednotlivych méstech
sestaveny oCekavané navstévnosti restauraci. Podivejme se na hodnoty v nasledujici tabulce

Tydenni navstévnost | Lhota | Kocourkov

italska restaurace 500 600

fecka restaurace 320 350

Tabulka nadm tik4, ze ve Lhot¢ je zdjem o italskou restauraci takovy, ze by ji tydné navstivilo
500 lidi (pfi navstéveé téhoz zakaznika nekolikrat jej pocitdme pii kazdé navstéveé znovu), a
zajem o feckou restauraci takovy, ze by ji tydné navstivilo 320 lidi. V Kocourkové je zdjem
takovy, zZe by italskou restauraci tydné navstivilo 600 lidi a feckou restauraci 350 lidi.

Cilem obou firem je maximalizovat pocet zdkaznikli v obou restauracich zéaroven. Dale
pfedpokladejme, ze zfidi-li ve mésté firmy obé& restaurace stejného zaméteni, navstévnost se
rozdéli naptil mezi ob¢ firmy. Pokud ve mésté ziidi dveé odlisné restaurace, do kazdé ptijde
dany pocet zdkaznikl z vySe uvedené tabulky.

4 SESTAVENI VICEKRITERIALNI HRY

Mame tedy zadanou realnou ulohu a tu chceme nyni feSit pomoci teorie her. Nejprve ji
musime pievést do matematické podoby. Firmy Anna a Barbora ptedstavuji dva hrace. Firma
Anna ma dvé¢ Cisté strategie a firma Barbora ma tii Cisté strategie, znazornéno v nasledujici
tabulce

Anna Barbora
strategie oznaceni strategie oznaceni
italska - italska X italska - italska A
fecka - fecka Y italska - fecka B
C

fecka - italska

Obé firmy se snazi maximalizovat dv¢ kritéria - pocet zdkazniki jejich restaurace ve Lhoté a
pocet zakaznikl jejich restaurace v Kocourkové. Pocty zakaznikd povazujeme za vyplatni
funkce. Nutno podotknout, Ze nemizeme uvazZovat dvé standardni hry - jednu ve Lhot¢ a
jednu v Kocourkové. Ziskali bychom dvé riizna teSeni, kterd by zcela jisté nespliiovala dané
podminky jako naptiklad, Ze firma Anna chce provozovat ob¢€ restaurace stejného zaméieni.
Musime tedy maximalizovat obé vyplatni funkce zaroven a vyuzit teorie vicekriterialnich her.

Nyni sestavime matice vyplatnich funkci. Firma Anna ma dvé matice: Aj, kterd pfedstavuje
pocet navstevnika ve Lhote, a Ay, ktera predstavuje pocet navstévnikia v Kocourkové. Firma
Barbora mé taktéz dvé matice: B;, kterd predstavuje pocet navstevnikli ve Lhot€, a B, kterd
predstavuje pocet navstévnikli v Kocourkové. Konkrétni hodnoty snadno ziskdme z tabulky
navstévnosti za vySe uvedeného predpokladu, Ze zakaznici bud’ chodi vSichni do jediné
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oteviené restaurace daného zaméteni, nebo se rozdé€li a polovina chodi do jedné a polovina do
druhé, jsou-li ob¢ stejného zaméteni.

A - 250 250 500
(320 320 160
(300 600 300

A = 350 175 350

5 _ 250 250 320
' 500 500 160

5 _ 300 350 300
2 1600 175 600

Takto méme zadanu vicekriteridlni hru a mizeme pftejit k jejimu feSeni.

5 RESENI ULOHY
Nyni budeme uvazovat, ze firma Anna preferuje mésto Kocourkov azidlezi mu na

navstévnosti v tomto mésté Ctyfikrat vice nez na navstévnosti ve Lhoté. Oproti tomu firma
Barbora preferuje navstévnost v obou méestéch stejnou mirou.

Rekneme tedy, Ze firma Anna ma vektor preferenci ( ’

j , zatimco firma Barbora ma vektor

preferenci (0 j Mtuzeme tak sestavit vaZzené matice A a B:

A=0,2*A +0,8* A, B=05*B,+0,5*B,
Mame tedy klasickou dvoumaticovou hru se zadanymi maticemi

(290 530 340
(344 204 312

(275 300 310
(550 3375 380

a mizeme ji vyfesit nalezenim lokalniho optima nelinearniho programu:

max p' (A+B)q—a - f3
p-q
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za podminek

AQ—ce<0
B p—ff <0
e'p-1=0
f'q-1=0
p=>0

g=>0,

kde e a f jsou jednic¢kové vektory prislusnych dimenzi, ¢ a S je cena hry prvniho, resp.
druhého hréace, p a g jsou pak vektory pravdépodobnosti jednotlivych strategii.

Zadame-li program do ptislusného softwaru (napt. MS Excel), spocteme feseni

0,829268
0,170732

0,341463
gq= 0
0,658537

a cenu hry prvniho, resp. druhého hrace
a=3229

B =3219.

Rovnovaznym bodem hry je tedy strategicky profil, kde firma Anna zvoli s 82,9%
pravdépodobnosti strategii dvou italskych restauraci a s 17,1% pravdépodobnosti strategii
dvou feckych restauraci a firma Barbora zvoli s 34,1% pravdépodobnosti strategii dvou
italskych restauraci a s 65,9% pravdépodobnosti strategii fecké restaurace ve Lhot¢ a italské
restaurace v Kocourkove.

6 ZAVER

V ¢lanku jsme se zabyvali jednou z mozZnych aplikaci vicekriteridlnich her. Dvé firmy
provozujici restauraci spolu soupetili o zakazniky ve dvou méstech. Rozhodovali 0 otevieni
novych restauraci a jejich zaméfeni. Pocet ndvstévnikl restaurace byl dén tim, jaké restaurace
byly ve mésté¢ oteviené. Sestavili jsme Ciselné zaddni ulohy anasledné¢ jsme feSili
vicekriterialni hru. Vyuzili jsme jedno z moznych feSeni vicekriteridlnich her — skalarizaci.
Pomoci preferenci firem jsme sestavili vektory vah jednotlivych hracu. Diky tomu jsme hru
zjednodusili na jednokriterialni dvoumaticovou hru. Tu jsme poté vyfeSili znamym zptisobem
pomoci nelinedrniho programu a interpretovali feSeni.
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