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ABSTRAKT

Pekar, Juraj, Mgr. PhD.\Viackriteridlne programovanie v lokaych ulohach. —
Ekonomickd univerzita v Bratislave. Fakulta hospekd informatiky; Katedra
oper&ného vyskumu a ekonometrie.— Bratislava: FHI EUL,B@aet stran 103 s.

Cielom predloZenej prace je analyza moZzZnosti pouzitigprezentovanie modelov
optimalizacie prepravnych trds a Iékgch modelov, ktoré moézu sliZzina podporu
rozhodovacieho procesu umigstania obsluznych centier. Na baze viackriteridneh
programovania su formulované a rieSené novovyt¥randely vychadzajuce z modelov
optimalizacie prepravnych tras a Iékgch modelov.

Praca je rozdelena do Styroch kapitol. Paglom stavu poznania uvedenej problematiky
na Slovensku ako aj v zahréihsa zaobera prva kapitola. Druha kapitola je ¢ooesna
na modely optimalizécie prepravnych tras. V tretapitole su analyzované a rieSené
lokacné modely. Zavetma kapitola, ktora je jadrom predloZenej prace,Siroe
predchadzajucu problematiku o ulohy viackriteriilmeprogramovania, ktoré slizia na
umiestnenie obsluznych centier pri reSpektovarderigch kritérii.

PredloZzend praca na vybranych Il&kgch Ulohach prezentuje moZznosti vyuZzitia
formulacie uloh matematického programovania prng@h ci¢'och a podmienkach, ako aj
ich rieSenie pomocou programového produktu GAMS.

Kracoveé slova:
lokacné ulohy, optimalizacia prepravnych tras, materkatic programovanie,
viackriterialne programovanie, programovy produlkNES

ABSTRACT

Pekar, Juraj, Mgr. PhDMulti-criteria programming in location modelsThe University

of Economics in Bratislava. Faculty of Economicamhatics; Department of Operations
Research and Econometrics — Bratislava: FHI EUQ2AGimber of pages 103.

The goal of the work is to present and analyseiplesapplication of optimization location
models and transportation routes, which can be useatkcision making process when
service centres need to be situated. The newlyextenodels, derived from transportation
and location models, are solved based on muleaiprogramming.

The work is divided into four chapters. First clepis dedicated to give overview of
knowledge about the introduced task in Slovakia amiad. The second chapter focuses
on the optimization models of transportation routdse third chapter is based on analysis
and solutions of location models. The last chayter,main part of the work, expands the
previous sections with the multi-criteria programmitasks which serve as for situating
service centres by respecting more criteria.

The adduced work presents the utilization posssmsliof the mathematical programming
tasks in different conditions and goals of chosecation problems as well as their
solutions by using the software product GAMS.

Key words:
location models, optimization of transportationtemj mathematical programming, multi-
criteria programming, software product GAMS
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Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

Uvod

V sikasnosti, k& sa prejavuje vyrazna fluktuacia kapitalu vo svegigpadne
reStrukturalizacia systému zabegmeania verejnej siete Statom, nadobuda podporny
proces zalozeny na exaktnych metodastaz v&Si vyznam, nakiko Uspory vznikajuce
z efektivneho vyberu obsluzného centra (napr. skiach, zbernych, kompletizaych,
recyklatnych, zdravotnej pomoci, poZziarnickej pohotovospioa.) prispievaju k lepSiemu
zabezpé&ovaniu sluzieb pre firmy, pripadne &@mov. PredloZzena praca sa zaobera prave
moznymi spbsobmi aplikacie metdd viackriterialngitogramovania na lokaé ulohy, t.

j. ulohy vyberu lokality na umiestnenie obsluznélemtra. Stag’ou prace je tiez spésob
rieSenia uvedenych uloh pomocou programu GAMS, agiip RieSitta v MS Exceli.
VyuZzivaju sa pritom formulacie uloh vo forme Ulofat@matického programovania,dkee
realizacia vypotu rieSenia modifikovanych lokaych Uloh je mozna prave pomocou
metdd matematického programovania, aj’ keuloham uvedenym v prvejasti existuju

rézne alternativne pristupy na ich rieSenie.

Cielom predloZzenej prace je prezentovanie modelov (igod#iZiace na
optimalizaciu prepravnych tras, lake modely), ktoré modZu sldZina podporu
rozhodovacieho procesu umigstania obsluznych centier, ako aj prezentacia
novovytvorenych modelov postavenych na baze vitsakd@ineho programovania,

vychadzajucich z modelov optimalizacie prepravniyél a lokanych modelov.

Problematika umiesbvania obsluznych centier, ktorou sa zaoberd piedi
praca, je rozpracovana volkem mnozstve publikacii v zahr&ni ako aj na Slovensku.
Prva kapitola sa preto venuje prFatlu sdasného stavu poznania v jednotlivych
oblastiach, ktoré su obsahom predkladanej pradieeratary su zname rézne pristupy, my
sme sa vSak zamerali na optimalizaciu prepravnyd&s & rozpracovanie lo&aych
modelov na baze matematického programovanigpmrirozSirenie vSetkych uvedenych
poznatkov sp&iva v pouziti metdd viackriteridlneho programovanidvedeny prefad
prislusnej literatary je metodologickym zakladone mSetky nasledujuce kapitoly, preto

v nich uz budu literarne &sopisecké zdroje uvadzané len v Specifickych gdpia

V druhej kapitole su formulované zakladné modelyZisice na optimalizaciu
prepravnych tras, a to uloha najkratSej cesty ¥, sibha maximalneho toku v sieti, tloha
optimalneho spojenia uzlov, udloha obchodného césthjo, Uloha rozvozu a zvozu

substratu. V poslednejasti druhej kapitoly uvedieme uUlohy¢asovymi oknami, ptiom
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ich aplikujeme na ulohulladania najkratSej cesty v sieti, tlohu obchodnédsiugliceho
a na ulohu rozvozu materialu, t. j. poukazujemem@@nu modifikaciu Ulohy pouzitim

dodat@nych podmienok (v tomto pripadasovych poziadaviek).

Zakladné nastroje na podporu rozhodovania o uffogani obsluznych centier su
uvedené v tretej kapitole, ktora sa zaoberadolai modelmici uz na baze definovania
cestnej siete, alebo v euklidovskom priestore. Rmeasti opisuju spdsob rozhodovania
o vybere jedného obsluzného centra za predpokialuyaZzujeme s priamymi vzdusnymi
vzdialenogami (Lokalizacia skladu v euklidovskej rovine) abebs cestnymi
vzdialenogami (Lokalizacia v uzloch siete medzi jej v3etkymmzlami). DalSie ¢asti
obsahuju modely, na zéklade ktorych rozhodujemeto sbsluznych centier, aby bol
dosiahnuty poZadovany ¢ievV prvom modeli predpokladame znamu hodnotu makiga
vzdialenosti, do ktorej musia tydostupné obsluzné centra pre vsSetky uzlyg¢ooni
vysledok je systém minimalneho ¢to takych obsluZznych centier, aby bola zabéepé
platnos uvedenej vstupnej podmienky.d&alSej¢asti opisujeme model, ktorého vstupnym
parametrom je stanoveny & obsluznych centier a poZzadovanyml'ara je najs taky
systém obsluznych centier, ktory zabedgme kazdy uzol dostupno®bsluzného centra
na maximalne vypsitani minimalnu hodnotu. V tretéasti uvadzame model, pri ktorom
su definované rovnaké parametre ako v predchadzajasti, ci€om je vSak zostawvitaky
systém obsluznych centier, ktory zabeZpaby vzdialenascelkovo prejdena zo vSetkych
uzlov do obsluznych centier bola minimalna. Modabezpéujici maximalne pokrytie pri
stanovenom pitte obsluznych centier a maximalnej vzdialenosti, kilorej musia by
dostupné obsluzné centrd pre jednotlivé uzly, mittd poslednefasti tretej kapitoly.

Stvrta kapitola je jadrom tejto prace, nko v nej poukazujeme na mozimios
aplikacie metod viackriteridlneho programovaniaketnych ulohach. Pri rozhodovani na
z&klade jednokriteridlnych modelov uvedenych v phédizajldcich kapitolach vznika
problém ich jednozrimej orientacie, ktory vychadza zo sledovanéhteci®ri Wadani
kompromisného rieSenia pouzitim vysledkov viacergobdelov vznika problém vyberu
lokalit na umiestnenie obsluznych centier, pretozedené rieSenia su nezhodné (Brezina,
Gezik, Cickova, Pekéar, 2009). V prvajasti kapitoly st rozobrané metddy leého
programovania, ktoré su pouzité pri rieSeni twkaeh Gloh s viacerymi delovymi
funkciami. Ako prvy je definovany model umiestneniasluznych centier pomocou dvoch
kritérii, a to minimalna vzdialenésa celkova miniméalna vzdialenbsV d’alSej casti

opisujeme model umiestnenia obsluznych centier poodritérii — maximalne pokrytie
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a minimélny pdet centier. Predposlednéas’ sa zameriava na model umiestnenia
obsluznych centier pomocou dvoch kritérii, ¢prmn ako prvé kritérium je stanovena
minimalna vzdialenasa druhym kritériom je rovhomernosytazenia obsluznych centier.
Model umiestnenia obsluzného centra pomocou kiitédie ako prvé kritérium vystupuje
minimalizacia cestnej siete a ako druhé minimaladrejdenej vzdialenosti, je obsahom
zaveregnej casti.



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

1 Si€asny stav rieSenej problematiky v SR a v zahrasi

Problematika umiesbvania obsluznych centier (lok@ Glohy) je rozpracovana vo
velkom mnoZstve publikacii, nakko ekonomicka efektivnés zabezpe&ovania
dostupnosti substratov a sluzieb pre subjekty mawgrazne ovplyiuje celkovy vysledok
hospodarenia firiem. Prva publikacia rieSiaca toiaproblém pochadza z roku 1909
(Weber, 1909). PredloZzena praca sa zameriava nigeproblematiku umiesbvania
obsluznych centier (napr. skladovych, zbernych, fdetizainych a pod.), ale aj na
rieSenie problémov prepravy substratu, ktoré takestplywiuje samotny vyber lokality
(obsluzného centra). Prinosom préace jbehie obidvoch oblasti na baze viackriterialneho
programovania, ktoré mozno potizia problematiku lokacie obsluznych centier. Vaejt
kapitole je uvedeny sasny stav rieSenia danej problematiky publikovargdibornych
periodikdch v oblasti optimalizacie prepravnych sfrdmodelovania umiastvania
obsluznych centier, ako aj pouZitia metdd viackidleeho programovania v lokaych

ulohach.

Do prvej skupiny problémov optimalizacie prepravmycas mozno zaradialohu
hradania najkratSej cesty v sieti (Joksch, 1966)néda, 1980), (Aneja, Aggarwal, Nair,
1983), (Jaffe, 1984), (Psaraftis, Solomon, Magn&iimn, 1990), (Tsitsiklis, 1992),
(Desaulniers, Villeneuve, 2000), (Donati, Monteman@ambardella, Rizzoli, 2003),
(Qureshi, Taniguchi, Yamada, 2007), (Androutsopsuldografos, 2008). Na rieSenie
takto formulovanej ulohy jestvuje mnoZstvo pristuppricom pomern&asto pouzivanym
spbsobom rieSenia su metddy bivalentného program@véPelikdn, 2001). Uvedeny
problém bol formulovany arieSeny v pracach (Brazinvantova, Pekar, 2007).
DetailnejSi opis problému ako aj jeho rieSenie gpliou casti 2.1. Na rieSenie problému
hradania najkratSej cesty z vychodiskového uzla dakygh uzlov v sieti gingle-source
shortest-path problejnsa v literatire¢asto uvadzaju nasledujice algoritmy: Dijkstrov
algoritmus, Fordov-Fulkersonov algoritmus, Dantzigalgoritmus (Udovsky a kol.,
1991). Problém vyptu najkratSich ciest medzi vSetkymi uzlami v s{atl-pairs shortest
— path probleimoZzno realizovapomocou Floydovho algoritmu, algoritmu minimalneho
stitania matic (Fiala, 2008Pal3im zo skupiny problémov optimalizacie prepraymirés
je uloha maximalneho toku v sieti (EBbvsky akol., 1991), (Ahuja, Magnanti, Orlin,
1993), (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein, 2001aw(er, 2001), (Fiala, 2005), (Diestel,
2005). Uvedena uloha rieSi problém priepustnostiespre distribény systém, ptiom sa

10
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hrada priepustnes medzi dvomi vybranymi uzlami; &asti 2.2 moZno n&jssposob

formulacie tohto problému. Ulohalddania minimélnej kostry grafu (Kruskal, 1956),
(Prim, 1957), (Ahuja, Magnanti, Orlin, 1993), (Shiha, Gendreau, Laporte, Osman
1997), (Cormen, Leiserson, Rivest, Stein, 2001gJikBn, 2001), (Guo, Chen, Feng, Yu,
2007) sluzi na rieSenie problémov tedrie grafowe k@ konStruuje systém s miniméalnou
dizkou zabezpmijuci spojenie v3etkych &asti systému (kazdy uzol je spojeny

s ostatnymi uzlami). Formulaciu problému ako ajsgjiy rieSenia mozno néjs casti 2.3.

Hradanie najkratSej okruznej cestiag’ 2.4) mozno takisto zaratlido skupiny
problémov, ktoré poskytuju informaciu vyuditel pri rozhodovani o umiegivani
obsluznych centier (Or, 1976), (Carpaneto, Toth80)9 (Baker, 1983), (Savelsbergh,
1985), (Cyrus, 1988), (Desrochers, DesrosiersprBoh, 1992), (Langevin, Desrochers,
Desrosiers, Gelinas, Soumis, 1993), (Desrosiers, Dumas, Solpn®oumis, 1995),
(Carlton, Barnes, 1996), (Gendreau a kol., 19¢83¢cheuer, Fischetti, Gtschel, 2000),
(Bar-Yehuda, Even, Shahar, 2003), (Fabry, 2008)a(g, Tang, 2007), (Pekatickova,
2009). Pri liadani najkratSej okruznej cesty sa&uje, v akom poradi treba navstivi
ostatné uzly prave raz tak, aby vychodiskovy uzal $itasne aj koncovym uzlom a
celkovéa dzka prejdenej trasy bola minimalna. Probléradania najkrat3ej okruznej cesty
je v literatire (Brezina, 2003), (Paluch, PeSka&0 (Janéek, 2003) ozn&vany ako
tloha obchodného cestujuceho. Doteraz nie je zréxalgtny polynomialny algoritmus na
rieSenie Ulohy obchodného cestujuceho. Tato Ulohatri p totiz k mnoZine
kombinatorickych uUloh znamych ako NP — Uplné ulobyi ktorych vypd@tovy cas
najlepSich dostupnych metdd rastie exponenciame’k®s’ou problému. Na rieSenie
tlohy obchodného cestujuceho bolo vyvinutékéemnozstvo réoznych metdéd. Uvedené
algoritmy mozno rozdeli na optimalizané metody (Little a kol., 1963), heuristické
metddy (Lin, Kernighan, 1973) a kombinované metddystasnosti sa pomerngasto
pouzivaju aj metaheuristické pristupy, ktoré pogiytieSenie v prijathomcase.

Pri distribdcii substratov sa vyskytuje problémcamia trds rozvozu a zvozu
materialu, v ktorom vznikd poziadavka, aby z ne@kéobsluzného centra bolo
k jednotlivym uzlom odberu materialu dovezenéitérpozadované mnozstvo substratu pri
minimalnych prepravnych nakladoch (Magnanti, 19§Dgsrosiers, Soumis, Desrochers,
1984), (Laporte, Nobert, 1987), (Potvin, Rousse#®93), (Homberger, Gehring, 2005),
(Tan, Lee, Zhu, Ou, 2001), (PeSko, 2002), (deka2003), (Lau, Sim, Teo, 2003),
(Braysy, Gendreau, 2005), (Csiszar, 2005), (Hastambaraki, Imahori, Yagiura, 2006),

11
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(Dondo, Cerda, 2006), (Fabry, 2006), (Ibaraki, lorahNonobe, Sobue, Uno, Yagiura,
2008). Tato trieda uloh sa nazyva ulohy rozvozweza (Vehicle Routing Problem

VRP). Uloha rozvozu azvozwds 2.5) je niekedy zartovana do kategorie uloh
obchodného cestujuceho so Specialnou StruktarodléMi1970) alebo je tento problém

ozna&ovany aj pojmom uloha okruznych jazd (J&ig 2003).

V ulohach uéenych na optimalizaciu prepravnych tras sa v realdo/ote mdzu
doplinat dodat@éné podmienky. Jednou z takychto podmienok je poudkaiemoZznosti
prechodu cez jednotlivé uzly vo vopred definovanoase ¢as’ 2.6). Skupinu uloh
zohadiujucu uvedené dodatné podmienky nazyvame udlohgasovymi oknami (PeSko,
2002), (Fabry, 2006)(i¢kova, Brezina, Pekar, 2008).

Pri rozhodovani o umiastvani obsluznych centier mozno pauzidzne typy
modelov matematického programovania. V literatigietisto modely (Brezina, 2003),
(Brezina, Ci¢kova, Gezik, Pekéar, 2009) znadme ako tmi&a modely. Uvedenou
problematikou sa zaobera mnozstvo autorov, akooviinzoznamu uvedenom v literature,
od uz spominanej prvej publikacie (Weber, 1909@stasnos. Na Slovensku sa venuju
problematike lokacie obsluznych centier najma pratw Zilinskej univerzity v Ziline
(Jan&ek, 2006, 2008), (JanoSikova, 2007, 2008). V liteeasa taktiez mozno strethu
s aplikaciami lok&nych modelov (Geoffrion, Graves 1974), (Geoffriorkoh, 1982),
(Gelders a kol., 1987), (Robinson a kol., 1993)igehmann, 1993), (Geoffrion, Powers,
1995), (Galvao a kol., 2002), (Vasko a kol., 2008a Slovensku aplikovali lokaé
modely v zdravotnictve pri konStrukcii minimalnégte stanic rychlej zdravotnej pomoci
(JanoSikova, 2007), ako aj pricavani systému obsluznych centier na recyklovany
material (Brezina, Pekéat,ickova, 2009).

Prvymi modelmi zaoberajicimi sa lokalizaciou obskfio centracgs’ 3.1) boli
modely zaloZené na pouZzivani vzduSnych vzdialemestizi jednotlivymi uzlami (Weber,
1909), (Miehle, 1958), (Love a kol., 1988), (Weswdty, 1993), (Brezina, Pekar, 2006).
V literature (Skyva, 1987) sa ®aptejSie ako priklad pre tento pripad uvadza vybanie
noveho letiska medzi nieRkymi uz existujacimi letiskami. Druhou skupinou ptémov
vyberu lokality znamou z literatary (BrezinaCickova, Reiff, 2009) je vyber
prostrednictvom ukazovdt tonokilometra qag’ 3.2). Z Wadiska narénosti ziskania
optimalneho rieSenia sa asi tagtejSie pouziva pripad optimalneho umiestnenia

obsluzného centra.

12
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V literatire sa najuwBia pozornas venuje problematike umiegivania
uvazovanych obsluznych centier (napr. skladovycloerrzych, kompletizanych,
recyklatnych, zdravotnej pomoci, poziarnickej pohotovostioal.), préom cidom je ich
optimalne umiestneni€i uz na baze stanovenia maximalnej vzdialenostowzbd
obsluzného centra, respektive pri stanovenostiepobsluznych centier ich umiestnenie.
VSeobecne existuju dve zékladné koncepcie — jedrkdadie za ci€ pokryt’ vSetkych
obyvat¢ov minimalnym pdétom obsluznych centier, druhd pri obmedzenontteo

obsluznych centier maximalizo¥@okrytie obyvatgov.

Do prvej skupiny patri problém d¢gnia minimalneho pdu obsluznych centier pri
danej maximalnej vzdialenosttgs’ 3.3), ktord sa musi realizavgri rozvoze substratu
(Drezner a kol., 2004), (Vidovic, Dimitrijevic, Raivic, 2008). Model si kladie za die
lokalizova® obsluzné centra tak, aby bola dodrzana pozadadestapnos vsetkych uzlov

pri minimalnom pdéte obsluznych centier.

V casti 3.4 je opisany model, pomocou ktorého moznoit uminimalnu
vzdialenog potrebnud na pokrytie vSetkych uzlov pri vopred @lanpdte obsluznych
centier (Handler, 1979), (Domschke, Drexl, 199@®oland, 2003), (Dominguez-Marin,
2003). Cié€ ulohy je postaveny na myslienke minimalnej dostagtnobsluzného centra
pre kazdy uzol dopytu, t. j. pri stanoveni¢poobsluznych centier trebadit minimalnu

moznu vzdialenas

Do prvej skupiny patri aj probléem denia minimalnej celkovo prejdenegj
vzdialenosti zo vSetkych uzlov do obsluznych cenfiias’ 3.5) pri vopred danom pte
obsluznych centier (Christofides, Beasley, 198Hanjoul, Peeters, 1985), (Beasley,
1993). Ci€om ulohy je pri stanoveni ptu obsluznych centier &t® minimalnu moznu

celkovo prejdenu vzdialenths

Do skupiny problémov, pri ktorej sa maximalizujekpgie, patri model, pomocou
ktorého pri zadanom gte obsluZznych centier a maximalnej vzdialeno&g( 3.6), ktord
musi substrat absolvoija sa stanovia uzly, v ktorych budl obsluzné cenpra
maximalnom pokryti obyvafev (Schilling, 1993), (Daskin, 1995), (Galvao, R#¥ge
1996).

Na rieSenie lokénych modelov mozno pouziklasické pristupy rieSenia uloh
bivalentného programovania (lvéova akol.,, 2007), enumeragE metddy (Plastria,

Vanhaverbeke, 2008), ale v novsej literatlre (Tyr@605) sa pomern&asto uvadzaju aj
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rézne heuristiky, ktoré v relativne dobroase umoiuju najs’ rieSenia blizke
optimalnemu. Medzi takéto heuristiky patria napragtangeova heuristika (Galvao,
ReVelle, 1996), greedy heuristika, tabu search r@yr 2005), genetické algoritmy
(Chuang, Lin, 2007), (Arakaki, Lorena, 2001) a poue

Pri rozhodovani o umiasbvani obsluZznych centier mozno okrem l&kgch
modelov pou#i aj ich modifikaciu, ktora napomdze pri ich vyberéd.literatire je
prezentované pomerne k& mnoZzstvo modelov vytvorenych na baze metdd
viackriterialneho programovania, ktoré poskytujialSie moznosti pre rozhodovanie
o umiestneni obsluznych centier (Current a kol90)9(ReVelle, Laporte, 1996), (Cohon,
2004), (Fernandez, Puerto, 2003), (JanoSikova,, Z0i®).
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2 Optimalizacia prepravnych tras

V tejto kapitole rozoberieme spdsob formulovanidorenych typov problémov
uréenych na optimalizaciu prepravnych tras ¢ovsky a kol., 1991), (Brezina, 2003),
(Fiala, 2005). Uvedené ulohy patria do skupiny potov, ktorymi sa zaoberd teéria

grafov. Dalej sa budeme vena¥aasledujlicim Gloham optimalizacie prepravy:

1. tloha najkratSej cesty sieti je Uloha vyberu trasy spajajucej dixabovd’né

uzly v sieti tak, aby bola minimalizovana celkovaka trasy,

2. Uloha maximélneho toku v sieti ndjdenie optimalneho (maximéalneho) toku

v sieti medzi zdrojom a uzlom tenia,

3. tloha Wadania minimalnej kostry grafa- najdenie takého spojenia centra s

uzlami v sieti, aby stet ohodnoteni spojnic bol minimalny,

4. tloha obchodného cestujuceho najdenie najkratSej cesty medzi vSetkymi

uzlami v sieti pri minimalizacii prejdenej trasy,

5. tloha rozvozu, prip. zvozu materidqlu ngjdenie optimalneho rozvozu, prip.

zvozu materialu z centra do uzlov odberu subspétdodrzani kapacitnych ohraeni.

V poslednej ¢asti uvedieme modifikacie Ulohy najkratSej cestgiati, Ulohy
obchodného cestujuceho a udlohy rozvozu materidisirené o dodatmé podmienky

nutnosti dodrzanidasovych okien stanovenych pre jednotlivé uzly.

2.1 Uloha najkrat3ej cesty v sieti

Metddy tedrie grafov s zamerané na rieSenie roavexich problémov, ktoré
vznikaju predovSetkym v oblasti prepravy substrdfietédy zodpovedajuce problémom
prepravy umoiujl zorganizové prepravu substratu tak, aby sa naSla najkrat&boal
najdihdia priama cesta medzi vychodiskovym a kofien uzlom.Dalej opiSeme problém
hradania najkratSej cesty v sieti.

Definovanie problému

Mame skupinu uzlov, medzi ktorymi existuju cestyedpokladajme, Ze et
vSetkych uzlov jen. Dalej mame maticuC ={c;}, ktora je maticou ohodnoteni ciest medzi
i-tym aj-tym uzlom, préom plati:
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c;,» ak existuje priama cesta medzi -tyma -tymiom,
¢ =<0, aki=j,

1]
+oo, ak neexistuje priama cestamedzi -tyma -tynlom.

Okrem uvedenych informacii je znamy vychodiskovkoaeiny uzol. Ci¢om
tlohy je naj§ taka postupnas ciest, pomocou ktorych sa mozno prepfavi

z vychodiskového do kotrého uzla tak, aby celkovo prejdend trasa bolamdhia.
Formul&cia ulohy

Uvedenu ulohu mozno formulotako Ulohu bivalentného programovania, v ktorej
budu vystupova binarne premennéx; D{O,]}, kde i,j =1,2,.n, pricom premenné

nadobudnu hodnotu 1, ak sa cesta medym aj-tym uzlom nachadza na trase medzi

vychodiskovym a korgym uzlom, a hodnotu 0, ak tato cesta nie je naewej trase.

Skér, ako opiSeme spOsob formuldcéelavej funkcie a Struktarnych ohraeni,
musime definovimnozinyP; aR;, i,j = 1, 2,..n, obsahujice indexy uzlov, do ktorych

(mnozinaP)), prip. z ktorych (mnozinR;) existuje priama cesta.

P ={pO{1,2,..1} /g, # 00 g, # oo}
R={r0{12,..1} /g # 00 ¢ #}

Ucelova funkcia by mala vyjadrovecelkovl dzku trasy medzi vychodiskovym
a konénym uzlom. Ciéom je prej§ minimalnu vzdialenas Potom moZno d&elovu

funkciu zapisg@ takto:

Struktarne ohragienia mozno rozdelido troch skupin. Prva skupina definuje
podmienky pre vsSetky uzly okrem prvého a poslednghr@om vyjadruje tranzitnas
uvedenych uzlov, t. j. pre kazdy uzol musi platie p@et vstupov do uzla je zhodny
S patom vystupov z uvedeného uzla.

Yx =%  j=23.n-1

0P, kOR

Druhd skupina reprezentuje podmienku pre prvy uzbhla rozdiel od
predchadzajucich podmienok, musi @&teo vstupov avystupov z prvého uzla plati

skutanog’, Ze z prvého uzla je nutné o jeden raz viactvgjs vojs.
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1+ % =D %
0P, kOR,
V poslednej skupine je definované Struktirne ofdeme pre posledny uzol. Plati
opana podmienka ako pri prvom uzle, t. j. do poslednétia je potrebné o jeden raz viac

vojst’ ako vyjg.

D % =D X+l

ioP, KOR,

Formul&cia ulohy

i=1 j=1
PREDI'S j=2,3,.n—1
iCP; KOR
1+ %, =D %
ioR, kOR,
D Xe =D Kyt
ioP, KOR,

x,0{0,4 i,j=12.n

kde
P :{ p0{1,2,..1} /g, # 00 g ;too} Jj= 12,.n
R={rO{12,.1} /g # 00¢ 2} ,i=12,.n

Na rieSenie takto formulovanej ulohy sa pouZziva hstap pristupov. Niektoré
Z nich uvedieme:

. ulohu mozno riegipomocou metdd bivalentného programovania,

. problém Hadania najkratSej cesty z vychodiskového uzla édkysh uzlov
v sieti (single-source shortest-path problem najdenie najkratSej cesty z jedného uzla do

ostatnych uzlov v sieti (stromové algoritmy): Dijiass algoritmus, Fordov-Fulkersonov

algoritmus, Dantzigov algoritmusdalSie,

. problém vypdétu najkratSich ciest medzi vSetkymi uzlami v s{ali-pairs
shortest — path problem— najdenie najkratSej cesty medzi vSetkymi uzlansieti:

Floydov algoritmus, minimalnesganie matic al’alSie.

Pre ulohy najdenia najkratSej cesty mozno pomegmdla a efektivne ziska

optimalne rieSenie aj pri ulohach&&ch rozmerov (pri Md&kom pate uzlov). Uvedeny

problém bol formulovany a rieSeny v pracach (Brazilvantova, Pekar, 2007), (Pekar,
2010).
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Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie Ulohadenia najkratSej cesty
v sieti (parametre ozané kurzivou treba nahradiealnymi ci€ovymi hodnotami, ako aj

hodnotami vah jednotlivych kritérii):

Sets
I uzol /1n/
subil(i) /1/
subi2(i) /2h-1/
subi3(i) W/
alias (i,))
alias (i,k);
table c(i,));
Variables f;
Binary Variable x;
Equations
prve(subi2)
druhe(subil)
tretie(subi3)
ucel;
ucel.. f=e=sum((i,j),c(i,j)*x(i,)));
prve(subi2(j)).. sum(i,x(i,j))-sum(k,x(j,k))=€=
druhe(subil(j)).. 1+sum(i,x(i,j))-sum(k,x(j,k@=0;
tretie(subi3(j)).. sum(i,x(i,j))-sum(k,x(j,kQ=e=0;
Model najcesta /all/;
Solve najcesta using mip minimizing f;

2.2 Uloha maximalneho toku v sieti

DalSou zo skupiny Gloh optimalizacie prepravnycls jgitzv. tloha maximéalneho
toku v sieti. RieSi problém priepustnosti siete pistribiny systém, ptiom sa liada
priepustnos medzi dvoma vybranymi uzlami. V tejttasti uvedieme aj modifikovanu
tlohu Hadania maximalneho toku v sieti, ktorej vyuZitie ngozné prave na vyber
obsluznych centier za predpokladu, Ze je znamapysieos jednotlivych ciest medzi

uzlami.
Definovanie problému

Predpokladajme, Ze pet vSetkych uzlov ja. Nech je k dispozicii matida ={p;},

ktora je maticou priepustnosti spojnic meidigim aj-tym uzlom, préom plati:
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p;, akpriepustnadspojnice medzi -tyma -tymzlom jep; .
p”_ =J{o0, aki= ] ,
0, ak medz -tyma -tym uzlom nie je priepusttios

Cielom je zistt, aké maximalne mnoZstvo substratu mozZno prepravi
z vychodiskového uzla do kotregého uzla s tym, Ze mozno poatifednotlivé spojnice

s maximalnym mnozstvom definovanym mati¢au
Formul&cia ulohy

Uvedenu ulohu mozno formulotvaako Ulohu linearneho programovania,épm

v nej budu vystupovapremennéy; , kde i,j =1,2,.n, pricom premenné nadobudnu
nezapornu hodnotu toku medzym aj-tym uzlom.

Ucelova funkcia by mala vyjadrova celkové maximalne mnoZstvo toku
realizovaného medzi vychodiskovym a kémgm uzlom. Jednotlivé premenné
reprezentuju realizovany tok medziym aj-tym uzlom. Potom mozZno tok vychadzajdci
z patiatocného uzla definowaako séet vSetkych tokov do vSetkych uzlov. Musime tiez
uvaZzovd s prichadzajucim tokom do @giatocného uzla, ktory mozno &ir ako sudet
vSetkych tokov z jednotlivych uzlov. Rozdiel medaimi reprezentuje celkovy tok
realizovany medzi vychodiskovym a ka@ngm uzlom, pgom vSak Struktlrne ohraf@nia
musiad’alej zabezp#t nulové straty v jednotlivych tranzitnych uzlochedlbvd funkciu

potom moZzno zapigdakto:
F(x) = 2% =2, %, — max
j=1 ji=1

Struktarne ohragienia definuji podmienky tranzitnosti pre v3etky yunkrem
vychodiskového a kokeého. Tranzitnasjednotlivych uzlov znamend, Ze pre kazdy uzol

musi plat, Ze tok vstupujuci do uzla je zhodny z tokom vpsijdcim z prislusného uzla.
D =>%, i=23.n-1

Okrem uvedenych Struktirnych ohr&emi vystupuju v Ulohe ohrahijluce
podmienky pre jednotlivé premenné. Okrem podmiemlezdpornosti premennych je
potrebné zabezp® maximalnu hranicu toku, ktora je na uarovni prigposti,

reprezentovanu prvkarpj maticeP.

Osx<p, Li=L2.n

J
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Formul&cia ulohy

j=1 j=1
> =Yx. i=23.n-3
j=1 j=1
Osx<p, @j=12.n

RieSenim uvedenej ulohy najdeme spbsob prepravyinmdneho mnozstva
substratu z obsluzného centra do uzla odberu pdirzdni kapacit jednotlivych tras.
Premenné&; reprezentuju mnozstva prepravovaného substratélmo uzla dg-teho uzla,

pricom nemozno prektot’ kapacitu uvedenej cesty.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie uloHadania maximalneho toku

v sieti:

Sets
I uzol /1n/
subil(i) /1/
subi2(i) /2h-1/
subi3(i) W/
alias (i,))
alias (i,k);
table p(i,));
Variables f;
Positive Variable x;
Equations
prve(subi2)
druhe(i,))
ucel;
ucel(subil(k)).. f=e=sum(i,x(k,i))-sum(j,x(j k)
prve(subi2(i)).. sum(j,x(i,j))-sum(k,x(k,i))=€s
druhe(i,j).. x(i,j)-p(i,j)=I=0;
Model maxtok /all/;
Solve maxtok using mip maximizing f;

2.2.1 Modifikacia ulohy maximalneho toku v sieti ndokaénu ulohu

V ¢asti 1.2 bola prezentovana uloh@attania maximéalneho toku v sieti, foin jej
cielom bolo utit, aké maximalne mnozstvo substratu mozno prepmvichodiskového

do koncového uzla, ak su dané maximalne mnoZstegrgry pre jednotlivé spojnice
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uzlov. Modifikdciou uvedenej udlohy sa da zigkaodel, ktory mozno aplikovapri
problematike umiegbvania obsluznych centier.

Definovanie problému

Predpokladajme, Ze su zname vybrané uzly ako absSlgentra. Celkovy get
uzlov jen. MaticaC reprezentuje priame vzdialenosti medzi jednotlivirmlami. Dalej
pozname maximalne mozZné mnoZstva prepravy substng&tdzi i-tym aj-tym uzlom
pj, kapacity obsluznych centier a poZiadavky jedwgth uzlov. Ulohou je preprati
substrat z obsluznych centier do jednotlivych ualgwoZzadovanych mnozstvach tak, aby
celkovo prejdend vzdialentdola minimalna za predpokladu, Ze po jednotlivgelstach
nemozno prepravovav&Sie mnozstvo substratu, ako je stanovené paramiegafieto
parametre pritom znamenaju, Ze v pripade ich Kladmanoty je uvedeny uzol
odberatéom substratu, v pripade ich zapornej hodnoty je ludbym centrom

a v poslednom pripade, ak su rovné nule, uvedeolyjeizranzitny.
Formul&cia ulohy

Na zaklade definovaného problému mozno z formuladiehy Hadania

maximalneho toku v sietéég’ 1.2) zostrojff matematicky model:

kde @& — poziadavky, prip. ponukaého uzla, ptiom
aka > 0, uvedeny uzol méa poziadavku na substrat,
aka = 0, uvedeny uzol je tranzitnym uzlom,
aka < 0, uvedeny uzol je obsluznym centrom.

RieSenim tejto ulohy mozno zistispdsoby prepravy jednotlivych substratov
z obsluznych centier k jednotlivym uzlom pri prejeée minimélnej celkovej vzdialenosti.
Hodnoty premennychy; reprezentuji mnozstva prepravovaného substratého uzla do

j-teho uzla, ptiom nemoZzno prekeit kapacitu uvedenej cesty.
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Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie modifigoej ulohy fiadania

maximalneho toku v sieti na lokal Glohu:

Sets

i uzol /11/

subil(i) /1/

subi2(i) /2h-1/

subi3(i) W

alias (i,))

alias (i,k);

table p(i,));

table c(i,));

parameters

a(j) poziadavky miest;
Variables f;

Positive Variable x;

Equations

prve(i)

druhe(i,))

ucel;

ucel.. f=e=sum((i,j),c(i,j)*x(i,)));
prve(i).. sum(j,x(i,j))-sum(k,x(k,i))-a(i)=e=0;
druhe(i,j).. x(i,j)-p(i,j)=I=0;
Model maxtokmod /all/;

Solve maxtokmod using mip minimizing f;

2.3 Uloha Hadania minimélnej kostry grafu

V tejto casti opiSeme ulohuThdania minimalnej kostry grafu, ktord sliuzi na

rieSenie problémov teodrie grafov, kde sa konstrusjstém s minimalnou itkou

zabezpéujuci spojenie vSetkych gasti systemu.

Definovanie problému

Predpokladajme, Ze pet vSetkych uzlov jer. Nech je znama maticaC ={c;},

ktora je maticou priamych vzdialenosti medgrm aj-tym uzlom, préom plati:

c

(I

¢ =10, aki=j,

ak existuje priama cesta medzi -tyma -tymbom,

+oo, ak neexistuje priama cestamedzi -tyma -tynom.
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Cielom je vybra zo skupiny priamych ciest také, ktoré tvoria syst@pomocou
ktorého sa mozno dostaz kazdého uzla do kaZdého uzla tak, aby celkol#ad
pouzivanych ciest bola miniméalna. V tomto pripatks @ vyber najkratSieho systému ciest
spdjajucich vsetky uzly, pgrom je jedno, aky pset preprav po jednotlivych cestach bude

realizovany.

Formul&cia ulohy

Uvedenu ulohu mozno formulo¥aako ulohu matematického programovania,
pricom v ulohe budl vystupovabinarne premennéx; D{O,]}, kde i,j=1,2,.n.

Premenné pritom nadobudnd hodnotu 1, ak sa cesdai mg/m aj-tym uzlom nachadza

v systéme ciest, a hodnotu 0, ak uvedena cestpe nesystémeDal$imi premennymi su
y; 0{0,3, kde i,j =1,2,.n, ktoré nadobtdaji hodnoty z intervély(n-1)), pricom

reprezentuju p&et pouZziti prislusnej cesty a zabeayga, aby existovala suvisla trasa od

prisludného uzla k prvému uzlu.

Ucelova funkcia by mala vyjadrovacelkovi dZku ciest v systéme. Qiem je
najg’ minimalny systém ciest spéjajuci vsetky uzly. Potmozno delovu funkciu zapisa
takto:

Struktarne ohradenia mozno zaratlido Styroch skupin. KiZe predpokladame, ze
prvy uzol je centrom, do ktorého smeruju trasy &etkych uzlov, definujeme podmienku

pre tok z prvého uzla do vSetkych ostatnych akayowle.

2%, =0

j=2

Druha skupina ohra&eni reprezentuje vlastnbkazdého uzla, a to podmienku, ze
pri vytvarani systému ciest sa musia tidjsasy z kazdého uzla do prvého uzla.
V uvedenych trasach sa pritom pouZziva prave jedrsdacvychadzajuca z kazdého uzla

okrem prvého uzla.

n

D% =1 i=23.n

j=1

23



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

Podmienky zabezpgajuce existenciu tras z jednotlivych uzlov do prwélela su
zaradené do tretej skupiny. Uvedené podmienky digfime pre vSetky uzly okrem prvého.
Ich vyznam moZzno interpretotvaasledujucim spésobom. Z kazdého uzla musime pouZi

cesty o jeden raz viac ako cesty vchadzajuce ddaného uzla.

n

iyu -y =1 i=23.n-1
j=1 j=2

Poslednou skupinou ohr&eni st ohragujuce podmienky pre premengg Dolna
hranica reprezentuje nezapormiggemennych. Horna hranica méze nadobtidmdnotu
n—1 alebo hodnotu 0. V pripade pouZzitia cesty medtigin aj-tym uzlom v systéme ciest
zabezpeujucej dostupnas kazdého uzla zo vSetkych uzlov (v kostre grafu)Zzend
premennay; nadobudnti maximalnu hodnotun1. Ak sa uvedena cesta nepouziva,

nadobudne hodnotu 0.
o<y, <(n-1%, i,j=12.n

Potom formuléacia ulohy minimalnej kostry grafu jstedujica:

Zyij —Z y, =1, i=23,.n-:

RieSenim uvedenej ulohy ziskame systém tragmyr na prepravu substratov

Z obsluznych centier k jednotlivym uzlom tak, atwy iminimalny.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohadania minimalnej kostry

grafu:
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Sets
i vystup /11/
subil(i) /1/
subi2(i) 121/
alias (i,))
alias (i,k)
alias (subi2,subj2)
alias (subil,subjl);
table c(i,j)
Variables f;
Binary Variable x;
Positive Variable y;
Equations
prve(subil)
prve2(subj2)
druhe(subi2)
tretie(i,])
ucel;
ucel.. f=e=sum((i,j),c(i,))*y(i,)));
prve(subil(i)).. sum(j,x(i,j))=e=0;
prve2(subi2(i)).. sum(j,x(i,j))=e=1,
druhe(subi2(i)).. sum(j,y(i,)))-sum(subj2(k)yi))=e=1;
tretie(i,j).. y(i,j)-137*x(i,j)=I=0;
Model kostra /all/;
Solve kostra using mip minimizing f;

2.4 Uloha obchodného cestujiceho

Pomernec¢astym problémom, ktory sa v praxi nezriedka vysjeytye Hadanie
najkratSej okruznej cesty. Prlddani najkratSej okruznej cesty s&uje, v akom poradi
treba navstivi ostatné uzly prave raz tak, aby vychodiskovyi@acny) uzol bol sdasne
aj koncovym uzlom a celkovéizka prejdenej trasy bola miniméalna. Tento problénv |
literatire ozn&vany akodloha obchodného cestujucefresp.uloha najkratSej okruznej
cesty a ma véky patet praktickych aplikacii nielen v oblasti dopra\yolezitos’ tejto
tlohy vychadza z vyuzitia rieSenia aj pre ulohyor&t na prvy pofad nemaju Ziadnu

suvislog s cestovnymi trasami.

Na rieSenie uUlohy potrebujeme ¢itr minimalne vzdialenosti medzi vSetkymi
uzlami, prtom moZno pouZizndme algoritmy naladanie najkratSej cesty v sieti, napr.

Floydov algoritmus, metédu minimalnehtania matic at.
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Definovanie problému

Podstatou ulohy obchodného cestujuceho je tnéjgtimalnu, t.j. najkratSiu,
najrychlejSiu alebo v inom zmysle najmenej nakladskruznu trasu, ktora spiva
Vv prepojeni uitého p@tu uzlov. NafastejSie uvaZzujeme o odbeiaeh tak, ze zaatocny
aj kone€ny uzol su totoZzné a kazdy uzol je v okruZnej trzaslernuty prave raz. V takejto
formulécii tlohy obchodného cestujuceho sa uvalanes jednym obchodnym cestujlcim,
resp. len s jednym dopravnym prostriedkom. Predqtiisa, Ze kapacita tohto vozidla je

dostat@éne vé’ka na to, aby boli spinené poziadavky vSetkych catdv.

Cielom udlohy obchodného cestujuceho je absolvovaajkratSiu cestu
z vychodiskového uzla do denych uzlov a vrafisa spé do vychodiskového uzla, gom
je Ziaduce navstivikazdy uzol len raz. V ulohach sa predpoklada, ezernamy poet

uzlovn a aj najkratSie vzdialenosti medzi jednotlivymiamid; (i, j = 1, 2,..n).
Formul&cia ulohy

Tato ulohu mozno formulo¥aako ulohu matematického programovania. MozZno ju
definova’ ako Specialny pripad prid@vacieho problému, ktorého premenné su bivalentné,
t. j. ak sa cesta na prislusnej trase zrealizigdnbta premennej sa rovna 1, ak sa cesta
neuskutoni, hodnota premennej sa rovna 0. Mozné formul&miito problému mozno
najg’ napr. v (Pelikan, 2001), (Fabry, 2006).

Ulohu obchodného cestujiiceho je z formalnefiadiska vhodné formulova

v kategdriach bivalentného programovardi@,znamena, Ze sa v nej pouzivaju premenng,

ktoré mézu nadobudabivalentné hodnoty z mnozin0,3 . Pri matematickej formulacii

vychadzame z toho, Ze mameizlov a pozname maticD :{dij} najkratSich vzdialenosti
medzi vSetkymi uzlami, resp. vo vSeobecnosti matitodnotenia tras.

Prei,j =1, 2,.n zavedieme bivalentné premengé nasledujucim vyznamom:

s

Cielom dulohy je naj okruzna trasu s minimalnou celkovo prejdenou

1, ak trasa je s@g’ou okruznej cesty

0, v op&nom pripade.

vzdialenogou. Pri bivalentnych premennycfj a danej matici minimalnych vzdialenosti

D ={dij} Ucelova funkcia reprezentuje celkovo prejdenu vzdiede po okruznej trase:
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n n

f(xy)=2.2.0% ~ min

i=1 j=1

V nasledujucejcasti opiSeme vyznam jednotlivych ohrgami. Prva skupina

ohranteni reprezentuje, Ze z kazdého uzla musime’ pdéve jedenkrét.

n

dx=11i=12.n, i#]

=1

V druhej skupine zabezpgeme, aby sme do kazdého uzla prisli prave jednkr

n

M x =1 j=12,.0, i#]

i=1

Posledné ohraténia zabezp®iju podmienku, aby nevzniklo zacyklenie. Pre kazdy
uzol zavedieme pomocnu premenyiktora méze nadobudd&ubovd’né realne hodnoty
(Domschke, 1990), pripadne tieto hodnoty povaZujem@ezaporné cekdsla (Korbut,

1972). Za tychto predpokladov treba formultaaticyklické podmienky v tvare:

Yty -nysn1i=23.n j=23.n i# ]

Podmienka zabialje vzniku takych podcyklov, ktoré neobsahuju ukzoPripustné
rieSenie je potom okruznou trasou obsahujucou y3aetlky. V literature je tato formulacia
znama akd uckerova formulaciéPelikan, 2001)

Matematicky model je nasledujuci:

y+ty -nx<snli=23.n j=23.n i# ]
)gj D{O1]} ’ I,J = 1,2,.n

Doteraz nie je znamy exaktny polynomialny algorismna rieSenie ulohy
obchodného cestujuceho. Tato Gloha patri totiz kzme kombinatorickych Gloh
znamych ako NP — UpIné ulohy, pri ktorych vytmvy ¢as najlepSich dostupnych metod
rastie viac ako exponencidlne $kes’ou problému. Exaktny optimalizay algoritmus

pre rieSenie ulohy obchodného cestujuceho by vtptelsyZadoval prekontrolovarSetky
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moznosti. Ak predpokladame, Zze mameuzlov, pri fixacii z&iatocného (a séasne aj
koncového) uzla treba prekontroldv@n—1)! moZznosti. Algoritmy na rieSenie ulohy

obchodného cestujuceho mozno roztldb nasledujucich skupin:

. optimaliza&né metddy (Littleho metéda na najdenie okruznefycesnetdda
vetiev a hranic, metdda rozhodovacieho stromu -6daetiplnej enumeracie, dynamicke
programovanie a pod.). Tieto metody vedu k optimdn rieSeniu, nie su vSak vo

vSeobecnosti pouziteé pre tlohy s Vl&ym mnozstvom uzlov,

. heuristické metddy (algoritmus najblizSieho susedasobny algoritmus
najblizSieho suseda, algoritmus postupnéha:&wiania a pod.). Tieto metddy 2ane

pracuju rychlo, kvalita dosiahnutého rieSenia v§diZe by pomerne nizka,
. kombinované metdody.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohykratiSej okruznej cesty:

Sets

I vystup /11/

subil(i) /1/

subi2(i) 121/

alias (i,))

alias (subi2,subj2)

alias (subil,subjl);

Set ij1(i,j) /1. 2*n/

ij2(i,j) /1.1,2.2,..0.0/
iJ3(1,j) ;

1131.1)=112(1.))-1j2(.));

table c(i,)) ;

Variables f;

Binary Variable x;

Free Variable y;

Equations

prve(subi2)

prve2(subj2)

anti(i,j)

ucel;

ucel.. f=e=sum((i,j),c(i,j)*x(i,)));
prve(subi2(i)).. sum(j,x(i,)))-x(i,i)=e=1,
prve2(subj2(j)).. sum(i,x(i,)))-x(j,))=e=1,
anti(i,))$ij33.j).. y(i)-y()+n*x(i,j)=I=n-1;
Model TSP /all/;
Solve TSP using mip minimizing f;
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2.5 Ulohy rozvozu a zvozu materialu

Typickym problémom distribtnych firiem je u&enie trds rozvozu a zvozu
materialu, pri ktorych vznika poziadavka, aby zakého obsluzného centra bolo
do jednotlivych uzlov odberu materidlu dovezenésgreodvezen€) tté pozadované
mnozstvo substratu pri minimalnych prepravnych adéth. Tato trieda Uloh sa nazyva
tlohy rozvozu a zvozWMghicle Routing Problem VRP).

Takuto ulohu zwyajne definujeme na dopravnej sieti. Za dopravnti s@zno
povazovd napr. cestni alebo Zeleznil sie’, ale aj telefonne alebo ¢itecové siete
pouzivané na prepravu infortdmych dat. Dopravnu gietvoria uzly (obce, mesta,
telefébnne Gstredne, piacové servery) a Useky — spojnice medzi nimi (cekpakable).
Typickd okruzna Ulohu mozno charakterizévako problém rozvozu z jedného strediska

(dodavatéa, skladu) do wenych uzlov.

Jednou z napstejSie citovanych okruznych Uuloh v literatire berajucej sa
optimalizaciou je uloha obchodného cestujucehod@rédzajucaas’). Podstatou ulohy
obchodného cestujuceho je wapptimalnu cestu, ktora sioa v prepojeni witého patu
uzlov, précom za&iatocny aj kon€ny uzol je totozny a kazdy uzol spotreby je v okmejz
ceste zahrnuty prave raz. Pri takejto formulaadhgl obchodného cestujuceho sa uvazuje
len o jednom obchodnom cestujiucom, resp. len oojedwozidle. Predpoklada sa, ze
kapacita tohto vozidla je dostédte vé’ka na to, aby boli splnené poziadavky vSetkych
odberatéov. Vo vSeobecnosti vSak firma mozetmal’ké mnozstvo odberdtav, ktorych
poziadavky presahuju kapacitu jedného vozidla, alelusi reSpektovainé obmedzenia

tykajuce sa naptiasu obsluhy zakaznika a pod.

Uloha takéhoto typu sa niekedy zdiwge do kategérie Uloh obchodného
cestujuceho so Specialnou Struktarou (Muller, 19aBbo je tento problém ozfwmvany
pojmom uloha okruznych jazd/€hicle Routing Problem(Janéek, 2003). V tejtocasti
budeme pouZzitanazov tloha rozvozu Takuato Ulohu mozno pri znAmych mnoZstvach
substratu odberdtev a znamej kapacite vozidla charakterizbe&ko problém rozvozu z
obsluzného centra do jednotlivych uzlov odberu sahs tak, Ze pri kazdej jazde vozidla
je zaiatotny a koncovy uzol (obsluzné centrum) totozny a gaidol spotreby je
v okruznej trase zahrnuty prave raz. Trasu je pateutit’ tak, aby kazdy uzol (miesto
spotreby) navstivilo iba raz jedno vozidlo, kazdavozna trasa sa music¢aet’ a kortit

v skladovom centre a pri preprave sa nesmie péekkapacita vozidla. Clemm za tychto
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podmienok je najs najkratSiu alebo vinom zmysle najmenej nakladeétc Pri tejto
formulacii uvaZzujeme, Ze poziadavky jednotlivychowzmoZzno zabez@e’ najviac jednou

jazdou vozidla.
Definovanie problému

Predpokladajme, Ze je dana dopravna sse jednym obsluznym centrom a
viacerymi rozvoznymi uzlami. Cfem je premiesiovanie uéitého mnoZzstva substratu
z obsluzného centra (stredisko, centralny skladaaleentralna zasobovacia jednotka)
do jednotlivych odberatskych uzlov (rozvozné miesta), ktoré poZaduju d&dadznych
mnozstiev substratidalej predpokladame, Ze obsluzné centrum ma k disp@zepravny
prostriedok s ohradenou prepravnou kapacitiu

Predpokladajme teda, Ze existuje prepravna sie uzlami an.(n-1)/2 cestami,
ktorych ohodnotenie je dané maticou najkratSichaledostiD = {d;}. Obsluzné centrum
ozn&ime u;, ostatné uzly siete postupne, W, ..., 4. Kazdy z uzlov siete pozaduje
doviez’ g; jednotiek substratu z obsluzného ceniraPritom, ako sme uz uviedli, obsluzné
centrum ma k dispozicii prostriedok na prepravagacitouv.

Dalej budeme vychadgaz predpokladu, Ze platij < V pre v3etky uzly v sieti
(i=2,3,.n). Takto poziadavka kazdého uzla méze& lwgpokojena jedinou navstevou
prepravného prostriedku. Ulohou je majakd najkratSiu trasu prepravného prostriedku,
aby v Ziadnej z okruZznych rozvoznych jazd, z ktbrga trasa sklada, nebola pri nakladani
a vykladani substratu prekena jeho kapacita a aby vSetky poziadavky odberu

v jednotlivych uzloch boli uspokojene.
Matematicka formulécia ulohy rozvozu (resp. zvozu)

Ulohu rozvozu je zformélneho ladiska vhodné formulova v kategoriach

bivalentného programovani&p znamend, Ze v Ulohe pouzivame premenné, ktoré moz

nadobuda bivalentné hodnoty z mnozin§0,3 . V literattre (Skyva, 1987), (Pelikan,

2001) mozno najsrozne matematické formulacie Glohy rozvoRalej uvedieme model

z prace (Pelikan, 2001). Obsluzné centrum &ne uzlomu;.

Prei,j =1, 2,.n zavedieme bivalentné premenfé nasledujucim vyznamom:
1, ak usek je stag’ou okruznej cesty
X :{

0, v op&nom pripade.
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Uloha je S3pecialnym typom prit@vacieho problému, pgom je potrebné
zabezpéit, aby sa okruzna cesta nerozpadla na viac nescigisipodcyklov a aby nebola
prekraena kapacita vozidla. iem tejto Glohy je najsrozvoznu trasu pri minimalnych

celkovo prejdenych kilometroch. Pri bivalentnychemennychx; a danou maticou

vzdialenosti D={dij} Ucelova funkcia reprezentuje celkovo prejdené kilamepri

vSetkych rozvozoch substratu:
f(x,y) :ZZdM ~ min

V nasledujucej¢asti opiSeme vyznam jednotlivych ohrgemi. Prva skupina
ohranteni reprezentuje, Ze z kazdého uzla musi vozidist qgave jedenkrat (okrem 1.

uzla — obsluzného centra,dk&e moze by viac okruhov).

n

D% =1i=23.n, i#]

j=1

V druhej skupine zabezp@eme, aby vozidlo do kazdého uzla priSlo prave
jedenkrat (okrem 1. uzla — obsluzného centra).

D% =1 j=2,3.n, i#]

i=1

Posledné ohraténia zabezpg®ju podmienku, aby pri jednej rozvoznej trase

nebola prekréena kapacita vozidla a ani nevzniklo zacyklenie.
y, +( —V(l— >,§)s y i=L2,.n j=2,3,.n i# j

V uvedenych ohrateniach vystupuju premenng, ktoré reprezentuju pouzitd
kapacitu vozidla pri ceste do uzia Musi pritom platf, Ze hodnota premennej ma
nadobudntl hodnotu vé&Siu ako je poZzadovana kapacita obsluzného certraensiu, ako

je kapacita vozidla.

g<y<sV i=23,.n
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Matematicky model je potom takyto:

n

f(x,y) :Zn‘,zdm ~ min

i=1

% =11=2,3,.n, i#]

X =1 j=2,3.n, i#]

M= 1= &

iky

yi+q-V(1-x)<y i=1,2,.n j= 2,3.0 i# ]
g<sy<V i=2,3,.n
x0{03, ij=12.n

kde V- kapacita vozidla,
g — poziadavky-tého uzla.

Pri rieSeni sa za typicky povazuje konflikt medzypectovou narénog’ou
a kvalitou dosiahnutého rieSenia. Kym optimaln&eree je zvyyajne mozné identifikoua
az po pomerne dlhomcdasto neakceptovdieom ¢ase, pouZzitim heuristickych metod je
spravidla mozné ziskaieSenie pomerne rychlo, ale kvalita byva niZBiablizné rieSenie
poskytuju heuristické pristupy, resp. metaheukstiqostupy, zalozené &&inou na
metodach genetickych algoritmov a pod. Hadeani optimalneho rieSenia tejto triedy uloh
sa najastejSie pouzivaju metddy ceilselného programovania, ktoré su ladiska
zostavenia ulohy a vyptovej casovej narénosti vé’mi nar@né. Pouzitie optimalizaych
metod pre rieSenia Uloh tohto typu je pomerne kdmpané (NP-uplné ulohy), pri

praktickych rieSeniach smsto vyuzivaju heuristické metody.
Heuristické metddy rieSenia tejto Ulohy mozno rdiztea:

1. metddy, v ktorych su trasy dopravnych prostriedkmwdované priamo postupnym
pridavanim uzlov s priebeznou kontrolou pripustnpsisiusnych zvé&eni —Clarkova-
Wrightova metdda — najpouzivanejSia metdéda skupinjkombinatorickd metdda
s obmedzenym navratom, nasobny algoritmus postopmaedSovania rozvoznej trasy
adalsie,

2. metody, ktoré ulohu dekomponuju na jednoduchSidyjle ktorych vSetky rieSenia
spinaju podmienky, a treba &if iba najlepsie rieSenie poduloh Pabiska stanoveného

kritéria —stieraci algoritmus (Sweep algoritmus).
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Zdrojovy kéd pre program GAMS na rieSenie Ulohyaz a zvozu materialu:

sets
i vystup /1%/
subil(i) /1/
subi2(i) /2'/
alias (i,))
alias (subi2,subj2)
alias (subil,subjl);
set ij1(i,j) /1*n. 2*n/
ij23i,)) /1.1,2.2,..n.00
1j3(1.]);
1j3(1,)=1j1(1.)-ij2(.]);
table d(i,));
parameters
q(j) poziadavky miest;
scalar v kapacita autsl//
variables f;
binary variable x;
free variable y;
equations
prve(subi2)
prve2(subj2)
anti(i,j)
kapl1(subi2)
kap2(subi2)
ucel;
ucel..f=e=sum((i,j),d(i,j)*x(i,}));
prve(subi2(i))..sum(j,x(i,)))-x(i,i)=e=1,
prve2(subj2(j))..sum(i,x(i,)))-x(j,))=e=1,
anti(i,j)$ij3(i.j)..y(1)+q()-f(1-x(1.1))=1=y();
kap1(subi2(i))..q(i)=l=y(i);
kap2(subi2(i))..y(i)=l=v;
model Rozvoz /all/;
Solve Rozvoz using mip minimizing f;

2.6 Ulohy s¢asovymi oknami

V Ulohéach ugenych na optimalizaciu prepravnych tras sa mozunddmlodaténé
podmienky, ktoré sprésgju definované problémy uvedené v predchadzajucadtiach.
Jednou z takychto podmienok je podmienka moZnestihpdu cez jednotlivé uzly vopred
definovanomtase. Skupinu uloh, zéadiujdicu uvedené dodatoé podmienky, nazyvame
tlohy sc¢asovymi oknami. PretoZe ide o ulohy, ktoré beru W@hy ¢asovy faktor,
parametred; su uvazované ak®asové jednotky spajajudety aj-ty uzol. V tejto casti

ukdZzeme vSeobecnu formulédciu dodateh podmienok, ako aj aplikdciu na ulohu
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hradania najkratSej cesty v sieti, tlohu obchodnésiugiceho a ulohu rozvozu a zvozu

materialu.

UvaZujme o moznosti roz&ruvedené ulohy o poziadavku obslipty obsluzny

uzol v ugitom ¢asovom intervalecasovom okne)<Dj;Hj>. Casovy interval obsluhy-

teho uzla definujeme najskdr moznym prichodbma najneskor pripustnym odchodom
z uzlaH;. Casovy okamih zgatku realnej obsluhy jtom uzle ozn&me akoz, pricom
predpokladame; > D;. Redalne ukogenie obsluhy (najneskor pripustdgisovy okamih
realnej obsluhy) y-tom obsluznom uzle vygitame tak, Ze k realnemu d&atku obsluhy

v j-tom obsluznom uzlg; pripatitame dobu obsluhy jtom uzlet;, t. j. Z; + t;, pricom
predpokladamé; + t; < H;.

Realny zdiatok obsluhy \j-tom obsluznom uzl&; pritom vyp&itame, ke’ k ¢asu
ukonienia obsluhy v predchadzajucoitom obsluznom uzleZ; + t; pripccitame cas
prechodu d¢-teho obsluzného uzi.

Binarne premenng&; op& reprezentuju pouZzitie trasyi#ého uzla dg-teho uzla
pri optimalnom spdsobe prepravy z obsluzného céntdberatiovi; hodnota 1 znamena
vyuzitie prisluSnej cesty, hodnota 0 jej nevyuzipd pritom predpokladajme, Ze &t
uzlov jen.

Na rozdiel od formulacie uloh pribudnd k uvedenytohéam dalSie tri skupiny
ohranteni. Prva zabezpg v pripade pouZitia cesty (trasy) medgym aj-tym uzlom, aby
premennéZ; nadobudli kladnd hodnotu reprezentujias z#&atia obsluhyi-tého uzla,
pricom je zndmyas obsluhy w-tom uzlet;:

%(Z+t+d-2)=0 i=1,2,.n j= 2,3.n i# ]

V druhej atretej skupine doplnenych Struktarnycthrameni definujeme
podmienky natasy realizacie obsluhy jednotlivych uzlov. Doln@ticu D;, t. j. najskor
mozny ¢as zdatia obsluhy j-teho uzla, pre premenng reprezentuji nasledujuce
podmienky:

Z,2D j=12.n

V poslednej skupine definujeme hornd hranicu ulemm obsluhyj-teho uzla,

pricom ukorgéenie obsluhydas Z; +t; ) musi by realizované déasuH;.

Z +t <H j=12.n
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2.6.1 Uloha najkrat3ej cesty v sieti 8asovymi oknami

Na rozdiel oddalSich uloh, ktoré uvadzame tejto kapitole, v Uldifadania
najkratSej cesty v sieticasovymi oknami nerealizujeme obsluhu, ale su siemé@tasy,
kedy mozno prechadgaez jednotlivé uzly. Potom mozno definév@dnotyt; rovnajuce
sa nule prei=1, 2,.n. Na zaklade toho prva skupina oheami bude nadobuda
nasledujuci tvar (v Ulohe vystupuju paramedyektoré predstavuju priam&sové spojenie

medzii-tym aj-tym uzlom):
%(z2+¢-2)=0 i=12,.n j= 2,3.n iz |
Podmienky pre dolnu hranicu, t. j. najskorSi moZay prechodu cezty uzol, pre

premenng&j zostanl nezmenené:

z]. > D]. j=21,2,..n

Definovanie hornej hranice pre najneskorsi modawy prechodu cgzty uzol musi

vychadzd z podmienky dodrzania horného ohkamia H; (ti = 0).

Z,<H, j=12,..n
Matematicka formulacia ulohy’dania najkratSej cesty v sieiasovymi oknami:

f(x,2)=2, - min
Sx =%  j=23.n-1

i0P; kOR
1+ %, = D %

ioP; KOR

D% =D X+l

i0P, kOR,

%(Z+¢-2)=0 i=1,2,.n j= 2,3.n i# ]
Z,=2D, j=12,.n
Z,<H, j=12,.n
x, 0{0,3 i,j=12.n
kde ¢ — najkr.atlél’éas prechodu z-tého uzla dg-teho uzla, medzi ktorymi existuje
spojnica,

D; — najskorsi moznyas vstupenia dpteho uzla,

H; — najneskorSi moznias opusteni@teho uzla,

P={p0{L2,.1} I, # 0 ¢ 2} ,j= 12,0

R={r0{L2,.n /g # 00¢ #} i=12.n.
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RieSenim uvedenej ulohy ziskame spdsob prepravstraitib z obsluzného centra
do miesta odberu pri minimalnej prejdenej celkoxajialenosti, piiom sa musia dodr£a
casové podmienky pre jednotlivé uzly. Prememnéeprezentuju pouzitie trasyizého

uzla doj-teho uzla pri optimalnom spésobe prepravy z olm&hd centra k odberdtavi.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie Ulohadenia najkratSej cesty

Vv sieti s¢asovymi oknami:

Sets
I uzol /1n/
subil(i) /1/
subi2(i) /2h-1/
subi4(i) 121/
subi3(i) W
alias (i,))
alias (i,k);
set ij1(i,j) /1. 2*n/
j2(i,)) 11.1,2.2,..0.n/
113(1.,));
1131.1)=1j1(1.)-1j2(.));
table c(i,));
parameters
D(j) dolne ohranicenie
H(j) horne ohranicenie
Variables f;
Binary Variable x(i,));
Positive Variable Z;
Equations
prve(subi2)
druhe(subil)
tretie(subi3)
stvrte(i,subi4)
piate())
sieste())
ucel;
ucel.. f=e=sum((i,j),c(i,j)*x(i,)));
prve(subi2(j)).. sum(i,x(i,j))-sum(k,x(j,k))=€s
druhe(subil(j)).. 1+sum(i,x(i,j))-sum(k,x(j,k@=0;
tretie(subi3(j)).. sum(i,x(i,}))-sum(k,x(j,kd=e=0;
stvrte(i,subi4(j))$ij3(i.j)..x(1,)*(Z(i)+c(i,)-Z(j))=1=0;
piate())..Z(j)=9=D();
sieste(j)..Z())=I=H();
Model pokus /all/;
Solve pokus usingminlp minimizingf;
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2.6.2 Uloha obchodného cestujicehatasovymi oknami

UvaZzujme o moznosti roz&ri ulohu obchodného cestujucehaiag 3.4)
0 poziadavku obslugij-ty obsluzny uzol v witom ¢asovom intervalecégsovom okne)
<Dj; Hj> — Uloha obchodného cestujuceh&asovymi oknami. Realny Z@atok obsluhy
vj-tom obsluznom uzlez pritom vypaitame, k& k casu ukogtienia obsluhy

v predchadzajuconi-tom obsluznom uzleZ; + t; pripatitame ¢as prechodu dg-teho

obsluzného uzld.

Matematicka formulacia ulohy obchodného cestujucsiktasovymi oknami je

takato:
X,Z.y) =22(dij +tj)>ﬁ ~ min
i=1 j=1
zxj =1,i=12,.n, i#]j
j=1
> =1 j=12.n,i#]
i=1
ity -nx<snli=23.n j=23.n i# ]
%(Z+t+q4-2)=0 i=12.n j= 2,3.n i# |

Z, 2D, j=12,.n
Z,+t <H j=12.n
0{0,} i=12,..n j=12.n

kde dj — najkratStas prechodu &tého uzla dg-teho uzla,
D; — najskorsi moznyas vstupenia dpteho uzla,
H; — najneskorSi moznias opustenigteho uzla,
t; —cas obsluhy-teho uzla.

Uloha patri do triedy NPazkych uUloh a obsahuje pomerne vysokyégio
premennych a predovSetkym ohkangicich podmienok, p&om niektoré dodatmé
mozno lentazko formulovd. Takto formulovanud ulohu by bolo mozné rieomocou
metod celdiselného programovania. Prel'ké vypaitovl zlozitog tychto metdd sa javi
ako efektivne vyuzitie inych pristupov. Zal'wé vhodné sa povazuju algoritmy z mnoziny
evolwnych technik ickova, Brezina, Pekér, 2007).
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2.6.3 Uloha rozvozu gasovymi oknami

UvaZzujme o moznosti roz&fridlohu rozvozu materidluc¢s’ 3.5) o poziadavku
obsluzt’ j-ty obsluzny uzol v witom ¢asovom intervale<Dj;Hj> — rozvozné ulohy

s¢asovymi oknami.Casovy interval je y-tom rozvoznom uzle definovany najskor
moznym prichodonD; a najneskor pripustnym odchodom z rozvozného Hzl&asovy
okamih zdiatku realnej obsluhy ptom rozvoznom uzle ozime ako Zj, pricom
predpokladam&; > D;. V pripade, ak nie je splnena uvedena poziadgekarislusny uzol
za’azeny penale, ktoré v praxi znamenaju presunuieomného uzla do novej rozvoznej
trasy. Reélne ukamnie obsluhy (najneskoér pripustéigsovy okamih realnej obsluhy)jv
tom obsluznom uzle vygitame tak, Ze k redlnemu &atku obsluhy \j-tom obsluznom
uzle Z; pripccitame dobu obsluhy jtom rozvoznom uzlet, t. j. Zj + tj;, pricom

predpokladamé; + t; < H;.

Realny zaiatok obsluhy \j-tom obsluznom uzl&; pritom vypa&itame, ke’ k ¢asu
ukontenia obsluhy v predchadzajucortom obsluznom uzleZi + t; pripccitame cas

prechodu d¢-teho obsluzného uzt.
Formul&cia ulohy

Predchadzajuce Uvahy mozno na zaklade jednoduch@uelu pre rozvoznu
tlohu (napr. Fabry, 2006) roz$ido nasledujlcej tlohy matematického programovania:

f(x,Z,y):iZn:(dij +1)% - min

i=1 j=1
n

D% =1i=23.n, i#]

j=1
>% =1 j=23.n, i#]
i=1

yi+q-V(1-x)<y i=12.n j= 23.n i# |
g<sy<V i=23,.n
%(Z+1+4-2)=0 i=12..n j=23.n i# |
Z,2D, j=12.n
Z,+t<H j=12.n
x 0{0,4 i=12,.n j=12n

kde dj — najkratStas prechodu &tého uzla dg-teho uzla,

38



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

D; — najskorSi moznyas vstupenia dpteho uzla,
H; — najneskorSi moznias opusteni@teho uzla,
t —cas obsluhy-teho uzla,

g — poziadavka-tého uzla,

V — kapacita vozidla.

Takto formulovanu ulohu by bolo mozné rie§iomocou metdéd matematického
programovania. Pre Vil vypaitovu zlozitos tychto metod sa oggavi ako efektivne
vyuzitie inych pristupov (napr. algoritmy z mnozimgvolwnych technik). V praci
(Cickova, Brezina, Pekar, 2009) je uvedeny spdsobmiag®mmocou samoorganizujiceho
sa migr&ného algoritmu (SOMA) (Zelinka, 2002).
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3. Loka¢né modely

Pri rozhodovani o umiastvani obsluznych centier mozno pauzidzne typy
modelov matematického programovania. V tejto kadpitpoukazujeme na moznos
pouZitia optimalizanych metdd rieSenia uvedeného problému. Tieto nyalel literatire

zname ako lokané modely.

V prvej casti kapitoly je nazr#ny pristup na lokalizaciu oblasti umiestnenia
obsluzného priestoru zalozeny na metédach pouZiehjivzduSné vzdialenosti medzi
jednotlivymi uzlami. V druhejc¢asti ide o vyber lokality prostrednictvom ukazovVate
tonokilometra (osobokilometrov), gom predpokladame znatbparametrov jednotlivych
uzlov (kapacita prepravovaného substratu v tonaekdialeno§ medzi uzlami
v kilometroch). V nasledujucej kapitole sa budene@ova problematike umiesbvania
obsluznych centier. Ich diem je ich optimalne umiestnenig uz na baze stanovenia
maximalnej vzdialenosti uzlov od obsluzného cerdtabo stanovenia optimalneho¢po
obsluznych centier. V literatire je rozpracovanyeliké mnozstvo modelov, z ktorych
vacSina je zaloZena na koncepcii pokrytia. VSeobeonstigu dve zakladné koncepcie —
jedna si kladie za cdiepokryt’ vSetkych obyvat®v minimélnym pétom obsluznych
centier — tzv. lokéno- pokryvacia ulohalocation Set Covering Problem — LSCHruh&
ma pri obmedzenom pte obsluznych centier maximalizavapokrytie obyvatéov

(Maximal Covering Location Problem — MC).P

3.1 Lokalizacia obsluzného centra v euklidovskej nine

Umiestnenie objektu v podstatnej miere zavisi odialenosti jeho najkratSieho
spojenia vzduSnotiarou od ostatnych uzlov (napr. skladovych, triegia centier). Tato

vzdialenog predstavuje ktku Gséky medzi bodom umiestnenia a bodom daného uzla.

V literatdre sa v tomto pripade tagtejSie ako priklad uvadza vybudovanie nového
letiska medzi niekikymi uz existujucimi letiskami. Letisko treba postatak, aby lietadla
absolvovali najkratSie vzdialenosti na ostatnéskeéti V tomto pripade letisko mozno
vybudova v rubovd’nom bode priestoru. Situacia nie je determinovao@red danymi
moZznosami, ako je to \dalSom pripade. Teoreticky nie je potrebné, abyeného uzla
viedli komunikacie (ide o taku Vk( investiciu, Ze dobudovanie ciest nepredstavuje

rozhodujucwag’ nakladov).
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Na meranie vzdialenosti dvoch bodov (bodo¥) x* 0 R budeme pouZzita

funkciu
d(xt,x?) =[x"=x |,

kde prava strana uvedeného vyrazu vyjadrujgtiurvelkos® (normu) vektorax’— .

Budeme rozliSovatriedu L,-metrik, kde

Wa«w;{gw~fff,pqumm}

p — parameter metriky,

k — rozmer priestoru.

p=2
NG
NZE

Obrazok 3.1 Obrysygtmetrik

Na obrazku 3.1 st zobrazené body, ktoré sl vzdigemnu jednotku od bodk?
pod’a troch L;-metrik (prep = 1, 20).

Pre nase potreby pne bodov budeme pouZia ,-metriku. Nech £, x%] su
stradnice Padaného bodu® a [¥1, X;] st suradnice jednotlivych dievych uzlovx' pre
i=1,2,.n.

Potom vzdialenasmedzi fadanym bodom a danyrrtym uzlom (pre = 1, 2,..n)
je pri merani vzdialenosti pomocog-etriky:

d(x', x%) = /(X = X)% + (%~ %)

Takymto spdsobom mozZzno n@jsbod s celkovo najkratSou vzdialedos
z vychodiskového uzla do vSetkychostatnych uzlov (odberd®skych uzlov). Uvedeny

problém mozno formulovaako Ulohu najdenia Yoého extrému:
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(00 5%) = Y0 )7+ (%= B)7 — min

Na obrazku 3.2 sU znazornené tri objekty. Optimaingestneny objekk® je

v strede a ma suradnice’], x%;]. Vzdialenos d(x, x°) sa péita poda vzahud(x', x% =

\/(xi -X)?+(%,— ¥)?, ¢o je na obrazku 3.2 zrejmé. Treba minimalizbs&et vietkych
vzdialenostid(x', x°%), i = 1, 2,..n. Nie v8etky uzly st v&ak pre lokalizaciu novéhgektu
rovnako dblezité. Pda dblezitosti ich mozno ohodnttivahami (vahy uzlov mézu

napriklad vyjadrovy ako c¢asto treba do danych uzlov liétaaké su poziadavky
odberatéov a podobne).

X2
X2
X, x° — optimalne umiestnenie bodu
d(Xl' X \
X X3
X2 WL \
1 0 \2
1 012 (X2 —X"2)
(X'1—X71)
Xll Xol X1

Obrazok 3.2 Optiméalne umiestnenie bafu

Takto moZzno najs minimum zo sttov, ktoré pozostavaju zo &dov vah
a vzdialenosti. Uvedeny problém mozno formutbtakto:

01X = > wi (X =R+ (= B~ min

Pri rieSeni problému umiestnenia nového skladuefia tpotrebné zaviesvahy
jednotlivych odberatiskych uzlov ). Jednou z moZnosti degnia vah méze bypodiel

odpadu produkovaného v obsluznom centre k celkovémmozstvu vyprodukovaného
odpadu.
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Takto vypa@itané rieSenie udava bod s celkovo najkratSou iemtid’ou

z ueného uzla do jednotlivych uzlov.

Takéto rieSenie predchadzajucej ulohy moéze’ lchodiskom na rieSenie
problému ukenia uzla, v ktorom je vhodné umiestobsluzné centrum, @om uvazujeme
o doprave prostrednictvom cestnej siete. RieSeniredaného problému lokalizacie
obsluzného centra v euklidovskom priestore ziskbnkalitu. V jej okoli vyberieme uzly,
na ktoré budeme aplikovalgoritmy tedrie grafov. Na ziskanie vychodiskovéteSenia

mozno pouZi tlohu vyiadavania’aziska'ahko rieSiténd pomocou wahov:

D% 0 ;%
n Xz_n'

iw% iw%
X = X =
2w D W

Tieto vz’ahy uguju obidve suradnicel’adaného bodu ako aritmetické priemery,

prip. vaZzené aritmetické priemery suradnic danydbwi

RieSenie uloh v tejtéasti mozno realizowvapomocou programu MS Excel, ktory
poskytuje nastroj na adanie extréemu funkcii s viacerymi premennymi (ReEg
Na H’adanietaziska mozno pougitaktiez uvedeny program, kde pomocou definovania

vzorcov vypa@itame pozadované hodnoty.

3.2 Lokalizacia v uzloch siete

Z ekonomického Fadiska asi najdolezitejSi a vasgtejSi pripad optimalneho
umiestnenia obsluzného centra je prave tento. \Gadéz predpokladu, Ze obsluzné
centrum mozno lokalizovden do vopred danych uzlov, pretoze k nim veddycésiohou
v praxi moze by optimalne umiestnenie skladu alebo vyrobného zayvadspektive
umiestnenie pohiky distribuinej spol@nosti. Na prepravu sa pouzivaju rovnorodé
dopravné prostriedky, napriklad automobily. I©® je minimalizové prepravné naklady
(prejdend vzdialenad®, pricom sa ako celkové prepravné naklady (celkovd pnéde

vzdialenos) urci suma individualnych prepravnych nakladov (vzdiakgi) z obsluzného
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centra do jednotlivych uzlov. Vyhoda vhodne vybtaméobsluzného centra sa méze
prejavi’ nielen v asporach v palive, ale agase, v nizSom opotrebeni aut a v celkovej

efektivnosti prace.

V tychto pripadoch sa z¥8a postupuje inym spésobom ako pri lokalizacii @nt
v euklidovskej rovine, pretoZe obsluzné centrum oiEmo postavi v 'ubovd’nom bode,
kam nevedie Ziadna cesta. Pri rieSeni tohto prablérozno sledowadva druhy ciéov.
Prvym je minimalizacia celkovo prejdenej vzdialemogz obsluzného centra do
jednotlivych uzlov, ak uvazujeme individualnu doprak jednotlivym uzlom. V druhom
pripade mozno pouZivahy jednotlivych uzlov, péom na vypdet vah pouZijeme
poZzadované hodnoty mnozZstiev substratov jednotivyizlov. Mozno ich vyjadti pre
nazornog napriklad v tonach (fatd’.), pricom vytvaraji vektorx s rozmerom r{x 1).

Matica najkratSich vzdialeno$di ma rozmerig x n).

Vynasobenim matice najkratSich vzdialendta jednotkového vektora vznika
vektor y, ktory je vyjadreny v jednotkach vzdialenosti, ¢prm reprezentuje celkovo

prejdenu vzdialen@amedzi obsluznym centrom a jednotlivymi uzlami.
y=Dl[é

Na optimalne zvolenie obsluzného centra treba vylem uzol, ktory ma vo

e

min{y, i =1,2,.n]y =D &}

Nasobenim matice najkratSich vzdialend3th vektora poZiadaviek jednotlivych
uzlov x vznika vektoly, ktory je vyjadreny v tonokilometroch (prip. osé&ilometroch).

y=DIX

Jeho jednotlivé prvky vyjadruju objem prepravy, rgtdy sa realizoval, keby bol
dany uzol zvoleny ako obsluzné centrum. Preto nandfne zvolenie obsluzného centra

treba vybrd ten uzol, ktory ma vo vyslednom vektore najnizgngnotu prepravy.
min{y, i =1,2,.n]y = D}

Ak v nejakom uzle nem6ze bybsluzné centrum z objektivnych gni (nebolo by
vydané stavebné povolenie, nevedie k nemu dastatkvalitna cesta, nema pracovné sily

a pod.), tak nemusime prislusny riadok matice nésaktorom poziadaviek.
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Najjednoduchsi pripad v situacii, ®e uvaZzujeme s prepravou substratov
z jednotlivych uzlov, ktory sa zaobide aj bez Wtpp nastane vtedy, ak existuje jeden taky
uzol, ktorého poziadavky predstavuju minimalne pmo z celkovych poziadaviek. V tom

pripade optimalny uzol bude prave v danom uzle.

TaktiezZ mozno riegiulohu pre obidve situacie, kde moze’ Ipptencidlne obsluzné
centrum aj uzol mimo uvazovanych dodavakgch uzlov. V tomto pripade sa hodnota
mnoZstva substratu, pripadne zloZzka jednotkovejcediude rovnanule. Postup rieSenia
je identicky s postupom uvedenym v predchadzajuc&$ti. Samozrejme, maticu

najkratSich vzdialenosti musime roz8oiuvedené potencialne obsluzné centra.

Pri rieSeni problému uvedenom v teftasti mozno poufZi program MS Excel.
Tento program obsahuje maticovu funkciu (nasoberaéic), ktora potrebuje na ziskanie
hodnot parametrov opisanych v teftasti. Naslednym pouzitim funkcie MIN ziskame
hodnotu minimalnej prejdenej vzdialenosti, pripadhednotu tonokilometrov pri
individualnej doprave z obsluzného centra do jelinah uzlov.

3.3 Uloha umiestnenia minimalneho pétu obsluznych centier pri danej

maximalnej vzdialenosti

V tejto casti opiSeme dva spbsoby formulacie probléntania minimalneho piu
obsluznych centier pri danej maximalnej vzdialenadsora sa musi realizovagri rozvoze
substratu. Model umozni lokalizavabsluzné centra tak, aby bola dodrzana pozadovana

dostupnos (vzdialenos) vSetkych uzlov pri minimalnom gte obsluznych centier.

Ciel', ktory bol stanoveny, je zaloZzeny na myslienketajmsosti obsluzného centra
pre kazdy uzol dopytu. Treba teda starfiawiaximalnu hodnotu vzdialenodi kazdéeho
uzla od uvedeného centra. V naSom pripade chcetie mimimalny p@et obsluznych
centier, aby boli dostupné maximalne na vzdialémos/ nasledujlicefasti uvedieme dve

mozné formulacie modelu.

V prvom rade mozno problém formulavako tlohu bivalentného programovania,

kde mame premenng; D{O,]}, j=1,2,.n, n — paet uzlov, prkom ak nadobudne

hodnotu O, centrum sa neotvori v uvedenom uzledadiu 1, ak sa otvori. Id&e cid’om

je minimalizova pocet obsluznych centier, moznéealova funkciu zapiga
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f (x) :Zn:x]. ~ min
=1

Pri tomto prvothom probléme chceme zabérpeostupnot vsetkych uzlovg¢o

moZno zapiganasledujucimi Struktdrnymi ohram@niami:
min{d, 5} < K, i=1,2,.0.9={ j|x = }
Ohranteni je n, pricom pre kazdy uzol musi Bysplnena podmienka, Ze

vzdialenog od najblizSieho obsluzného centra je maximdné&arametred; si hodnoty

vzdialenosti medzi uzlaniiaj, t. j. maticaD je matica minimalnych vzdialenosti medzi

uzlami.

DalSou podmienkou je existencia asgedného obsluzného centra, t. j.:

1‘(x):Zn:xj ~ min
njnDiJn{dij X}<K, i=1,2.n ,J={ j|x = }1

n

> x =21

j=1

x, 0{0,4, j=12.n
kde dj — najkratSia vzdialengsnedzii-tym aj-tym uzlom,
K — maximalna mozna vzdialenos

Problém taktiez mozno formulowaako uUlohu bivalentného programovania, v
ktorej vystupuji premenné; 0{0,} , j=1,2,.n, kde n je paset uzlov. Pritom ak

premenna nadobudne hodnotu 0, obsluzné centrundeebuzle zriadené, ak hodnotu 1,
obsluzné centrum sa zriadi. Na zakladd'ai&ktorym je minimalizovapatet obsluznych

centier, mozno &elova funkciu zapigatakto:

f(x)=> % — min
=1
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Ohrantenia musia zabez{i¢, aby pre kazdy uzol bola splnena podmienka, Ze

vzdialenosg od najblizSieho obsluzného centra je maximdndarametred; su hodnoty

vzdialenosti medzi uzlanii a j, t. j. maticaD (s rozmerom x n) je matica minimalnych
vzdialenosti medzi vSetkymi uzlami. Na zaklade ezl maticeD mozno zostroji
maticuA (tiez s rozmeromm X n), ktorej prvkya; nadobudaji hodnoty 0, ak vzdialetios
medzii-tym aj-tym uzlom je véaSia akoK, alebo 1, ak vzdialendge menSia alebo sa

rovnak:

0,d; >K 210
— L]=1,Z2,.n
% 1d; <K :

Ohranteniami treba zabezp@ dostupnot uzla aspt od jedného obsluzného
centra na maximalnu vzdialenos, ¢o mozno zapisa nasledujucimi Struktdrnymi

ohranteniami:
Dax=21,i=12,.n
i=1

Uvedena formulacia musi obsahévaefinicny obor premennych, t. j. ich
bivalentny charakter:

x, 0{0,3, j=12.n.
Formulacia ulohy
1‘(x)=zn“xj - min
=1
Zn:aﬁ)g >1, i=12,..n
i=1

x {03, j=12.n

0,d;>K 15
= ibj=1,2,.n
% 1,d; <K :

kde a; — dostupnasi-tého uzla og-teho uzla do vzdialenod,
K — maximalna mozné vzdialenbs

Na rieSenie druhého modelu moZzno pdukiasické pristupy rieSenia Uuloh

bivalentného programovania, enum@r@ metody, ale v novSej literatlre sa pomeiasto
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uvadzaju aj rézne heuristiky, ktoré v pomerne dobk@se umoiuju najs’ prijate’né
rieSenia. K takymto heuristikdm patria napr. Lageova heuristika, greedy heuristika,

tabu search, genetické algoritmy a podobne.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohy estmenia minimalneho

poctu obsluznych centier pri danej maximalnej vzdiakn

Sets i/11/

alias (i,);

Table a(i,)) ;

Variables z;

Positive variable x;
Equations sklady

ohr(j);

sklady.. z=e=sum(i,x(i));
ohr(j).. sum(i,a(i,))*x(i))=g=1;
Model vzdial /all/;

Solve vzdial using mip minimizing z,

3.3.1 Modifikacia ulohy umiestnenia minimalneho pétu obsluznych centier

Pri rieSeni problémov umiegivania obsluznych centier bola definovana uloha
umiestnenia minimalneho P centier, pdom bol definovany parameter maximalnej
moznej vzdialenosti uzla od obsluzného centra.jié tasti uvedieme dve mozné Upravy
uvedenegj tlohy. Prva zaita podmienky zriadenia obsluznych centier vo voprdatanych
uzloch a druhd moznu modifikaciwtaelovej funkcie odzrkatjucu vekos” prislusného

uzla.

1. Doplnenie tlohy o nevyhnutmagiadi’ obsluzné centrum v poZzadovanych

uzloch

Pri rieSeni problémov umiesivania obsluznych centier rozhodovatéasto
stanovuje poziadavky na ich zriadenie v definovanyokalitach. Na zéaklade tychto
poziadaviek mozno ulohu umiestnenia minimalneh&ypobsluznych centier modifikova

nasledujucim spdsobom.

Nech je potencialne umiestnenie centier vo vSetkyzibch pri pozZiadavke, Ze vo
vybranych uzloch musi Bycentrum, mnozina vybranych uzlov Ny, rozhodovacie

premenne pre vybrané uzky =1, j ON, .
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Formul&cia ulohy
f(x)=> % - min
i=1

Zn:a,.j% >1, i=1,2,.n
j=1

x, =1 jON,

x {04, j=12.n

kde a; — dostupnasi-tého uzla og-teho uzla do vzdialenod,
K — maximalna mozné vzdialenbs

RieSenie v programovom produkte GAMS je zhodne&gusom uvedenym gasti
3.3, prtom je rozSirené o dodatwé podmienky pre premenné, ktoré nadobudaju
hodnotu 1.

2. Modifikacia koeficientovdelovej funkcie

Druhou modifikdciou uvedenej Ulohy je Z@ldnenie vEBkosti dopytu
v jednotlivych uzloch. RieSenie prislusného prohlémozno dosiahnu definovanim

koeficientov @elovej funkcie zafiajacich uvedeny parameter.

Nech potencialne umiestnenie obsluznych centieojeSetkych moznych uzloch.
Pri zoladneni pétu poziadaviek v jednotlivych uzloch, ich ¢& spolu jeP aP; je patet
poZiadaviek j-teho uzla. Koeficienty delovej funkcie mozno vypdta ako

cjzl—Fj,j:1,2,..n, pricom ¢ reprezentuje potencialny @&t poziadaviek
prichadzajucich do obsluzného centra.

Formul&cia ulohy
f(x)=> ¢, x - min
j=1

Zn:aﬁ)g >1, 1=1,2,..n
j=1
x, {03, j=12.n

kde ¢ — potencialny peet poziadaviek prichadzajucichj-teho uzla do obsluzného
centra,
a;j — dostupnasi-tého uzla og-teho uzla do vzdialenod,

K — maximéalna mozné vzdialerntos
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RieSenie v programovom produkte GAMS je taktieadrté so zapisom uvedenym
v ¢asti 3.3, prom rozdiel je pri definovani koeficientovcélovej funkcie, ktoré

nadobudaju hodnotu potencialneho¢tpo poziadaviek prichadzajucichj4eho uzla do

P
obsluzného centra, :1—3’, j=1,2,.n narozdiel od pévodnych koeficientov 1.

V prilohe 1 moZno néfsaplikaciu pdévodnej ulohy ako aj modifikovanych filo

na mesta Slovenskej republiky.

3.4 Uloha najdenia miniméalnej vzdialenosti pri stamvenom pdte

obsluznych centier

V tejto ¢asti opiSeme model, pomocou ktorého mozre’uminimalnu vzdialenas
potrebnld na pokrytie vSetkych uzlov pri vopred danpate obsluznych centier. Qie
ktory bol stanoveny, je zaloZzeny na mysSlienke malimej dostupnosti obsluzného centra
pre kazdy uzol dopytu, t. j. pri stanoveni¢poobsluznych centier trebadit minimalnu

moznu vzdialenas

Problém mozno formulovaako ulohu matematického programovania, kde mame
premennéy, 0{0,34 ,x0{0,} , i,j= 1,2,n z= , n— patet potencialnych obsluznych
centier, ako aj v3etkych uzlov. Premengé{0,3 , i,j =1 2,.n reprezentujugi j-ty
uzol bude odobetasubstrat zi-tého obsluzného centra. Na druhej strane v modeli
vystupujd premennés 0{0,3 , i=1,2,.n, ktoré nadobldaju bivalentné hodnotygpm
ak nadobudnu hodnotu 0, tak sa potencigie obsluzné centrum neotvori. V pripade
nadobudnutia hodnoty 1 je potrebné otvodbsluzné centrum, aby bol dosiahnuty
sledovany cie Poslednou premennou modelu je premennié&ora nadobudne hodnotu
najvé&sej vzdialenosti obsluzného centra od jednotlivyziov. Na zaklade cla, ktorym

je naj$ minimalnu vzdialenas medzi obsluznymi centrami a uzlami, mozné&eldvu

funkciu zapis@ takto:
f(x,y,2) = z- min

Ohrantenia mozno rozdalido Styroch skupin. Prva skupina definuje podmienky

nevyhnutnosti pouzivania jednej cesty pre kazdy dambsluzného centra.
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Zn:yij =1, j=12,.n
i=1

Do druhej skupiny Struktarnych ohréeni zard’'ujeme podmienky, ktoré v pripade
pouzitia prevozu substratu doeho obsluzného centra zabedpeotvorenie uvedeného

centra.

Y, =%x<0, i,j=12,.n

UZ zo samotného ndzvu problému vidime, Ze je po&ebavie§ ohrantenie
obmedzujlce pet obsluznych centier. K&e premenné x,0{0,}, j=1,2,.n

reprezentuju,éi obsluzné centrum bude otvorené, mozno uvedenimm@dku zapisa
takto:

Posledné skupina ohr&eni musia zabezpe’, aby premenna, ktord vystupuje
v (Celovej funkcii, nadobudla hodnotu maximalnej vzdralsti pre pouzivané prepravnée
trasy medzi skladovymi centrami a jednotlivymi umlav prisluSnom rieSeni. Parametre
d, sU hodnoty vzdialenosti medzi obsluznymi centramijednotlivymi uzlamij, t. j.

maticaD je matica minimalnych vzdialenosti.

n

> d;y —z<0

i=1
Formul&cia ulohy
f(x,y,z)=z- min

n

Dy, =1 j=12,.n

i=1

Y, =%<0, i,j=12,.n

D %X=p

i=1
>dyy -2z<0, j=1,2,.n
i=1

x,¥% 0{0,},i,j=12,.n
z=0

kde p- paet obsluznych centier,

dj — najkratSia vzdialenéz i-tého uzla dg-teho uzla.

51



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

Zdrojovy kbéd pre program GAMS na rieSenie Ulohy deéja minimalnej

vzdialenosti pri stanovenom e obsluznych centier:

Sets i /10/

alias (i,));

Scalar p/;

Table d(i,j)

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;

Positive variable z;

Equations uf

prve())

druhe(i,)

tretie

stvrte(j);

uf.. f=e=z;

prve(j).. sum(i,y(i,j))=e=1;
druhe(i,)).. y(i,))-x(i)=I=0;

tretie.. sum(i,x(i))=e=p;

stvrte(j).. sum(i,d(i,j)*y(i,j))-z=1=0;
Model minimalnavzdialenost /all/;

solve minimalnavzdialenost using mip minimizing f;

V prilohe 2 uvadzame aplikaciu uvedenej ulohy natén&lovenskej republiky.

3.5 Uloha celkovej minimalnej vzdialenosti pri staovenom pdte

obsluznych centier

V tejto casti opiSeme model, pomocou ktorého moZnotuminimalnu celkovo

prejdenu vzdialenwszo vSetkych uzlov do obsluznych centier pri voposthom poéte

obsluznych centier. Clie ktory bol stanoveny, je zaloZzeny na myslienkejdaeej

vzdialenosti zo vSetkych uzlov do obsluznych censipolu, t.j. pri stanoveni ptu

obsluznych centier, trebadit* minimalnu moznu celkovo prejdenu vzdialetos

Problém mozno formulo¥aako ulohu bivalentného programovania, kde mame

premenné y, 0{0,3 ,x0{0,} , i,j= 1,2,n, n — paet potencidlnych obsluznych

centier, ako aj v3etkych uzlov. Premengé{0,3 , i,j =1 2,.n reprezentujugi j-ty

uzol ziska substrat #tého obsluzného centra. Na druhej strane v modgiupuji

premenné x 0{0,3, i=1,2,.n, ktoré nadobldaju bivalentné hodnoty, ¢pm ak

nadobudne hodnotu 0, tak sa potencialfie obsluzné centrum neotvori. V pripade
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nadobudnutia hodnoty 1 uvedené obsluzné centryputjebné otvori, aby bol dosiahnuty
stanoveny cig
Na zostrojenie &elovej funkcie potrebujeme parametd,i, j=1,2,.n, ktore

udavaju hodnoty minimalnej vzdialenosti medzi obelgmi centramii a jednotlivymi
uzlami j, t. j. maticaD je matica minimalnych vzdialenosti. Okrem uvedéngarametrov

je nutné definovahodnotyb;, j =1, 2,..n reprezentujuce mnozstvo substratu dodavaneho

do j-teho uzla. Na zaklade ¢ mozno Gelovl funkciu zapigatymto sposobom:

f (X'y) :izn:quj )ﬂ - min

i=1 j=1

Ohrantenia mozno rozdealido troch skupin. Prva skupina definuje podmienky

nutnosti pouzivania jednej cesty pre kazdy uzablisluzného centra.
Dy, =1 j=12.n
i=1

Do druhej skupiny Struktarnych ohréani zardujeme podmienky, ktoré
zabezpéia v pripade pouzitia prevozu substratui-dého obsluzného centra nutdos
otvorenia uvedeného centra.

Y, =%x<0, i,j=12,.n

Uz zo samotného nazvu problému je zrejma potrebaedemia ohragenia
obmedzujucemu get obsluznych centier. K&Ze premenna x; D{O,]}, j=1,2,.n

reprezentujegi obsluzné centrum bude otvorené, mozno uvedenim@rdku zapisa
takto:

Y, =%x<0,1,j=12,.n

2% =P
i=1

x,y, 0{04,i,ij=12,.n
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kde p - paet obsluznych centier,
dj — najkratSia vzdialenéz i-tého uzla dg-teho uzla,
bj — mnoZstvo substratu dodavanéhg-tieho uzla.

Zdrojovy koéd pre program GAMS na rieSenie ulohy kogkj minimalnej

vzdialenosti pri stanovenom §e obsluznych centier:

Sets i /11/

alias (i,));

Scalar pp/;

Parameters b()) ;

Table d(i,));

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;

Equations uf

prve())

druhe(i,))

tretie;

uf.. f=e=sum((i.j),b()*d(i.j)*y(i.j));
prve()).. sum(i,y(i,j))=e=1;
druhe(i,j).. y(i,j)-x(i)=1=0;

tretie.. sum(i,x(i))=e=p;

Model celkovavzdialenost /all/;
solve celkovavzdialenost using mip minimizing|f;

V prilohe 3 uvadzame aplikaciu uvedenej tulohy nattn&lovenskej republiky.

3.6 Uloha maximalneho pokrytia pri stanovenom pé&te obsluznych centier

a maximalnej vzdialenosti

V tejto ¢asti opiSeme model na stanovenie uzlov, v ktoryatiibobsluzné centra,
pricom budlu zadané pty obsluznych centier a maximalna vzdialehdSielom je utit
uvedené obsluzné centra tak, aby bolo pokryté marenmnozstvo poziadaviek.

Problém mozno taktiez formuloaako ulohu bivalentného programovania, v
ktorej vystupuji premenné 0{0,3 , i=1,2,.n, kde n je paet uzlov. Pritom ak
premenna nadobudne hodnotu 0, obsluzné centrunusle wezriadi, ak dosiahne hodnotu
1, obsluzné centrum sa zriaddal$imi premennymi v modeli sy, D{O,]} J=1,2,.n.

Tieto premenné nadobudnu hodnotu 0, ak v okoli unia je dostupné obsluzné centrum

na vzdialenos K. Hodnota 1 zasa reprezentuje, Ze do vzdialetopipre uvedeny uzol
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dostupné obsluzné centrum. Koeficientelovej funkcie nadobidaju hodnoty mnoZstva

substratu pozadované v prisluSnom uflg j=1,2,.n. Na zaklade ci@, ktory je

maximalizova pokrytie jednotlivych uzlov obsluznymi centrami bmo &elovu funkciu

zapisd takto:
f(x,y)=> by - max
j=1

PrvA skupina ohrateni musi zabezpe’, aby hodnota premennej
y;0{0,3 ,j=1,2,.n nadobudla hodnoty 1, ak vzdialericsd najblizieho obsluzného
centra je maximaln&, a 0, ak v okoli nie je obsluzné centrum. Paraeneétrsd hodnoty

vzdialenosti medzi uzlaniiaj, t. j. maticaD (s rozmeromm x n) je matica minimalnych
vzdialenosti medzi vSetkymi uzlami. Na zakladeotejtaticeD mozno zostroji maticuA
(tiez s rozmeromm x n), ktorej prvkya; nadobudaju hodnoty O, ak vzdialetiosedzii-
tym aj-tym uzlom je véSia akoK, alebo hodnoty 1, ak je vzdialetiosiensia alebo sa

rovnak:

O’dij >K i1=1 92
qo= L] =1,4,..n
% 1d; <K :

Na tomto zaklade mozno uvedené ohtanie zapisatakto:
Dax-y=0,i=12,..n
j=1

V modeli je potrebné taktiez zavieshrantenie obmedzujluce pet obsluznych

centier. Ke'ze premennéx; 0{0,3 , j=1,2,.n reprezentujesi obsluzné centrum bude

otvorené, mozno uvedenu podmienku zapisa
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_O’dij>K =192
%=1 q<k 7L ..

' i

kde p-— paet obsluznych centier,
a;j — dostupnasi-tého uzla og-teho uzla do vzdialenod,
K — maximalna mozné vzdialenps
bj — mnozstvo substratu dodavanéhg-tieho uzla.

Zdrojovy koéd pre program GAMS na rieSenie uUlohy meneho pokrytia pri

stanovenom ptie obsluznych centier a maximalnej vzdialenosti:

Sets i /11/

alias (i,));

Scalar p/;

Parameters b()) ;

Table a(i,j);

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;

Equations uf

prve(i)

druhe;

uf.. f=e=sum(i,b(i)*y(i));

prve(i).. sum(j,a(i,j)*x([)=g=y(i);
druhe.. sum(i,x(i))=e=p;

Model pokrytie /all/;

solve pokrytie using mip maximizing f;

V prilohe 4 uvadzame aplikaciu uvedenej ulohy natén&lovenskej republiky.
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4 VyuZzitie metdd viackriterialneho programovania vioka¢nych
ulohach
V predchadzajucich¢astiach boli opisané modely ¢ané na optimalizaciu
prepravnych tras a lokaé modely. Pri rozhodovani o umigstani obsluznych centier
mozno okrem uvedenych modelov pauaj ich modifikaciu, ktora méze poskythtriac
informacii pri vybere tychto obsluznych centier. kiklade toho su v nasledujucgjsti

pomocou metdd viackriteridlneho programovania néSproblémy s viacerymi dimi,

ktoré poskytujid’alSie nastroje pre rozhodovanie o umiestneni ohgtii¥ centier.

VSeobecne mozno potiznodely a metddy viakriterialneho programovania($t,
1986), (Mlynarou, 1998), (Cohon, 2004) na rieSenie l&akgch problémov, ptiom
zakladny tvar tlohy viackriterialneho programovamiezno zapigatakto:

"max' {y= ¢,,Y, - %)y OY}
kde v —i-ta kriterialna funkcia, i = 1, 2k,
y — kriterialny vektor,

Y — mnoZzina pripustnych rieSeni v kriteridlnom poes.

4.1 Cid’ové programovanie v lok&nych ulohach

V tejto casti opiSeme metody €mvého programovania pomocou, ktorych mozno
rieSi lokatné ulohy s viacerymi delovymi funkciami. Zamerom ulohy dievého
programovania je it pripustni alternativu, ktord sa priblizuje k pdaekam
rozhodovatka, t. j. stanovenému ¢ie danej tlohy. Pri rieSeni Uloh Bevého programovania

rieSime jednokriterialnu optimalizal ulohu v tvare

min d(y, y°)
za podmienok

yay

Ciele sU reprezentované bodoyfi a predstavuji bod kriteridineho priestoru
reprezentujuceho hodnoty, ktoré chce rozhoddvadsiahnd. Aby bolo mozné wit' bod

z mnoziny pripustnych rieSeni (Brezina, Iwamia, Pekar, 2007), ktor§o najlepsie sia
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uvedené ciele, stanovime funkciu vzdialendgti y°), ktora meria vzdialenésod cid'a, t.

j. ako vyznamne sa nejaka alternativadliSuje ody®. Na meranie vzdialenosti dvoch

bodov (bodovy?, y? 0 R* budeme pouzivafunkciu
diy'.y?) =[y*-y?|.

kde prava strana uvedeného vyrazu vyjadrujgtuvelkos’ (normu) vektoray’— y%. Na

meranie vzdialenosti budeme poufiwaedu vazenych -metrik, kde

ol

Hyl‘yzup{gﬂi\%—ﬂp} . p={1 2.0}

p — parameter metriky,
k — rozmer priestoru,
A —vaha-tého kritéria, pdom A 20,i =1, 2,.k

RieSenie Ulohy potom pozostava faHania alternativyy’ O Y z mnoZiny
pripustnych alternatiY, ktora sato mozno najmenej, pdd hodnotyd(y’, y%), odliSuje od

zadaného vektoray’. Tato Glohu moZno rie§i ako nasledujicu jednokriterialnu

optimaliza&nu ulohu
1

min dp(yo,y)z {i (/L‘yio - yi‘)p} P

za podmienok
yay
ktorou sa hada pripustna alternativa, nachadzajuca&csaajblizSie k ciBovému

vektoru y° pod’a vybranej vaZenej pkmetriky. Parametre\; , i = 1, 2,.k definuju

vyznamnos jednotlivych kritérii a parametgr= 1, 2, ..o definuje vyber metriky.

V nasledujucegasti opiSeme spdsoby rieSenia Ulohy@who programovania pre
vazenu L-metriku a vazenu J-metriku. V pripade vazenejimetriky dostavame d@lovu

funkciu optimaliz&nej tlohy v tvare:

min &,(y°.y) = 24| -
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Uvedend gdelovd funkciu mozno transformowana linearnu &elovd funkciu

pomocou odchylkovych premennych:
. o, ktoré reprezentuje prekieniei-tého ciéa,
. o/, ktora reprezentuje nesplnenigho cida.

Potom mozno zapigaicelovu funkciu nasledujucim spdsobom:
. 0 k
min d,(y°,y)=> A0 +o)
i=1

Pritom medzi Struktirne ohraeinia treba zaratlipodmienky, ktoré zabezfia, aby
odchylkové premenné nadobudli hodnoty rozdielu met’'om a hodnotou prislusného
rieSenia:

y,-q +o =y, i=1,2,.k
0,020, i=12.k

Na zéklade toho moZno Ulohu keého programovania formuloaako Ulohu

linearneho programovania pre vazenentetriku takto:

min dl(y(’,y)=i/1i(or+o‘)

y—o +ao =y, i=12,.k
yy
o,0 =0, i=12.k

V pripade, kd parametemp nadoblda hodnotu nekame, t.j. kel uvazujeme
s vaZenou L-metrikou, moZno vzdialenésnedziy® ay definova’ ako maximalnyprvok

Z hodnot

Alyl-yl, i=12,...k
Na zéklade toho mozno zapisg&elovu funkciu pre danu ulohu takto:
min d,, (y°,y)= maxAi‘yO— y‘ =12,k

Uvedenu gGelova funkciu mozno pomocou premenmejransformové na linearnu

funkciu, ak predpokladame, 2€ > y,i=1,2,..k,y Y . Premenna nadobudne hodnotu:

a = max{ ,h(y?- yi)|i= 12,..k}
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Z toho vyplyva, Ze pre premenamusi platf
az Ay -y),i=1,2,..k
Ucelova funkciu potom mozno zapfsaasledujicim sposobom:
min d, (y° , y) =qa

Medzi Struktirne ohradenia je pritom nutné zaradpodmienky, ktoré zabezfia,
aby premenna nadobudla vaZzenu hodnotu maximalnej odchylky etiowej hodnoty. To

zabezpéia nasledujuce ohratenia:
az Ay -y), i=1,2,..k

Na tomto zaklade moZno ulohu ki&ého programovania formuloaako Ulohu
linedrneho programovania pre vazengrhetriku takto:
min d, (y0 : y) =a
y+ L >y, =12,k
Ai
yoy
a=0

Pri rieSeni Uloh tohto typu sa stretavame s probfémze hodnoty jednotlivych
Ucelovych funkcii sG neporovndree. V takom pripade moZno potizhormovanie
odchylkovych premennych. Predpokladajme nasleduyai Struktirneho ohratenia pre

odchylkové premenné:
y,+ o -0 = yio, i=12,..k
Hodnoty o7 a o zodpovedaji civym odchylkam premenngj; od cidovej
hodnoty yio. Ak by sme pouzili Struktarne ohraenie v tvare
Y, +yo-ya =y

budud sa hodnoty premennyghao;” rovna’ priamo percentualnej odchylke.
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4.2 Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritériiminimalna vzdialenos’ a
celkova minimélna vzdialenos
Pri rieSeni uloh najdenia minimalnej vzdialenostigtanovenom ptie obsluznych
centier sme sa stretli s problémom umiesania obsluznych centier do uzlov s nizSim
dopytom, ké'Ze v tejto Ulohe sa neprihliada nd’kes” dopytu potencialneho obsluzného
centra. Pri Ulohe celkovej minimalnej vzdialenopti stanovenom pie obsluznych
centier zasa vznikal problém s uzlami s nizSim ¢mpy umiestnenymi mimo oblasti

s v&Sou hustotou uzlov. To spésobovalo zhorSenu dossiuvedenych uzlov.

Tento druh problémov moZzno riéSikonstrukciou udlohy viackriterialneho
programovania ako kombinacie tychto dvoch udloh¢épdritérii sa rovna dvonk = 2).
Nakd’ko Struktira uloh je zhodna, t. j. ulohy maju zhédpremenne, Struktldrne
ohrantenia sa liSia iba v skupine ohréemi zabezpaijucich nadobudnutie hodnoty
premenney, ktord reprezentuje hodnotddlovej funkcie pre problém n4jdenia minimalne;j

vzdialenosti pri stanovenom e obsluznych centier.

Potom moZzno uvedenu ulohu viackriterialneho progneemia zapisatakto:

f,(x,y,2) =z~ min

n

fz(x,y):z bdy - min

n
i=1 j=1

Dy, =1L j=12.n
i=1

Y, ~%<0, i,j=12,.n
2% =P
i=1

D> dyy -2z<0, j=1,2,.n

]
i=1
x,¥% 0{0,},i,j=1,2,.n
z=20
Pri konStrukcii modelu cimvého programovaniac¢ds’ 4.1) bol stanoveny
predpoklad pre vSetkycélové funkcie, ktoré su typu maximalizacie. Na toratiklade
musime uvedenu ulohu viackriteridlneho programavampravi na pozadovany tvar
(Brezina, Ivaniova, Pekar, 2007). Problém nemozno ti@§regovanim delovych funkcii
pomocou metdédy vah, lebo kritéria nie siu homogérre.rieSeni vyuzijeme metody
cielového programovania uvedené v predchadzajdasfi. Povedzme, Ze rozhodouate

stanovil vahy A 20,4, > 0 pre obidve kritéria. Jednym zo spdsobov stanoveala je
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uréenie najnizsej {, a ys) a najvyssej {; a y;) hodnoty pre jednotlivé kritéria, gom

na zaklade wahu
A _ Vi
/]1 yé - yg

mozno vypg@itat’ hodnoty vah. Rozhodovdtel’alej stanovi ciBové hodnoty pre obidve
kritéria, pripadne uvaZzuje s optimalnymi rieSenigeadnotlivych jednokriteridlnych aloh
za uvedeny cig a rieSi ju pouzitim percentualnych odchylkovyehrpennych.

Pri pouziti vazenej :-metriky formulujeme uvedenu ulohu ako ulohu limesdro

programovania nasledujicim spdsobom:
f (XY,2,0) = d10f + 2205 - min
z-Yors Y
_ 2.bdy —Yors ¥

n
i=1 j=1

Dy, =1 j=12.n
i=1

Y — X% <0, i,j=12,.n
2X=P
i=1

>dy -2z<0, j=1,2,.n

i=1
x,y 0{03,i,j=12.n
Z,01,0,20
Ako mozno pozorouana zaklade &elovej funkcie, vysledkom bude minimélna

hodnota vaZzenej priemernej percentuéinej odchylkly ced’ovych hodnoty) a ;.

RieSenim bude vybranych uzlov, v ktorych bude postavené obslugardrum, pidom sa
bude zabezgeva' na jednej strane rovnomermiosozlozenia uzlov (1. kritérium)

a sitasne sa bude hbralo Uvahy aj hustotu poZiadaviek v regionoch (2tekum). Ak
predpokladame, Ze uvedenéloeé hodnoty su minimalne hodnoty prvého a druhého
kritéria, tak vysledkom po stanoveni prisluSsnychh vidude rieSenie odzrkAduce
poziadavky kladené pri praktickych aplikaciach okatné ulohy. Z rieSenia na zéklade
odchylkovych premennych mozno taktiez ziskaformaciu, o kko percent sa zhorSia
jednotlivé ci€ove rieSenia, t. j. pre prvé kritérium maximalnadiatenos, ktord musi
absolvovd poziadavka z uzla dopytu do najblizSieho obslubrngdntra, v druhom pripade
pre druhé kritérium, Ktko percentny narast celkovo prejdenej vzdialensativ danom
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systéme realizuje. RieSenie uvedenej tlohjosiého programovania bolo realizované pre
mestad SR. Z porovnania vysledkov jednokriterialnyokaénych uloh (minimalizacia
maximalnej vzdialenosti (Priloha 2) — 1. kritériumaminimalizacia celkovo prejdenej
vzdialenosti (Priloha 3) — 2. kritérium) a ulohyldvého programovania (Prilohy 5 a 6)

mozno pritom pozorovavplyv obidvoch kritérii na rieSenie uvedenej ulohy

Konstrukcia zapisu v programovom systéme GAMS vgehazo zdrojovych
kodov uvedenych vastiach 3.3 a 3.4, gom &elové funkcie po modifikacii sa stali
Struktarnymi ohrardieniami a pribudla novo formulovan&edlova funkcia ako vazeny
priemer odchylkovych premennych. Zdrojovy kod pregpam GAMS na rieSenie ulohy
umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii iméinej vzdialenosti a celkovej

minimalnej vzdialenosti pouzitim vazenejinetriky:

Sets i /1n/

alias (i,));

Scalar pp/

1111/

12 12/

cl LV

c2 k2,

Parameters b());

Table d(i,j);

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;
Positive variable z

ol

02;

Equations uf

piate

sieste

prve())

druhe(i,))

tretie

stvrte());
uf..f=e=I1*01+|2*02;
piate.. zel*ol=l=c],
sieste.. sum((i,j),b())*d(i,))*y(i,j)))e2*02=I=c2;
prve(j).. sum(i,y(i,j))=e=1;
druhe(i,j).. y(i,j)-x(i)=I=0;
tretie.. sum(i,x(i))=e=p;
stvrte(j).. sum(i,d(i,j)*y(i,j))-z=I=0;
Model CPvzdiallL1l /all/;
solve CPvzdialL1 using mip minimizing f;
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Pri rieSeni Uloh cikového programovania je potrebné pdubhieru merania
vzdialenosti dvoch bodov. Ako sme uZ uviedli v ptedldzajacejcasti, pri rieSeni sa
zvaSa pouzivaju vazenéytmetriky. V prvom pripade bola pouzita vazengarhetrika,

i ked’ narieSenie Uloh cfevého programovania mozno potiadj vadzenu Lk-metriku,
pricom za predpokladu linearnej dlohy viackriterialnglrmgramovania sa jej charakter
nezmeni. Pri pouziti vazenegimetriky formulujeme uvedenu ulohu ako ulohu linesdro

programovania nasledujucim spdésobom:
min f(x,y,z.a)=a

0
z-Lg<y
1
n

0
2 bdy —j—zas %

i=1 j=1
Dy, =1 j=12,.n
i=1
Y, %<0, i,j=12,.n
2% =P
i=1
>d;y -2z<0, j=1,2,.n
i=1
x,y 0{0.,},i,j=12,.n
z,a=20
Rozdiel v rieSeni pouzitim vazenej-inetriky a vazenej d-metriky sp@iva v tom,
Ze v prvom pripade je diem minimalizovaé vaZzeny priemer odchylok od &t@vych
hodnét, v pripade pouZzitia druhej vazengjrhetriky minimalizujeme vazenu nag&iu
odchylku pre jednotlivé ciele. Uvedeny jav spdsebajaximalne mozné vyrovnavanie
vazenych odchylok od diev. Rozdiel v aplikovani vazenej;imetriky a vazenej 4-
metriky mozno pozorovav prilohe 6. Pri rieSeni realnych uloh z danejasbl mozno
uvedeny zaver o vyrovnanosti odchylok pre vazen@mietriku potvrdi. Z rieSenia
v prilohe 6 pritom vidieé vyraznejSiu odchylku pre vazeng-ietriku pri prvom Kkritériu
(maximalna vzdialen@'smedzi obsluznym centrom a uzlom odbytu) na rozolitfieSenia

pri pouziti vazenej k-metriky.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohy estienie obsluznych
centier pomocou kritérii minimalnej vzdialenosti celkovej minimalnej vzdialenosti

pouzitim vazenej &-metriky:
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Sets i /11/

alias (i,));

Scalar pp/

1111/

12 12/

cl kcl

c2 k2,
Parameters b(j);
Table d(i,);
Variables f;
Binary variable vy;
Binary variable x;
Positive variable z
alfa;

Equations uf
piate

sieste

prve())

druhe(i,))

tretie

stvrte());
uf..f=e=alfa;

piate.. z-c1l*alfa/l1=l=c1,

sieste.. sum((i,j),b()*d(i,j)*y(i,j))-c2*alfa/l2=kc2;
prve(j).. sum(i,y(i,j))=e=1;

druhe(i,j).. y(i,j)-x(i)=I=0;

tretie.. sum(i,x(i))=e=p;

stvrte(j).. sum(i,d(i,j)*y(i,j))-z=I=0;

Model CPvzdialLnek /all/;

solve CPvzdialLnek using mip minimizing f;

minimalny poé¢et centier

zapisd takto:

4.3 Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérilmaximalne pokrytie a

Dal3im problém, s ktorym sa moZno stretpd rieSeni lokanych Gloh, je problém
maximalneho pokrytia. Vstupné parametre definovazéodovatéom uvedenej tlohy su
maximalne pokrytie uzlov obsluznymi centrami &gto obsluznych centier, gom
rozhodovateé musi vhodne zvdi uvedené parametre, pripadne tieSiohu s réznymi
parametrami. Jednym z rieSeni je zostrojenie Ulshgkriterialneho programovania. Nech
prva elova funkcia reprezentuje percentualne pokrytimwa druha telova funkcia

pocet obsluznych centier. Potom mozno uvedenu uUlohckviteridlneho programovania
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Zn:a,.j>g -y=20,i=12,..n
j=1

Xy, 0{0.3
kde dm- celkovy dopyt uzlov,
a;j — dostupnasi-tého uzla og-teho uzla do vzdialenod,
bj — mnozstvo substratu dodavanéhg-tieho uzla.
Takisto ako predchadzajuci model, aj tento musipravit’ na poZzadovany tvar,

pricom vtomto pripade upravime iba druh@eldvi funkciu. Nech A, 20,4,20

reprezentuju vahy jednotlivych kritérii. Potom rodiovatdé stanovi ci€ové hodnoty pre
obidve kritéria. Uvedené hodnoty pritom nemoznaaisieSenim jednokriterialnych uloh,
nakd’ko je konStruovana z ulohy stanovenia minimalneb&tp obsluznych centier pri
danej maximalnej vzdialenosti, t. j. pri 100 % pgkruzlov dopytu (uvedend hodnotu
mozno stano¥i ako hornu hranicu @u obsluZznych centier) a ulohy maximéalneho
pokrytia pri stanovenom gte obsluznych centier a maximalnej vzdialenostii Pr
konStruovani, takisto ako v predchadzajl@egti, mozno pougipercentualne odchylkové

premenné, péom na rieSenie sa pouziju metodyloeého programovania.

V prvom pripade pouZijeme vaZengnetriku a formulujeme uvedend Ulohu ako
dlohu linearneho programovania nasledujicim spasobdloha je pritom upravena na

tvar, v ktorom koeficienty pravej strany nadobudagzaporné hodnoty:
f (X,¥,0) = Ai01 + 1205 - min

by
i= 0o - 0
ldm tTYi0.2 Y

n

2% %055 Y,

=L

iaﬂ»g -y=20,i=12,..n
j=1

Xy, 0{0.3

01,0,20
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Pri stanovenej urovni dievej hodnoty pokrytia a cfevej hodnoty pé&tu
obsluznych centier, rieSenie uvedenej ulohy repege lokality, kde maju Ky
umiestnené prislusné obsluzné centra (premeg)na uzly (premennégy), ktoré budu
pokryté do vzdialenostiK, zahrnutej v koeficientocha; (spdsob konstrukcie tychto
koeficientov je vysvetleny wasti 3.3). Problém pri rieSeni tejto Ulohy vznikédy, ak je
stanoveny maly pget obsluznych centier ako €@va hodnota, nakto druha delova
funkcia nadobuda celtselné hodnoty apri minimalnej zmene nastava Wsok
percentualna odchylka od teée Realizacia vypttov, kde vstupnymi datami su mesta

Slovenska, je uvedend v prilohe 7.

Vychodiskom pri konStrukcii zdrojového kédu pre gram GAMS je zapis ulohy
maximalneho pokrytia pri stanovenomépmobsluznych centier a maximalnej vzdialenosti
(cag’ 3.6). Potom na rieSenie ulohy umiestnenia obslcizngentier pomocou kritérii
maximalneho pokrytia a minimalnehodbo centiers pouzitim vazenejtmetriky mozno

zdrojovy kdd pre program GAMS definavaasledujucim sp6sobom:

Setsi/1n/
alias (i,));
Scalar 1114/
12 42/
cltV
c2 t2,
Parameters b());
Table a(i,));
Variables f;
Binary variable y;
Binary variable x;
Positive variable 01
02;
Equations uf
prve(i)
druhe
tretie;
uf.. f=e=I1*01+|2*02;
druhe..sum(i,b(i)*y(i))dmt+cl*ol=g=c1l,
tretie..sum(i,x(i))e2*02=I=c2,
prve(i).. sum(j,a(i,j)*x(1)=g=y(i);
Model CPpokrytielL1 /all/;
solve CPpokrytieL1 using mip minimizing f;

e

Ako v predchadzajucejasti, aj tu mozno na meranie vzdialenosti pow&zend

L-metriku. Ulohu formulujeme ako Glohu linearnehognamovania:

67



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

f(x,y,a)=a - min

dm X
n yO yO
X —22qa<
dax-y=0,i=1,2,.n
=
X,y 0{0.3
a=0

Na rozdiel od problému v predchadzajucasti 4.2 sa ako vhodnejSie javi pouZitie
vazenej L-metriky. Pri rieSeni totiz m6ze dochadZazhorsSeniu prvého kritéria (pokrytie
uzlov dopytu) pri nizSej odchylke druhého kritépocet obsluznych centierko je

vyhodou z dévodu Specifického charakteru hodndtbejricelovej funkcie.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohy estmenia obsluznych
centier pomocou kritérii maximélneho pokrytia a mmalneho pétu centier pouzitim

vazenej L-metriky:

Setsi/1n/
alias (i,));
Scalar 1111/

12 42/

cltV

c2 t2,
Parameters b());
Table a(i,));
Variables f;
Binary variable vy;
Binary variable x;
Positive variable alfa;
Equations uf
prve(i)
druhe
tretie;
uf.. f=e=alfa;
druhe..sum(i,b(i)*y(i))dm+c1*alfa/l1l=g=cl;
tretie..sum(i,x(i))e2*alfa/l2=I=c2,
prve(i).. sum(j,a(i,j)*x([))=g=y(i);
Model CPpokrytieLnek /all/;
solve CPpokrytieLnek using mip minimizing f;
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4.4 Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritériiminimalna vzdialenos’ a

rovhomernost’ vyt'azenia obsluznych centier

Pri rieSeni uloh najdenia minimalnej vzdialenostigtanovenom ptie obsluznych
centier umiesiujeme obsluzné centra na zaklade jediného kritktta¢ neberie do Uvahy
mnozstvo poziadaviek v jednotlivych oblastiach. Mo6to vSak spbsobinadbyt@éné
zriadenie obsluznych centier v oblastiach s nizikdopytom. Uvedend situaciu umage
odstranf uplatnenie druhého kritéria zZkdthujuce rovnomernasza’azenia jednotlivych

obsluznych centier.

n
Zat'azenie i-tého obsluzného centra ziskame za’anijy”, kde binarna
=

premennay; nadobuda hodnotu 1 v pripade, ze dgpwgho uzla je zabezpeny i-tym
obsluznym centrom a hodnota paramdiraeprezentuje hodnotu dopyjtteho uzla. Ak
predpokladame, Zpm reprezentuje priemerny dopyt uzlovcemy vz’ahom pm=d—m,
kde dm je celkovy dopyt uzlov p poatet obsluznych centier, rozdiel hodnét'azenia
obsluzného centra a priemerného dopytu uzlov vyjadrako je dané obsluzné centrum
za’azené oproti pozadovanej hodnote. Struktlrne otenid, ktoré zabezpe
nadobudnutie odchylok od poZzadovanej hodnoty pahyldové premenné, mozno potom
zapisd takto:

szjy”J_ pmrg + pnidro - praix:O, £1,2,...
j=1

kde ro"— percentualny nadbytok dopytu v i-tom obsluznomtree

ro. — percentualny deficit dopytu v i-tom obsluznomteen

Nasobenie premennoy (v pripade nadobudnutia hodnoty 1 sa obsluzné&uwant
zriadi) zabezp#d, aby hodnoty rozdielu nadobudli iba odchylkovéemenné pre uzly,
v ktorych je vybudované obsluzné centruméeldvi funkciu vyjadrujicu priemernd
percentualnu odchylku od poZadovanej hodnoty zapssasledujucim spdsobom:

fl(ro)=lzn:roi+ +ro” - min
i=1
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Zapis ulohy viackriterialneho programovania vyct&édz ulohy najdenia
minimalnej vzdialenosti pri stanovenom ¢® obsluZznych centier, ktord je rozSirena
o uvedené Struktirne ohraanie a delova funkciu. Potom mozno ulohu formulava

nasledujucim spdésobom:

1 n

=Y ro +ro” - min
P =
z

((ijy”j— prg + pnidro - prﬂix:O, £1,2,...

j=1

yl] _X SO’ i’j=1! 21n
> x=p
i=1

D> dyy -2z<0, j=1,2,.n

i=1

x,¥% 0{0,},i,j=1,2,.n
z,rq',rq 20,i=1,2,.n

Op& predpokladajme, ze rozhodoviatstanovil hodnoty vahA, =20,4,20 pre
obidve kritérid. Pri rieSeni vyuZijeme metody l'oeého programovania, Bom
rozhodovaté stanovi ci€ové hodnoty pre prvé kritérium — priemerna percélmu
odchylku dopytu v obsluznych centrach a druhé Kuté — maximalnu vzdialenésmedzi
uzlom aobsluznym centrom, ktorarieSi pouzitim cpatualnych odchylkovych
premennych. Na rozdiel od predchadzajdcich Uloké pnitérium je konStruované pouzitim
odchylkovych premennych, t. j. pri rieSeni pomoaoetdd ciéového programovania budu
okrem odchylkovych premennych sliziacich na agnegacelovych funkcii pouzité aj
odchylkové premenné vyjadrujuce percentualnu odkehgtl poZadovanej hodnoty dopytu

v obsluznom centre.

V d’alSej¢asti formulujeme uvedenu ulohu pouzitim vazengjrietriky a vazenej
Lo-metriky. Ak pouzZijeme vézenuimetriku, uvedenu ulohu formulujeme ako ulohu

matematického programovania nasledujucim spésobom:
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f (x,y,2,r0,0)= 0.9 +1.6 - min
lzrof”of—YfOIS Y
Pi=
Z-Y,G< ¥

((ijyijj— pmrg + pnilro - prﬂix:O, £1,2,...n
=1

>y, =1 j=12,.n
i=1

Y, =%<0, i,j=1,2,.n
2% =P
i=1
>.dy -z<0, j=1,2,.n
i=1

x,y% 0{0.3,i,j=1,2.n
z,r9’,rq ,q,0 20,i=12,..n

Vyber uzlov, v ktorych budu zriadené obsluzné cene rieSenim uvedenej ulohy
pri stanovenej urovni cfevej hodnoty odchylky od rovhomerného rozloZenigpydo
medzi jednotlivé obsluzné centr4 a odchylky od po#anej maximélnej vzdialenosti
medzi uzlom a obsluznym centrom. Problémom pri enéSulohy je nelinearnés
Struktarnych ohraeni zabezpaijucich nadobudnutie hodnét odchylok od priemernej
hodnoty pdétu poziadaviek na jedno obsluzné centrum. Uvedewyspdsobuje, Zze sa

zvySuje narénog’ vypaoitu rieSenia danej ulohy.

Pri rieSeni ulohy umiestnenia obsluznych centiem@oou kritérii minimalnej
vzdialenosti a rovnomernosti tgZenia centiepouzitim vazenej -metriky pomocou
programu GAMS sme na rozdiel od predchadzajucioh pbuzili Solver RMINLP ufeny
na rieSenie Uloh zmieSaného @é&e@Iného nelineadrneho programovania. Zdrojovy kdd p

program GAMS je nasledujuci:
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Sets

i /1*n/

alias (i,));

Scalar pp/

pm oy

1111/

12 12/

cl Vy

c2 k2,

Parameters b());

Table d(i,j);

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;

Positive variable z

rol

ro2

ol

02;

Equations

uf

piate

sieste

siedme(i)

prve())

druhe(i,))

tretie

stvrte());

uf..f=e=I1*01+|2*02;

piate.. z-c1*01=l=c1,

sieste.. sum(i,rol(i)+ro2(i))/p-c2*02=I=c2;
siedme(i).. x(i)*(sum(j,b()*y(i,j))-pm*rol(i) + priro2(i) -pm)=e=0;
prve(j).. sum(i,y(i,j))=e=1;
druhe(i,j).. y(i,j)-x(i)=I=0;

tretie.. sum(i,x(i))=e=p;

stvrte(j).. sum(i,d(i,j)*y(i,j))-z=I=0;
Model CP3L1 /all/;

solve CP3L1 using rminlp minimizing f;

V pripade dosiahnutia rieSenia, ktoré zabézpgrovnanos odchylok jednotlivych
kritérii, moZno op@ pouzi’ vazenu L-metriku. Pri jej pouziti formulujeme uvedenu ulohu

ako ulohu matematického programovania nasledujgpi@sobom:
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f(x,y,zro,a)=a - min

n 0
1Zroi+ +ro - A ggy)
p i=1 Al

0

y
z—/]—zas ¥

2
((ijy”j— pmrg + pnilro - praix:O, £1,2,...n
=1

Dy =1 j=12.n
i=1

yIJ _XSO7 i’j=1!2)--n

D>d;y -2z<0, j=1,2,.n

)
i=1

x,¥% 0{0,4.,i,j=12n

z,rq,rq,020,i=1,2,.n

V casti 4.2 sme opisali Ulohu vyberu obsluznych cenpemocou kritérii:
miniméalna vzdialenas a celkova minimalizacia vzdialenysktord bola konStruovana
z dévodu vyberu obsluznych centier ako kombindciadenych kritérii. V tejto Ulohe
obdobne rieSime problematiku, kde kritérium mininglvzdialenosti neberie do Gvahy
dopyt jednotlivych uzlov, péom spdsob eliminacie uvedeného javu realizujemeqgoomn
kritéria rovnomernosti wazenia obsluznych centier. Toto kritérium sa nadielzod
kritéria celkovej minimalnej vzdialenosti, Kesa obsluzné centrd umigsvali do lokalit
z vysSim dopytom, snaZzi lokalizavabsluzné centra tak, aby zabeapali dopyt v
rovnakej vyske. Ako sme uz uviedli, pri danej Ulotestava problém s jej rieSitog’ou,

nakd’ko sme ju formulovali ako Ulohu nelinearneho progpaania.

Zdrojovy kod pre program GAMS na rieSenie ulohy estienia obsluznych
centier pomocou kritérii minimalnej vzdialenosti ravnomernosti vyaZzenia centier

pouzitim vazenej L-metriky:
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Sets

i /1*n/

alias (i,));

Scalar pp/

pm oy

1111/

12 12/

cl cl

c2 k2,

Parameters b());

Table d(i,j);

Variables f;

Binary variable y;

Binary variable x;

Positive variable z

rol

ro2

alfa;

Equations uf

piate

sieste

siedme(i)

prve())

druhe(i,))

tretie

stvrte());

uf..f=e=alfa;

piate.. z-c1l*alfa/l1=|=c1,

sieste.. sum(i,rol(i)+ro2(i))/p-c2*alfa/l2=1=c2;
siedme(i).. x(i)*(sum(j,b()*y(i,j))-pm*rol(i) + prro2(i) -pm)=e=0;
prve(j).. sum(i,y(i,j))=e=1;
druhe(i,j).. y(i,j)-x(i)=I=0;

tretie.. sum(i,x(i))=e=p;

stvrte(j).. sum(i,d(i,j)*y(i,j))-z=I=0;
Model CP3Lnek /all/;

solve CP3Lnek using rminlp minimizirf;

4.5 Umiestnenie obsluzného centra pomocou kritériminimalna cestna si€ a
minimalna prejdena vzdialenos’
V tejto casti opiSeme pouzitie tlohyddania minimalnej kostry grafu, ktora slizi
na rieSenie uitej skupiny problémov tedrie grafov, kde sa komgge systém

s minimalnou t¥kou. Tento systém zabezpge vzajomné spojenie vietkych jehaasti
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a svojou podstatou mdzetbgredpokladom na rieSenie problému umiestneniauahého
centra pomocou metdd viackriteridlneho programavéako jedno z kritérii).

Uloha Hadania miniméalnej kostry grafu je uveden&asti 2.3. Cigom je vybra
zo skupiny priamych ciest takeé, ktoré tvoria syst@&moziujuceho dostasa z kazdéeho
uzla do kazdého uzla tak, aby celkovdka pouzivanych ciest bola miniméalna. V tomto
pripade ide o vyber najkratSieho systému ciestagip@gh vsetky uzly, ptiom nezalezi na
tom, aky p@et prechodov po jednotlivych cestach sa bude @zdiz

V uvedenej Ulohe Ilmdania minimalnej kostry grafu je stanoveny I'cie
minimalizujaci celkovi &¢ku pouzivanych ciest, premenng nadobldaju bivalentné

hodnoty, ktoré reprezentuju pouzivanie cesiytého doj-teho uzla, Gelova funkcia

ZCMj , kde ¢j je priama vzdialenosmedzii-tym aj-tym uzlom, hodnota

n
ma tvar
i=1 j=1

Ucelovej funkcie teda reprezentuje celkouikil pouZivanych ciest.

Pri moznej aplik&cii rieSeni tychto Gloh na umiestanie obsluzného centra vznika
urcity problém, naktko aj uzly, ktoré su blizko zvoleného centra (lolug pripade nizSej
vzdialenosti iného ako vybraného obsluzného cemybera cestu prave do uvedeného
uzla. Ak pouzijeme uvedeny model, mdéZzeme vytdruha @&elovu funkciu, ktora okrem
ciela na prevadzkovanie minimalnej cestnej siete pmk@adtdéom zabezpd aj
minimalnu hodnotu prejdenej vzdialenosti v pripawnidividualnej dopravy z obsluzného

centra do jednotlivych uzlov (problém lokalizaciezioch siete).

V Ulohe Hadania minimalnej kostry grafu sa pouZivaju aj prengy;, ktoré
reprezentuju p&etnos prejdenia cesty medetym aj-tym uzlom. Potom funkciou v tvare

ZZC”- Y, vypaitame celkovu vzdialenésktorG treba prejs aby substrat bol doteny

z obsluzného centra do jednotlivych uzlov.

Formulécia ulohy viackriteridlneho programovanidoZanej na ulohe liadania

minimalnej kostry grafu je potom nasledujuca:
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O<sy,<(n-1)%, i,j=12.n

Ako aj pri ulohach v predchadzajuciatastiach, op&d mozno konStatova Ze
jednotlivé kriteridlne funkcie nadobudaju v prvomipade hodnotu minimélnej cestnej
siete a v druhom celkovo prejdent vzdialehgsi zabezp&vani prepravy substratu
Z obsluzného centra do jednotlivych uzlov, na zd&léoho nemozno (neporovndite
hodnoty @elovych funkcii) pouzi metodu vah nalladanie kompromisného rieSenia pri
znamych hodnotach véh jednotlivych kritérii. RiééemoZno opfinajs’ prostrednictvom
metdd cidového programovania, gom pri pouZiti vazenej fmetriky formulujeme

uvedenu ulohu ako ulohu matematického programovaaséedujucim spésobom:

f(X,y,0) =20 + 1.0 - min

Zn:xij =1 i=2,3,.n

j=1

Zyij—Zyji =1, i=2,3,.n-
=1 j=2

o<y, <(n-1%, ij=12.n
x, 0{0,3, i,j=12.n
0,0,20
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Prvy cid pbvodnej ulohy viackriteridlneho programovania rgprezentovany

prvym Struktrnym ohragenim v uvedenej Ulohe matematického programovania a
hodnota y, reprezentuje maximalnu hodnotu pouzivanych ciektziacich na
zabezpeéenie prepravy substratu z obsluzného centra d&kydetuzlov. Prvé ohradénie
zabezpeéuje, aby odchylkova premennd’, vystupujica v &elovej funkcii, nadobudla

hodnotu percentualnej odchylky od poZzadovanej htydno

Druhy ci@’ pbévodnej ulohy viackriteridlneho programovania r@gprezentovany

druhym Struktrnym ohraéénim v uvedenej ulohe matematického programovania
(hodnota y; pozadovanej maximalnej prejdenej vzdialenosti gwimého centra do

vSetkych uzlov), ktoré reprezentuje nadobudnutieegregualnej odchylky pre premennu

o,.

Na zaklade toho mozno konsStatéyae rieSenie uvedenej ulohy matematického
programovania pri stanovenej hodnote vah pre kit@abezpé&, aby jeho ziskané
hodnoty (systém pouzivanych cestnych spojeni) adiditproblém opisany vasti 2.3, t. j.
zrealnili moznosti na vyuzitie Ulohyradania minimalnej kostry pri vybere lokality na

umiestnenie obsluzného centra.

Pri rieSeni uloh viackriterialneho programovaniafivame transforméciu na ulohu
cielového programovania. Naslednym pouzitim vazenenetriky ucenej na meranie
vzdialenosti mozno zostrdjiuvedenu ulohu zmieSaného cegeIiného programovania,

ktoru rieSime pomocou softvérového produktu GAMS.

Zdrojovy kéd pre program GAMS na rieSenie Ulohy estmenia obsluzného centra
pomocou Kritérii minimalnej cestnej siete a miningl prejdenej vzdialenospouzitim

vazenej L-metriky:
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vadZzenu odchylku od jednotlivych ¢mv. Potom pri

Sets
i vystup /11/
subil(i) /1/
subi2(i) 121/
alias (i,))
alias (i,k)
alias (subi2,subj2);
Scalar 1111/
12 42/
cl £y
c2 2/,
Table c(i,));
Variables z
uc;
Binary Variable x;
Positive Variable y
ol
02;
Equations
prve(subil)
prve2(subi2)
druhe(subi2)
tretie(i,])
piate
sieste
ucel;
ucel.. uc=e=I1*01+|2*02;
piate.. sum((i,j),c(i,j)*x(i,)))-c1*o1=l=c1,
sieste.. sum((i,j),c(i,)*y(i,}))-c2*02=I=c2;
prve(subil(i)).. sum(j,x(i,j))=e=0;
prve2(subi2(i)).. sum(j,x(i,j))=e=1,
druhe(subi2(i)).. sum(j,y(i,)))-sum(subj2(k)yi))=e=1;
tretie(i,)).. y(i,j)-0-1)*x(i,j)=1=0;
Model CPkostralL1 /all/;
Solve CPkostralL1l using mip minimizing uc;

Okrem uvedeného spdsobu merania vzdialenosti pamegbenej k-metriky, kel

sa vzdialenas meria ako vazeny gat odchylok od cika, mozno poufi vdzenu L.-

metriku. Tato metrika na rozdiel od predchadzajlinefia vzdialenasako maximalnu

formulujeme uvedenu ulohu ako ulohu matematickémoggamovania nasledujucim

spésobom:
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f(x,y,a)=a - min

n n 0
226 —%as 4
i=1 j=1 1
n n 0
226 —%a_ ¥
i=1 j=1 2

i
x,0{0,4, i,j=12.n
az0

Pri formulécii Glohy sme okrem dievych hodnéty?, y; pre jednotlivé delové

funkcie pouzili premenni, ktord reprezentuje hodnotu vaZzenej percentuadehylky
cielového bodu od prislusného rieSenia. Op#®zno konstatoa Ze pouzitim vazenej.:
metriky ziskame rieSenie, ktorého vazené odchylfysmnovenych clev sa minimalne
odliSuja, t. j. v prvom pripade pri pouziti vazengrmetriky sme mohli v Specifickych
pripadoch ziska rieSenie, v ktorom je jeden z Bow splneny apre druhy nastane

vyraznejSia odchylka od poZzadovanej hodnoty na &gbrenia prvého.

V jednotlivych ¢astiach sme uvadzali zapisy prislusnych uloh wséoftvom
produkte GAMS. Nakiko sme uvedenu Uulohu formulovali ako ulohu zmiekané
celatiselného programovania, mozno takisto ptuZolver MIP (Mix Integer

Programming).

Zdrojovy kéd pre program GAMS na rieSenie Ulohy estienia obsluzného centra
pomocou Kritérii minimalnej cestnej siete a miningl prejdenej vzdialenospouzitim

vazenej L-metriky:
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Sets ivystup /¥
subil(i) /1/
subi2(i) 121/
alias (i,))
alias (i,k)
alias (subi2,subj2);
Scalar 1111/
12 42/
cltV
c2 t2,
Table c(i,));
Variables uc;
Binary Variable x;
Positive Variable y
alfa;
Equations  prve(subil)
prve2(subi2)
druhe(subi2)
tretie(i,j)
piate
sieste
ucel;
ucel.. uc=e=alfa;
piate.. sum((i,j),c(i,j)*x(i,)))-c1*alfa/l1=I=t;
sieste.. sum((i,j),c(i,))*y(i,)))-c2*alfa/l2=le2;
prve(subil(i)).. sum(j,x(i,j))=e=0;
prve2(subi2(i)).. sum(j,x(i,j))=e=1,;
druhe(subi2(i)).. sum(j,y(i,j))-sum(subj2(k)kyi))=e=1;
tretie(i,j).. y(i,j)-0-1)*x(i,j)=1=0;
Model CPkostraLnek /all/;
Solve CPkostralL.nek using mip minimizing uc;
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Zaver

Rozhodovanie o umiagivani obsluznych centier je problém, s ktorym sat&va
vatSina firiem, ako aj organy deciznej sféry. O vyzeamoznosti ziskaprislusny systém
rozloZenia obsluznych centier s¢é@j pozornosg, ktora sa uvedenému problému venuje
vo vedeckych periodikach. Ph&d publikacii zaoberajucich sa danou problematikou,
ktoré mo6Zzu slaZina rozhodovanie o lokacii obsluznych centier, §ame v prvej kapitole

predloZzenej prace. Uz z tejto kapitoly je zrejmatajiktira nasledujucich kapitol.

Uvedena Struktara predloZzenej prace sledujel, cigtorym je analyza a
prezentovanie modelov slGZiacich na podporu rozthacieho procesu pri umigéstvani
obsluznych centier, ako aj formulacia a prezentaoavovytvorenych modelov.
Prezentované modely su postavené na baze viatkinino programovania aplikovaného
na modely optimalizacie prepravnych tras a toia modely. V predloZzenej préci
rozvijame existujucu teodriu prave 0 mozné sposophké&cie metdd viackriterialneho
programovania na lokaé ulohy, t. j. na ulohy vyberu lokality na umiestie obsluzného
centra. Stag’ou prace je tiez spésob rieSenia uvedenych tlolopomprogramu GAMS.
Vyuzivaja sa pritom formulacie uloh vo forme Ulohatematického programovania, lebo
realizacia vypotu rieSenia modifikovanych lokaych uUloh je mozna prave pomocou

metod matematického programovania.

PretoZze komplexny problém moZzno ch@pek, Ze po vybere obsluznych centier sa
bude realizové preprava substratu do jednotlivych uzlov dopytyplyva z toho potreba
analyzovd aj ulohy, ktoré optimalizuju prepravu. Nemenejediou Ulohou je zostavenie
casoveho planu prepravy substratu, ktorej analyaozasberame v poslednggsti druhej
kapitoly. V tejtocasti je okrem Standardnych uloh tedrie grafov zpstrd modifikovana
tloha ¢ag’ 2.2.1) napomahajuca pri rozhodovani o stanovog@disobu prepravy od
obsluznych centier k uzlom, v ktorych je stanoveim@vei dopytu. V danej uUlohe
uvaZzujeme s parametrom priepustnosti ciest, ktosftasnosti nadobud#&oraz v&si
vyznam V suvislosti so zvySovanimtade jednotlivych ciest. RieSenie uvedeného modelu
s hodnotami priepustnosti ciest v exponovansasovych intervaloch by mohlo prispik
efektivnemu vyuZitiu prepravnych kapacit dopravnyphostriedkov. Pri  Ulohéach
uvedenych v posledneégsti, tlohy s dodatmymi podmienkamidasové podmienky), bola
konStruovana uloha najkratSej cesty v sietasovymi oknami, ktord vychadza z ulohy

uvedenej Wasti 2.1.DalSie Glohy sasovymi oknami uvedenédasti 2.6 nie s rieSené
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pouzitim programového produktu GAMS, d&e ich vypdtova zlozito$ nedovduje
ziska optimélne rieSenie uz pre menSié¢pb uzlov. Na zéklade toho sme uvedené
problémy riesili pomocou samoorganizujiceho migéno algoritmu SOMA (i¢kova,

Brezina, Pekar, 2009), ktora patri do skupiny e¢ojeh algoritmov.

V tretej kapitole rozoberame samotné Ulohy vytvérema podporu procesu
rozhodovania o umiesbvani obsluZznych centier, od z&kladnych Gloh zam@ta na
vyber jednej lokality sliziacej ako obsluzné cemtraz po ulohy rozhodujluce o lokacii
systému obsluznych centier na zaklade stanovenéhméridk Takisto ako
v predchadzajucej kapitole okrem Uloh znamychezdifliry rozoberame aj modifikaciu
Glohy minimélneho p&tu obsluznych centier pri danej maximalnej vzdiakn Prvym
spésobom modifikacie je stanovenie daglicich podmienok, ktoré reprezentuju nuthos
zriadi® obsluzné centrum vo vopred vybranych uzlodbalSou Upravou je zmena
koeficientov @elovej funkcie. K uvedenej modifikacii sme pristiipia zaklade zistenej
skutainosti pri rieSeni povodnej ulohy, ktora neprihliagavySku dopytu v uzle. Tento jav
moze spbsobilokaciu obsluznych centier do uzlov s nizSim dopyt Pri konstrukcii boli

ako koeficienty delovej funkcie definované hodnoty odzrkagice vysku dopytu v uzle.

Znana ¢ag’ uloh prezentovanych v druhej a tretej kapitolep@merne znama
z literatary. V tychto kapitolach sme sa zameraldetailnejsi sp6sob konsStrukcie tloh ako
tloh matematického programovania. Uvedeny postup Zvoleny na zaklade dia
predloZzenej prace, t. j. vyuzitia metdd viackriédmeho programovania v lokaych
tlohach. Na zaklade uloh s jednym loeym kritériom boli vytvorené viackriteridlne
tlohy, ktoré lepSie odzrk#idju realne poziadavky rozhodovEt® na umiestnenie
obsluznych centier. V Stvrtej kapitole opisujemeyriStvytvorené udlohy na béaze
predchadzajucich uloh. Problém vyberu obsluznyetiieepri pouziti kritéria minimalnej
vzdialenosti, ktora neprihliada na vySku dopytuo a&j problém pri pouziti kritéria
celkovej minimalnej vzdialenosti (diskriminacia efayd’ov v regionoch s nizSou Urbou
dopytu) mozno vyriesiprave pouzitim metdd viackriterialneho programoadtas’ 4.2).
Druhou zo skupiny uloh rieSenych v tejto kapitadeumiestnenie obsluznych centier pri
vyuziti kritérii maximalneho pokrytia a minimalnepoctu obsluznych centier. Pri rieSeni
nastal problém pri nizkej dievej hodnote p&u obsluZznych centier, nakko uvedena
Ucelova funkcia nadobuda celselné hodnoty.DalSou Glohou rieSenou aplikovanim
metod cidového programovania bolo umiestnenie obsluznychierepomocou kritérii

minimalnej vzdialenosti a rovhomernosti t@Zenia obsluznych centier. Obdobne ako
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v ¢asti 4.2, aj tu sa rieSi problém, ktory nastavar@$eni ulohy pri kritériu minimalnej
vzdialenosti, t. j. neberie do Gvahy dopyt. Kritén rovnomernosti iaZenia zatha prave
vplyv dopytu na lokalizaciu obsluznych centier. Btémn, ktory vznika pri rieSeni tejto
tlohy, je nelinearnas Struktirnych ohrageni zabezpmijucich nadobudnutie
percentualnych odchylok od priemernej hodnoty doepyt j. od poZadovanej hodnoty
dopytu na jedno obsluzné centrum. Posledn& uloBirtej kapitole je, na rozdiel od
predchadzajucich, postavena na ulohach opisanykhhej kapitole (Ulohy optimalizacie
prepravnych tras). Vyznam tejto ulohy gp@ vtom, Ze dopyt je zabezf@my obsluznym
centrom v Specifickych situaciach (napr. Zivelnéhnoony atl’.). RieSenie potom
reprezentuje mnozina ciest, ktoré musia’ hydrziavané na zabezfamie plynulého
zasobovania jednotlivych uzlov tak, aby bol ziskakgmpromis medzi kritériom
minimalnej cestnej siete a minimalnou prejdenou ialedosou, ak uvaZzujeme

individualnu dopravu z obsluZzného centra do uzletes

Prezentovand praca si nekladie zd cigerpavajluco analyzovaa opisé vSetky
mozné situacie, s ktorymi sa stretava rozhoddvpteumiesitiovani obsluznych centier
v zavislosti od ufenych ciéov, ale na vybranych problémoch prezentuje moznosti
vyuzitia formulacie Uloh matematického programowanaich rieSenie pomocou
programového produktu GAMS. Takétoilsénie vedie k rozvoju modernych metéd na
podporu rozhodovania pre efektivne rozmiestinie akychktvek objektov na baze

viacerych ciéov pri Specifickych poziadavkach.
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Zoznam priloh

Priloha 1. Problém umiestnenia minimalneho ¢po obsluznych centier pri danej
maximalnej vzdialenosti prié = 50

Priloha 2: Problém najdenia minimalnej vzdialenosti pri stagroym pdte obsluznych
centier prep = 10

Priloha 3: Problém celkovej minimalnej vzdialenosti pri staeaoem pdéte obsluznych
centier prep = 10

Priloha 4: Problém maximalneho pokrytia pri stanovenonttpoobsluznych centier a
maximalnej vzdialenosti pge= 20 aK = 30

Priloha 5: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii imadna vzdialenas a
celkova minimalna vzdialendgouzitim vazenej{a L, metriky prep = 10 a vahy 0,5 pre
kazdé kritérium

Priloha 6: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii imadna vzdialenas a
celkovd minimalna vzdialentgouzitim vazenej L a L, metriky prep = 10, vdha 0,3
kritérium minimalna vzdialendsa vaha 0,7 kritérium celkova miniméalna vzdialehos

Priloha 7: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii mmne pokrytie a
minimalny p&et centier pouzitim vazenej ka L. metriky preK = 30, vaha 0,7 kritérium
maximalne pokrytie a vaha 0,3 kritérium minimalroggt centier
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Priloha 1. Problém umiestnenia minimalneho ¢po obsluznych centier pri danej
maximalnej vzdialenosti prié = 50
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Pozn. [ - obsluzné centrum — zakladny model (nigdel

O - obsluzné centrum — model doplneny o nutrgadi’ obsluzné centrum
v krajskych mestach (modg)l

A — obsluzné centrum — model s modifikovanymi keefimi G'elovej funkcie
(podiel patu obyvatéov ku vSetkym obyvdtan) (modeB)

Model 1: Banovce nad Bebravou, Bg Detva, Dolny Kubin, JelSava, tanec,
Medzilaborce, Moldava nad Bodvou, Noveé Zamky, PvesBenec, Senica, Ve
KapuSany, Vysoké Tatry, Zeliezovce, Ziar nad Hronom

Model 2: Banska Bystrica, Bratislava, Dolny Kubin, JelSakalarovo, KoSice, Ldenec,
Medzilaborce, Nitra, PreSov, Senica, Tden Trnava, Véké KapuSany, Vysoké Tatry,
Zeliezovce, Ziar nad Hronom, Zilina.

Model 3: Banovce nad Bebravou, Banska Bystrica, Dolny KuhlelSava, KoSice,
Lucenec, Medzilaborce, Nové Zamky, Presov, Senec,c&ehidké KapuSany, Vysoké
Tatry, Zvolen, Zeliezovce, Zilina.
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Priloha 2: Problém najdenia minimalnej vzdialenosti pri stagroym pdte obsluznych
centier prep = 10

bt — Surevo
Komama =

Pozn. [ - obsluzné centrum

Maximalna vzdialenasje 65,5 km medzi obsluznym centrom Dolny Kubin AZom
Cadca.

Obsluzné centrumbolny Kubin, HanuSovce nad Thgu, llava, Malacky, Michalovce,
Nové Zamky, Ro#fava, SpiSska Nova Ves, Mg/ Krtis, Zvolen.
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Priloha 3: Problém celkovej minimalnej vzdialenosti pri staeaoem pdéte obsluznych
centier prep = 10
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Pozn. O - obsluzné centrum
Celkovo prejdené vzdialenbge 71 899 602,8 km.

Obsluzné centrumBanovce nad Bebravou (Stara Tura, 56 km), Braslé®@unajska
Streda, 48,5 km), KosSice (Torfeg 98,5 km), Michalovce (Medzilaborce, 70 km), Rapr
(HnG&a, 72,5 km), PreSov (Svidnik, 57,5 km), Surany r&ta, 61,5), Trnava (Gbely,
68,5 km), Zvolen (Rimavska Sobota, 87 km), ZiliTastena, 99,2 km). V zatvorkach za
kazdym obsluznym centrom je uvedené najvzdialengli s jeho vzdialendeu v km.

99



Viackriterialne programovanie v lokaych ulohach

Priloha 4: Problém maximalneho pokrytia pri stanovenonttpoobsluznych centier a
maximalnej vzdialenosti pge= 20 aK = 30
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Pozn. [0 - obsluzné centrum
Pokrytych je 91% obyvalev, t. j. 2 736 724.

Obsluzné centrunCadca, Dubnica nad Vahom, Galanta, Giraltovce, HumdeKolarovo,
Kosice, Michalovce, Novaky, Piggny, Rimavska Sobota, Ruzomberok, Senec, Senica,
SpiSska Bela, Spisske Vlachy, Tisovec, Zlaté Mogavwolen, Zilina
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Priloha 5: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii imadna vzdialenas a
celkova minimalna vzdialendégouzitim vazenej{a L, metriky prep = 10 a vahy 0,5 pre
kazdé kritérium
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Pozn. O - obsluzné centrum prea.L., metriku

Ciel 1. kritérium — 65,5 km
Ciel’ 2. kritérium — 71899602,8 km

Obsluzné centrunBratislava, Michalovce, Poprad, PreSov, Rimavskiaosa,
Ruzomberok, Surany, Vrbové, Zvolen, Zilina

L1 metrika vysledky:

Percentualna odchylka od Eéeminimalna vzdialengge 6,9 %.
Percentualna odchylka od Egecelkova minimalna vzdialendge 10,3 %.
Hodnota delovej funkcie (vazena percentualna odchylka) 698,

L. metriku vysledky:
Hodnota delovej funkcie (maximalna odchylka) je 5,2 %.
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Priloha 6: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii imadna vzdialenas a
celkovd minimalna vzdialentgouzitim vazenej L a L, metriky prep = 10, vdha 0,3
kritérium minimalna vzdialendsa vaha 0,7 kritérium celkova minimalna vzdialghos

..........

Pozn. [0 - obsluzné centrum prentetriku

QO - obsluzné centrum pre,lmetriku

Ciel’ 1. kritérium — 65,5 km
Ciel’ 2. kritérium — 71899602,8 km
L1 metrika vysledky:

Obsluzné centrunBratislava, KoSice, Nova Dubnica, Poprad, Rimav3&hota, Slig,
Strazske, Surany, Trnava, Vratky

Percentualna odchylka od Eeeminimalna vzdialengge 18,5 %.
Percentualna odchylka od téecelkova minimélna vzdialendg 1,4 %.
Hodnota @elovej funkcie (vazena percentualna odchylka) 596,

L. metriku vysledky:
Obsluzné centrunBratislava, KoSice, Nové Mesto nad Vahom, PopRathavska Sobota,
RuzZomberok, StraZzske, Surany, Zvolen, Zilina

Hodnota delovej funkcie (vAZena maximélna percentualna odéehye 4,4 %.
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Priloha 7: Umiestnenie obsluznych centier pomocou kritérii mmene pokrytie a
minimalny p@&et centier pouzitim vazenej l L. metriky preK = 30, vaha 0,7 kritérium
maximalne pokrytie a vaha 0,3 kritérium minimalroget centier
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Pozn. [ - obsluzné centrum premetriku

Q - obsluzné centrum pre,lmetriku

Ciel’ 1. kritérium — 95 % pokrytie
Ciel’ 2. kritérium — 17 obsluznych centier

L1 metrika

Dubnica nad Vahom, Galanta, HanuSovce nad’depKolarovo, KoSice, Michalovce,
Novaky, PieSany, Rimavska Sobota, Ruzomberok, Senec, SenicgskaBela, Spisské
Vlachy, Zlaté Moravce, Zvolen, Zilina

Percentualna odchylka od Eéemaximalne pokrytie je 7,8 %.
Percentualna odchylka od Eeeminimalny pdet centier je 0 %.
Hodnota @elovej funkcie (vazena percentualna odchylka) 5%,

L. metrika

Dubnica nad Vahom, Galanta, HanuSovce nad’dwpKolarovo, KoSice, Krasno nad
Kysucou, Michalovce, Novaky, Piggny, Rimavska Sobota, Ruzomberok, Senec, Senica,
SpiSska Bela, Spisské Vlachy, Tisovec, Zlaté Mogavwolen, Zilina

Hodnota delovej funkcie (vAZena maximélna percentualna odéehye 3,6 %.
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