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ABSTRAKT

TKACIKOVA, Michaela: Vyuzitie Markovovych retazcov v oblasti aktudrstva s podporou
jazyka R. — Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta hospodérskej informatiky, Katedra
matematiky a aktuarstva. — Veduci prace: doc. Mgr. Vladimir Mucha, PhD. — Bratislava:

FHI, 2019, (57 5.)

Cielom prace je zoznamit sa s tedriou Markovovych retazcov a ukéazat ich aplikaciu
v oblasti aktuarstva. Praca obsahuje ivod do tedrie Markovovych retazcov s diskrétnou
mnoZinou stavov a diskrétnym a aj spojitym ¢asom. Dalej sme ukazali vyuZitie software R
ako hlavného rieSitel'ského néstroja pre nasu problematiku. Teoretické poznatky sme
aplikovali v oblasti zivotného aj nezivotného poistenia. V oblasti nezivotného poistenia
to bola oblast povinného zmluvného poistenia. Kde sme ukézali vytvaranie matic
pravdepodobnosti prechodu pomocou faktora Skodovosti a prinos vektora absolutnych
pravdepodobnosti pre poistoviiu. V oblasti zivotného poistenia sme ukézali vypocet

poistného na zaklade nasimulovanych dat z matice pravdepodobnosti prechodu.

Kruadové slova: Markovove retazce, aktuarstvo, bonus malus systém, zivotné a nemocenské
poistenie, matica pravdepodobnosti prechodu, vektor absolutnych pravdepodobnosti,

software R



ABSTRACT

TKACIKOVA, Michaela: The use of Markov chains in the field of actuarialism with the
support of the language R. - University of Economics in Bratislava. Faculty of Economic
Informatics, Department of Mathematics and Actuarial Science.— Supervisor: doc. Mgr.

Vladimir Mucha, PhD. — Bratislava: FHI, 2019, (57 s.)

The aim of the thesis is to get acquainted with the theory of Markov chains
and to show their application in the field of actuarialism. The thesis contains an introduction
to the theory of Markov chains with discrete set of states and discrete and continuous time.
Furthermore, we have shown the use of R software as the main tool for solving our problems.
We applied theoretical knowledge in both life and non-life insurance. In the area of non-life
insurance, it was the area of compulsory contractual insurance. Where we showed
the creation of transition probability matrices using the loss factor and the benefit
of the absolute probability vector for the insurance company. In the area of life insurance,
we have calculated the premium calculation based on simulated data from the transition

probability matrix.

Keywords: Markov chains, actuariality, bonus malus system, life and sickness insurance,

transition probability matrix, vector of absolute probabilities, software R
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Uvod

Tedria Markovovych retazcov je zaloZena na principe ndhodného procesu s asovym
parametrom. Tento ndhodny proces mdézeme charakterizovat’ ako postupnost’ ndhodnych
premennych. Hodnoty, ktoré nadobida ndhodnd premennd mozeme nazvat stavmi
alebo triedami. Markovové ret'azce musia spiflat’ Markovovu vlastnost’, ktora hovori o tom,
ze pravdepodobnost’ prechodu do nasledujticeho stavu zavisi iba od sucasného stavu a nie
od predchadzajucich stavov. Nazyvame ich aj Markovovymi retazcami ,bez paméti.
Casovy parameter moze nadobudat celogiselné hodnoty alebo hodnoty z intervalu.
V pripade celoc¢iselnych hodndt casového parametra hovorime o Markovovych retazcoch
s diskrétnym Casom a v pripade, ak ¢asovy parameter bude nadobudat’ hodnoty z intervalu
hovorime o Markovovom retazci so spojitym &asom. DalSie delenie retazcov je podla toho,
¢i sa pravdepodobnosti prechodu s ¢asom menia. Ak sa pravdepodobnosti prechodu s ¢asom
nemenia, hovorime o homogénnom Markovovom retazci avopaénom pripade
o nehomogénnom Markovovom retazci. V tejto praci sa budeme venovat’ iba homogénnym

Markovovym ret'azcom, ale iba s diskrétnym ¢asom.

Cielom prace bude aplikovat’ Markovové retazce na problematiku v aktudrstve.

Markovove ret'azce budeme aplikovat’ v oblasti zivotného aj nezivotného poistenia.

Jedna z moznosti aplikacie Markovovych retazcov oblasti nezivotného poistenia
je bonus malus systém. Tento systém sa pouZziva pri povinnom zmluvnom poisteni
zodpovednosti za Skodu spdsobent vedenim motorového vozidla (PZP). Bonus malusova
trieda (stav), v ktorych sa poistenec nachédza, uruje vysku jeho poistného. Ak poistenec
spdsobi poistnt udalost’ klesne do malusovej triedy a jeho poistné sa zvysi. Za bezskodovy
priebeh je poistenec odmeneny zl'avou z poistného. Pre poistoviiu je dolezité vediet’, kol’ko
poistencov bude v bonus malusovych triedach, aby vedela urcit vysku priemerného
poistného a zostala solventnd. Vypoctom staciondrneho vektora a priemerného poistného

sa budeme venovat’ v praktickej Casti tejto prace.

V oblasti zivotného poistenia budeme aplikovat’ Markovové retazce na zdravotné
a nemocenské poistenie. V tomto pripade budil poistovilu zaujimat’ pravdepodobnosti

prechodu medzi stavmi poistenca. Data, sktorymi budeme pracovat’ st redlne data



z Talianska. Hovoria o muzskej populécii a o dlhodobo chorych. V praktickej casti

sa zameriame na vypocet poistného pri nehomogénnych Markovovych ret'azcoch.

Silnym rieSitel'skym ndastrojom na realizdciu Markovovych retazcov je ,,open
source prostredie jazyka R. V kapitole metodika prace a metody skiimania si predstavime
balicky a funkcie, ktoré ndm pomdzu pri rieSeni a analyzovani naSej problematiky.
V praktickej casti budeme aplikovat’ tieto rieSiteI'ské ndstroje na rieSenu problematiku
Markovovych retazcov aplikovanych na bonus malus systém a zdravotné a nemocenské

poistenie.



1. Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Vyuzitie Markovovych retazcov v oblasti aktuarstva je velmi Siroké.
Tym, Ze st flexibilné a jednoducho zrozumitelné¢ vidime ich vyuzite v Zivotom ako aj
nezivotnom poisteni. Problematikou Markovovych retazcov sa zaobera mnoho autorov.
Cely matematicky aparat je predstaveny v knihe (Ethier 1986). Kniha sa zobera celkovou
problematikou Markovovych retazcov. Su v nej vysvetlené zakladné matematické aparaty,
ktoré su vysvetlené aj v tejto praci. V oblasti zivotného poistenia a nemocenského poistenia
sa zaobera (Haberman 1999) a (Dickson 2009). Kde sa opisuji zdkladne principy
pri zivotnom poisteni. V oblasti Markovovych retazcov a implementacie do softvéru R
v sucasnosti robi najvacsi vyskum (Spedicato 2018). Vo svojej prirucke opisuje balicky

a funkcie na 'ahkl manipulaciu s Markovovymi ret'azcami.

V tejto kapitole si predstavime a zadefinujeme Markovové retazce a priblizime
oblasti v poistovnictve, kde sa vyuzivaji. Priblizime si bonus malus systém a ako sa v iom
aplikuju Markovové retazce. Dalou oblastou, v ktorej si priblizime Markovové retazce
bude zivotné a nemocenské poistenie zo zameranim na dlhodobo chorych a nesebestacnych

0sob.

1.1. Nahodny proces

Vtejto cCasti uvedieme zdkladné pojmy a vlastnosti, ktoré ndm ozrejmia
problematiku a priblizia ich pouzivanie. Markovové retazce, ktoré su hlavnou népliou
prace, tvoria rozsiahlu triedu ndhodnych procesov, preto je im venovana tvodna kapitola.
Zaklady stochastického procesu moézeme najst’ v skriptach (Havrda 1981) a (PraSkova
2005). Uvod do teérie pravdepodobnosti vratane Markovovych retazcov je v (Grinstead
1997) a podrobnejsi vyklad tedrie pravdepodobnosti a stochastickych procesov je v (Knill
2011).

1.1.1. Zakladné viastnosti

Néhodny proces mozeme chédpat’ ako zovSeobecnenie ndhodnej veliCiny. Casto je

nadhodny proces postupnost'ou ndhodnych veli¢in v Case a zatial' ¢o ndhodna veli¢ina je
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realna funkcia elementarneho javu, ndhodny proces je naviac eSte aj funkciou ¢asu. Nahodné

procesy tak vyjadruju dynamiku ndhodnych javov.

Prikladom néhodného procesu moze byt Brownov pohyb hmotnej Ccastice,
postupnost’ ndhodnych hodov hracou kockou, zmeny v pocte zdkaznikov cakajucich na

obsluhu a podobne.

Namiesto pojmu ndhodny proces taktieZ pouzivame pojem stochasticky proces alebo

pravdepodobnostny proces.

Definicia 1.1. Nech (Q,S,P) je pravdepodobnostny priestor anech T je neprazdnou
podmnozinou mnoZzin readlnych ¢&isel R. Potom subor nahodnych veli¢in {X;,t € T}

definovanych na (Q, S, P) sa nazyva realny nahodny proces (Grinstead 1997)

Ako uz bolo povedané na ndhodny proces sa mézeme pozerat’ ako na funkciu dvoch
premennych — elementarneho javu w a Casu t. Pre pevne zvolené t € T je X;(.) ndhodna
veli¢ina definovana na (). Pre pevne zvolené w € () je X(y(w) je redlnou funkciou Casu

t € T. Funkcia X()(w) sa nazyva trajektoriou alebo taktiez realizaciou nahodného procesu.

1.1.2. Distribucna funkcia nahodného procesu
Dalej definujeme distribu¢nu funkciu nahodného procesu.

Definicia 1.2. Nech {X;t€ T} je nahodny proces, n € N, t;, ty,...,t, € Ta

(X¢, Xty X¢,) nahodny vektor, ktorého distribu¢nd funkcia je predpisom

Footptn (X1, X2, 00, Xy) = P(Xt1 <x,Xe, <Xy Xy, < xn,).

Ak st pre systém distribu¢nych funkcii {F titatn X1 X25 won) xn)} splnené nasledujuce tzv.

Kolmogorové podmienky konzistencie
e pre l'ubovolni permuticiu 7 mnoziny {1, 2, ..., n} plati
Ftn(l)'tn(z)v--'tn(n) (xn'(l)' Xi(2)s +++» xn(n)) = Ftl,tz,...,tn (xli X2y eees xn)'

e n-rozmerna distribu¢na funkcia ndhodného vektoru je marginalna distribu¢na

funkcia (n + 1)-rozmerného nahodného vektoru, tj.

lim Ftl,tz,...,tn,tn+1(x1' X2 e s Xpy xn+1) = Ftl,tz,...,tn (xli X2y wes xn)'
Xn+17®
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Potom F . . (X1,X,..,X,) sa nazyva n-rozmernd distribu¢na funkcia nahodného
procesu {X;, t € T}.

Rozdelenie ndhodného procesu je jednoznacne urené rozdelenim vsetkych konecne
rozmernych nahodnych vektorov (X t X tyroor X tn)' Kazdy nahodny proces urcuje

konzistentny systém distribu¢nych funkcii (Grinstead 1997).

Veta 1.3 (Kolmogorov). Nech {F titatn X1 X25 won) xn)} je konzistentny systém
distribuénych funkcii. Potom existuje ndhodny proces {X;, t € T} taky, Ze pre kazdé n € N

lubovolné ty, t,, ..., t, € T alubovolné x4, x5, ..., x,, plati
P(th <x,Xe, <Xppooy Xy, < xn) =Ft oty (X1, X2, 00y Xp)

Doékaz mdzeme najst’ v (Praskova 2005).

1.1.3. Klasifikacia nahodného procesu

Klasifikécia ndhodného procesu sa odvija od Struktiry mnoziny stavov S, vlastnosti
mnoziny T a vztahu zévislosti medzi ndhodnou veli¢inou X; pre rozne t € T.

Podl'a typu mnoziny T rozliSujeme nahodny proces

e s diskrétnym Casom, ak je mnozina stavov T diskrétna, to je ak T = N resp. T = Z,
e 50 spojitym ¢asom, ak je T interval, to je ak T = [a,b] € R.

MnoZina stavov ndhodného procesu S je mnozina hodn6t ndhodnych veli¢in X,.

Podl’a $truktiry mnoziny S rozliSujeme

e ndhodny proces s diskrétnymi stavmi, ak mnoZzina hodnét nahodného procesu je
konec¢né alebo spocitatena, vtedy vSetky ndhodné veli¢iny X; nadobudaju iba
diskrétne hodnoty

e nadhodny proces so spojitym stavmi, ak ndhodné veli¢iny X; nadobuidajii hodnoty

z intervalu
Hédzanie kockou je prikladom ndhodného procesu s diskrétnym casom, ktory je

definovany poradovymi ¢islami jednotlivych hodov s diskrétnou mnozinou stavov, ktord je

tvorena po¢tom bodiek na kocke a nadobtida hodnoty S = {1,2,3,4,5,6}. Ak sledujeme vyvoj
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poctu zakaznikov v rade, jednd sa o ndhodny proces so spojitym casom, kde mnozina T je
dana sledovanym obdobim, a mnozina stavov je S =1{0,1,2,..}. Pokial budeme
zaznamenavat’ vonkajSiu teplotu v pravidelnych intervaloch, ide o priklad nahodného
procesu s diskrétnym casom, ktorym je poradové Cislo nameranych hodnét a spojitou
mnozinou stavov (vonkajSia teplota). Vo vsSeobecnosti proces vyvoja vonkajsej teploty

mdzeme chapat’ ako ndhodny proces so spojitym Casom a spojitou mnozinou stavov.

Dalej uvedieme zékladné priklady ndhodnych procesov podl'a typu zavislosti medzi

ndhodnymi veli¢inami pri r6znych ¢asoch (Havrda 1981):

i.  Procesy snezavislymi prirastkami. Nazyvame taky proces pre ktory plati, Ze
nahodné veliCiny X, — X , X¢, — X)) oo, X¢, — X, | SUnezavislé pre kazdé t; € T,
j=12,..,n at; <t, <. <t,_1 <t, Ak napriklad V;,Y,,...Y,, su hodnoty
ndhodného vyberu, polozme X; =Y, X, =Y, + Y, ..., X, =V +Y, +- 1Y,
Potom ide o proces s nezavislymi prirastkami, kde T = {1,2,...,n} a
X, — X, | =Ypn=12,..

ii.  Markovové procesy. Nahodny proces {X;, t € T} nazveme Markovovym procesom,
ak ma taka vlastnost, ze jeho stav v budiicom case t > s zdvisi iba od stavu
v sucasnom ¢ase S a nie na stavoch v predoSlom case u < s, kde s,t,u €T, je to

teda proces ,,bez paméti“. Formalne

P(X, < alX;, =in .. Xe, =i1,Xe, = i) = P(X; < a|X,, = in)

1

prekazdé ty, < t; < - <t, <t,ac€R,prektoré plati

P(X,, =in, ... Xe, =11, X, =1ip) > 0.

1

1.2. Markovové ret’azce

Markovové procesy su pomenované po Andrejovi Andrejevicovi Markovovi,

ruskom matematikovi, ktory sa zaoberal ndhodnymi procesmi.
Hlavnym zdrojom o Markovovych retazcoch pre tito kapitolu boli zdroje (Havrda

1981), (Ktivy 2005) a (Praskova 2005). Stochasticky a Markovov proces mdézeme najst’
v knihe (Ethier 1986).

13



Bez obmedzenia na vSeobecnosti budeme d’alej pojem Markovov retazec pouzivat
pre Markovov proces s diskrétnym ¢asom. V takom pripade nahodné veli¢iny {X;, t € T}
nadobudaju iba celoc¢iselné hodnoty, ktoré tvoria mnozinu stavov S Markovovho retazca. S

je konecné alebo spocitatelné, teda S = {1,2,...,N }aleboS = {1,2,...}.

1.2.1. Markovové retazce s diskrétnym casom

Definicia 1.3. Nech {X,,n € T} je ndhodny proces s diskrétnym stavmi aS € Ng je
mnozina jeho stavov. Hovorme, ze X je Markovov retazec s diskrétnym ¢asom a mnozinou
S,akje T = Nj a je splnena podmienka
PXpi1 =Jjl1Xn =1 Xn1 = ln_1, . Xo = lp) = P(Xpy1 = j1Xn =10) (2.1)
Pre vSetky n € T a vSetky stavy i, ..., i,_1,i,j € S, také Ze
P(Xn = i'Xn—l = in—l’ "'XO = lo) > 0.
Podmienkou (2.1) vyjadrujeme takzvanti Markovovu vlastnost, ktord znamena, ze
pravdepodobnost’ s akou proces prejde do nejakého stavu v nasledujiicom ¢ase n + 1 zavisi

iba na jeho stave v suasnom case n a nezalezi na tom, v akom stave sa ndhodny proces

nachadzal predtym, tj. v ¢asochn — 1,n — 2, ...,1,0 (Ethier 1986).

Zmena stavu procesu sa nazyva prechodom. Retazec sa zo stavu i v nasledujiicom
casovom okamihu dostane do stavu j spravdepodobnostou p;j(n,n+1). Tito

pravdepodobnost’ sa nazyva pravdepodobnost’ prechodu 1. radu zo stavu i do stavu j, a teda
pij(n,n+1) = P(Xpy1 = jlX, =1)

Vseobecnd podmienka pravdepodobnosti
pij(m,n+m) =PXpm = jlX, = 10)

sa nazyva pravdepodobnost’ prechodu m-tého radu, tj. pravdepodobnost’ prechodu zo stavu

i v ¢ase n do stavu j v Case n + m.

Definicia 1.4. Nech {X,,n € Ny} je Markovov retazec s diskrétnym ¢asom a mnoZinou

stavov S. Hovorme, ze X je homogénny Markovov retazec, ak podmienené
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pravdepodobnosti p;j(n,n + m) nezavisia na vychodiskovom ¢ase n, ale len na rozdiele
stavov. m. Potom znaCime p;;j(n,n + 1), resp. pl.(?) (n,n+m). V opatnom pripade

hovorime, ze Markovov retazec je nehomogénny (Ethier 1986).

V dalSej casti prace budeme predpokladat’ len homogénny Markovov retazec

s diskrétnym ¢asom.

Podmienené pravdepodobnosti p;; mdzeme usporiadat’ do Stvorcovej matice.
P = {pi i€ S}, ktort nazyvame matica pravdepodobnosti prechodu. Pre kazdé i,j € S

plati

ide o stochasticku maticu (prvky matice st nezdporné a sucet prvkov v kazdom riadku

matice je rovny jednej).

Veta 2.3 (pravdepodobnost’ prechodu n-tého radu) Nech {X,,n € Ny} je homogénny

Markovov retazec s maticou pravdepodobnosti prechodu P. Nech pi(io) =

1, Pi(]p) =0 pre
i#ja pi(il) = p;;. Potom pre podmienené pravdepodobnosti n-tého radu
PP = P(Xpim = J1Xy = 1) plati

p = z P Yy k€S (2.2)

k€ES

Pre vSetky n,m € Ny a P(X,, = i) > 0.
Dokaz je uvedeny v (Praskova 2005).

Zo vztahu (2.2) vyplyva, ze matica P(prvkov pi(;l) je stochastickad matica a plati
PM™ = p-1) p = p pn-1) = pn,

Vztah (2.2) m6zeme zovseobecnit’

(m+n) _ (m) _(n)
Pij = z Pir ~ Dy

k€ES

15



pre vSetky m,n € N, ktory sa nazyva Chapmenova — Kolmogorova rovnost’. Maticovo

mozeme rovnost’ vyjadrit’ ako P(M+™) = ptm)_ pm),

Pravdepodobnosti, sakymi Markovov retazec nadobuda jednotlivé stavy
v poCiato¢nom Case p; = P(X, =1i),i €S, urCuje pociatoéné rozdelenie Markovovho

retazca {X,, n € Ny}. Toto rozdelenie budeme znaéit' p = {p;,i € S}.

Plati
i = O,Zpi =1.

i€s
Nepodmienené pravdepodobnosti  p;(n) = P(X, =i) nazyvame absolutnou

pravdepodobnostou v ¢ase n. Vektor absolutnych pravdepodobnosti budeme znacit p(n) =

pi(n), i € S}.

Pre tieto nepodmienené pravdepodobnosti plati vztah

P = P(u =) = ) P(Xo = k. X = )

k€ES

- ZP(XO = k|X, = j) P(X, = k)

kesS

= Z PiPkj-

Vektorovo mozeme vztah medzi vektorom absolutnych pravdepodobnosti

a pociato¢nym rozdelenim vyjadrit’ nasledovne:

p(m)" =p"P",n €N,

Najskor klasifikujeme stavy Markovovho retazca podla typu prechodu medzi
stavmi.

Definicia 2.4. Hovorme Ze stav j je dosiahnutel'ny zo stavu i, ak existuje n € N, také, Ze
pi(;l) >0, tento jav budeme znalit i — j. Hovorime, ze stavy i aj si vzijomne

dosiahnutelné, ak stav i je dosiahnutelny z j a naopak, ¢o budeme znalit’ i < j (Ethier

1986).
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Definicia 2.5. Hovorme, Ze neprazdna mnozina stavov C € S je uzatvorena, ak pre kazdé

i € C akazdé j také, ze i — j, tak j € C (Ethier 1986).

Definicia 2.6. Stav i sa nazyva absorp¢ny, ak jednobodova mnozina {i} je uzavreta, to je

pravdepodobnost’ p;; = 1.

Definicia 2.7. Markovov retazec je nerozlozitel'ny, ak kazdé dva jeho stavy st vzajomne

dosiahnutelné. V opa¢nom pripade je rozlozitel'ny.

Definicia 2.8. Hovorme, zZe stav i je periodicky s periddou d > 1, ak d je najvacsi spolo¢ny
delitel’ mnoziny {n € N: 'pl(ln ) > 0}. Ak najvacsim spolo¢nym delitelom je d = 1, potom sa

stav i nazyva aperiodicky.

Dosiahnutel'nost’ medzi jednotlivymi stavmi sa da zndzornit’ orientovanym grafom,
v ktorom su jednotlivé stavy reprezentované jeho vrcholmi a orientovand hrana vedie medzi

vrcholmi i a vrcholom j prave vtedy ked’ i # j a p;; > 0. Stav k je potom dosiahnutel'ny zo

stavu [ prave vtedy, ak z vrcholu [ vedie orientovana cesta do vrcholu k.

Uvazujeme Markovov retazec, ktory sa v ¢ase m nachadza v stave i a po n krokoch

sa dostane prave do stavu j. Pravdepodobnost’, Ze sa tak stane, nazveme pravdepodobnostou

prvého dosiahnutia stavu j zo stavu i po n krokoch a oznacme ju fl.g."), potom

f%g'n) = P(Xm+n :j'Xm+n—1 ;tj' ---er+1 ¢j|Xm = i)

Pravdepodobnost’ fign) nazveme pravdepodobnostou prvého ndvratu do stavu i po n
krokoch.

Pravdepodobnost’ f;;, s akou ret'azec, ktory sa nachadza v Case m v stave i, vstupi po
kone¢ne vel'a krokoch po prvy krat do stavu j nazveme pravdepodobnostou prvého
dosiahnutel'ného stavu j zo stavu i (po konecne vel'a krokoch), a plati pre ne vzt'ah

[o¢]

£ :Zfig."),i,jeS

n=1
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Podobne pravdepodobnost’ f;; nazyvame pravdepodobnost’ou prvého navratu do stavu i (po

konecne vel'a krokoch).

Definicia 2.9. Nech {X,,,n € N} je Markovov retazec s kone¢nou alebo spoéitatelnou
mnozinou stavov S. Nahodni veli¢inu 7;(1) = inf{n > 0:X,, = j,i,j € S} nazveme ¢asom

(dobou) prvého navratu do stavu j.

Velic¢inou 7;(1) znacime pocet krokov po ktorych sa retazec po prvy krit vrati do
stavu j, nadobuda teda hodnoty 1,2, ..., v pripade, Ze také n, v ktorom by sa retazec vratil do
stavu j, neexistuje, kladieme 7;(1) = co. Ndhodna veli¢ina 7;(k), k-ty névrat do stavu j, sa
rovna Casu, v ktorom nastane k-ty navrat do stavu j alebo oo v pripade, ze sa Markovov

retazec do stavu j nevrati aspoil k-krat.

Nahodna veli¢ina 7;(1) ma pravdepodobnostné rozdelenie { fj(n)}, tj.

£ = P(;() = n).

Definicia 2.10. Nech {X,},-; je Markovov retazec skone¢nou alebo spoéitatelnou

mnozinou stavov S. Stav i € S nazveme
i.  trvalym, ak pravdepodobnost’ prvého navratu do stavu j je 1, P(Tj(l) <o) =1,
ii.  trvalym nenulovym, ak je stav trvaly a zaroveni E;7;(1) < oo,
iii.  trvalym nulovym, ak je stav trvaly a zaroven E;7;(1) = oo,
iv.  prechodnym, ak pravdepodobnost, Ze sa retazec do stavu j nikdy nevrati nie je

nenulova, resp. navrat do stavu j neni isty jav, teda P (Tj(l) <) <1,

1.2.2. Markovové retazce so spojitym casom

Ako uz bolo povedané vysSie o ndhodny proces so spojitym Casom sa jednd, ak

mnozina T je interval a budeme uvazovat' T = [0, o).
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Definicia 2.11. Nech {X;, t € T} je nahodny proces s diskrétnymi stavmi a mnozinou tychto
stavov S. Hovorime, Ze X; je Markovov retazec so spojitym casom a spocitatelnou

mnozinou stavov S, ak T = [0, ) a je splnena podmienka
P(X, =j|Xs =i, X, = in, . Xe, = 11) = P(X, = jIXg = 0) (2.3)

pre vsetky 0<¢t; <--<t,<s<t avsSetky stavy 1iy,..,i,[,j €S plati, ze
P(X,, =iy, .., X, =inXs=1X, =j)> 0. Podmienka (2.3) vyjadruje opit Markovovu

vlastnost’ nahodného procesu (Ethier 1986).

Podobne ako pri Markovovych retazcoch s diskrétnym casom bude podmienenou
pravdepodobnost'ou P(X; = j|X = i), Ze retazec, ktory je v Case s v stave i, bude v Case

t,t > s, vstave j, znacit’ p;;(s,t) a budeme ju nazyvat' pravdepodobnostou prechodu zo
stavu i do stvu j v Case t. Zjavne plati
pij(s,t) = Orzpij(& t)=1
JES
Taktiez absolttne pravdepodobnosti p;(t) su pravdepodobnosti rozdelenia ndhodne;
veli¢iny X,, potom p;(t) = P(X; = j),j € S,t €T apociatoné pravdepodobnosti p; st

pravdepodobnosti p; = p;(0) = P(X, = j),j € S.

Pravdepodobnost p;; (s, t) sa da pri pevnych s, t usporiadat’ do stochastickej matice
pravdepodobnosti prechodu P(s,t), definujeme p;(0) = 1,p;;(0) =0 pre i # j ateda
P(0) =1.

Veta 2.12. Nech {X;,t = 0} je Markovov retazec so spojitym Casom. Pre absoltne

pravdepodobnosti p;(t) a pravdepodobnosti prechodu p;;(s, t) plati

P = ) PPy, 0,5 <tjes 4
kes
pij(s,t) = Zpik(s, Dpyj,t),s <I<tij€ES (2.5
kes

Doékaz podl'a (Havrda 1981).
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Definicia 2.13. Nech {X,, t = 0} je Markovov ret'azec so spojitym ¢asom a mnozinou stavov
S. Hovorme, Ze retazec je homogénny, ak plati, Ze pravdepodobnosti prechodu p;;(s, v)
zavisi len na rozdiele v — s = t, tj. p;;(s,v) = p;;(t), pre vSetky v > s > 0 a pre kazdé

i,j €S.V opanom pripade hovorime, Ze Markovov retazec je nehomogénny.

Vztahy (2.4), (2.5) mézeme pre homogénny Markovov retazec definovat’ ako

P+ =) Ppy©,st=0j€S 2.6)
kES

Py(s +0) = ) PPy, 5,62 0,i,j €S @7
kES

Matica
P(s+t) = P(s)P(t)

Jedna sa opét’ o Chapmanovu — Kolmogorovovu rovnicu.

V pripade homogénnych Markovovych retazcov a diskrétnym casom bola matica
pravdepodobnosti prechodu zavisla iba na poéte ,,éasovych intervalov* nie viak na ich dizke.
Na druhej strane, matica pravdepodobnosti prechodu Markovovho retazca so spojitym
¢asom je prave funkciou dizky ¢asovych intervalov medzi zmenami stavov. Pokial je
Markovov retazec v stave i v ¢ase s a do d’alSieho stavu sa dostane v ¢ase s + t, je t doba

zotrvania v stave i.

Doba zotrvania v stave i je vzhl'adom na markovové vlastnosti nezavisla na dobe
zotrvania v predchéadzajucich stavoch, teda je ,,bez pamiti“, a teda je to ndhodnd veli¢ina

s exponencialnym rozdelenim s parametrom ;.

Pozrime sa d’alej na vztah medzi y; a pravdepodobnostami prechodu p;;; (t).

Veta 2.14. Nech {X;,t = 0} je Markovov retazec so spojitym ¢asom a mnoZinou stavov S

a maticou pravdepodobnosti prechodu P(t) s prvkami p;;(t), pre ktore plati

gm pij(H) = §;;
kde dodefinujeme p;;(0) = &;;, teda p;;(t) st pre t € T spojité sprava v bode nula pre
vsetky i, j € S. Potom pre kazdé i € S existuje limita

(2.8)
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o = lim ——Pu®
L

t-0t t

ktora vSak mdze byt aj nekonecnd. A pre kazdé i,j € S, i # j existuju konecné limity

ij (L
gy = lim PO 2.9)

t-ot ¢

Dokaz podl'a (Chung 1967).

Definicia 2.15. Hovorme, Ze homogénny Markovov retazec je konzistentny, ak pre vSetky

Hi = Z.uij (2.10)

Pre retaze skone¢nou mnozinou stavov plati vztah (2.10) vzdy, ¢o hovori

i € S plati

nasledujuca veta (Ethier 1986).

Veta 2.16. Homogénny Markovov ret'azec s konecnym poctom stavov je konzistentny.

Dokaz podl'a (Havrda 1981).

Ak uvazujeme len konzistentny Markovov retazec s kone¢nym poctom stavov.
Definicia 2.17. Nezaporné Cisla p;; definované v 2.14 sa nazyvaju intenzity prechodu zo
stavu i do stavu j, nezaporné ¢islo u; sa nazyva celkova intenzita prechodu zo stavu i. Matica
Q= {yi plj € S}, kde u;; = —u;, sa nazyva matica intenzit prechodu alebo generujuca
matica procesu.

Riadkové sucty matice intenzit pri konzistentnom Markovovom retazci sa zrejme

rovnaju nule.

Ako sme uz uviedli v ivode odstavca je y; parameter exponencialneho rozdelenia

nahodnej veli¢iny doby zotrvania v stave i.

Veta 2.18. Ak je u; = 0, potom p;;(t) = 1 pre vSetky t = 0. Ak je u; € (0, o), potom doba

. , , . . 1
zotrvania v stave i ma exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou PR
i

Dokaz podl'a (Praskova 2005).
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Definicia 2.19. Hovorme, Ze stav i € S je absorp¢ny, ak y; = 0. Hovorme, Ze stav i € S je

stabilny, ak u; € (0, ) a nestabilny, ak yu; = oo.

Pravdepodobnost’, ze behom intervalu (s, s + h), h > 0 nastane prechod zo stavu i
do nejakého iného stavu je p;h + o(h), kde y; je parameter exponencidlneho rozdelenia
doby zotrvania v stave i. Ozna¢me pravdepodobnost’, Ze retazec prejde zo stavu i najprv do

stavu j ako ;;. Pre podmienent pravdepodobnost prechodu do stavu j plati
P(Xs4n = jIXs = 1) = ppijh + o(h) = py;h + o(h)
z ¢oho vyplyva pre u; # 0.
1 =#M—7prei¢ja

pi; = 0.
Pokial’ je u; = 0 zotrvanie retazca v stave i nekonecné dlhé ide o absorpény stav,
a preto pre pravdepodobnosti, Ze ret'azec prejde do nejakého iného stavu p7, plati

pij=0prei#ja

i = 1.

Prvky p;; mozeme usporiadat’ do matice Q".

Ozna¢me Casové okamziky, v ktorych pride k zmene stavu retazca {X;,t = 0} ako
So, S1, - a definujme Yy = X, V; = X , ..., Y;, = X , ... Potom {Y;;,n € Ny} je homogénny
Markovov retazec s diskrétnym ¢asom s mnozinou stavov S a maticou pravdepodobnosti

prechodu Q*. Retazec {Y,,n € Ny} sa nazyva vnoreny diskrétny retazec procesu

{X,t =0}

Predpoklad zndmej matice intenzit prechodu Q mdézeme v pripade kone¢nej mnoziny
stavov vzdy odvodit maticu pravdepodobnosti prechodu P(t) Markovovho retazca.
V pripade spocitate'nej mnoziny stavov Markovovho retazca je hladanie jeho matice

pravdepodobnosti prechodu P(t) zlozitejSie a vysledok nemusi byt jednoznacny.
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Veta 2.20 Pre homogénny Markovov retazec X, plati:
(1) Systém priamych (prospektivnych) Kolmogorovovych rovnic
pi;(t) = z Pi (O, 1,J €S, (2.11)
=
maticovo P'(t) = P(t)Q.
(2) Systém opacnych (retrospektivnych) Kolmogorovovych rovnic
Py = ) wupu(),i,] €5, .12)
=
maticovo P'(t) = QP(t).
Dokaz bodla (Praskova 2005).

Veta 2.21 Nech mame maticu @ s kone¢nou dimenziou, pre jej prvky plati y;; =0, i # j
aly = — XizjMij. Potom existuje jediné rieSenie slstavy priamych a opacnych
Kolmogorovovych rovnic uvedenych vo vete 2.20, rovnaké pre obe ststavy, ktord vyhovuje
pociato¢nej podmienke P(0) = I. Toto rieSenie predstavuje maticu pravdepodobnosti
prechodu P(t) homogénneho Markovovho retazca {X,,t = 0} skone¢nou mnoZinou

stavov.

Dokaz najdete (PraSkova 2005).

Ststavy Kolmogorovovych rovnic uvedené vo vete 2.20 su sustavou homogénnych

linedrnych rovnic 1. radu s konStantnymi koeficientami. VSeobecné rieSenie ma tvar
P(t) = P(0)e?,

kde vyraz e?t je skrateny zapis pre

e Q¥ t*
2%
k=0
Ak rieSenie vyhovuje pociato¢nej podmienke P(0) = I, mdzeme ho zapisat’ v tvare

P(t) = e?. (2.13)

V pripade nehomogénneho Markovovho retazca pravdepodobnosti prechodu

pij(s,s + t) zavisia nie len na velkosti intervalu t, ale aj na po€iato¢nom Casovom okamihu
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s. Predpokladajme, ze pre kazdé i,j € S v kazdom ¢asovom okamziku s existuje intenzita
prechodu tak, ako je definované vo vete 2.8. Intenzity prechodu sa tak stant1 funkciou ¢asu
s ateda

pij(s,s +t)
t-0* t

Pretoze predpokladame, Ze intenzita prechodu y;; existuje pre vSetky dvojice i, j, méZeme
definovat p;;(s) = — XxjHij(s). Prvky p;j(s) mozeme usporiadat do matice Q(s).
V pripade kone¢nej mmnoziny stavov S pre Kolmogorovové diferencidlne rovnice

s po¢iato¢nou podmienkou P (s, s) = I plati

ap(;, t) _ }}L% P(s, t+ h})l —P(s,t) _P(s,0) }}E}‘) P(tt -;h) -1 — P(s, D000,
teda maju tvar (derivacia znaci parcialnu derivaciu podla t)
P'(s,t) = P(s,t)Q(t), (2.14)
P'(s,t) = —Q()P(s, ). (2.15)

Ich rieSenie nie je uz také jednoduché ako pri homogénnych Markovovych retazcoch .

Definicia 2.22. Definujeme kumulativne intenzity prechodu a;;(t) Ze stavy i v Case s do

stavu j v Case t,j, i € S ako

a;;(t) = f.uij(s)dS,

a; = — z 1y (t).

J#L

Kumulativne intenzity prechodu méZeme usporiadat’ do matice A(t) (Ethier 1986).

Riesenim Kolmogorovovej rovnice 2.14 je potom

P(s,t) = 1_[(1 + dA(®))

(s,t>

= odm, | [+ A - ),
(s,t>

kdes =ty < -+ <t, =taljejednotkovd matica s dimenziou stanovenou priestorom S.
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1.3. Modelovanie matice pravdepodobnosti prechodu

Ak chceme pouzit’ Markovove retazce na modelovanie realnej situécie, tak je vel'ka
pravdepodobnost’, Zze nepozname maticu pravdepodobnosti prechodu. Musime preto pouzit’
ich odhady a vediet ich Statistické vlastnosti. V tejto Casti sa budeme venovat’ rieSeniu tohto
problému pre diskrétny homogénny Markovov retazec. Hlavnym zdrojom pre tato Cast’ je
(Jankova 2014).

Nech {X,,n € Ny} je Markovov retazec skoneénou mnozinou stavov
S = {1,2,...}, ktoré ma pociatocné rozdelenie a a nezndmu maticu pravdepodobnosti
prechodu P. Tuto maticu budeme chciet odhadnut’ na zéklade pozorovani v ¢asoch

01,..,n.

Predpokladajme ze retazec {X,,n € Ny} nadobuda v ¢asoch 0,1, ..., n nasledujice

hodnoty
XO = iO’Xl == il' ""XTL == in,
kde iy, iy, -..., i € S. Potom z Markovovej vlastnosti vieme
. . . nii
P(Xo = ig, X1 = i1, e, X = 1) = Di,Piyiy - Piy_yin, = Piy 1_[ Piju,

ijes
kde n;; je realizdcia ndhodnej premennej N;; ktoré predstavuje pocet pozorovanych
prechodov zo stavu i do stavu j v ¢asoch 0,1, ...,n — 1. Matica N = (Nij)ijes je matica

pocetnosti pozorovanych prechodov v ¢asoch 0,1, ..., n.

Veta 3.1. Ak pozname X, = i, a maticu N, tak zdruzené rozdelenie ndhodného vektora

(Xy, ..., X,) nezavisi od matice prechodu P Markovovho retazca {X,,, n € N}, presnejsie
P(Xo = iO'Xl = il’ ...,Xn ES in|X0,N) (3.1)

nezavisi od prvkov matice P.

Doékaz podla (Jankova 2014).

Na odhad prvkov pj; matice P pouzijeme metddu maximalnej vierohodnosti.

Vierohodnost’ pozorovania (i, ..., i) je funkcia nezndmych parametrov

P11, - Pim-1s - Pm1s - Pmm-1-
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Pravdepodobnosti p;,, sa daji dopocitat, pretoze riadky matice P tvoria rozdelenie

pravdepodobnosti. Mame vierohodnu funkciu

1P =g, | [p])

i,jes
m m-—1 m-1 Nim
_ nij
_aio| || |pij (1_2191']() ’
i=1 j=1 k=1

jej parametre spliiajii ohranic¢enie

m
ZPU =1
j=1

pre kazdé i.
V nasledujucom kroku dostaneme

alnL_@_nl#_o (3.2)
op:: p.: 1=Ym-ly . =~ '
pl] pl] j=1 pl}

Dalej oznaéme
n; = Z nl]
JES
Ak n; > 0 pre nejaké i € S, tak ak rieSime (3.2) dostaneme

n.
P = n_k (3.3)

pre k € S. Odhad metédou maximalnej vierohodnosti pre p;, i, k € S, je
N;
Pik = N’

i

(3.4)

kde Ny je celkovy pocet pozorovanych prechodovzidokaN; = Y jcsNijj # 0. Ak N; = 0
tak potom aj p;, = 0.

1.4. Bonus malus systém

Poistovne na Slovensku pouzivaju k stanoveniu vySky poistného v povinnom

zmluvnom poisteni za Skodu sposobentl vedenim motorového vozidla systém bonus malus.
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Ideou bonus malus systému je odmenovat’ vodicov za bezSkodovy priebeh poistenia zZl'avou

z poistného a naopak prirdzkou k poistnému za Skodovu udalost’.

Kazdy vlastnik motorového vozidla, ktory ho chce prevadzkovat na cestnej
komunikacii na Slovensku, musi mat’ toto poistenie podpisané podla zdkona, no moze si

vybrat’ v akej poistovni sa poisti.

Systém bonus malus priSiel do platnosti 1.1.2002 v zdkone o povinnom zmluvnom
poisteni zodpovednosti za Skodu sposobent prevadzkou motorového vozidla. Pri uréeni
vysky poistného je poistoviia povinnd zohl'adnit’ predchédzajici bezSkodovy priebeh pri
urovani poistného a to zl'avou. Ak poisteny sposobil skodu je poistoviia povinna zohl'adnit’

to prirazkou k poistnému.

Na Slovensku sa bonus malus systém zacal uplatiiovat’ v plnom rozsahu az 1. aprila
2015. Slovensko sa ako posledné zaradilo k eurdpskym krajindm, ktoré bonus malus

vyuZziva.

Slovensky trh v oblasti povinného zmluvného poistenia v sucasnosti zaznamenava
silntt konkurenciu. Zakaznici si mézu vybrat poistoviiu, ktord im ponukne najlepSie
podmienky. Poistovne sa snazia vytvorit' ¢o najhomogénnejsi poistny kmen a stanovit’
poistné, ktoré bude adekvatne zodpovedat skutocnému rizikovému profilu kazdého
poistenca. To znamend jeho aktudlnu Skodovu frekvenciu. Bonus malus systém sluzi aj

k motivacii vodi¢ov k bezSkodovosti.

Bonus malus sa skladé z urcitych tried (stupiiov). Tieto triedy hovoria o relativnom
poistnom v danej triede. Poisteny sa kazdy rok zaradi do jednej triedy podl'a toho aky bol
jeho skodovy priebeh pocas predchadzajuceho roka. Prechody (prestupy) do jednotlivych
tried sa riadia pravidlami, ktoré si stanovuje kazda poistoviia sama. Poistenec tak plati

poistné podl’a toho v akej triede sa nachadza.

Pri bonus malus systéme je potrebné definovat niekolko pravidiel. Hlavnym
zdrojom tejto Casti bolo (Fecenko 2012). Délezité pri realizacii s triedy bonus malus
systému podl'a ktorych sa urcuje zrazka/prirazka k poistnému a pravidla prechodu medzi

jednotlivymi triedami.
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Kazdy bonus malus méa nasledujuce vlastnosti:
e Kazdy poistenec sa na zaciatku obdobia zaradi do jednej z bonus malusove;j
triedy, podla predchadzajuceho skodového priebehu.
e H,H=1,2,3..jepocet bonus malusovych tried, ktoré ma dana poistovna.
e Poistné P zavisi od toho v ktorej bonus malusovej triede sa poistenec
nachadza: P = P(j),j = 1,2, ..., H, pricom P(j) < P(j + 1),
j=12,..,H-1
e Priradenie poistenca do danej bonus malusovej triedy zavisi od pravidiel
poistovne, ktoré st presne stanovené v matici R
Kazdy poistenec sa na zaciatku poistného obdobia zaradi do bonus malusovej triedy,
ktord sa odvija od Skodového priebehu v predchadzajucom roku a od triedy v ktorej sa

nachadzal.

Pravidla prestupu poistenca medzi jednotlivymi triedami i (o je vychodiskova
trieda) a j (Co je koncova trieda) st stanovené v matici prestupu R = (N;j)tipu HxH. Prvky
N;; maju takéto vlastnosti:

e N;c{0123,..}ij=123..,H,

. U?’=1Nij ={0,1,2,3,...},i,j = 1,2,3,...,H,

e N;j NNy = @,aplati pre kazdé j # k,i,j,k =1,2,3,..,H,
kde N;; je mnozina, ktorej prvky urCuja pocet poistnych udalosti v predchadzajucom obdobi.
Poistenec, ktory je v triede i prejde do triedy j , ak sa v predchadzajicom obdobi pocet
poistnych udalosti rovna niektorému prvku z N;;. Ak N;; = @, tak sa prechod neda

uskuto€nit’. V matici prestupu takiito moznost’ ozna¢ime bodkou.

Pre i-tu triedu, kde i = 1,2,3, ..., H, vyska poistného v danej triede P (i) sa urcuje
v percentach zo zékladného poistného a plati ze P(i) < P(j) pre i<j . Z toho vieme usudit’,
ze trieda ije vyhodnejSia ako trieda j. Pravidla prestupu moézu byt vyjadrené rdzne.
Napriklad, ak poistenec nemal poistni udalost’ v predchadzajiicom obdobi, postipi o jednu

triedu vysSie, ¢o zanemena ze dostane zlavu na poistnom. Ak sa poistenec nachadza
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v najvyssej bonus malusovej triede, tak v nej zotrva. Poistenec za kazdu poistnu udalost’

klesne o dve triedy nizSie.

Kazda poist'oviia ma vSetky informacie o bonus malus systéme zakotvené vo svojich
vSeobecnych zmluvnych podmienkach.
Prvky matice prechodu su definované ako pravdepodobnost’
Py = PH(Sear = jIS; =D,
kde A je skodova frekvencia nehodovosti. S;,1 a S; st ndhodné premenné, ktoré vyjadruju

prislusnt bonus malusovt triedu v Case ¢ a t+1.

Casovy interval je kon$tantny ajeho dizka je 1 rok. Predpokladajme, Ze

pravdepodobnost’ p{lj (t) nezavisi od ¢asu t. Potom plati p{lj (t) = pf] Matica prechodu pre
skodovil frekvenciu A je P* = (pf])z Pravdepodobnost’ p{lj vyjadruje, Ze poistenec ktory sa
nachadza v i-tej bonus malusovej triede sa bude o rok nachadzat’ v j-tej triede, so Skodovou

frekvenciou A. Kazdy poistenec sa nachadza vzdy iba v 1 triede. Z toho vyplyva, ze stucet

riadkov matice P* sa rovna 1.

Pre poistencov so Skodovou frekvenciou v danych rokoch plati pre relativnu

pocetnost’ ich ocakdvaného rozlozenia do jednotlivych tried rekurentny vztah
X*k+1) =X*&)PHk=0,1,2,...

kde X*(0) = (0,0, ...,1, ...,0) a je to jednotkovy vektor. Jednotka je prave na /-tom mieste,
ktoré urcuje v ktorej bonus malusovej triede sa poisteny nachadza. Sucet vSetkych zloziek

vektora X*(k + 1) je 1.

Pre bonus malus systémy, ktoré mozeme opisat’ pomocou Markovovych retazcov
existuje vektor stacionarnych pravdepodobnosti. Tento vektor urcuje pravdepodobnost
s akou sa budu poistenci vyskytovat v danych triedach v dlhodobom horizonte. Bonus malus
systém musi spihat’ tieto tri vlastnosti:

e Mnozina stavov Markovovho retazca je konecna.
e Do kazdej bonus malusovej triedy sa da dostat’ z inej 'ubovolnej triedy. Tato

vlastnost’ sa vola ireducibilita.
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e V bonus malus systéme sa nachadza najvyhodnejSia trieda, ak sa v nej
poistenec nachddza a ak v nasledujicom obdobi nesposobi skodu, tak ostava
v tejto triede. To znamenad Ze stavy Markovovho ret'azca st aperiodické.

Vektor stacionarnych pravdepodobnosti X je definovany X* = lim X*(k) alebo rovnicou
n—->oo

X* = X*P* za predpokladu, Ze plati podmienka x{ + x4+ +x? =1, kde plati
Xt = (xt +xf+ -+ x2).

Zakladné poistné P = P, kde [/ je trieda ktora je vstupnou do bonus malus systému.
Poistné P; je poistné, ktoré plati poistenec v i-tej bonus malusovej triede. Potom priemerné
poistné, ktoré dostane poist'oviia od poistencov so skodovou frekvenciou A sa da vyjadrit’

H H P(l)
:Zx"ﬂp‘ Z * Too ¥

i=1 i=1

Vyskyt poistencov v jednotlivych bonus malusovych triedach sa riadi Poissonovym
rozdelenim. Pomocou pravdepodobnostnej funkcie Poissonovho rozdelenia vytvorime

maticu prechodu

k

A
P(N=k)=e"1F,k=O,1,2,.....;/1>O (4.1)

1.5. Zdravotné a nemocenské poistenie

Zdravotné a nemocenské poistenie mé poistenca odlah¢it’ od nakladov pri chorobe
alebo nakladov na liebu a rozlozit’ ich na cely poistny kmen. Zdkonné zdravotné poistenie

vo svete kryje sluzby na rozdiel od nemocenského poistenia, ktoré kryje lieCebné naklady.

Na Slovensku mame zdravotné poistenie a nemocenské poistenie. Zdravotné
poistenie hradi naklady na lieCbu a prevenciu pred ochorenim. Nemocenské poistenie
na rozdiel od zdravotného poistenia hradi stratu primu pri ochoreni. Vo vel'a krajinach je
sucastou zdravotného poistenia aj nemocenské poistenie. Pouziva sa iba jeden termin

v pripade, ak sa tieto dva druhy poistenia nerozliSuji — zdravotné poistenie.

30



V krajindch, ktoré maji vyspely poistny trh je viac rozvinuté zivotné poistenie.
Nemocenské poistenie je zvycajne sucast’'ou poistenia na umrtie alebo poistenia na dozitie.
Toto poistenie poskytuje komplexnejSiu ochranu poistenca. Poistenie sa vyplaca bud

zijucemu poistencovi alebo pozostalym po poistencovi.

V zdravotnom a nemocenskom poisteni bolo zostrojenych vela vypoctovych
modelov. Hlavnym cielom bolo n4jst’ spolahlivé metdody na vypocet hodnovernych
vysledkov. NajdolezitejSie je pre poistovitu poznat vysSku poistného, ktoré ma platit’

poistenec.

Kazda poistoviia mé vlastné podmienky pri ktorych vyplaca poistencom poistnt
sumu. Tieto podmienky st zakomponované do modelu uz pri jeho vytvarani. Ochrana pred
podvodmi je vel'mi dblezitd pre poistovne. Jeden zo spdsobov ochrany je tzv. ¢akacia doba.

Pouziva sa hlavne pri novych poistencoch. Je to zvycajne 1 rok.
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2. Ciel prace

Hlavnym cielom prace je aplikdcia Markovovych retazcov v oblasti aktuérstva.
Ukazka v oblasti zivotného aj neZivotného poistenia. Dalsim cielom je definovat
Markovové retazce. Hlavnym néstrojom na vypocet bude software R. V tomto software
budeme demonstrovat’ balicky, ktoré boli vytvorené pre Markovové ret'azce. Praca obsahuje
aj Ciastkové ciele. V praci by mali byt’ opisané postupy pre tvorbu matic pravdepodobnosti
prechodu pomocou frekvencie skody a nagenerovanych dat. To sa bude demonstrovat’ na
datach, ktoré su z Talianska. Dal$im cielom prace je ukazka vypoétu poistného pomocou

simulacii Markovovho ret’azca.
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3. Metodika prace a metody skiimania

V tejto Casti sa obozndmime s rieSenim problematiky Markovovych retazcov

pomocou software R.

Markovové retazce predstavuju triedu stochastickych procesov so Sirokym spektrom

praktickej aplikacie. Konkrétne, diskrétny cas Markovovho retazca nam dovoluje

modelovat’ pravdepodobnosti prechodu medzi jednotlivymi stavmi pomocou matice. Mnohé

R balic¢ky sa zaoberaji modelmi, ktoré su zaloZzené na Markovovych retazcoch :

msm (Jackson 2011) spracovéava viacstavové modely pre dlhodobé data
mcmcR (Geyer a Johnson 2013) implementuje pristup Monte Carlo
na Markovove retazce

hmm (Himmelmann a www.linhi.com 2010) sa pouziva na skryt¢ Markovové
retazce

mstate (de Wreede, Fiocco a Putter 2011) sa pouziva pri analyze prezitia

zaloZenej na Markovovom retazci (Spedicato 2018)

Prostrediu R chybal jednoduchy balik, ktory by zahfnal Siroké mnoZzstvo aplikécii

pre Markovové retazce. Preto bol vytvoreny balik markovchain. Tento balik si kladie

za ciel ponuknut véc¢Siu flexibilitu pri manipulécii s Markovovym retazcom. Balik

markovchain je zaloZzeny na nasledujucich balikoch:

expm (Goulet, Dutang, Maechler, Firth, Shapira, Stadelmann, and expm-
developers@lists.R-forge.R-project.org 2013) vykondva maticové operacie
igraf (Csardia Nepusz 2006 ) sluzi na vykresl'ovanie

matlab (Roebuck 2011) obsahuje maticové funkcie a vypocty, ktoré
napodobiiuju prostredie v prostredi MATLAB (Spedicato 2018)

V nasledujucich castiach budeme ukazovat’ Struktiru balika a postupnt aplikaciu

na trojstavovy model. Budi to zjednoduSené ukdzky. Reédlna aplikdcia bude v Casti

vysledkov prace.
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3.1. Vytvaranie objektov typu markovchain

Ako prvy krok je treba nacitat’ z kniznice prikaz:
library ("markovchain™)
Kazdy prvok triedy markovchain sa skladd z nasledujucich vstupov:

1. states: znakovy vektor, ktory uvadza stavy, pre ktoré s pravdepodobnosti

prechodu definované

2. byrow: logicky prvok oznacujuci, ¢i su pravdepodobnosti zobrazené v riadkoch

alebo v stipcoch
3. transitionMatrix: pravdepodobnosti v prechodovej matici

4. name: volitelny znakovy parameter prvkov na pomenovanie (Spedicato 2018)

Objekt markovchain moZzeme vytvorit' viacerymi spdsobmi. Prvy sposob je zdihavejsi.
Spociva vtom, ze jednotlivé vstupy sa samostatne zadefinuji apotom sa zlozia

do Markovovho ret’azca.

stavy<-c("1l. stav", "2. stav", "3. stav")
byRow <- TRUE
mcStavy<-matrix(data = c(0.60, 0.3, 0.1,
0.3, 0.4, 0.3, (6.1)
0.2, 0.45, 0.35),
byrow = byRow, nrow = 3,
dimnames = list (stavy,stavy),)

mcStavy

Druha moznost’ je kratSia. Do celého prikazu sa zadefinuju vsetky vstupy.

mcStavy <- new("markovchain", states = c("1. stav", "2. stav", "3. stav"),
transitionMatrix = matrix(data = c(0.60, 0.3, 0.1,
0.3, 0.4, 0.3,
0.2, 0.45, 0.35),
byrow = byRow, nrow = 3),

name = " Trojstavovy Markovov retazec ")

Vystup oboch moZznosti je rovnaky objekt typu markovchain.

Trojstavovy Markovov retazec

A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
1. stav, 2. stav, 3. stav

The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:

1. stav 2. stav 3. stav

1. stav 0.6 0.30 0.10
2. stav 0.3 0.40 0.30
3. stav 0.2 0.45 0.35
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Vo vystupe mozeme vidiet’ vSetky informacie o Markovovom ret'azci. Je v iom zobrazena
matica pravdepodobnosti prechodu Markovovho retazca, stavy, dimenzia a ndzov retazca

(Spedicato 2017).
3.2. Vykreslovanie objektov typu markovchain

Prechodovli maticu objektu markovchain modZeme zobrazit pomocou dvoch

metdd. Prva metoda zobrazenia je zakladny diagram pravdepodobnosti prechodu.

plot (mcStavy)
Vystupom tohoto prikazu je Obr. & 1. V kruhoch s zapisané nazvy stavov. Cislo
pri kruhoch je pravdepodobnost’ zotrvania v danom stave. Cislo blizie k stavu vyjadruje
pravdepodobnost’ prechodu do daného stavu. V tomto pripade si nemoézeme vybrat’ farbu ani
velkost’. Farby grafu st ndhodné. Je vel'mi neprehl’adny, preto sa na vykreslenie pouziva

druha moznost’ (Spedicato 2017).

0.6

01

02

045

03

Obr. ¢. 1: Jednoduchy graf Markovovho retazca
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Druhd metdda ma rozSireny zapis. Mdzeme si vybrat’ farbu, velkost’ pisma, hrabku
pisma a aj hrubku cCiary. Tato moznost’ je prehl'adnejSia ako mozeme vidiet’ na Obr. €. 2.
V tomto pripade je potrebné, aby matica prechodu bola samostatne definovana a nie ako

sucast’ Markovovho ret'azca.

matica <- as(mcStavy,"matrix")

plotmat (matica ,1lwd = 1, box.lwd = 1, (6.2)
cex.txt = 0.8,box.size = 0.1,box.type = "circle",
box.prop = 0.7,box.col = "light blue",arr.length=.4,
arr.width=.1,self.cex = .4,main = "Trojstavovy Markovov retazec")

Trojstavovy Markovov ret'azec

0.3

Obr. ¢. 2: Prehladnejsi graf Markovovho retazca

Ako pri predchadzajucom vykresleni v elipse sa nachddza nazov stavu. Cislo
pri elipse je pravdepodobnost’ zotrvania v danom stave. Sipka ukazuje k stavu z ktorého
sa vychadza. Cislo pri tejto $ipke je pravdepodobnost’ prechodu do stavu, ktory je spojeny

¢iarou (Spedicato 2017).
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3. 3. Pravdepodobnostné operacie s objektami typu markovchain

Balik markovchain obsahuje funkcie na analyzu Markovovych retazcov
s pravdepodobnostnou perspektivou. Balik napriklad poskytuje metddy na najdenie vektora
absolutnych pravdepodobnosti a identifikaciu absorpénych a prechodovych stavov. Mnohé
z tychto metdd pochadzaju z MATLAB, ktoré boli prenesené do R. Tab. ¢. 1 ukazuje
niektoré metody, ktoré modzeme pouzit na pravdepodobnostné analyzy Markovovych

retazcov (Spedicato 2017).

Tab. €. 1: Pravdepodobnostné operacie

metoda vystup

absorbingStates absorpéné stavy prechodovej matice, ak existuju
steadyStates vektor (y) ustaleného stavu (ov) vo forme matice. (6.3)
recurrentClasses zoznam opakujtcich sa tried

summary Suhrn Markovovho ret’azca

transientStates prechodné stavy prechodovej matice, ak existujl

Vystupy z danych prikazov vyzeraji nasledovne.

> absorbingStates (mcStavy)
character (0)
> steadyStates (mcStavy)

1. stav 2. stav 3. stav
[1,] 0.3953488 0.372093 0.2325581
> recurrentClasses (mcStavy)
[[11]
[1] "1. stav" "2. stav" "3. stav"
> summary (mcStavy)
Trojstavovy Markovov retazec Markov chain that is composed by:
Closed classes:
1. stav 2. stav 3. stav
Recurrent classes:
{1. stav,2. stav,3. stav}
Transient classes:
NONE
The Markov chain is irreducible

The absorbing states are: NONE
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3.4. Statisticka analyza a simulacie

V nasledujucej cCasti sa budeme venovat’ Statistickym analyzam a simuldciam, ktoré
st implementované vramci balika markovchain, a ktoré pomdhaji prisposobit,

simulovat’ alebo predpovedat’ Markovov retazec. Prikazy st vedené v Tab. €. 2 (Spedicato

2017).

Tab. &. 2: Statisticka analyza

metoda vystup

markovchainFit | Funkcia vrati Markovov ret'azca pre danti sekvenciu

predict Metoda vypoctu predpovedi z objektu typu markovchain

rmarkovchain Funkcia na vzorkovanie objektov typu markovchain

Simul4cie ndhodnej sekvencie z Markovovho retazca su vd’aka tejto funkcie celkom
jednoduché. Nasledujuci kod vygeneruje 100 moznych stavov podla nasho trojstavového
modelu. V tejto simulacii si mézeme vybrat’ aj stav, ktory je ako pociato¢ny. My sme si za

pociatocny stav zvolili 1. stav. Je to oznacené v premennej s ndzvom t0.

vigerenovaneStavy <- rmarkovchain(n = 100, object = mcStavy, t0 = "1. stav")

vigerenovaneStavy (6'4)
Vystupom prikazov je 100 moznych prechodov zo stavov 1. stav, 2. stav a 3. stav.
Pociato¢na podmienka bola zvolena tak, ze vychodiskovy stav je 1. stav. Je to rad po sebe

iducich stavov, ktoré boli vygenerované na zéklade zadanej matice prechodu.

[1] "3. stav" "3. stav" "2. stav" "1l. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav"
[9] "1. stav" "1. stav" "2. stav" "3. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "l. stav"
[17] "1. stav" "1. stav" "1l. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "1. stav" "2. stav"
[25] "2. stav" "3. stav" "2. stav" "2. stav" "3. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav"
[33] "2. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav" "3. stav" "l. stav" "2. stav"
[41] "2. stav" "1. stav" "1l. stav" "1. stav" "1l. stav" "1l. stav" "2. stav" "2. stav"
[49] "3. stav" "2. stav" "2. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "1l. stav" "2. stav"
[57] "3. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "1l. stav" "2. stav" "3. stav" "3. stav"
[65] "2. stav" "3. stav" "2. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "l. stav" "2. stav"
[73] "3. stav" "3. stav" "1l. stav" "1l. stav" "1l. stav" "1l. stav" "3. stav" "3. stav"
[81] "2. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "2. stav" "1l. stav" "1l. stav" "3. stav"
[89] "3. stav" "3. stav" "1l. stav" "3. stav" "2. stav" "2. stav" "1l. stav" "l. stav"
[97] "1. stav" "1. stav" "1l. stav" "1. stav"
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Casovo homogénny Markovov retazec moze byt vytvoreny aj zudajov. Boli pouzité
metddy z kapitoly 1.3. Modelovanie matice pravdepodobnosti prechodu v Markovovych
retazcoch. Rovnica (3.4) ukazuje odhad maximalnej pravdepodobnosti. Pomocou softvéru
R vieme vytvorit’ maticu pravdepodobnosti prechodu aj z dat ktoré pozname. Pre tuto
ukdzku pouzijeme data, ktoré sme si vygenerovali v predchaddzajucom kroku. Nasledujucim
kédom vytvorime Markovov retazec, v ktorom bude zahrnuta aj matica pravdepodobnosti

prechodu (Spedicato 2017).

odhadStavy <- markovchainFit (data = vigerenovaneStavy, method = "mle",
name = "Trojstavovy Markovov retazec")

odhadStavy$estimate

Vystupom je Markovov retazec, vktorom je zakomponovand aj matica

pravdepodobnosti prechodu

Trojstavovy Markovov retazec
A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
1. stav, 2. stav, 3. stav

The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:
1. stav 2. stav 3. stav

1. stav 0.5813953 0.3720930 0.04651163

2. stav 0.4324324 0.2972973 0.27027027

3. stav 0.1052632 0.5263158 0.36842105

Ako mdzeme vidiet' na matici, ktorti sme zadali a na matici z vygenerovanych dat,
matice prechodu sa lisia. Ale ak by sa uskutocnil va¢si pocet simulacii, matice by boli takmer
totoZné.

Ak by sme chceli predpovedat’ stavy niekol’ko krokov dopredu, vieme to odhadnat’
pomocou matice pravdepodobnosti prechodu. Tato metdda sa da pouzit’ pre homogénny aj
nehomogénny Markovov retazec.

Na predpovedanie nasledujicich Styroch stavov pouzijeme maticu pravdepodobnosti
prechodu, ktort sme odhadli pomocou vygenerovanych dat. V tomto pripade mézeme zadat’

do prikazu predchadzajice stavy (Spedicato 2017).

predict (object =odhadStavy$estimate, newdata = c("2. stav", "3. stav"), n.ahead = 4)

Vystupom su Styri stavy, ktoré buda nasledovat’.

[1] "2. stav" "1. stav" "1l. stav" "1. stav"
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4. Vysledky prace a diskusia

V tejto Casti budeme aplikovat’ poznatky z predchédzajucich kapitol na konkrétne
pripady. V oblasti nezivotného poistenia ich budeme aplikovat’ na bonus malus systém.
Ukéazeme vytaranie matice pravdepodobnosti prechodu a vypocet stacionarneho vektora.
V Zivotnom a nezivotnom poisteni bude naSa aplikacia na vypocet poistného. V diskusii

nasledne zhrnieme nase vysledky.
4.1. Aplikacia poznatkov na bonus malus systém

Teraz aplikujeme poznatky na konkrétny bonus malus systém. Pri vypoctoch budeme
pouzivat’ software R. Bonus malus systém, ktory budeme analyzovat’ je iba priklad no da sa
aplikovat’ na akukol'vek poistoviiu.

Rozhodné doba je vo vSeobecnosti neprerusend doba trvania poistenia, ktora sa
pocita v ukoncenych celych mesiacoch, pricom je znizend ak nastane poistna udalost’.
V nasom pripade je vstupna trieda 8 (B0). Vo vstupnej triede sa plati poistné vo vyske
100 %. Syst¢ém ma 7 bonusovych tried a4 malusové triedy. Ak poistenec nemal
v predchadzajucom roku Ziadnu poistnti udalost’ postupi o 1 triedu nahor, maximalne vSak
do prvej bonusovej triedy. Ak sa nachadza v najvyssej triede, zotrva v nej. Ak poistenec
nahlasi Skodu, posunie sa o 2 triedy nadol. V takomto pripade sa rozhodnéa doba znizi o 24

v

poistného v jednotlivych bonus malusovych triedach je zobrazena v Tab. ¢. 3 (Fecenk 2012).

Tab. ¢. 3: Vyska poistného v jednotlivych bonus malus triedach

bonus malus trieda Stupent bonusu a malusu Vyska poistného
1 B7 50%

2 B6 60%

3 BS 70%

4 B4 80%

5 B3 85%

6 B2 90%

7 Bl 95%

8 BO 100%
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9 Ml 110%

10 M2 130%
11 M3 150%
12 M4 180%

Matica pravidiel prestupu je v naSom pripade zobrazena na Obr. €. 3. V tejto matici
je vidiet, ktoré stavy s dosiahnutelné a ktoré nie. Dosiahnutelny stav je taky stav do

ktorého moze poistenec prejst. Cisla vyjadruji poéet poistnych udalosti.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 | . @ . @ . @3 . {4 . 5 {67.}
2 | {0y . .1 . @ . B8y . @4 . {56.)
3 oy . .1y . @2 . 38 . @ 6.}
4 o} . .1 . 2 . 3y . {45.}
5 o . .1 . @ . 38 45.}
6 0y . .1 . @ . (34.)
7 oy . .1y . @2 8.4.}
8 0 . .13 . {23,
9 oy . . {1} 2.3.}
10 0y . {12,
11 0y . {1,2.}
12 0} {1,2.}

Obr. ¢. 3: Matica pravidiel prestupu

Napriklad, ak by sa poistenec nachadzal v 5. bonus malusovej triede aza
predchadzajtci rok by nenahlésil Ziadnu poistnt udalost’, posunul by sa o jednu triedu vysSie
a teda do 4. triedy. Naopak, ak by nahlésil jednu poistnti udalost’, posunul by sa o dve triedy
nizsie, teda do 7 triedy. Ak by nahlasil dve poistné udalosti, posunul by sa o Styri triedy
nizsie, teda do 9. triedy. Ak by poistenec sposobil viac ako Styri poistné udalosti, dostal by
sa do poslednej 12. triedy (Fecenko 2012).

Predpokladame, ze Skodova frekvencia A je 0,1. To znamena Ze priemerny Slovak,
ktory mé uzatvorené¢ PZP nahldsi Skodu raz za desat rokov. Vyskyt poistencov
v jednotlivych bonus malusovych triedach sa riadi Poissonovym rozdelenim. Parametrom
rozdelenia je nasa skodova frekvencia A = 0,1 (Fecenko 2012).

Pomocou pravdepodobnostnej funkcie Poissonovho rozdelenia, ktord je uvedena

vo vztahu (4.1) vytvorime Markovov retazec. Retazec je vytvoreny analogicky podl'a (6.1).
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Cely kéd Markovoho retazca je zadany vo funkcii, v ktorej je parameter Skodova

frekvencia (Spedicato 2018).

BMretazecl2 <- function (lambda)

{
bmM12 <- matrix (0, 12, 12)

bmM12[1, 1] <- dpois(x = 0, lambda)

bmM12[1, 3] <- dpois(x = 1, lambda)

bmM12[12, 11] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[12, 12] <- 1 - ppois(g = 0, lambda)

stavyBM12 <- as.character(1:12)
BM12 <- new("markovchain", transitionMatrix = bmM12,
states = stavyBM12, name = "BM Matica") ##vytvorenie markovovho retazca matice
pravdepodobosti
return (BM12) ##funkcia vrati maticu

}
BMM12 <- BMretazecl2(0.1) ###vytvorenie matice s danym parametom
BMM12

Logika funkcie spociva v tom, ze vytvorime nulovi maticu s rozmermi 12 x12. Parametre
matice zalezia od poc¢tu bonus malusovych tried. Nasledne sa podla stiradnic prvku priradi
do nulovej matice pravdepodobnost’ podla toho, kolko bolo poistnych udalosti. Takto
sa vyplnia vSetky prvky matice. V pripade, Ze tento stav nie je dosiahnutelny, zostava
v matici 0. Nasledne sa vytvoria nazvy stavov. V naSom pripade su stavy oznacené ¢islami
1 az 12. Posledny krok funkcie je vytvorenie Markovovho retazca so vSetkymi vstupmi,
ktoré méa mat. Nasledne vyvolame funkciu, v ktorej ur¢ime Skodovu frekvenciu. V nasom
pripade je to 0,01.

Vystupom koédu je Markovov ret’azec s maticou pravdepodobnosti prechodu pre nas

bonus malus systém.

BM Matica
A 12 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12

The transition matrix (by rows) is defined as follows:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 0.9048374 0.0000000 0.09048374 0.00000000 0.004524187 0.000000000 0.0001508062 0.0000000000 3.770156e-06 0.000000e+00 7.540312e-08 1.274899%e-09
2 0.9048374 0.0000000 0.00000000 0.09048374 0.000000000 0.004524187 0.0000000000 0.0001508062 0.000000e+00 3.770156e-06 0.000000e+00 7.667802e-08
3 0.0000000 0.9048374 0.00000000 0.00000000 0.090483742 0.000000000 0.0045241871 0.0000000000 1.508062e-04 0.000000e+00 3.770156e-06 7.667802e-08
4 0.0000000 0.0000000 0.90483742 0.00000000 0.000000000 0.090483742 0.0000000000 0.0045241871 0.000000e+00 1.508062e-04 0.000000e+00 3.846834e-06
5 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.90483742 0.000000000 0.000000000 0.0904837418 0.0000000000 4.524187e-03 0.000000e+00 1.508062e-04 3.846834e-06
6 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.904837418 0.000000000 0.0000000000 0.0904837418 0.000000e+00 4.524187e-03 0.000000e+00 1.546531e-04
7 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.904837418 0.0000000000 0.0000000000 9.048374e-02 0.000000e+00 4.524187e-03 1.546531e-04
8 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.000000000 0.9048374180 0.0000000000 0.000000e+00 9.048374e-02 0.000000e+00 4.678840e-03
9 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.000000000 0.0000000000 0.9048374180 0.000000e+00 0.000000e+00 9.048374e-02 4.678840e-03
10 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.000000000 0.0000000000 0.0000000000 9.048374e-01 0.000000e+00 0.000000e+00 9.516258e-02
11 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.000000000 0.0000000000 0.0000000000 0.000000e+00 9.048374e-01 0.000000e+00 9.516258e-02
12 0.0000000 0.0000000 0.00000000 0.00000000 0.000000000 0.000000000 0.0000000000 0.0000000000 0.000000e+00 0.000000e+00 9.048374e-01 9.516258e-02

Cely kéd na vytvorenie Markovovho retazca ndjdeme v prilohe €.1.
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Vykreslenie bonus malus systému je analogické podla (6.2). Cely kod najdeme

v prilohe ¢. 2.

Bonus - Malus systém

11 i 1

10 2

=Y

Obr. ¢. 4: Vizualizacia bonus malus systéemu

Cislo v elipse je nazov bonus malusovej triedy. Ciary spajaji stavy medzi ktorymi je
mozny prechod. Sipka ukazuje na stav z ktorého sa vychadza.

Vektor podiatoénych pravdepodobnosti X*(0) v nasom pripade vyzera
X*(0) = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0).

Ako mdzeme vidiet’ nas vstupny stav je 8. bonus malusova trieda. Do tejto triedy je zaradeny
kazdy novy poistenec. Vektor absolutnych pravdepodobnosti vypocitame pomocou (6.3).

Kéd na vypocet vyzerd nasledovne.

as.numeric (steadyStates (BMM12))

Vystupom je vektor absolitnych pravdepodobnosti. V naSom pripade vektor vyzera
nasledovne.

[1] 0.7789946 0.08192758 0.09054398 0.02216711 0.01630569 0.0050712 0.00297819
0.001078292 0.0005600 0.00022130 0.000107 0.00004459
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Tento vektor nam ukazuje v akom pomere sa poistenci nachadzaji v jednotlivych
triedach bonus malus systému. Toto plati, ak predpokladame, Ze systém je ustaleny. Systém
je ustaleny, ak sa nemeni v zavislosti od ¢asu. V naSom pripade systém nie je stacionarny
ani po 20 rokoch. Najviac poistencov sa nachadza v prvej bonus malusovej triede. V tejto
triede plati poistenec 50 % zo zakladného poistného.

Pre poistoviiu je dolezité vediet’ priemerné poistné, ktoré budu poistenci platit’. Toto
poistné si mdézeme vypocitat. Vytvorime si vektor v ktorom budu percentd poistného
v danych bonus malusovych triedach, ktoré st zaznamenané v tab. ¢. 3. Nasledne

vynasobime s vektorom absolutnych pravdepodobnosti (Spedicato 2018).

P<-c (0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 1, 1.1, 1.3, 1.5, 1.8)
sum (as.numeric (steadyStates (BMM12)) * P )

Vystupom je priemerné poistné ktoré plati kazdy poistenec za predpokladu
ustaleného stavu.

[1] 0.5432449

Priemerné poistné je 54,32 % z poistného, ktoré bolo stanovené pri vstupe do bonus
malusoveho systému. Poist'oviia moZze tento poznatok pouzit’ na stanovenie vysky poistného

tak, aby vytvarala v nasledujucom obdobi zisk.

4.2. Aplikacia v oblasti Zivotného a nemocenského poistenia

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ vypoctom poistného. NaSe data pochadzaju
z Talianska. Data su zaznamenané za rok 2016. Je v nich zahrnutd iba muzska populacia.
St v nich zaznamenané pravdepodobnosti prechodu medzi stavmi pre populaciu vo veku od
20 do 120 rokov. Data sa zaoberaju nesebestaénostou. Co je stav spdsobeny chorobou alebo
trazom. Clovek je nesebestaény, ak nedokaZe vykonavat niektord z Ginnosti ako je
neschopnost’ prijimania stravy, umyvania sa, vykonu fyziologickej potreby, obliekania sa,
strata mobility a schopnosti pohybu. Nase data predpokladajii, Ze osoba ktord je
nesebestacnd sa uz do stavu zdravy nevrati. Pre jednoduchost’ o nesebestacnosti budeme

hovorit’ ako o chorobe. Ako prvy krok nacitame data do R (Spedicato, 2018).

haltcDemoPath<-system.file ("extdata", "ltdItaData.txt", package = "markovchain")
ltcDemo<-read.table(file = ltcDemoPath, header=TRUE, sep=";",dec = ".")

head (ltcDemo)
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Vystupom je tabulka, v ktorej st zaznamenané data o populdcii.

age
20
21
22
23
24
25

o U w N
o o o o o o

pAD pID pAI PAA
.0004616002 0.01083364 0.0001762467 0.9993622
.0004824888 0.01079719 0.0001710577 0.9993465
.0004949938 0.01177076 0.0001592333 0.9993458
.0005042935 0.01159394 0.0001605731 0.9993351
.0005074193 0.01260574 0.0001606504 0.9993319
.0005154267 0.01526364 0.0001643603 0.9993202

V tabulke vidime vek osoby (age), pravdepodobnost’ Ze osoba zo stavu zdravy prejde

do stavy mrtvy (pAD), pravdepodobnost, Ze osoba zo stavu chory prejde do stavu mrftvy

(pID), pravdepodobnost, Ze osoba zo stavu zdravy prejde do stavu chory (pAl)

a pravdepodobnost’, Ze osoba zotrva v stave zdravy (pAA). Naobr. ¢. 5 vidime ako

pravdepodobnosti prechodu rastu.

509

409

30%

Probability

n
e

active > ill active > dead ill > dead
transition
active > ill
active > dead
ill > dead
60 70 80 90 60 70 80 90 60 70 80 9I0
Age

. Pravdepodobnosti prechodu zo stavov pre muzov z Talianska za rok 2016
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Aby sme z dat mohli vytvorit Markovové retazce potrebujeme doplnit’ chybajlice
pravdepodobnosti prechodu. Tym Ze osoba uz nemdze vyzdraviet, tak pravdepodobnost’
prechodu zo stavu chory do stavu zdravy (pIA) bude 0. Ak clovek zomrie, tak z tohto stavu
sa uz nemdze nikam posunut. To znamend, Ze pravdepodobnost’ zotrvania v stave mftvy
(pDD) je 1. Tento stav nazyvame absorp¢ny. Pravdepodobnosti prechodu zo stavu mftvy do
stavu chory (pDI) ado stavu zdravy (pDA) su 0. Teraz doplnime data o tieto

pravdepodobnosti.

ltcDemo<-transform(ltcDemo,
pIA=0,
plI=1-pID,
pDD=1,
pDA=0,
pDI=0)
head (1tcDemo)

Vystupom je tabul’ka, ktora je doplnend o pravdepodobnosti, ktoré sme zadefinovali.

age PAD pID PpAI pAA pIA pII pDD pDA pDI
1 20 0.0004616002 0.01083364 0.0001762467 0.9993622 0 0.9891664 1 0 0
2 21 0.0004824888 0.01079719 0.0001710577 0.9993465 0 0.9892028 1 0 0
3 22 0.0004949938 0.01177076 0.0001592333 0.9993458 0 0.9882292 1 0 0
4 23 0.0005042935 0.01159394 0.0001605731 0.9993351 0 0.9884061 1 0 0
5 24 0.0005074193 0.01260574 0.0001606504 0.9993319 0 0.9873943 1 0 0
6 25 0.0005154267 0.01526364 0.0001643603 0.9993202 0 0.9847364 1 0 0

Teraz vytvorime funkciu, ktorej premennou bude vek osoby. Této funkcia ndm vrati
Markovov retazec pre osobu vo veku, ktory sme zadali. My budeme predpokladat’, ze tato
osoba bude vo veku 40 rokov. S tam zaznamenané pravdepodobnosti prechodu osoby

v zadanom veku. Funkcia bola vytvorend analogicky podrla (6.1).

stavyPo<-c ("A","I","D") ##nazov stavou
MCvek<-function (age)
{
prechodVek<-1ltcDemo [ltcDemoSage==age, ]
prechodM<-matrix (0, nrow=3,ncol = 3,
dimnames = list (stavyPo,stavyPo))
prechodM[1,1]<-prechodVekS$SpAA[]
prechodM[1,2]<-prechodVekS$SpAI[]
prechodM[1, 3]<-prechodVek$SpADI]
prechodM[2,2]<-prechodVekS$SpII[]
prechodM[2, 3]<-prechodVekS$SpIDI]
prechodM[3,3]1<-1
PoM<-new ("markovchain", transitionMatrix=prechodM,

states=stavyPo,
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name=paste ("vek",age, "Prechodova matica"))
return (PoM)
}
a<-40

MCvek (a)

Vystupom je Markovov ret'azec pre osobu vo 40 rokov.

vek 40 Prechodova matica

A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
A, I, D
The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:

A I D

A 0.9988761 0.0002646749 0.0008592072
I 0.0000000 0.9414875933 0.0585124067
D 0.0000000 0.0000000000 1.0000000000

V d’alSom kroku vytvorime funkciu, ktord nam vytvori vSetky Markovové retazce
od zadaného veku po konecny vek, ktory je v nasom pripade 120 rokov. Tento objekt sa

nazyva list of Markov chain(s).

kompletnaPrechodM<-function (age)
{VekovaPostupnost<-seq(from=age, to=120)
k=1
zoznam=1list ()
for ( j in VekovaPostupnost)
{
MCveki<-MCvek (age = j)
zoznam[ [k] ]<-MCveki
k=k+1
}
MCPo<-new ("markovchainList", markovchains = zoznam,

name = paste ("PrechodOdveku", age, sep = ""))

return (MCPo) }

kompletnaPrechodM (a)
Vystupom je objekt, ktory obsahuje vSetky matice pravdepodobnosti prechodu od
zadaného veku po koniec umrtnostnych tabuliek.

PrechodOdveku40 1list of Markov chain (s)
Markovchain 1

vek 40 Prechodova matica

A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
A, I, D
The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:

A I D

A 0.9988761 0.0002646749 0.0008592072
I 0.0000000 0.9414875933 0.0585124067
D 0.0000000 0.0000000000 1.0000000000
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Markovchain 2

vek 41 Prechodova matica

A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
A, I, D

The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:

A I D

A 0.9987969 0.0002823557 0.0009207256

I 0.0000000 0.9320343984 0.0679656016

D 0.0000000 0.0000000000 1.0000000000

Markovchain 3
vek 42 Prechodova matica
A 3 - dimensional discrete Markov Chain defined by the following states:
A, I, D
The transition matrix (by rows) 1is defined as follows:
A I D
A 0.9987003 0.0003147021 0.0009849912
I 0.0000000 0.9242689188 0.0757310812
D 0.0000000 0.0000000000 1.0000000000

Tento objekt je dolezity na realizdciu simulacii. Teraz nasimulujeme 100 000

zivotnych trajektorii pre osobu vo veku 40 rokov. Tato simulacia je vytvorena pomocou

(6.4).
prechody<-rmarkovchain(n = 100000, object = kompletnaPrechodM(a),

what = "matrix", t0 = "A")

Pociatocny stav t0 je nastaveny tak, aby 40 ro¢na osoba bola zdrava. To je predpoklad
k tomu aby sa mohla dat’ poistit’. Vystupom je 100 000 simulécii pre osobu 40 rokov.

t,11 [,21 (,31 [,41 [,5] [,e] [,71 [,8] [,9]1 [,10] [,11] [,12]

[1,] "A" ©"A" AT "A" AT "A" AT WAM AN wAM mpnm o npn
[2,] "A" ©"A" AT "A" AT "A" AT WAM AN WAM mpnm nanw
[3,] "A" ©"A" AT "A" AT "A" A" WAM AN WAM mpnm o npw
[4,] "A" ©"A" AT "A" AT UA" AT WAM AN wAM mpnm o npn
[5,] "A" ©"A" AT "A" AT "AM AT WAM AN wAM mpnm o npw

[,e81 [,69] [,70] [,71] [,72] [,73] [,74]1 [,75] [,76] [,77] [,78]

[l,] ™7 ©BT ©pT  ORT QT THT  ORT TRE O Wpm  wgT
(2,1 "BT PDT ©pT  OpT QT THT  ORT ORE O Wpm  wgT
(3,1 "p" "p" "D" "D" "D" "D" "D" "D" "D" "D"  "D"
[4,] ™7 PDT  PpT  ORT QT THT  ORT ORI O Opm T
(5,1 "p" "p" "D" "D" "D" "D" "D" "D" "D" "D" "D"
[,791 [,80]
[1,] "D" "D"
[2,] "D" "D"
[3,] "D" "p"
(4,1 "p" "Dp"
[5,] "D" "p"
[ reached getOption("max.print") -- omitted 99988 rows ]
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Ako vidime z dat mame tam 80 hodnét. Co vyplyva z toho, Ze nasa osoba je vo veku
40 a nase tabulky st do veku 120. Z toho vyplyva, ze musi byt 80 hodndt v jednom riadku.
V nasledujuce;j Casti chceme odhadnut’ priemerny cas, za aky poistenec vo veku 40
rokov ochorie. Na to pouzijeme nasimulované data. Vytvorime si nulova maticu, ktora bude
mat rovnaké rozmery ako matica nasimulovanych dat. Do nulovej matice sa priradi jednotka
na to isté miesto, na ktorom bola v nasimulovanej matici (A). Nasledne sa jednotky v riadku

sitaju a potom sa vsetky prvky spriemeruju. V softvéri R pouzijeme na to tieto prikazy.
tem<-matrix (0, nrow=nrow (prechody),ncol = ncol (prechody))
tem[prechody=="A"]<-1
tem
cas_v_A<-mean (rowSums ( (tem)))

cas_ v_A

Vystupom je matica jednotiek. Z nej vieme nésledne vypocitat’ priemerny ¢as za

ktory poistenec ochorie. Tento ¢as je v rokoch.

t,11 (,21 [,31 [,4] [,5] [,e] [,7] (,8) (,9] [,10] [,11] [,12]
[1,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[2,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[3,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[4,] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5,1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[,68] f[,69]1 (,701 [,71]) [,72] [,73] [,74] [,75] [,76] [,77] [,78]
[1,] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[2,] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[3,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[4,] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[5,1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
[,79] [,80]
[1,] 0 0
[2,] 0 0
[3,1 0 0
[4,] 0 0
[5,1 0 0
[ reached getOption ("max.print") -- omitted 99988 rows |

[1] 39.85612

TakZze cas za ktory poistenec ochorie je priemerne 39,85 rokov. Analogicky vieme
vypocitat’ aj ¢as ako dlho bude osoba v stave chory. Tento Cas je 1,44. Tieto Cisla budeme

potrebovat’ pri nasledujucej analyze.
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Teraz budeme predpokladat’, Ze poistenec sa chce dat’ poistit’ tak, ze ak sa dostane
do stavu nesebestacnosti, chce aby sa mu nasledne pat rokov vyplacalo 500 € mesacne
pri urokovej miere 1,2 %. V tomto pripade neberieme do tvahy ndklady poistovne.
Hodnotu, ktord musi mat’ poistenec nasporenu pred tym ako ochorie vieme vypocitat’

pomocou zékladného finan¢ného vzorca. 4,, (Cipra 1995)

imN\ D
(1+W) ~1

A, je suma, ktord musi mat’ poistenec nasporenu ked’ ochorie
R je renta, ktoru chce poistenec dostavat’ ak ochorie

i je trokova miera

m je pocet konverzii za rok

p je pocet splatok rocne

n je pocet rokov

@\
1_<1+0,012 )

1
As =500 -
(D\12
(1+255)" -1
As =29 108,41

Sumu, ktortt musi mat’ poistenec nasporent je 29 108,41 €. Na takéto poistenie si
chce sporit’ 20 rokov. Sumu, ktord musi zaplatit’ dnes vieme vypocitat pomocou

Standardného finan¢ného vzorca.
i(m) -mn
Ko == K‘I’l (1 + 7)

K, je suma, ktorti musi teraz zaplatit’ poistenec

K, je suma, ktoru si chce nasporit’

0,012(1)>‘2°

K, = 2910841 (1 + 1

Ko =22 930,22
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Poistenec musi teraz zaplatit’ 22 930,22 €. Ak by poistovna kalkulovala s casmi,
ktoré si vie odhadnut’ pomocou simulécii. Podl'a simulacii nam vysiel priemerny cas, za
ktory bude poistenec chory 1,44. Suma, ktor by si mal poistenec nasporit’ pred tym ako
ochorie, by bola 8 561, 96 €. Priemerny cas, ktory bude poistenec zdravy je 39,85. Podl'a
toho by stacilo, aby poistenec pri podpise zaplatil 5 322,67 €. Ako vidime poistovni tak
vzniké velky priestor na zisk.

Pomocou simulacii sa da vypocitat’ poistné aj inym sposobom. Predpokladajme, Ze
poistenec chce, aby mu poist'oviia vyplatila pri chorobe 6500 € ro¢ne pri urokovej miere
1,2 %. Pouzijeme maticu jednotick, ktora vynasobime sumou 6500 a stipcovym vektorom

urokovych mier a nasledne vsetky prvky spriemerujeme.

head (6500*temp%*% ( matrix ((1+0.012) "-seq(from=0, to=ncol (temp)-1))))
mean (6500*temp%*% ( matrix ((1+0.012)"-seq(from=0, to=ncol (temp)-1))))

Vystupom je stipcovy vektor, ktory nasledne spriemerujeme a dostaneme kolko musi mat

poistenec vo veku 40 rokov nasporené, aby mu mohla poistoviia vyplacat’ 6500 € rocne.

[,1]

[1,] 0.00
[2,] 10740.63
[3,1 0.00
[4,] 0.00
[5,1] 0.00

[6,]1 10118.75
[ reached getOption ("max.print") -- omitted 99000 rows ]
[1] 5869.701

Poistenec by mal mat’ nasporenych minimélne 5 869,70 €.

4.3. Diskusia

Markovové retazce maju Siroké vyuzitie v aktudrskej praxi. V naSej praci sme sa

zamerali na aplikdciu Markovovych retazcov na dve zédkladné sektory.

Prvy sektor bol zoblasti nezivotného poistenia, konkrétnejSie iSlo o povinné
zmluvné poistenie zodpovednosti za Skodu spdsobenu vedenim motorového vozidla.
Software R, v ktorom sme pracovali ndm poskytol bali¢ek markovchain. Tento balicek
obsahuje vSetky potrebné metddy, ktoré s potrebné pri rieSeni problematiky PZP a blizSie
pre bonus malus systém. Ak by sa poistovia riadila tymto modelom, musela by zékladné

poistné zvolit’ tak aby aj po tom ako priemerne od poistencov prijme 54,32 % zo zédkladného
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poistného zostala solventnd. V nasom modely nie st zahrnuté naklady poistovne, ktoré
tvoria vysoku Cast’ vydavkov poistovne. V skutocnosti vSak poistovne nepouzivaju takyto
jednoduchy systém. Do vysky poistného vstupuje aj vek poistenca, miesto bydliska
a napokon aj Skodové udalosti. V naSom pripade sme brali do uvahy iba Skodovat’ poistenca.
Nasa frekvencia skodovosti predpokladala to, ze priemerny vodi¢ spdsobi jednu poistni
udalost’ za 10 rokov. No poistovne maji k dispozicii data za dlhé obdobia. V tomto pripade
by odhady matice prechodu boli realistickejSie. Potom by aj vektor absolutnych
pravdepodobnosti mal lepSiu vy,povednt hodnotu. V skuto¢nosti sa systém nikdy nedostane

do tohto stavu. Je to vSak najlepsSia aproximécia tohto stavu v dlhodobom horizonte.

Druhy sektor bol z oblasti zivotného a nemocenského poistenia. V tomto pripade boli
naSe data z talianskej populdcie ato iba pre muzskd populdciu. Déata sa zaoberaju
pravdepodobnostami prechodu do stavu nesebesta¢nosti. Co je stav spdsobeny chorobou
alebo tirazom. Clovek je nesebestaény, ak nedokaze vykonavat niektord z ¢innosti ako je
neschopnost’ prijimania stravy, umyvania sa, vykonu fyziologickej potreby, obliekania sa,
strata mobility a schopnosti pohybu. Ak by poistoviia sledovala takéto ochorenia a ich
prechody, vedela by sa pripravit na vyplacanie davok. V opa¢nom pripade by mohla
pozorovat’ cCas zotrvania v jednotlivych stavoch atak svojich poistencov vyzyvat
k prevencii. Tym by mohla predist’ k prechodu do takéhoto stavu a znizit’ svoje vydavky na
vyplacanie poistného plnenia alebo renty. V stcasnosti uz niektoré poistovne aplikuju tuto
moznost’ na svojich poistencov. Vyzivaju ich hlavne k prevencii pred rakovinou hrubého
¢reva a srdcovym ochoreniam. Robia to hlavne cestou v§eobecnych lekarov,, ktori pacientov

k tomu nabédaju a informuju ich.

Software R je vel'mi uzito¢ny nastroj na rieSenie Statistickych problémov. Je v ilom
mnoho uzitoénych nastrojov a balikov, ktoré sa daju aplikovat na problematiku
Markovovych retazcov. Ako sme mohli vidiet' v ukazkach, tak pri inStalacii balika sa nam
ponuklo Siroké mnozstvo jednoduchych prikazov, ktoré nam riesili celkom zlozité situacie.
Za takyto balik mézZzeme podakovat poprednému Statistikovi Giorgio Alfredo Spedicato.

Zaobera sa implementaciu Statistickych metdd do software R.
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Z.aver

Ciel'om tejto prace bolo zoznamit’ sa s tedériou Markovovych retazcov a ukéazat ich
pouzitie v oblasti aktuarstva. V praci sa nachadza aj teoreticky zéklad, ktory je potrebny pri
rieSeni danej problematiky. Boli popisané a definované vsetky typy Markovovych retazcov.
V praci sme sa vSak venovali predovSetkym homogénnemu Markovovmu retazcu
s diskrétnym casom. Spojitému Casu sme sa venovali iba v teoretickej rovine. Boli

predstavené zakladné operacie Markovovych retazcov a ich aplikacia na poistenie.

Nasledne bol opisany vybrany bali¢ek markovchain v software R. Boli predstavené
vSetky metddy, ktoré sme pouZili v praktickej Casti a ich demonStracia na trojstavovom
modely. Tento model bol zvoleny kvdli jeho jednoduchosti, aby sa na flom dali

demonstrovat’ vSetky metody.

Aplikacia bola uskuto¢nena v oboch oblastiach poistenia aj v zivotnej aj nezivotnej
oblasti poistenia. V oblasti nezivotného poistenia bola naSa aplikacia na bonus malus systém.
V tejto Casti sme ukdzali vytvorenie matice pravdepodobnosti prechodu pomocou Skodove;j
frekvencie, ktora vychadzala z predpokladu, Ze poistenec spdsobi jednu poistnti udalost’ za
10 rokov. Matica pravdepodobnosti prechodu sa riadila podla pravidiel prechodu medzi
stavmi, ktoré sme definovali ako prvé. Nasledne sme ukézali vypocet vektora absolitnych

pravdepodobnosti a jeho vyuzitie pre poistovne.

V oblasti zivotného poistenia bola naSa aplikdcia na datach o dlhodobo chorych.
Tieto informéacie boli o muzskej populécii v Taliansku za rok 2016. Déta boli zostavené od
20. do 120. veku osoby v populacii. Nasledne sme nasimulovali mozné Zivotné trajektorie
40 ro¢ného poistenca, ktorého pociato¢ny stav bol zdravy. Nasledne sme vypocitali poistné
na zakladne poziadaviek poistenca. Nasledne sme ich porovnali s poistnym, ktoré nam vyslo
zo simulécii. Poistné by sa mu vyplatilo, ak by sa dostal do stavu dlhodobo chory. V tomto
pripade i$lo o nehomogénny Markovov ret'azec. Do tohoto ret'azca nevstupoval iba Cas ale

aj vek poistenca. A to zamenend, Ze matica pravdepodobnosti prechodu sa s ¢asom meni.
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Prilohy

Priloha ¢&.1:

BMretazecl2 <- function(lambda)

{

bmM12 <- matrix (0,

bmM12[1,
bmM12[1,
bmM12[1,
bmM12[1,
bmM12[1,
bmM12[1,
bmM12[1,

bmM12[2,
bmM12[2,
bmM12[2,
bmM12[2,
bmM12[2,
bmM12[2,

bmM12[3,
bmM12[3,
bmM12[3,
bmM12[3,
bmM12[3,
bmM12[3,

bmM12[4,
bmM12[4,
bmM12[4,
bmM12[4,
bmM12[4,

bmM12[5,
bmM12[5,
bmM12[5,
bmM12[5,
bmM12[5,

bmM12[6,
bmM12[6,
bmM12[6,
bmM12[6,

bmM12[7,
bmM12[7,
bmM12[7,
bmM12[7,

12,

1]
3]
5]
7]
9]

<- dpois(x
<- dpois(x
<- dpois(x
<- dpois(x

<- dpois(x

11] <- dpois(x
12] <- 1 - ppois(

1]
4]
6]
8]
10]
12]

<- dpois(x
<- dpois(x
<- dpois(x

<- dpois(x

2]
5]
7]
9]

<- dpois(x
<- dpois(x
<- dpois(x

<- dpois(x

11] <- dpois(x
12] <- 1 - ppois(

3] <- dpois(x
6] <- dpois(x
8] <- dpois(x

<- dpois(x

<- 1 - ppois(q

12)

)

A wWw N R ©

5,
q

4,

)
)

)

w N PO

4,
q

2,

10] <- dpois(x = 3,

12] <- 1 - ppois(q = 3,

4]
7]

<- dpois(x

<- dpois(x

9] <- dpois(x =
11] <- dpois(x = 3,
12] <- 1 - ppois(q

5] <- dpois(x
8] <- dpois(x

0,

2,

0,
1,

10] <- dpois(x = 2,

12] <- 1 - ppois(q = 2,

6] <- dpois(x
9] <- dpois(x

11] <- dpois(x
12] <- 1 - ppois(q = 2,

0,
1,

2,

=4,

=3,

lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
= 5, lambda)

lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
= 4, lambda)

lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)

lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)

lambda)
lambda)
lambda)
lambda)
lambda)

lambda)

lambda)
lambda)

lambda)

lambda)

lambda)
lambda)

lambda)
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bmM12[8, 7] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[8, 10] <- dpois(x = 1, lambda)
bmM12[8, 12] <- 1 - ppois(g = 1, lambda)

bmM12[9, 8] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[9, 11] <- dpois(x = 1, lambda)
bmM12[9, 12] <- 1 - ppois(g = 1, lambda)

bmM12[10, 9] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[10, 12] <- 1 - ppois(q = 0, lambda)

bmM12[11, 10] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[11, 12] <- 1 - ppois(q = 0, lambda)

bmM12[12, 11] <- dpois(x = 0, lambda)
bmM12[12, 12] <- 1 - ppois(q = 0, lambda)

stavyBM12 <- as.character(1:12)

BM12 <- new("markovchain", transitionMatrix = bmM12,
states = stavyBM12, name = "BM Matica")

return(BM12)

BMM12 <- BMretazecl12(0.1)
BMM12

Priloha &.2:
plot (BMM12)

stochastic_matrix_to_plot <- as(BMM12,"matrix")

plotmat(stochastic_matrix_to_plot,lwd = 1, box.lwd = 1,
cex.txt = 0.5,box.size = 0.05,box.type = "circle",
box.prop = 0.5,box.col = "light blue",arr.length=.1,

arr.width=.1,self.cex = .6,main = "Bonus - Malus systém")



