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ABSTRAKT

HANES, Stanislav: WuZzitie probléemu batoha pri alokacii verejnych zdrojov — Ekonomicka
univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra opera¢né¢ho vyskumu a
ekonometrie — Vedlci zadverecnej prace: Ing. Pavel Gezik, PhD. — Bratislava: FHI EU, 2025,
64 s.

Zaverecna praca je vypracovana na tému vyuzitie problému batoha pri alokacii verejnych
zdrojov.

Cielom zavereCnej prace je optimalizacia vyberu projektov financovanych z
verejnych zdrojov v ramci Programu rozvoja vidieka SR 2014 — 2022, a to prostrednictvom
aplikdcie a porovnania viacerych pristupov zalozenych na rieSeni viacndsobného 0 — 1
problému batoha. Porovnavané st z hladiska vypoctovej narocnosti, kvality rieSenia a
praktickej aplikacie. Udaje o ziadostiach o nendvratny finanény prispevok boli ziskali na
zaklade oficiadlnej ziadosti priamo od oddelenia monitoringu projektovych podpdr
Podohospodarskej platobnej agentiry. Vysledkom zaverecnej prace je navrh vlastného
modelu so spitnym vyberom projektov, ktory bol porovnany so si¢asnym mechanizmom
alokacie zdrojov. Pridana hodnota prace spociva v aplikacii teoretického optimalizaéného
modelu na redlny proces vyberu projektov verejnej spravy a v moznosti jeho vyuzitia pri
nastavovani alokacnych mechanizmov v buducich programovych obdobiach. Praca je
rozdelend do Styroch kapitol, ktoré su doplnené dvanédstimi obrdzkami a desiatimi
tabul’kami.

Prva kapitola sa zaobera teoretickymi vychodiskami problému batoha, jeho variantmi
a algoritmami rieSenia. Zaroven je v tejto Casti predstavend ¢innost' Podohospodarske;
platobnej agentiiry a mechanizmus vyberu projektov v ramci Programu rozvoja vidieka SR
2014 — 2022. Druha kapitola definuje hlavny ciel’ zavere¢nej prace. Tretia kapitola obsahuje
popis pouzitej metodiky a vysvetl'uje, ako bol problém vyberu projektov modelovany ako
viacnasobny 0 — 1 problém batoha. V Stvrtej kapitole st prezentované vysledky porovnania

vybranych pristupov a rovnako tak navrhovaného modelu so spatnym vyberom projektov.

KPlucové slova: problém batoha, pazravy algoritmus, algoritmus dynamického

programovania, binarne celo¢iselne linedrne programovanie



ABSTRACT

HANES, Stanislav: Application of the Knapsack Problem in the allocation of public funds —
University of Economics in Bratislava, Faculty of Economic Informatics; Department of
Operations Research and Econometrics — Thesis Supervisor: Ing. Pavel Gezik, PhD. —
Bratislava: FHI EU, 2025, 64 pages.

This thesis addresses how the knapsack problem can be used to optimize the allocation of
public funds.

The aim of this thesis is to optimize the selection of projects funded by public sources
under the Slovak Rural Development Programme 2014-2022, by applying and comparing
several approaches based on solving the multiple 0—1 knapsack problem. The methods are
compared in terms of computational complexity, solution quality, and practical applicability.
Data on applications for non-repayable financial contributions were obtained directly from
the Project Support Monitoring Department of the Agricultural Paying Agency, based on an
official request. The result of the thesis is a proposed model with reverse project selection,
which is compared to the current resource allocation mechanism. This thesis adds value by
applying a theoretical optimization model in the context of public sector project selection,
offering potential for use in future programming periods. The thesis is divided into four
chapters, which are accompanied by twelve figures and ten tables.

The first chapter deals with the theoretical background of the knapsack problem, its
variants, and solution methods. It also presents the role of the Agricultural Paying Agency
and explains the project selection mechanism under the Slovak Rural Development
Programme 2014-2022. The second chapter defines the main objective of the thesis. The
third chapter describes the methodologies used and explains how the project selection
problem was modelled as a multiple 0—1 knapsack problem. The fourth chapter presents the
results of the comparison of the selected approaches, including the proposed reverse-

selection model.

Keywords: knapsack problem, greedy algorithm, dynamic programming algorithm, binary

integer linear programming
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Uvod

Rozhodovanie o efektivnom rozdeleni obmedzenych zdrojov je mimoriadne dolezité,
najmd v oblasti verejnych financii. Toto rozhodovanie mé& priamy vplyv na rozvoj
spolocnosti, stability a hospodarsku vykonnost' krajiny. Jednym z pristupov, ktory sa
vyuziva pri modelovani takychto rozhodovacich problémov je problém batoha, ktory patri
medzi klasické optimalizaéné tlohy a umoziuje vybrat z mnoziny alternativ taku
kombinaciu, ktora pri danych obmedzeniach maximalizuje celkovy uzitok.

V préci uvedieme teoretické vychodiska problému batoha a jeho varianty, ktoré
vychadzaju z r6znych praktickych aplikacii a najCastejSie vyuzivané algoritmy na jeho
rieSenie. Uvodna kapitola bude zaroven prezentovat’ pdsobnost’ Pédohospodarskej platobnej
agentiry a opisovat mechanizmus vyberu projektov v rdmci Programu rozvoja vidieka
Slovenskej republiky 2014 — 2022, ktory tvori aplika¢ny rdmec tejto prace. Vyber tohto
procesu bol motivovany snahou demonstrovat’ na redlnom priklade, ako mézu optimalizacné
algoritmy prispiet’ k efektivnemu a spravnemu rozdeleniu verejnych zdrojov. V stucasnosti
sa totiz vyber projektov v ramci tohto procesu zameriava skor na individudlny prinos
jednotlivych Ziadosti, bez zohl'adnenia celkového prinosu v rdmci dostupného rozpoctu.

V nasledujtcej Casti prace bude definovany ciel’ prace a popis metodiky akym je
vyber projektov modelovany ako viacndsobny 0—1 problém batoha. V tejto casti budu
vysvetlené principy pouzitych algoritmov a konStrukcia vlastného modelu so spitnym
vyberom projektov.

V zévere prace nasledne porovndme vysledky dosiahnuté roznymi optimalizacnymi
pristupmi, priCom doéraz bude kladeny na kvalitu rieSenia a moZnost' aplikacie v
podmienkach verejnej spravy. Sucastou bude aj predstavenie navrhovaného
optimalizacného modelu zalozeného na najvhodnejSom algoritme so spétnou selekciou
projektov, ktory ma potencial priniest vyznamné zvySenie efektivity a transparentnosti v
procese vyberu projektov. Vysledky tohto modelu budii nasledne komparované
s aplikovanym  postupom  Podohospodarskej  platobnej  agentury v sti¢asnosti.
Predpokladanym prinosom prace je navrh aplikovateI'ného rieSenia, ktoré mozZe zlepSit
rozhodovanie pri prerozdel’'ovani verejnych zdrojov a tak sluzit’ ako metodologicky zaklad

pre pripravované programové obdobie.



1  Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Rozhodovanie je neoddelitelnou sucastou vsetkych oblasti I'udského zivota. V
osobnej rovine byva cCasto ovplyvnené emoéciami, intuicou alebo individudlnymi
preferenciami. V oblasti hospodarenia, planovania alebo riadenia je vSak potrebné
rozhodovat’ sa na zaklade racionalnych postupov, ktoré st zalozené na jasne definovanych
cieloch a kvantifikovatelnych ukazovateloch. Takyto pristup zabezpecuje objektivitu,
znizuje mieru neistoty a zvySuje Sancu na efektivne a opodstatnené rozhodnutia, najmé v
situdciach, kde je potrebné efektivne nardbat’ s obmedzenymi zdrojmi. Prave na tomto
principe je postaveny problém batoha, ktory predstavuje najjednoduchsi model v oblasti
optimaliza¢nych tloh. (Kellerer, Pferschy a Pisinger, 2004)

Uz v roku 1957 ho George Dantzig ilustroval nasledovne: ,, V' tomto probléme si
clovek planuje turistiku a rozhodol sa, Ze si nevezme viac ako 70 libier roznych veci, ako je
napriklad spaci vak, ..., konzervy s jedlom...“! Modzeme si tak predstavit, Ze kapacita
,batoha™ je v tomto pripade 70 libier a chceme zvolit' taki kombinaciu ,,veci®, aby sme
maximalizovali zitok vybranych ,,veci‘.

Vdaka svojej prehladnej Strukture a schopnosti efektivne modelovat’ redlne
rozhodovacie situdcie sa problém batoha stal zdkladom mnoZstva praktickych aplikacii.
Tradi¢ne nachédza uplatnenie najma v oblasti logistiky, kde slizi na optimalizaciu vyuZitia
kapacity pri preprave tovaru, ako aj v oblasti kapitalového rozpoctovania, kde sa rozhoduje
o vybere investiénych projektov v podmienkach obmedzeného rozpo¢tu. Rovnako sa
vyuziva pri planovani vyroby, riadeni zdsob a vSeobecne pri efektivnom rozdelovani
limitovanych zdrojov. Postupom cCasu sa problém batoha zacal uplatiiovat’ aj v oblasti
informacnych technologii, nayma pri prirad’ovani vypoctovych uloh, optimalizacii datovych
prenosov a rozdeleni vypoctového zat'azenia medzi dostupné uzly v sietach. Uplatnenie
nachadza aj pri navrhu Sifrovacich mechanizmov, kde sa niektoré varianty problému batoha
vyuzivaju ako zaklad bezpecnostnych algoritmov, znamy je napriklad Merkle-Hellmanov
kryptosystém. V sucasnosti nachadza problém batoha uplatnenie aj v Specializovanych

oblastiach, ktoré s tradi¢nymi optimaliza¢nymi tlohami na prvy pohl'ad priamo nestvisia.

1 DANTZIG, George B. Discrete-variable extremum problems [online]. Santa Monica: The RAND
Corporation, 1957, S. 14 [cit. 30. 03. 2025]. Dostupné na:
https://www.rand.org/content/dam/rand/pubs/research_memoranda/2008/RM1832.pdf
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Prikladom je riadenie spotreby energie v inteligentnych domacnostiach, vyuzitie v
medidlnom prostredi pri vybere reklamnych spotov pre obmedzeny vysielaci Cas, ako aj
aplikacie v odpadovom hospodarstve. (Biglar, 2018)

Ked’Zze problém batoha patri medzi klasické optimalizaéné ulohy vyuzivané pri
rozhodovani o alokécii zdrojov ¢i rozpoc¢tového planovania, jeho vyuzitie je opodstatnené aj
pri rozdel'ovani verejnych zdrojov, ked’ze tieto st dostupné len v obmedzenom objeme.
Efektivna alokécia preto predstavuje kI'icovy proces, v ramci ktorého je potrebné urcit’, ako
¢o najvyhodnejSie rozc¢lenit dostupné prostriedky s cielom dosiahnut o najvacsi
spolocensky prinos. Ide o vyber takej kombinacie vydavkov, ktord najviac prispeje k
napliianiu priorit verejnej politiky a potrieb obyvatelstva. Pri rozdelovani verejnych
prostriedkov je nevyhnutné zohladnit’ nielen aktudlne rozpoctové obmedzenia, ale aj
dlhodobé¢ strategické zamery. Efektivna alokdcia verejnych zdrojov tak prispieva
k hospodarskemu rastu, poméha zmieriiovat’ socidlne a regiondlne nerovnosti a prispieva
k stabilite verejnych institucii a dlhodobému zvySovaniu kvality Zivota. Transparentné a
zodpovedné rozhodovanie pri vyuzivani verejnych financii zaroven posiliiluje doveru
obcanov vo verejné institlcie, ¢o je zasadnou podmienkou pre fungovanie demokratického

systému. (Cibik, 2023)

1.1 Problém batoha

Zakladnym predpokladom pre formulaciu problému batoha je schopnost
kvantifikovat’ parametre objektov, ktoré si ddlezité pre posudenie jednotlivych alternativ.
Tieto parametre moZu reflektovat’ rdzne charakteristiky, ako s naroky na zdroje - véha, ¢i
ocakéavany uzitok - hodnota. Iba v tomto pripade je tak mozné implementovat’ optimalizacné
metody. V klasickej formulécii problému batoha nasledne uvazujeme mnoZzinu objektov,
z ktorych kazdy je definovany tymito parametrami. Jednym znich je, ako bolo vyssie
spominané ocakavany uzitok a druhym narok na zdroje. Cielom je vybrat’ takii podmnoZinu
tychto objektov, ktord maximalizuje celkovy uzitok pri dodrzani kapacitného obmedzenia
daného zdrojom. (Kellerer et al., 2004)

V realnych aplikaciach ¢asto vstupujii do rozhodovania d’alSie faktory, ako st rdzne
typy zdrojov, zéavislosti medzi objektmi alebo Specifické obmedzenia. Tieto skutocnosti
podnietili intenzivny vyskum problému batoha a vznik mnohych jeho variantov. V

nasledujtcej Casti prace si preto struéne predstavime najcastejSie varianty tohto problému.



1.1.1 0- 1 problém batoha

Najbeznejsim a zaroven najjednoduchs$ie interpretovatelnym variantom pre tento
problém je 0 — 1 problém batoha. V tomto pripade uvazujeme, ze mame n objektov a kazdy
objekt j ma 0zitok v; a vdhu w;. Rozhodnutie spociva v tom, ¢i dany objekt zaradime do
rieSenia prave raz, alebo vobec. V tomto variante je x; pocet kopii vybraného objektu j,
pri¢om x; predstavuje bindrnu premennt, ktord nadobtida hodnotu 1, ak je objekt zahrnuty
do mnoziny rieSenia, a hodnotu 0, ak nie je. Uvazujeme, ze W je maximalna dostupna

kapacita, pricom vahy a 0zitok objektov si nezaporné. Tento problém je dany nasledovne:

(Assi a Haraty, 2018)
n
max Z VX
j=1

za podmienky:

n

Zvjxj <w

j=1
kde:
x;j € {0,1}
Ciel'om je maximalizovat’ sucet hodnot vybranych objektov, pricom sa nepresiahne

maximdlna dostupna kapacita (1).

1.1.2 Problem batoha s ciastkovym suctom

Jednym z najblizSich pribuznych vysSie spominaného problému je problém batoha
s Ciastkovym stctom. V tomto pripade sa zameriavame vylu¢ne na vahu objektov wy, pricom
cielom je n4jst’ taki podmnoZinu objektov, ktorej celkova vaha nepresiahne alebo presne
dosiahne dant kapacitu W. Uzitok objektov pritom nezohrava ziadnu ulohu. Ulohou je tak
urcit’, i existuje kombinacia objektov, ktord reSpektuje kapacitné obmedzenia. Hl'adame

teda rozhodovacie premenné, ktoré spiiiaju: (Gerasch a Wang, 1994)
n
Z wix; < W
j=1

1.1.3 Frakcny probléem batoha

Za najstar$i a najprirodzenejsi spdsob modifikacie 0-1 problému batoha sa povazuje

jeho linedrna relaxacia, ktora umoznuje brat’ z poloziek aj zlomky. Tento pristup ako prvy
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predstavil George B. Dantzig uz v roku 1957. Pri tejto uprave sa odstrafiuje podmienka
binarnosti rozhodovacich premennych a teda nie je nutné, aby nadobudali vylu¢ne hodnoty
0 alebo 1. Premenné x; m6Zzu namiesto toho nadobudat’ spojité hodnoty v intervale
0 <x;<1. (Martello a Toth, 1990)

Frakény problém batoha preto umoziuje, ze jednotlivé objekty mozno zaradit’ do
rieSenia aj ¢iastoCne, nielen uplne alebo vobec. Tento pristup je vhodny najmé v pripadoch,
kde sa pracuje s delitelnymi prvkami, ako napriklad preprava kvapalin, sypkych surovin

alebo iného homogénneho materialu.

1.1.4 Ohraniceny probléem batoha

Castejsie ako pri deleni jednotlivych objektov je mozné sa v praxi stretnat
s pripadmi, kedy sa objekty vyskytuju vo viacerych identicky képiach. Typickym prikladom
moze byt preprava tovaru, kde si prepravované objekty s identickymi parametrami —
hmotnost'ou w;a hodnotou v;.

V takomto pripade uz nerozhodujeme iba o tom, ¢i zaradit’ alebo nezaradit’ jeden
konkrétny objekt, ale aj o pocte identickych kusov, ktoré sa zmestia do obmedzenej kapacity.
Ciel'om je, rovnako ako v predoslych pripadoch maximalizovat’ celkovi hodnotu vybranych
objektov, v tomto pripade prevazanych, pricom reSpektujeme kapacitné obmedzenie. Takéto
situacia vedie k formulécii ohrani¢eného problému batoha, v ktorom je pocet zaradenych
kusov objektu vyjadreny celo¢iselnou premennou x;, pricom celkovy pocet identickych kopii
daného objektu je oznaceny ako b;. Prave existencia hornej hranice b;, ktord obmedzuje
maximalnu moznu hodnotu pre x;, je dovodom, preco sa tento variant oznacuje ako

ohraniCeny. Premenna x; tak nadobuda hodnoty z intervalu 0 < x; < b;. (Munapo, 2020)

1.1.5 Neohraniceny probléem batoha

Oproti predoslej situacii, kde sme mali obmedzeny pocet dostupnych képii z kazdého
typu objektu ohrani¢eny konkrétnou hodnotou b;, sa v tomto variante stretivame s opaénym
predpokladom. Kazdy objekt j je dostupny v neobmedzenom pocte a je mozné ho zaradit’ do
rieSenia 'ubovolnym poctom krat. Samozrejme za predpokladu, ze je pri vSetkych
zaradenych objektoch dodrzand kapacitna podmienka 7. Rovnako ako v predchédzajucich
variantoch je cielom maximalizovat’ celkovi hodnotu vybranych objektov. Rozdielom je, Ze
premennd x; vtomto variante mdze nadobudat T'ubovolnt hodnotu z mnoziny celych
nezapornych Cisel, teda: (Kellerer et al., 2004)

xi=20, x€Z
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Klasickym prikladom tohto variantu je problém vymeny minci (coin change
problem), ktory zaroven predstavuje Specialny typ problému batoha. Na rozdiel od klasickej
formulacie problému batoha, kde je cielom maximalizovat’ celkovi hodnotu vybranych
objektov, sa v tomto pripade snazime minimalizovat’ po¢et pouzitych objektov, teda minci.

Ide teda o minimaliza¢nt Ulohu, kde rozhodovacie premenné x; vyjadruju pocet
pouziti minci j. Hodnoty wj;, ktoré v klasickom modeli predstavuju vahu obmedzujicu
kapacitu zdroja, tu vstupuji ako nomindlne hodnoty minci, ktorych sucet musi presne
zodpovedat’ ciel'ove] sume S. Premenné x; zaroven tvoria jadro cielovej funkcie, ktora
vyjadruje celkovy pocet pouzitych minci. Problém vymeny minci teda spoc¢iva v najdeni
takej kombinacie dostupnych nominalnych hodnét, ktord umozni presne vyjadrit’ cielovl
sumu S, priCom kazdi mincu mozno pouzit' I'ubovolne velakrat. Formalne, ak mame
mnozinu minci s hodnotami wi, wa,....w, a hl'adame celociselné nezdporné premenné x;,

ktoré spifiaji: (Kozen a Zaks, 1994)

n
j=1

n
mll’lz Xj
j=1

1.1.6 Viacnasobny probléem batoha a jeho modifikacie

V pripadoch, kedy je potrebné rozsirit’ klasicky model batoha o viacero nezavislych
kapacitnych obmedzeni, hovorime o viacnasobnom probléme batoha. Tento variant vznika
v situaciach, kde je potrebné rozhodovat’ o alokacii objektov medzi viacero dostupnych
zdrojov. Typickymi aplikaciami st Glohy stvisiace s rozdelovanim zéasielok medzi viaceré
dopravné prostriedky, alokaciou projektov medzi r6zne rozpoctové baliky alebo distribiiciou
vypoctovych uloh v ramci IT infrastruktiry.

Na rozdiel od klasického problému batoha, kde optimalizujeme vyuzitie jednej
kapacity W, vo viacnasobnom probléme batoha uvazujeme m batohov, pricom kazdy z nich
ma vlastna kapacitu W;. Ciel'om je tak rozhodnut’, ktoré objekty zaradit’ a do ktorého batoha
tak, aby sa maximalizoval celkovy uzitok vybranych objektov a zaroven platilo, ze kazdy
objekt je mozné zaradit’ naviac jeden krat. V dosledku toho tak dochédza k modifikacii
rozhodovacich premennych, ktoré su reprezentované pomocou dvojice indexov x;. Index

i oznacuje konkrétnu kapacitu batoha (zdroja), a index j konkrétny objekt (lohu, polozku
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a podobne), pricom hodnota 1 reprezentuje zaradenie objektu j do batoha 7, a hodnota 0 opak.

Formélne mozZeme viacndsobny problém batoha zapisat’ nasledovne: (Kellerer et al., 2004)

m n
maxz Z ijij
i=1j=1

za podmienok:

n
Zijij <W; prevsetkyi=1,..,m
j=1

m

inj <1 prevsetkyj=1,..,n

i=1
Xi j € {0,1}

Tento model zaroven predstavuje vychodiskovy ramec pre viaceré rozsirenia, ktoré
umoznuju presnejSie zohl'adnit' praktickl aplikdciu. Medzi najCastejSie vyuzivané patri

napriklad viacndsobny problém batoha s rovnakymi kapacitami, pri ktorom sa predpoklada,

ze vSetky dostupné zdroje maju rovnaku kapacitu /. V takom pripade je mozné zjednodusit’

kapacitné obmedzenia nasledovne: (Kellerer et al., 2004)

n
ijxl-j <W, prevSetkyi=1,..,m.
j=1

Dal§im variantom je viacndsobny problém batoha s ciastkovym suctom, kde 0zitok

kazdého objektu je rovny jej vahe ateda plati vy=w;. Cielom vtomto pripade je
maximalizovat’ celkové vyuZitie dostupnych kapacit: (Kellerer et al., 2004)
m n
max z Z ijij
i=1 j=1

Oba pristupy mozno kombinovat v modifikacii viacnasobného problému batoha

s rovnakymi _kapacitami a ciastkovym suctom, ktory predpokladd identické kapacitné

obmedzenia W a rovnost’ medzi uzitkom a vahou jednotlivych objektov vi=w;.

Specifickym rozsirenim je takzvana ,bottleneck® verzia viacnasobného problému
batoha, pri ktorej je cielom minimalizovat najviac zat'azeny batoh, teda optimalizovat’
rovnomerné¢ rozdelenie kapacity medzi jednotlivé zdroje. Takyto pristup vedie
k nelinearnemu modelu, a preto ucelovd funkcia nadobuda tvar: (Caprara, Kellerer a

Pferschy, 2000)

n
min| max ijxij
i=1,.,m

j=1

13



Okrem uvedenych variantov pozndme aj generalizovany priradovaci problém, ktory

v ramci kazdej kombinacie objektov a jednotlivych zdrojov definuje Specificky uzitok v;
a zaroven individudlnu spotrebu kapacity w;. Ciel'om je maximalizovat’ celkovy Uzitok pri
reSpektovani individudlnych kapacit jednotlivych zdrojov pre jednotlivé kombinacie
objektov a zdrojov: (Kellerer et al., 2004)

m n

max Z Z V; jxl- j
i=1 j=1

za podmienok:

n
Zwijxij <W, prevSetkyi=1,..,m,
j=1

m
inj <1, prevsetkyj=1,..,n,
i=1

xl-j € {0,1}
Najkomplexnejsi model, ktory rozsiruje viacnasobny problém batoha, je

multidimenziondlny problém viacnasobného batoha. Tento variant kombinuje vyber

objektov z roznych tried s viacerymi kapacitnymi obmedzeniami.

Predpokladame, Ze existuje T tried, pri¢om kazda trieda ¢ obsahuje niekol'’ko objektov
Jj. Kazdy objekt ma priradeny uzitok v, a v kazdej z L dimenzii m4 urcit spotrebu kapacity
zdroja wy. Celkova dostupna kapacita v dimenzii & je oznacena ako Wj. Ciel'om je z kazdej
triedy vybrat’ najviac jeden objekt tak, aby celkovy 0Zitok bol maximalny a zaroven neboli
prekroc¢ené kapacity v Ziadnej z dimenzii. Tento problém mozno formulovat’ nasledovne:

(Assi a Haraty, 2018)

T Nt

max E thjxtj
t=1j=1

za podmienok:

T Nt

ZZW”" xej < Wy, prevsetkyk=1,..,L
t=1j=1

ng
thj =1, prevsetkyt=1,..,T, x; €{0,1}
j=1
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1.1.7 Nelinedrne varianty probléemu batoha

Nie vSetky vzt'ahy, ktoré sa vyskytuju pri modelovani redlnych problémov mozno
vyjadrit’ linearne. Mnohé z nich st nelinearne vzhl'adom na spravanie premennych, ich
vzajomné zavislosti alebo charakter vztahov medzi veliCinami. Prave preto vznikli
modifikacie klasického problému batoha vo forme jeho nelinedrnych variantov. Typickymi
prikladmi su planovanie vyroby, kde prinos d’alSich jednotiek produkcie prestava rast
linedrne, napriklad z dovodu presytenia trhu, alebo alokacia marketingového rozpoctu, kde
navratnost’ investicie rastie Coraz pomalSie kvoli klesajucemu marginalnemu efektu
jednotlivych cielenych skupin.

Nelinearny problém batoha predstavuje rozsirenie klasického problému batoha,

v ktorom sa maximalizuje sucet individudlnych tuzitkov prisluchajicich jednotlivym
objektom. V najvSeobecnejsej forme, ako ju uvddza Hochbaum (1995), ide o maximalizaciu
suctu funkcii vj(x;), pricom kazda z nich zavisi od premennej x;, za podmienky, Ze sucet
prislusnych funkcii wj(x;) neprekroci danu kapacitu W.

Funkcie vj(x;) sa predpokladaji ako konkavne a neklesajuce, zatial’ co funkcie wy(x;)
st konvexné a takisto neklesajuce. Takto formulovany model umoziiuje zachytit situdcie, v
ktorych d’alSie jednotky vybranych objektov prindsaju coraz mensi prinos, zatial’ ¢o ich
spotreba zdrojov rastie Coraz rychlejSie. Premenné x; nadobudaji celoc¢iselné hodnoty v
rozsahu od 0 po u; , pricom kapacita W a horné ohranicenia u; sa povazuju za celé cisla.

Matematicky potom moZno tento problém formulovat’: (Hochbaum, 1995)

n
max Z Uj (X])
j=1
za podmienok:

n

ij(xj) sw

j=1

0 Sxj<u, Xx€Z j= 1,2,..,n
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Medzi nelinedrne rozSirenia problému batoha patri takisto kvadraticky problém

batoha, v ktorom cielova funkcia zohl'adiiuje nielen individudlne prinosy objektov, ale aj

ich vzajomné¢ interakcie. Ciel'ova funkcia bude potom mat’ tvar: (Kellerer et al., 2004)

n n

maxz Vjk XjXj

j=1k=1

za podmienok:

n
j=1

x€{0,1}, j=12,..,n
kde:
e sucCin x;x; nadobuda hodnotu 1 len vtedy, ak su vybran¢ oba objekty.

Tento variant umoziuje realistickejSie modelovat’ situdcie, v ktorych kombinacia
vybranych objektov prinasa va¢si alebo mensi efekt nez jednoduchy sucet ich samostatnych
prinosov. Vd’aka tejto vlastnosti sa kvadraticky model vyuziva v pripadoch, kde je potrebné
zohl'adnit’ vzt'ahy medzi objektmi alebo dopady ich sucasného vyskytu v rieSeni.

Vyber uvedenych variantov problému batoha bol zamerany na poskytnutie
reprezentativneho prierezu najCastejSie vyuzivanymi a v odbornej literatire casto
diskutovanymi  pristupmi, ktoré nachadzaju uplatnenie v rdznych oblastiach
optimalizacnych uloh. Tieto zdkladné formy tvoria fundamentalny ramec pre modelovanie
situdcii, v ktorych je potrebné efektivne rozhodovat’ pri obmedzenych zdrojoch, a zaroven
predstavuju vstupna branu k celému spektru pokro€ilych variantov, ktoré reaguju na
Specifika realnych rozhodovacich situdcii. Okrem klasickych variantov existuje aj Siroka
paleta rozSirenych foriem, ako st stochastické modely zohl'aditujuce neistotu vstupov ¢i
dynamické modely pracujuce s rozhodovanim v Case. Tato roznorodost’ poukazuje na
vysoku univerzalnost’ problému batoha a jeho schopnost’ prisposobit’ sa roznym kontextom,
¢im sa stal jednym z najskimanejSich a najaplikovanejSich modelov v oblasti

kombinatorickej optimalizacie.
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1.2 Vypoctova zlozZitost’ problému batoha a algoritmy jeho rieSenia

Teodria vypoctovej zlozitosti sa zaobera skimanim naro¢nosti rieSenia problémov z
hladiska objemu potrebnych vypoctovych prostriedkov. Neanalyzuje iba to, ¢i je dany
problém riesitelny, ale predovsetkym to, ako efektivne sa da vyriesit’ vzhl'adom na ¢asovl
a pamdtovu naroc¢nost’ pri zvac¢Sujicom sa vstupe. Za Ustredny problém teorie vypoctovej
zlozitosti sa povazuje zndmy problém P verzus NP, ktory sa zaobera vztahom medzi dvomi
triedami problémov. Trieda P zahiia tlohy, ktoré je mozné vyrieSit pomocou
deterministického algoritmu v polynomialnom Case, zatial’ ¢o trieda NP predstavuje mnozinu
problémov, pri ktorych mozno spravnost’ daného rieSenia overit' v polynomidlnom case.
Zakladnou otazkou v ramci problému P verzus NP je, ¢i existuje taky algoritmus, ktory
dokaze najst rieSenie rovnako rychlo, ako vieme overit’ jeho spravnost’.(Arora a Barak,2009)

V oblasti kombinatorickej optimalizicie patri problém batoha medzi najznamejSie
a najCastejSie skimané ulohy. Je klasickym prikladom NP-tazkého problému, ktory je
zaradeny aj medzi 21 NP-tplnych problémov podl'a Karpa, no zaroven je ¢asto povazovany
za jeden z ,lahSich® problémov tejto triedy, pretoze pre mnohé jeho varianty existuje
pseudo-polynomidlne rieSenie. To znamen4, ze ¢asova zlozitost’ rieSenia zavisi od velkosti
vstupu, a to nielen z hl'adiska poctu prvkov, ale aj od velkosti ¢iselnych hodnot, ktoré vstup

obsahuje. (Pisinger, 2004)

1.2.1 Exaktné metody

Exaktné algoritmy predstavuju triedu vypoctovych metod, ktorych cielom je najst’
optimalne rieSenie. Tieto algoritmy prehladdvaju cely priestor moZnych rieSeni
systematicky, ¢im zabezpe€uju najdenie optimalneho rieSenia. Exaktné algoritmy okrem
iného sluzia aj ako referencny radmec pri hodnoteni kvality aproximacnych a heuristickych
metod a taktiez prispievaju k hlbSiemu teoretickému porozumeniu Struktury a komplexity
rieSenych problémov. Vyznamnym obmedzenim ich praktického pouZitia vSak zostava
vypoctova narocnost’, ktord pri NP-tazkych tlohach casto narastd exponencidlne so
zvacsujucim sa vstupom. (Fiveable) Napriklad pri rieSeni klasického 0 — 1 problému batoha
pomocou metddy hrubej sily, teda prehl'addvania vSetkych moznych kombinacii rieSeného
problému je Casova zlozitost’ O(2"), ked’ze je potrebné preskiimat’ kazdii mozni podmnoZzinu
objektov. (Assi a Haraty, 2018)

Ako uz bolo spomenuté, klasicky 0 — 1 problém batoha patri medzi slabo NP-t'azké

ulohy. To znamena, Ze neexistuje algoritmus s polynomiéalnou ¢asovou zlozitost'ou, pokial
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neplati P = NP, avSak existuje pseudo-polynomidlne rieSenie. Toto rieSenie poskytuje
algoritmus dynamického programovania, ktorého teoreticky zéklad polozil Richard Bellman
uz v roku 1957. Tento algoritmus ma ¢asovu zlozitost O(nW), kde n reprezentuje pocet
objektov a W kapacitu zdroja. Ked’ze vypoctova zlozitost’ zavisi od ¢iselnej hodnoty vstupu,
a nie vylu¢ne od jeho velkosti, klasifikujeme ho ako pseudo-polynomialny algoritmus. Tento
pristup umoziuje ndjst’ optimalne rieSenie so stredne velkymi ¢iselnymi vstupmi. (Assi a
Haraty, 2018)

. »Najjednoduchsie jednorozmerné varianty problému batoha (ako napriklad
klasicky 0—1 problém batoha, problém s ciastkovym suctom, ohraniceny, neohraniceny ci
problém vymeny minci - patria medzi slabo NP-tazkeé ulohy, ¢o znamena, Ze ich mozno riesit
v pseudo-polynomialnom case pomocou dynamického programovania. Vicsina rozsireni a
v§eobecnejsich formulacii problému batoha su vsak silno NP-tazké, teda nie je mozné ich
riesit pseudo-polynomidalnym algoritmom, pokial by neplatila rovnost P = NP, ‘?

Tym sa dostavame k d’alSim exaktnym metédam na rieSenie problému batoha, ktoré
st aplikovatel'né na viacero variantov. Casto vyuzivanymi pristupmi su algoritmy vetvenia

a ohraniCenia a vetvenia a rezania. Metdda vetvenia a ohranicenia (Branch & Bound) sa

Standardne zakladd na relaxovani celoCiselného problému na linearny model. Ak je
optimalne rieSenie tohto modelu celocCiselné, je zaroven rieSenim pdvodného problému. Ak
rieSenie nie je celoCiselné, algoritmus vyberie jednu z premennych, ktora je necelociselna a
vytvori z nej dva nové podproblémy (vetvenie) v jednom sa tadto premennd nastavi tak, aby
bola mensia alebo rovna najbliz§iemu mensiemu celému ¢islu, v druhom naopak vicsia
alebo rovna najbliz§iemu vacsiemu celému €islu (ohranicenie). Tymto sposobom sa zmensi
priestor moZnych rieSeni, ale zaroven sa zachovaju vSetky potencidlne celoc¢iselné rieSenia.
Tento postup sa opakuje, az kym algoritmus nenajde riesenie, ktoré spiia celoGiselné
podmienky. V §tudii Eliasa Munapa z roku 2020 autor navrhuje reformulaciu tohto postupu,
ktord znizuje vypoctovi narocnost’ pridanim vhodne definovanych obmedzeni eSte pred
samotnym spustenim algoritmu. (Munapo, 2020)

Pri rieSeni komplexnejSich variantov problému batoha alebo inych kombinatorickych
optimalizacnych uloh, kde je vypoctovy priestor prili§ rozsiahly, vznikla rozSirena metdda

Vetvenie a rezanie (Branch & Cut), ktora kombinuje klasické vetvenie s vyuzitim reznych

rovin (Cutting planes), ktoré reprezentuju postupné pridavanie linedrnych obmedzeni do

2 CACCHIANI, Calentina — IORI, Manuel — LOCATELLI, Alberto — MARTELLO, Silvano. Knapsack
problems — An overview of recent advances. Part I: Single knapsack problems. In European Journal of
Operational Research, 2022, ro¢. 302, €. 1, s. 2. DOI: 10.1016/j.ejor.2022.01.041
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relaxovaného modelu. Tymto spdsobom sa efektivne zuzuje priestor prehladdvania
a vyrazne sa znizuje pocet generovanych podproblémov. (Mitchell, 2002)

Ked’ze je problém batoha formulovany ako uloha celociselného, respektive
binarneho linedrneho programovania, na jej rieSenie je mozné vyuzit aj moderné pristupy
prostrednictvom vykonnych optimalizacnych riesitel'ov, ako su napriklad CPLEX, Gurobi,
CBC, GLPK, SCIP, XPRESS, LINGO a dalsie, ktoré st ur¢ené na rieSenie zmieSanych
celoCiselnych uloh (MIP — Mixed Integer Programming). Tieto nastroje implementuji
pokrocilé algoritmy spominané vysSie a Casto kombinuju exaktné a heuristické pristupy,
vdaka ¢omu dokazu efektivne riesit aj stredne velké tlohy NP-tazkych problémov.
(Achterberg, 2007)

Exaktnym rieSenim pre frakény problém batoha, ktory predstavuje linedrnu relaxaciu
0 — 1 verzie, je pazravy algoritmus (Greedy algorithm) vychddzajuci z povahy tohto
uvol'neného problému. Umoziuje do rieSenia zaradit’ aj Casti objektov, vd’aka ¢omu mozno
dosiahnut’ optimalne rieSenie v kratkom cCase. Algoritmus triedi polozky podla pomeru
uzitku k hmotnosti a postupne ich vklada do batoha az do naplnenia jeho kapacity pri Casovej

zlozitosti O(nlogn). (Cormen et al., 2009)

1.2.2 Aproximacné metody

Napriek tomu, zZe exaktné algoritmy umoziiuji néjst’ optimalne rieSenie, ich prakticka
pouzitel'nost’ je vyrazne limitovand vypoctovou zlozitostou, najmid pri problémoch
s rozsiahlym vstupom. V redlnych podmienkach vSak nie je vZdy nevyhnutné ziskat
optimdlne rieSenie a ¢asto postacuje rieSenie, ktoré je dostatocne blizke optimdlnemu, no
vyrazne rychlejSie vypocitateI'né. Ako uvadzaji Cormen a kol. (2009), jednou z moznych
stratégii, ako sa vyrovnat s vypoctovou narocnostou NP-uplnych problémov, je prave
hl'adanie pribliznych rieSeni v polynomidlnom case. Tento pristup predstavuje zaklad
aproximacénych algoritmov, ktoré generuju pripustné rieSenia s kvantifikovate'nou
odchylkou od optimélneho rieSenia. V istom zmysle tak ,,platime* za kratSi vypoctovy cas
zniZzenim kvality rieSenia, pricom vysledkom je rieSenie, ktoré je suboptimalne, no stale
dostato¢ne kvalitné. Aproximacné algoritmy st preto mimoriadne dolezité pre pripady, ked’

exaktné metddy zlyhavaju alebo st prakticky neaplikovateI'né. (Kellerer et al., 2004)
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. Aproximacnda schéma pre optimalizacny problem je rodina aproximacnych
algoritmov, ktory ako vstup prijima nielen samotnu instanciu problému, ale aj hodnotu & >
0, pricom pre kazdé pevne zvolené ¢ ide o (1+¢) aproximacny algoritmus.

Tato skutoCnost’ znamena, ze parameter ¢ zvoleny pouzivatelom, reprezentuje
akceptovatel'ni mieru aproximacie, teda ¢im je jeho hodnota nizsia, tym blizsie je vystup k
optimalnemu rieSeniu, avSak za cenu vyssej vypoctovej narocnosti.

Historicky prvu aproximacni schému pre problém batoha predstavili Ibarra a Kim,
ktori navrhli plne polynomialnu aproximacnti schému (FPTAS). Ich praca sa stala zakladom
celej linie naslednych vyskumov, ktoré pretrvavaju dodnes. (Eberle et al., 2004) Zakladny
princip FPTAS je zaloZzeny na kombindcii viacerych technik. Najprv sa vyuzije pazravy
algoritmus, ktory poskytne odhad hodnoty optimélneho rieSenia. Tento odhad sa nésledne
pouZzije na Skalovanie Uzitkov jednotlivych objektov, ¢im sa znizi rozsah hodndt a tym aj
vypoctova naro¢nost’. Na takto upravené data sa nakoniec aplikuje algoritmus dynamického
programovania, ktoré umozni ziskat rieSenie s garantovanou maximalnou odchylkou € od
optimalneho riesenia. (Kellerer et al., 2004)

Kym klasicky variant O - 1 problému batoha umozZituje FPTAS, s ¢asovou zlozitost'ou
O(n?/e), &ize vypodtovy &as rastie polynomidlne so vstupom n a zaroveii s presnostou 1/e,
pre jeho komplexnejsi variant, viacnasobny problém batoha, nie je zndme rieSenie pomocou
FPTAS. Napriek tomu su pre tento problém zndme iné aproximacné schémy, ako napriklad
polynomiélne aproximaéné schémy (PTAS) s ¢asovou zlozitost #®. Tu f{e) reprezentuje
I'ubovol'nu rastticu funkciu zavisla od &, o pri snahe o vysoku presnost’ vedie k vyraznému
narastu vypoctového casu. VylepSenim tohto pristupu st efektivne polynomidlne
aproximaéné schémy (EPTAS), ktoré sa vyznacujii ¢asovou zloZitostou f{e) *n°?. Znamena
to, Ze narocnejsia Cast’ vypoctu zavisi len od poZadovanej presnosti ¢, zatial’ ¢o vypoctova
zlozitost’ vo vzt'ahu k vel'kosti n ostdva polynomidlna. EPTAS tak predstavuje kompromis
medzi presnost'ou a vypoctovou narocnost'ou, ked’ze umoziuje dosiahnut’ vysoku presnost’

rieSenia bez dramatického narastu vypoctového Casu. (Eberle et al., 2004)

1.2.3 Heuristické a metaheuristické metody

Niektoré komplexnejSie varianty problému batoha, najma pri velkych vstupnych
datach, nie je mozné efektivne rieSit ani pomocou aproximacnych schém. V takychto

pripadoch sa vyuzivaju heuristické metddy, ktoré sice nezarucuju najdenie optimalneho

3 CORMEN, Thomas H. — LEISERSON, Charles E. — RIVEST, Ronald L. — STEIN, Clifford. Introduction to
Algorithms. 3. vyd. Cambridge, Massachusetts : MIT Press, 2009. ISBN 978-0-262-03384-8., s. 1107

20



rieSenia a ani neumoznuju presne kvantifikovat’ jeho odchylku od optima, ich prednost’ vSak
spociva v nizkej vypoctovej naro¢nosti a rychlosti ziskania vysledku.

NajznamejS$im a najcastejSie vyuzivanym heuristickym pristupom pre rieSenie 0 — 1
problému batoha je pazravy algoritmus. ,, PaZravy algoritmus mozno oznacit ako ,,slepy “.
Vo svojej najjednoduchsej forme sa vzdy pozerd iba dopredu a neberie do uvahy minulost.
Jeho jedinym cielom je ziskat co najvdcsi aktudlny uzitok z dostupnych rieseni, bez ohladu
na to, ¢i by iné riesenia mohli priniest vicsi prospech v inom case v budiicnosti. “*

Standardny pazravy algoritmus prvykrat predstavil George Dantzig uZ v roku 1957,
pricom tento algoritmus bol povodne navrhnuty pre frakény problém batoha, kde sa
predmety mézu delit’ na mensSie Casti. Jeho podstata spoc¢iva v zoradeni predmetov podl'a
pomeru hodnoty k hmotnosti a naslednom postupnom pridavani tychto predmetov do batoha,
kym to kapacita umoziuje, s cielom maximalizovat’ celkovli hodnotu.

V ramci Studie Mishru a Perkinsa (2023) autori porovnali viaceré heuristické metddy
pre riesenie 0 — 1 problému batoha, pricom najvac¢si doraz kladli na r6zne varianty pazravych
algoritmov. Jednotlivé varianty sa odliSuju najmi tym, ako hodnotia a triedia polozky pred
ich vyberom, ¢o priamo ovplyviiuje vypoctovy €as aj kvalitu vysledného rieSenia. Okrem
klasického Standardného pazravého algoritmu, zaloZeného na pomere zisku k vahe, bol
analyzovany aj variant skorovaci pazravy algoritmus (Scored Greedy), ktory tento pomer
nahradza nelinedrnou skérovacou funkciou, ¢im sa snazi lepSie vyvazit uzitok a penalizaciu
za vahu objektov. Dal§im typom je tazky pazravy algoritmus (Heavy Greedy), ktory triedi
polozky podl’a absolutnej hodnoty Uzitku, teda preferuje ,,drahé objekty bez ohl'adu na ich
vahu. Zaujimavou varidciou je obmedzeny pazravy algoritmus (Limited Greedy), ktory v
pociato¢nych fadzach uprednostiiuje tazSie polozky a neskor prechadza na l'ahSie, zatial’ co
defenzivny pazravy algoritmus (Defensive Greedy) prioritne vybera co najlahsie polozky s
cielom naplnit’ batoh ¢o najvacsim poctom objektov.

Okrem klasickych pazravych algoritmov pozname aj tzv. opacné pazravé algoritmy,
ktoré predstavuji inverzny pristup ku konStrukcii rieSenia. Tento typ algoritmu bol po
prvykrat definovany Ilevom a Linkerom v roku 2006, kde bol oznaceny ako ,,Greedy
descent, zndmy tieZ pod ndzvom lakomy algoritmus (Stingy algorithm). Tieto algoritmy

oproti pazravému algoritmu za¢inaju s batohom plnym vSetkych objektov a postupne z neho

4 ETAWI, Namera Ali — ABUROMMAN, Fatima Thaher. 0/1 Knapsack Problem: Greedy vs. Dynamic-
Programming. In: International Journal of Advanced Engineering and Management Research. 2020, ro€. 5,
C. 2, S. 2. [cit.09. 04. 2025]. Dostupné Z:
https://www.ijaecmr.com/uploads/pdf/archivepdf/2020/IJAEMR_393.pdf
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odstranuju tie najmenej vyhodné, kym rieSenie nevyhovuje kapacitnému obmedzeniu. Tento
pristup je tak mozné vyuzit’ v pripadoch, Ze chceme eliminovat’ tie najmenej vhodné objekty.
(Mishra a Perkins, 2023)

Kym heuristické metody vyuzivaju pevne stanovené pravidla na rychle generovanie
rieSeni, metaheuristiky predstavuji ich rozsirenie v podobe stochastickych, iterativnych
algoritmov, ktoré napodobniuju prirodné procesy a pomocou inteligentnej kombinacie
stratégii a ucenia efektivne prehladavaju priestor rieSeni s cielom ndjst’ suboptimalne
rieSenia. (Basheer a Algamal, 2019) V studii ,,RieSenie 0/1 problému batoha pouZitim
metaheuristickych technik* boli analyzované Styri pristupy: simulované zihanie, iterované
lokélne prehl'addvanie, geneticky algoritmus a optimalizacia rojom cCastic. Vsetky testované
algoritmy preukazali schopnost’ generovat’ kvalitné rieSenia, o autorov viedlo k zéveru, ze
., ziskané vysledky ukazuju, Ze pouzitie metaheuristik je nepochybne vhodnym pristupom pri
rieSeni problémov s obmedzeniami, akym je aj problém batoha“® Okrem tychto
metaheuristickych metdd boli analyzované aj d’alSie algoritmy inSpirované prirodou v stadii
s nazvom ,,Nature-inspired optimization algorithms in knapsack problem: A review* od

autorov Ghalya Tawfeeq Basheer a Zakariya Yahya Algamal (2019).

> ADEYEMO, Hayatullahi — AHMED, Moataz. Solving 0/1 Knapsack Problem Using Meta-heuristic
Techniques. In: 2017 9th IEEE-GCC Conference and Exhibition (GCCCE). IEEE, 2017, s. 6. ISBN 978-1-
5386-2756-3. [cit. 09. 04. 2025]. Dostupné z: https://icecexplore.icee.org/document/8448239
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1.3 Podohospodarska platobna agentira

Podohospodarska platobnd agentira (d’alej ako PPA) bola zriadend zédkonom ¢.
473/2003 Z. z. o Pddohospodarskej platobnej agentire a svoju Cinnost’ zacala oficidlne
vykonavat' 1. janudra 2004. Slovenskd republika ju zriadila ako centralnu inStituciu
zodpovedni za administraciu  financnych prostriedkov urCenych na podporu
pol'nohospodarstva a rozvoja vidieka.

PPA je rozpoctovou organizaciou napojenou na Statny rozpocet, pricom patri do
pOsobnosti Ministerstva podohospodarstva a rozvoja vidieka Slovenskej republiky. Jej vznik
reflektoval potrebu efektivneho riadenia procesov suvisiacich s poskytovanim dotacii
financovanych z narodnych aj eurdpskych zdrojov, s cielom zabezpecit’ spravne a ucelné
prerozdelenie verejnych financii. Zohrava doleziti tlohu v celom procese implementacie
finan¢nej podpory. To zahfiia nielen poskytovanie financnych prostriedkov, ale aj dohl'ad
nad ich vyuzitim. V ramci svojej kontrolnej a monitorovacej funkcie zabezpecuje
transparentnost’ financovania, sleduje dodrziavanie legislativnych a administrativnych
poziadaviek stanovenych Eurdpskou uniou a Slovenskou republikou a dohliada na spravne
a ucelné Cerpanie finanénych dotécii. (Zakon ¢. 473/2003 Z. z.)

V sucasnosti PPA poskytuje finanéni podporu prostrednictvom viacerych
mechanizmov, medzi ktoré patria priame podpory, organizadcia trhu, Stditna pomoc a
projektové podpory.

Priame podpory predstavuju jeden z nastrojov Spolo¢nej pol'nohospodarskej politiky
Eurdpskej tnie, ktorého cielom je zabezpecit stabilitu prijmov pol'nohospodérov, podporit’
pol'nohospodarsku produkciu, udrzatel'né hospodarenie s pddou, rozvoj vidieckych oblasti a
genera¢nll obmenu v tomto sektore. Slovenski pol'nohospodari moézu o tuto formu podpory
ziadat’ kazdoro¢ne, priCom podmienky jej poskytovania st stanovené eurdpskou a
slovenskou legislativou. Su vyplacané pravidelne na zaklade stanovenych podmienok,
pricom prostriedky pochadzaji zo Statneho rozpoctu Slovenskej republiky, ale st nasledne
refundované z rozpoctu Eurdpskej tnie. To znamend, Ze Stat najprv vyplati finan¢né
prostriedky ziadatel'om a potom mu Eurdpska unia preplati ¢ast’ alebo celu sumu podla
platnych pravidiel. (PPA, Priame podpory)

Statna pomoc v oblasti pddohospodarstva je uréena podnikatel'skym subjektom
posobiacim v pol'nohospodarskej prvovyrobe, lesnom a rybnom hospodarstve
a potravinarstve. Poskytuje sa na investicie do vyroby, spracovania a marketingu

pol'nohospodarskych  produktov, kompenzaciu $kdd spdsobenych nepriaznivymi
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klimatickymi podmienkami, vyskum a vyvoj vtomto sektore ¢i ochranu kulturneho a
prirodného dedi¢stva. Podl'a § 6 zdkona ¢. 358/2015 Z. z. o Statnej pomoci mdze mat’ tato
podpora priamu alebo nepriamu formu. Priama pomoc sa realizuje prostrednictvom dotacii,
prispevkov a grantov, pricom moze zahfiat’ aj uhradu Casti tiveru alebo urokov z tveru.
Nepriame formy pomoci zahffiaju danové a poplatkové ulavy, zvyhodnené tvery, alebo aj
predaj majetku Statu za zvyhodnenych podmienok. Okrem uvedenych foriem moze byt
podpora poskytovand aj ako miniméalna pomoc, ktord sa vyznacuje niz§imi objemami
finanénej podpory a zjednodusenymi pravidlami poskytovania. (PPA, Statna pomoc)

Organizacia trhu zahfia rdézne programy a opatrenia, prostrednictvom ktorych PPA
pomaha stabilizovat’ trh s pol'nohospodarskymi produktami a podporovat’ vyrobcov. Medzi
najvyznamnejsie nastroje mozeme zahrnit’ licencie, ktoré opraviiuju drzitel'a na dovoz alebo
vyvoz uréitej komodity, takisto §kolsky program, napriklad Skolské ovocie a zelenina, ktora
podporuje distribuciu tychto produktov do $§kol. Stucastou organizacie trhu je aj verejna
intervencia, ktora zahfiia nakup, skladovanie a nasledny predaj interven¢nych zasob na
vnutornom trhu Eurdpskej tnie a takisto poskytovanie nenavratného finanéného prispevku
(d’alej ako NFP) na propagaciu pol'nohospodarskych vyrobkov, a to nielen na europskom
trhu, ale aj na trhu tretich krajin. (PPA, Organizacia trhu)

Projektové podpory, ktoré zastreSuje Podohospodarska platobna agentura su
sti¢astou Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky. Tieto podpory maji formu NFP,
ktoré st pridelované na zéklade vyhlasovanych vyziev v sulade s pravidlami tohto
programu. V sucasnosti projektové podpory, ktoré PPA naplno implementuje sa nazyva

Program rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022.
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1.4 Program rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022

Program rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022 (d’alej ako PRV SR 2014
—2022) je strategicky program financovany z Eurépskeho pol'nohospodéarskeho fondu pre
rozvoj vidieka a Statneho rozpoctu Slovenskej republiky. Zameriava sa na zvySenie
konkurencieschopnosti v oblasti pol'nohospodarstva, potravinarstva a lesného hospodarstva,
zlepsenie efektivity a udrzatelnosti hospodérenia s prirodnymi zdrojmi, prispésobovanie sa
klimatickym zmenam a podporu rovnomerného rozvoja vidieckych komunit a ekonomiky
a taktiez k zachovaniu a tvorbe pracovnych miest. Program nadvézuje na obdobie 2007 —
2013 a implementuje opatrenia v sulade so Spolocnou pol'nohospodarskou politikou
Eurdépskej tnie. (MPSR, 2023)

PPA v ramci tohto programu vyhlasuje vyzvy na NFP na podporu réznych opatreni
zameranych na rozvoj vidieka, polnohospodarstva a lesného hospodarstva. Konkrétne
opatrenia zahfnaju napriklad financovanie projektov zameranych na odborné vzdelavanie ¢i
poradenské sluzby, ako aj investicie do hmotného majetku, infrastruktury ¢i modernizécie
pol'nohospodarskych subjektov, priCom doéraz sa kladie aj na zvySovanie energetickej
efektivnosti. Sti€astou opatreni je tiez prevencia a elimindcia $kod spésobenych prirodnymi
katastrofami a ich nasledni obnovu. PPA taktieZ alokuje finan¢né prostriedky na rozvoj
podnikov v tomto sektore, ako aj na obnovu, zlepSovanie a roz§irovanie vSetkych druhov
infrastruktar. Opatrenia si zamerané aj na zlepSovanie zékladnych sluzieb pre vidiecke
oblasti, vratane volnocasovych aktivit, kultirnych a rekreanych zariadeni. Taktiez
investicie do lesného hospodarstva na zlepSenie jeho zivotaschopnosti, ako aj podpora
miestnych rozvojovych aktivit, ktoré prispievaju k trvalo udrzateI'nému rozvoju vidieckych
oblasti. (MPSR, 2023)

PPA k 31. 12. 2024 v ramci tychto oblasti PRV SR 2014 — 2022 evidovala celkovo
az 20 705 podanych Ziadosti o NFP. Celkova pozadovand suma tychto Ziadosti dosiahla
hodnotu 3 537 153 346 €. PPA tak ako implementacny organ zabezpecuje komplexny proces
poskytovania nenavratnych finanénych prispevkov v rdmci Programu rozvoja vidieka SR

2014 —2022. (PPA, Sumaérne prehl'ady)

1.4.1 Proces vyberu projektov na realizaciu

VysSie spominany proces pozostdva z niekolkych krokov. V prvom kroku PPA
zverejiiuje vyzvy na podavanie ziadosti o projektovi podporu, pricom presne definuje na

akt oblast’ apodoblast sa vztahuje, podmienky opravnenosti Zziadatel'ov, hodnotiace
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kritéria, objem planovanej alokacie finan¢nych prostriedkov a terminy na predkladanie
ziadosti o NFP.

Po vyhléseni vyzvy moézu opravneni ziadatelia predkladat’ ziadosti o NFP. Po
doruceni ziadosti PPA vykonava administrativnu kontrolu, pri ktorej preveruje formalnu
spravnost’ a uplnost’ podanych ziadosti, ich sulad s podmienkami opravnenosti a hodnoti, ¢i
je projekt finan¢ne a technicky realizovatelny.

Nasleduje odborné hodnotenie ziadosti, pricom ziadosti s ndahodne pridel'ované
hodnotitelom, pre zachovanie objektivity hodnotenia. Ziadosti si posudzované na zéklade
bodovacich kritérii, ktoré st zverejnené pre kazdu projektova vyzvu individualne priamo
v podmienkach vyzvy. Kazd¢ kritérium ma stanoveny maximalny pocet bodov. Kritéria su
navrhované tak, aby Co najlepSie odrézali ciele podporovanych oblasti a podoblasti
uvedenych vysSie. Bodové hodnotenie sa zameriava na konkrétne ukazovatele, ktoré
zabezpecuju, ze projekty prispievaju k spravnemu a efektivnemu vyuzitiu v ramci
prislusného podopatrenia. To znamend, Zze projekty s najvys$§im bodovym hodnotenim
najlepsie reflektuju efektivne vyuzitie finanénych prostriedkov v rdmci danej podoblasti a
zarovenl maju najvyssiu pravdepodobnost’ na ziskanie financnej podpory.

Na zaklade vysledkov bodového hodnotenia Ziadosti sa zostavuje poradovnik
uspesnych ziadatel'ov, priCom projekty su zoradené zostupne podl'a dosiahnutého bodového
hodnotenia. PPA nasledne schval'uje projekty v poradi od najvysSie hodnoteného, pricom
vyska ziadanej finan¢nej podpory neovplyviiuje poradie vyberu. Tento proces pokracuje az
do vycerpania alokovanych finan¢nych prostriedkov urcenych pre dana vyzvu. Takyto
sposob vyberu projektov zodpoveda moznému sposobu aplikacie pazravého algoritmu.

Po schvaleni projektov PPA uzatvéra s GspeSnymi ziadateI'mi zmluvy o poskytnuti
NFP. Nasledne prijemcovia realizuju projekty v stlade so schvalenym harmonogramom
arozpoCtom. PPA vykonava priebezni administrativnu aj fyzicka kontrolu opravnenosti
vydavkov, priCom financovanie sa uskutoc¢iiuje na zaklade preukéazatelne vynaloZenych
nakladov, ktoré su v sulade s podmienkami vyzvy a st nevyhnutné na realizaciu projektu.

V zmluve je individudlne Specifikovany pocet ziadosti o platbu, ktoré moze ziadatel
predlozit’. Po ukon€eni projektu, ¢im sa rozumie podanie poslednej ziadosti o platbu, PPA
sleduje jeho prinos a efektivitu, ktord nezahfiia iba hospodarnost’ a ucelnost’ vyuzitia
verejnych zdrojov, ale aj Sirsi spolocensky dopad. Najmai to, ako projekt prispel k rozvoju
vidieckych oblasti, zvySeniu zamestnanosti, podpore udrzatelného rozvoja, zlepSenia
infrastruktury a kvality Zivota na vidieku alebo prispel k ochrane sprdvnemu vyuZitiu

prirodnych zdrojov. Vysledky st nasledne zahrnuté do hodnotiacich sprav. (MPSR, 2023)
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2 Ciel prace

Cielom zaverecnej prace je predstavit alternativny sposob alokacie financnych
prostriedkov z verejnych zdrojov zalozeny na vyuZiti optimalizaénych metod. Efektivne
aspravne vyuzitie verejnych zdrojov je dolezit¢ najmid z dovodu zabezpecCenia ich
maximalneho prinosu pre spolo¢nost’ a ekonomiku. Ked’Zze verejné zdroje su disponibilné
v obmedzenom mnozstve aich alokacia zahfiia vyber z viacerych alternativ, bude tento
problém modelovany ako problém batoha.

Predmetom nasho skimania budua ziadosti o nenavratné finan¢né prispevky Vv ramci
projektovej podpory Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022, ktoru ako
implementacny organ spravuje Podohospodarska platobna agenttra. Praca sa zameriava na
porovnanie troch pristupov k rieSeniu viacndsobného 0—1 problému batoha, konkrétne
heuristickej metddy reprezentovanej pazravym algoritmom, algoritmom dynamického
programovania a modelu zalozeného na binarnom celoé¢iselnom linearnom programovani. V
tejto suvislosti budeme analyzovat optimalnost’ ich rieSenia, vypoctovu naro¢nost a
prakticku aplikovatel'nost’.

Na zaklade vysledkov porovnania vyberieme najvhodnej§i model, ktory
implementujeme na realny subor projektovych ziadosti z vybranych vyziev a navrhneme
vlastny model spédtného vyberu Ziadosti. Ten ndsledne porovname so si¢asnym spdsobom
prerozdelovania verejnych zdrojov s cielom preukéazat’ prinos optimalizaéného pristupu pri
rozhodovani o verejnych zdrojoch. Praca tak moze poskytnit novy koncept vyberu
projektov na realizdciu a zaroveil moéze sluzit' ako metodicky zéklad pre nastavenie
aloka¢nych mechanizmov v pripravovanom programovom obdobi.

Hlavnym cielom zavere¢nej prace je teda néavrh rieSenia, ktor¢ umozni
maximalizovat’ celkovy spolocensky a ekonomicky prinos z rozpoctu Programu rozvoja
vidieka Slovenskej republiky 2014 - 2022 tak, aby verejné zdroje boli vyuzité efektivne a

mali ¢o najvacsi dopad na strategické ciele tohto programu.
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3  Metodika prace a metody skumania

Pri rozhodovani o rozdeleni verejnych zdrojov vramci projektovych podpor
Programu rozvoja vidieka 2014-2022 celime kombinatorickému optimalizaénému
problému, v ktorom je potrebné ndjst’ optimalnu kombinéciu projektov tak, aby nebol
prekroCeny dostupny rozpocCet azaroven bol maximalizovany ich spolocensky
a ekonomicky prinos.

Kazdti ziadost’ o nendvratny financny prispevok tak mozno prirovnat’ k predmetu
s uritou ,.hmotnostou®, ktoru predstavuje pozadovand vyska finanénych prostriedkov a
»hodnotu®, ktort1 vyjadruje jeho bodové hodnotenie. Obmedzenie rozpoc¢tu v nasom pripade
reprezentuju projektové vyzvy, ktoré mozeme prirovnat’ k maximalnej kapacite batoha,
pricom cielom je vybrat' takii kombinaciu projektov, aby bol celkovy bodovy zisk ¢o
najvyssi bez prekrocenia dostupnych finanénych zdrojov.

Pri vybere vhodnych metdd sme vychéadzali z klI'a¢ového predpokladu, ze jednotlivé
projekty nie je mozné financovat’ ¢iasto¢ne, ¢o znamena, ze rozhodovaci proces je striktne
bindrny. Projekt je bud’ schvaleny na financovanie v plnej vyske, alebo zamietnuty. Tento
faktor jednoznaéne definuje problém ako 0 — 1 problém batoha. Pri aplikécii tohto pristupu
na realne podmienky sa dostavame k viacnasobnému problému batoha, ked’Ze financovanie
projektov prebieha v rdmci viacerych samostatnych rozpoctov, ktoré definuju vyhlasované
vyzvy. Kazda vyhlasena vyzva bude tak v nasich modeloch predstavovat’ samostatny batoh,
pri¢om jeho kapacita je dand maximalnou vyskou alokovanych finanénych prostriedkov pre
dant vyzvu. Tato situicia si vyZaduje efektivnu alokdciu zdrojov naprie¢ viacerymi

rozpoctovymi obmedzeniami. VSeobecne mdézeme tento problém zapisat’ nasledovne:

n m

i=1j=1

za podmienok:

n

z cixl-j < VV]', V] € {1, ,m}
i=1

m
inj < 1, ViE{l,...,n}
j=1

xl-j € {0,1}, Vl,]
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kde:
e x;; € {0,1} predstavuje binarnu premenn(, ktora nadobuda hodnotu 1, ak projekt i je
priradeny rozpoctu j, inak 0;
e v; predstavuje bodové hodnotenie projektu i;
* ¢; je pozadovana vyska financovania projektu i,
e W; je maximalna kapacita rozpoctu j;
e 1 je pocet projektov;
e m je pocet rozpoctov, respektive vyziev.
Na rieSenie problému batoha sme vyuzili tri odlisné pristupy. Kazdy z vybranych
algoritmov ma svoje vyhody a obmedzenia, ktoré ovplyviuju ich efektivitu pre rieSenie

tohto problému.

Pazravy algoritmus

Za prvy vybrany algoritmus sme zvolili pazravy algoritmus, ked'ze predstavuje
najjednoduchsi a vypoctovo nendrocny pristup k rieSeniu problému batoha. Vd’aka svoje;j
jednoduchej Struktare a rychlej implementécii je vhodny pri spracovani velkého mnozstva
Ziadosti o projektovi podporu.

V ramci naSej analyzy sme zvolili pristup zaloZeny na maximalizacii bodového
hodnotenia na jednotku dostupného rozpoctu. Ak su projekty vyberané vylu¢ne na zéklade
absolutneho bodového hodnotenia, ¢o mozno interpretovat’ ako znak ich individudlneho
vysokého prinosu, moZe nastat’ situacia, v ktorej niekol’ko velkych projektov vycerpa
dostupny rozpocet. Preto k tomuto problému pristupujeme globalne, ¢o odzrkadl'uje
skuto¢nost’, Ze naSim cielom je maximalizovat' celkovy prinos rozdelenych finanénych
prostriedkov. To znamen4, Ze pri vybere uprednostitujeme projekty, ktoré poskytuji najlepsi
pomer ziskanych bodov k poZzadovanému financovaniu na projekt. Takto si teda vypocitame

relativnu efektivnost’ e; pre kazdy projekt:
Vi
e; = —
l Ci
kde:
e v; je bodové hodnotenie projektu i;

e (; je pozadovana vyska financovania projektu i.
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Na zéklade vypocitanej relativnej efektivnosti e; zoradime projekty v ramci kazdej
vyzvy j € {1,...,m} s rozpo¢tom W; zostupne. To mdZeme matematicky vyjadrit’ ako:
e Z €) = Z €(n))

Nasledne iterativne vyberame projekty, ktoré sa zmestia do disponibilného zostatku

ZCp+CiSVVj

PES;

rozpoctu:

kde:
e §; predstavuje mnozinu projektov, ktoré boli do vyzvy j vybrané;
e p predstavuje id projektu.
Zaradenie projektu potom zapiSeme pomocou binarnej premenne;j:

oo = { 1; akje projekt i priradeny vyzve j
Y| 0; ak nie

Ciel'om tohto pristupu je maximalizovat’ pocet bodov vybranych projektov v ramci

m
max z Uixij

n
i=1j=1

kazdej vyzvy.

Hoci tento algoritmus nezarucuje najdenie globalne optimalneho rieSenia, vd’aka
svojej vypoctovej nenarocnosti a rychlosti predstavuje efektivnu heuristickit metodu vhodnti
najmd pri velkom pocte Ziadosti. Na aplikdciu chamtivého algoritmu sme vyuZili

programovaci jazyk Python.

Dynamické programovanie

Ako druhy pristup kalokacii verejnych zdrojov sme vybrali dynamické
programovanie, ktoré sa ¢asto vyuziva pri rieSeni problémov s postupnou rozhodovacou
Struktirou. Tento algoritmus je vhodny na rieSenie sekvencnych optimaliza¢nych tloh, kde
vystup pre dany krok zavisi od predchadzajucich vypoctov. Tuto skutocnost’ by sme tak
mohli v d’alSej Casti aplikovat’ na spétny vyber Ziadosti v pripade nevycerpania celého
objemu rozpoctu vyzvy. Vzhl'adom na to, Ze algoritmus dynamického programovania pre 0—
1 problém batoha bol podrobne popisany v publikacii ,,MIT 6.006 Introduction to
Algorithms *“ (MIT, 2011), vyuzili sme tuto metodologiu ako vychodiskovy rdmec a ndsledne

ju prispdsobili na rieSenie naSho problému.
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Ako bolo uvedené vyssie, rieSime viacndsobny problém batoha, kde ma kazdé vyzva
j € {1,...,m} srozpoctom W;, pridelend samostatni mnozinu projektov, ktord moze byt
financovana. Na rozdiel od heuristického pristupu vSak dynamické programovanie skima
vSetky mozné kombinacie vyberu projektov, ¢im zabezpecuje globalne optimalne rieSenie.

Pre kazda vyzvu preto rieSime samostatny 0 — 1 problém batoha, pricom pre kazda
vyzvu vytvarame nezavisli tabulku dynamického programovania, ktord umoznuje najst’
optimalny vyber projektov v ramci disponibilného rozpoctu.

Dynamické programovanie v klasickej forme vyplita dvojrozmernu tabul’ku, ktorej
vel'kost’ determinuje pocet riadkov (n+1) * (W+1), kde:

e n predstavuje pocet ziadosti, respektive projektov;
e JVje celkovy dostupny rozpocet.

Pripocitanie jedného indexu v oboch smeroch slizi na zahrnutie takzvaného
vychodiskového stavu, ked’ eSte nezvazujeme ziaden projekt (riadok s indexom 0) a zaroveini
nemame k dispozicii ziadny rozpodet (stipec s indexom 0). Tieto po&iatoéné hodnoty tvoria
zéklad pre budovanie rieSenia — tabul’ka sa nasledne vypiia smerom od pripadu ,,ziadny
projekt, ziadny rozpocet™ az po pripad, ked’ uvazujeme vsetky projekty pri maximdlnom
rozpocte. Kazdy riadok tak reprezentuje rozhodovanie o tom, ¢i projekt zaradit’ alebo nie, a
kazdy stipec zodpoveda uréitej Girovni disponibilného rozpoétu w.

Kazda bunka tejto dp[i][w] uchovdva maximalny mozny pocet bodov prvych
i projektov pri rozpocte w, teda pri medzistave rozpoctu konkrétnej vyzvy W. Hodnoty
v tabul’ke sa vypliaju iterativne, pre kazdy projekt sa rozhodujeme, &i ho zaradime do
vyberu, alebo nie. Toto rozhodnutie zavisi od toho, ¢i mame dostatok rozpoctu na jeho
zaradenie a ak ano, €i jeho zahrnutie prinesie lepsi vysledok nez jeho vynechanie. Teda
porovnavame dve moznosti:

1. projekt nezaradime a zachovame rovnaky pocet bodov ako v predchéddzajucom riadku pri
rovnakej hodnote rozpoctu w,
2. projekt zaradime a pripocitame jeho body k rieSeniu z predosi¢ého riadka znizené¢ho
o pozadovanu vysku finan¢nych prostriedkov pri rovnakej hodnote rozpoctu w.
Toto rozhodovanie tak mo6Zzeme matematicky vyjadrit’

. dp[l - 1] [W], ak Ci—1 > W,
dpli]{w] { max(dp[i — 1][w],dp[i — 1][w — ¢;—1] + Vi, akc;_; < w.
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Po naplneni tabulky dynamického programovania sa optimalne rieSenie nachadza
v bunke dp[#][W]. Tato hodnota reprezentuje maximalny pocet bodov, ktory je mozné ziskat’
vyberom z n projektov pri celkovom rozpocte W;. Na identifikaciu konkrétnych projektov,
ktorych kombinécia tvori optiméalne rieSenie je potrebné vykonat’ spitny prechod tabulkou,
pricom za¢iname v bunke dp[n][W] a postupne prechadzame az k bunke ,,ziadny projekt,
ziadny rozpocet®, priCom kontrolujeme, ktoré projekty boli vybrané. Ak pre niektory projekt
i plati:

dp[i][w] # dp[i—1][w]
znamena to, ze vyber projektu i -1 je sucastou optimalneho rieSenia. V takom pripade sa
znizi medzirozpocet w o pozadovanu vysku financovania tohto projektu:
W=W-—Cii

Tento proces pokracuje az kym nedosiahneme zaciatok tabul’ky, ¢im ziskame finalny
vyber projektov.

Na prakticki implementaciu tohto algoritmu sme rovnako ako pri predoSlom

algoritme vyuzili programovaci jazyk Python.

Binarne celodiselné linearne programovanie

Tretim pristupom k alokacii verejnych zdrojov je nami zvolené binarne celociselné
linedrne programovanie, ked’Ze ako sme spominali vysSie, rieSime 0 — 1 problém batoha.
Takto ziskané rieSenie nam rovnako, ako pri dynamickom programovani garantuje globalne
optimalne rieSenie. Vyhodou tohto pristupu vSak je, Ze pri pouziti dostupnych
optimalizacnych nastrojov je jeho implementacia ¢asto jednoduchsia a flexibilnejSia, najma
ak problém obsahuje viacero obmedzeni alebo viacsi pocet vstupnych premennych.
V porovnani s pazravym algoritmom, ktory je schopny najst’ len suboptimalne rieSenie,
poskytuje tento pristup globalne optimalne rieSenie.

Na rieSenie tohto typu problému sme vyuzili kniZznicu PuLP v programovacom
jazyku Python. Na rozdiel od kniZnice scipy.optimize, ktord sa rovnako vyuziva pri
matematickej optimalizacii, kniznica PuLP umoZiiuje priame nastroje na pracu s binarnymi
a celo¢iselnymi premennymi. Kniznica PulLP umoznuje taktiez priame definovanie
maximaliza¢nej funkcie, zatial’ Co scipy.optimize len minimalizacne;j.

KniZnica PuLP podporuje Siroké spektrum rieSitelov (solverov), ktoré je mozné
vyuzit’ pri rieSeni uloh linedrneho a celoCiselného programovania. V ramci nasej prace sme

okrem predvolené¢ho volne dostupného riesitela CBC vyuzili aj dva vykonné komercné
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rieSitele CPLEX a Gurobi, ktoré sa vyznacuji vysokou vypoctovou efektivitou

a spol’ahlivost’'ou.

CBC (Coin-or Branch and Cut)

CBC je vol'ne dostupny riesitel’ zmiesanych celoCiselnych linearnych uloh, ktory bol
vyvinuty v ramci projektu COIN-OR (Computational Infrastructure for Operations
Research). Na jeho vyvoji sa podiel’ali dvaja vyvojari z vyskumného oddelenia spolo¢nosti
IBM.

CBC je dostupny vo forme samostatnej spustitelnej aplikacie, ale prostrednictvom
rozhrani je mozné jeho vyuzitie aj v inych programovacich jazykoch. Tento rieSitel’ vyuziva
branch-and-cut algoritmus, ktory predstavuje kombinaciu dvoch zdkladnych metod
pouzivanych pri rieSeni zmieSanych celociselnych uloh. Prvou metdédou je metdda vetvenia
a orezavania, ktora najskor riesi problém ako klasickt linearnu tlohu, teda bez celoCiselnych
obmedzeni. Ak rieSenie obsahuje premenné s neceloCiselnymi hodnotami, napriklad
rozhodovacia premenna pre projekt ma hodnotu 0,6, vyberie sa takato premennd a na
zaklade nej sa uloha rozvetvi na dve nové supravenymi obmedzeniami. V jednej sa
premennd zaokruhli smerom nadol, v druhej smerom nahor. Tymto sposobom sa vytvara
rozhodovaci strom, ktory sa prehl'addva az kym sa nendjde rieSenie, v ktorom vSetky
premenné nadobtdaju celociselné hodnoty. Teda ¢i projekt bude financovany (1) alebo nie
(0). Tento proces zaroven orezava tie vety rozhodovacieho stromu, ktoré nemozu viest
k lepSiemu rieSeniu aké uz bolo ndjdené. Suicasne sa pocas rieSenia do modelu pridavaju
dodatocné linearne obmedzenia, takzvané rezné roviny, ktoré pomahaju eliminovat
nerieSitel'né Casti v rieSenom priestore, ¢o predstavuje druht metddu. (Forrest a Lougee-

Heimer, 2005)
CPLEX

CPLEX je vykonny riesitel’, ktorého nazov vznikol ako kombinacia jazyka C
a simplexovej metody (C+PLEX). V stcasnosti je sucastou produktu od spolo¢nosti IBM
ILOG CPLEX Optimalization Studio. V ramci naSej prace sme zaobstarali Studentsku
licenciu, ked’Ze tento rieSitel’ nie je vol'ne dostupny ako napriklad CBC. Za zaklad tohto
rieSitela by sme mohli pokojne oznalit aj CBC, ktoré CPLEX rozSiruje o d’alSie
optimalizacné nastroje, ¢im zvySuje vypoctovu efektivitu a spolahlivost’ pri rieSeni
rozsiahlych tloh. Okrem vysSie spominanych metéd CPLEX disponuje metodami, ktoré

slizia na predspracovanie modelu, napriklad odstrani zjavne nerealizovatelné projekty,
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ktoré by z dovodu vysokej pozadovanej sumy nemohli byt su¢ast'ou optimalneho rieSenia.
Takisto vyuziva uz v pociatocnej faze heuristiky, ktoré sice nemusia nutne najst’ optimalne
rieSenie, ale mo6zu dopomoct modelu k priblizeniu sa k nemu, napriklad rychlejSou
identifikaciou vetiev rozhodovacieho stromu. Taktiez vyuziva metédy ako dualny simplex
¢i interiérovy bodovy algoritmus. (IBM)

Vyhodou CPLEX-u je jeho adaptivnost, teda schopnost’ analyzovat' spravanie
modelu a na zaklade jeho vlastnosti v priebehu vypoctov upravovat’ r6zne metddy. Riesitel’
teda vie rozhodnut’ ¢i bude v danom momente efektivnejSie pokracovat’ v rezani vetiev alebo

aplikovat’ heuristiku.
Gurobi

Gurobi je spolu s CPLEX-om v sucasnosti jeden znajvykonnejSich rieSitel'ov
arovnako ako CPLEX ide o komerc¢ny softvér. Na Ucely naSej prace sme preto taktiez
vyuzili Studentsku licenciu, ktora nam umoznila ho aplikovat’ v programovacom jazyku
Python. Gurobi vyvija spolo¢nost’ Gurobi Optimization, LLC. Tento rieSitel' podporuje
rovnako ako CPLEX Siroké spektrum uloh.

Rozdiel medzi CPLEX a Gurobi nespoc¢iva primarne v pouzitych metédach, ked’ze
obidva vyuzivaji rovnaké zdkladné algoritmické pristupy, ale najmad v miere adaptivity
a vykonnostnom doladeni tychto technik na rdzne scenare, ktoré sa pocas vypoctov
vyskytna. Podl'a vysledkov porovnavacich Studii je tento rieSitel' oznacovany ako jeden
z najrychlejSich a najefektivnejSich nastrojov na trhu a prave preto sme sa ho rozhodli

zahrnut’ do naSej analyzy. (Gurobi, 2019)
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Model so spiatnvm vvberom projektov

Jednym z hlavnych cielov tejto prace je poskytnut’ uceleny pohl'ad na to, ako by
mohla vyzerat' systematickd optimalizacia alokécie verejnych zdrojov v rdmci celého
programového obdobia Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky. V reédlnych
podmienkach sa vyzvy na nendvratny financny prispevok vyhlasuji postupne v réznom case
a disponuju samostatnymi rozpoc¢tami, ktoré sa nie vzdy vycerpaju v plnej miere.

Z tohto dévodu sme sa rozhodli rozsirit’ zakladny model o mechanizmus spatného
vyberu projektov, ktory simuluje moznost’ dodato¢ného vyuzitia nealokovanych finan¢nych
prostriedkov  z predchddzajucich vyziev, ktory reflektuje redlne podmienky
Pdodohospodarskej platobnej agentury. V tomto pristupe sme aplikovali najefektivnejsi z
testovanych modelov, pricom sme do optimalizicie opdtovne zaradili projekty, ktoré neboli
financované v pdvodnej vyzve a to len z dovodu obmedzeného rozpoctu, nie vSak z ddvodu
nedostatocného bodového hodnotenia jednotlivych projektov.

Tento rozsireny model tak mézeme nazvat dvojfizovym 0 — 1 viacndsobnym

problémom batoha. V prvej fdze sa vramci kazdej vyzvy vykond vyber optimalnej

kombinécie projektov na zdklade dostupného rozpoctu pre dant vyzvu:

nj

maxz UL']' xl-]-

i=1
za podmienok:

nj

Zcixij SVVJ

i=1
m
inj < 1, Vi E{l,...,n}
j=1

x;j €{0,1}, Vi,j

kde:

e x;; € {0,1} predstavuje bindrnu premennu, ktord nadobuda hodnotu 1, ak projekt i je
priradeny rozpoctu vyzvy j, inak 0;

e v;; predstavuje bodove hodnotenie projektu i vo vyzve j;

e (; je pozadovana vyska financovania projektu i;

e W, je maximalny rozpoCet vyzvy

e 7, je pocet projektov vo vyzve j;

e m je pocet rozpoctov, respektive vyziev.
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Projekty, ktoré neboli zahrnuté do optimalneho rieSenia pre jednotlivé vyzvy j
z dovodu nedostato¢ného rozpoctu, ¢ize ich rozhodovacia premenna x*; = 0, sa ukladaju do
mnoziny nevybranych projektov:

N; = Nj—y U {(i.)) | xj; = 0}

Zaroven sa pre kazdu vyzvu zaznamenava nevyuzita Cast’ rozpoctu po optimalizacii,

ktord sa kumulativne uklada do zostatku bude nésledne vyuzitd v druhej faze:
n;
70 = 7zG-1 4 W — z ¢ x;;
i=1

kde:
e x*;je optimdlne rieSenie pre projekt i vo vyzvej v 1. faze;
e N, predstavuje mnoZzinu nevybranych projektov po j-tej vyzve;
e 70U predstavuje nevyuzity kumulativny rozpocet po j-tej vyzve.

Po kazdej vyzve sa nasledne spusti druha faza, v ktorej sa vykona optimalizacia pre
projekty z mnoziny N; s vyuzitim aktualne dostupného nealokovaného rozpodétu Z%:

max Z vij yl]
(i,J))EN;

za podmienok:

ciyij < ZV
kde:
e y; predstavuje binarnu premennt, ktora nadobuda hodnotu 1, ak projekt 7 je dodatocne

financovany v ramci nealokovaného rozpoctu, inak 0.

Dolezité je pritom poznamenat’, ze po kazdej iteracii, teda po druhej faze kazdej

vyzvy tohto modelu, sa identifikuje mnozina dodato¢ne financovanych projektov A4;:
A= (@) EN ly;j=1)
Na jej zaklade sa nasledne aktualizuje mnozina nevybranych projektov:
Ny = N\ 4
a rozpocet:
70 = 70) — Z ¢
(i)EAj
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Obrazok ¢. 1: Diagram modelu so spdtnym vyberom projektov
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Zdroj: viastné spracovanie v softvéri draw.io
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4  Vysledky prace a diskusia

4.1 Dataset

Data, ktoré budeme vyuzivat’ sme ziskali priamo od PPA, konkrétne od Oddelenia
monitoringu projektovych podpor na zaklade oficidlnej ziadosti a komunikécie s veducou
oddelenia. V ramci tejto spoluprace nam boli poskytnuté nielen samotné data, ale aj
doplilujice vysvetlenia, ktoré ndm umoznili hlbSie pochopit’ vzajomné suvislosti medzi
jednotlivymi premennymi a pozorovaniami. Dataset obsahuje komplexné informacie o
vSetkych projektovych ziadostiach v ramci PRV 2014 — 2022 k 31. 12. 2024.

Hlavnym uc¢elom vyuzitia tohto datasetu je aplikdcia problému batoha na
optimalizaciu vyberu projektov, resp. Ziadosti s cielom efektivnej alokéacie finan¢nych
prostriedkov. Tento dataset obsahuje nasledujtiice klI'icové premenné:

e id projektu — ktoré reprezentuje unikatne identifikacné cislo projektu, ktoré bolo
z dovodu ochrany osobnych tdajov anonymizované internym Sifrovacim kI'a¢om PPA;
e vyzva — oznacenie vyzvy, v ramci ktorej bola konkrétna ziadost’ registrovana;

e  kod opatrenia a podopatrenia (KP) — Specifikécia ucelu, pre ktoru je vyzva ur€ena;

e region financovania — kategorizacia alokovanych finanénych prostriedkov podla

uzemne;j prislusnosti:

o MMR (Menej rozvinuté regiony) — reprezentuju vsetky regiony Slovenska okrem
Bratislavského kraja;

o OR (Ostatné regiony) — pre Bratislavsky kraj;

e pozadovana vyska financnych prostriedkov — suma, ktoru ziadatel’ uviedol v ziadosti;

e schvdlend vyska financnych prostriedkov — suma, ktort PPA po postudeni Ziadosti

skutocne schvalila;
e status Ziadosti — informacia o vysledku posudenia ziadosti, priCom moze nadobudat’

nasledujuce obmeny:

o schvdlena — ziadost’ bola vybrand na financovanie;

o neStandardne ukoncena — napriklad zddévodu odstipenia ziadatela alebo
nepredloZenia poslednej Ziadosti o platbu v stanovenom termine, ¢o vedie
k povinnosti vratit’ uz poskytnuté finan¢né prostriedky;

o vyradena — z dovodov, akymi su napriklad nedostatok finan¢nych prostriedkov,
nekompletnost’ ziadosti o NFP, nesplnenie podmienok vyzvy, alebo spitvzatie

ziadosti zo strany ziadatel’a;
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e  pocet ziskanych bodov — bodové hodnotenie pridelené na zdklade odborného posudenia,
¢o bolo opisané vyssie.

Okrem uvedenych premennych dataset pévodne obsahoval aj informécie o pocte
platieb a ich datumoch, ako aj o vyplatenych suméch pri neStandardne ukoncenych
projektoch, opravnenych vydavkoch a vyske financovania z vlastnych zdrojov. Vzhl'adom
na to, ze tieto premenné nie su relevantné pre optimalizaciu v rdmci naSej prace a zaroven
predpokladdme, ze vSetky ziadosti presli administrativnym a odbornym hodnotenim zo
strany PPA, ¢im bola zabezpecena ich spravnost’ a stilad s podmienkami vyzvy, nebudeme
sa d’alej zaoberat’ ich validitou, ale budeme vychadzat’ najmi zo statusu vyzvy, ktora ndm
tieto informécie poskytne uz sumarne. Rovnako pri optimalizécii vychadzame z pozadovanej
vysky finan¢nych prostriedkov, ked’ze v pripade vyradenych ziadosti nie je zname, akt sumu
by PPA mohla konkrétnej ziadosti potencialne pridelit’. Z tohto dovodu boli vyssie uvedené
premenné z d’alSieho spracovania vylucené.

TaktieZz sme z datasetu odstrdnili pozorovania tykajiice sa Bratislavského regionu
(OR), ked’ze ich zahrnutie by viedlo k zdvojnasobeniu vysledkov optimalizacie. Cielom
tejto prace totizto nie je vytvorit komplexné rieSenie pre celé programové obdobie, ale
predovsetkym predstavit’ alternativny pristup k uz existujicemu spdsobu vyberu projektov,
ktory umozni efektivnu alokaciu dostupnych finanénych prostriedkov. Rovnako sme tak
odstranili pozorovania tykajice sa Ziadosti, ktoré boli vyradené z inych dovodov ako je
nedostatok finanénych prostriedkov a to z toho hl'adiska, Ze pokial’ bol iny dévod vyradenia
Ziadosti, t4 nasledne nie je relevantnd pre naSu optimalizaciu. Z analyzy boli vylucené aj
vyzvy a im prislichajice ziadosti, ktoré k 31. 12. 2024 neboli uzavreté, pretoze Ziadostiam
chybali udaje o bodovom hodnoteni alebo ich kone¢nom statuse. Bez tychto informdcii nie
je mozné overit’ splnenie podmienok vyzvy, a ich zahrnutie by mohlo sposobit’ skreslenie
vysledkov. Rovnako niektoré vyzvy urcovali okrem oblasti a podoblasti aj konkrétny ucel
vyuzitia, avSak tieto udaje neboli sti¢ast'ou poskytnutého datasetu a preto sme sa rozhodli
riesit’ problém sumarne pre vSetky ucely v ramci vyzvy.

Touto Gpravou sme ziskali celkovo 9 834 ziadosti o NFP v celkovej vyske 2 039 869
739,62 €, pricom tieto Ziadosti spadali pod 44 réznych vyziev a 23 podoblasti. Okrem
ziadosti, ktoré boli ur¢ené pre vyhlasené vyzvy v ramci tohto programového obdobia sme
evidovali aj 228 ziadosti, ktoré pochddzaji z predchédzajuceho programového obdobia,

avsak boli financované z prostriedkov PRV 2014 — 2022.

39



Tabul’ka €. 1: Reprezentativne projektové ziadosti o NFPv PRV 2014-2022 k 31. 12. 2024

Pozadovana vyska Ak
ID Datum , finanéného Status [Schvaleny , | Dosiahnuty
. . Vyzva KP | MRR p ve . , vyradeny -
Projektu | prijatia prispevku z Ziadosti |prispevok dévod pocet bodov
verejnych zdrojov
PROJ-13134| 29.7.2015 | 4/PRV/2015 | 19.1 A 8 899,99 € s 8 899,99 € 100.00
PROJ-07473| 21.9.2015 | 7/PRV/2015 | 6.4 A 456 482,40 € v nedostatok fin.
prostriedkov 84,00
PROJ-00033| 14.9.2015 | 6/PRV/2015 | 4.1 A 59 880,00 € v nedostatok fin.
prostriedkov 94,00]
PROJ-14892 | 21.12.2021 | 43/PRV/2019 | 1.1 A 50 560,00 € s 48 096,45 € 73.00
PROJ-16211| 14.9.2015 | 6/PRV/2015 | 4.1 A 71 769,20 € s 71 769,20 € 98.00
PROJ-13559| 13.9.2019 | 40/PRV/2019 | 8.6 A 200 000,00 € n 200 000,00 € 81.00

Zdroj: PPA, Oddelenie monitoringu projektovych podpor

Aby sme zabezpecili prehladnost’ a CitateI'nost’ reprezentacie tohto datasetu
a priblizili jeho Struktiru, vybrali sme kI'acové ukazovatele, ktoré najlepsie vystihuji jeho
podstatu. ,,Status ziadosti® ndm hovori o schvélenych (s), vyradenych ( v) a neStandardne
ukon&enych Ziadostiach (n). V stipci ,,Schvdleny prispevok je hodnota uvedend iba pri
ziadostiach, ktoré boli schvalené a neStandardne ukoncené, Co znamend, Ze projekt bol
vybrany na financovanie. Tieto informacie neskor vyuzijeme pri porovnani vysledkov.
Okrem datasetu projektovych ziadosti sme zostavili aj doplnkovy dataset, ktory

obsahuje informacie o jednotlivych projektovych vyzvach, a to najma o vySke alokovanych

finan¢nych prostriedkov na NFP, ktoré s zverejiované na webovej stranke PPA.

Tabulka &. 2: Reprezentativne vyzvy v ramci PRV 2014 - 2022

Vizva Vyhléls)jr:?an:, - Détul;ly liif;vretia Opatrenie Vyska ﬁnanéll\l/lch{léprostriedkov
1/PRV/2015 18.05.2015 23.10.2015 4.3 29 500 000,00 €
2/PRV/2015 18.05.2015 16.10.2015 8.3 51 000 000,00 €
3/PRV/2015 22.05.2015 18.09.2015 8.4 19 300 000,00 €
4/PRV/2015 22.05.2015 28.07.2015 19.1 1 455 000,00 €
5/PRV/2015 28.05.2015 15.10.2015 4.3 40 000 000,00 €
6/PRV/2015 12.06.2015 30.10.2015 4.1 144 380 000,00 €

Zdroj: PPA, https://www.apa.sk/indikativny-harmonogram-vyziev

Niektoré vyzvy boli v priebehu programového obdobia aktualizované, pricom na
zostavenie tohto datasetu sme vychadzali z ich najnovSich aktualizicii. Zmeny sa tykali
predovietkym predizenim lehoty na podavanie Ziadosti a Gpravy vysky alokovanych
finan¢nych prostriedkov. K tymto zmenam doslo v dosledku nizSieho zdujmu zo strany
ziadatel'ov a pomalSej implementacie niektorych podopatreni a prave z tohto dovodu boli
uvolnené finan¢né prostriedky presmerované do inych podopatreni. (PPA, Indikativny

harmonogram vyziev)
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4.2 Porovnanie vybranych metod

Porovnanie vybranych algoritmov sme realizovali na podklade udajov prvych
Siestich vyziev PRV 2014 — 2022. Vyber prave prvych Siestich vyziev bol motivovany
snahou o zachovanie Casovej postupnosti a zaroven skutonostou, ze vyzva 6/PRV/2015
zahtnala az 1 156 ziadosti o NFP, ¢o poskytuje dostatocne vel'ky rozsah pozorovani pre
objektivne porovnanie metod. Tak vysoky pocet pozorovani zaroven umoziuje posudit’
spravanie algoritmov pri rozsiahlejSich datasetoch a overit' ich presnost’ a robustnost’ v
roznych podmienkach.

Pre kazdu z vybranych metdd boli sledované klI'icové kritéria ako celkovy bodovy
zisk vybranych projektov v rameci jednotlivych vyziev, poCet vybranych projektov z kazdej
vyzvy, podiel alokovaného rozpoctu na celkovom rozpocte a takisto Cas potrebny na
vyrieSenie optimaliza¢nej Ulohy pre vSetky sledované vyzvy. Na ucely porovnania
vypoctovej efektivity sme vyuzili kniznicu time, ktord umoziiuje zaznamendvat’ trvanie
vypoctového procesu.

V ramci tejto podkapitoly budu predstavené len kIi€ové Casti implementovanych
algoritmov, ktoré vystihuju ich logiku a princip fungovania. Kompletné zdrojové kody su z

dovodu prehl'adnosti a rozsahu prace uvedené v prilohéach.

4.2.1 Pazravy algoritmus

Hlavna cast’ kodu predstavuje cyklus, ktory postupne iteruje cez vsetky vyzvy.
V prvom kroku vyfiltruje iba ziadosti pre aktualnu vyzvu, teda pre jeden batoh. Tymto
krokom zabezpecime, Ze algoritmus nebude vyberat' Ziadosti uréené pre inll projektovi
vyzvu. Nasledne sa z tabul'ky vyziev nacita prideleny rozpocet pre aktualnu vyzvu, ktory
sluzi ako kapacita batoha.

V d’alSom kroku kvantifikuje relativnu efektivitu jednotlivych ziadosti. Projekty sa
nasledne zoradia zostupne podl'a vypocitanej relativnej efektivity, aby sa zabezpecilo, Ze
priorita vyberu projektov bude podmienend vys$Sim prinosom na jednotku alokovanych
finanénych prostriedkov. Nasledne algoritmus iteruje cez zoradeny zoznam od
najefektivnejSich projektov a postupne ich priddva do zoznamu financovanych projektov,
pri¢om sleduje aby celkova suma uz vybranych Ziadosti neprekrocila disponibilny rozpocet
pre dant vyzvu. Pri kazdom schvdlenom projekte sa alokované finan¢né prostriedky

priebezne aktualizuja, ¢im sa zabezpeci, ze financovanie neprekroc¢i stanoveny rozpocet.
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Obrazok ¢. 2: Hlavna cast skriptu Pazravého algoritmu

summary_data = []
vyzva_results = {}
start_time = time.time()

for vyzva in vyzvy list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva,"vyska financnych prostriedkov MRR"].values[@]
projekty["Pomer bodov k €"] = projekty["Dosiahnuty pocet bodov"] / projekty[

"Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]

projekty = projekty.sort_values(by="Pomer bodov k €", ascending=False)

vybrane = []
suma = @

for _, p in projekty.iterrows():

if suma + p["Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov(v EUR)"]<=rozpocet:
vybrane.append(p["ID Projektu"])
suma += p["Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python

V tabulke nizSie moézeme vidiet vysledky optimalizacie aplikdciou Pazravého
algoritmu. Ako je z vystupov zrejmé, v ziadnom z pripadov nedosSlo k prekroceniu
stanoveného rozpoctu, ¢o potvrdzuje spravnu funkcnost algoritmu. Zaroven mozZno
pozorovat’, ze dostupné rozpocty boli vo vdcsine pripadov takmer Uplne vyuzité, pricom

objem nealokovanych prostriedkov zostava minimalny.

Tabulka €. 3: Vysledky Pazravého algoritmu

Vyzva Maximalny rozpocet Pouzity rozpodet Nealokované Ziskané
(EUR) (EUR) prostriedky (EUR) body
1/PRV/2015 29 500 000,00 29 476 100,98 23 899,02 6 948,00
2/PRV/2015 51 000 000,00 40 949 621,59 10 050 378,41 574728
3/PRV/2015 19 300 000,00 19212 370,66 87 629,34 7 328,19
4/PRV/2015 1 455 000,00 1153 751,10 301 248,90 8 640,00
5/PRV/2015 40 000 000,00 39 580 773,07 419 226,93 5705,00
6/PRV/2015 144 380 000,00 144 370 558,86 9 441,14 92 892,09

Zdroj: viastné spracovanie

Najvacsiu hodnotu nealokovanych zdrojov moéZeme pozorovat pri vyzve
2/PRV/2015, kde tito hodnota predstavuje az 10 050 378,41 €. Po vypise vysledkov
a analyze vybranych a nevybranych Ziadosti sme zistili, Ze boli vybraté vSetky projekty az
na projekt s id projektu PROJ-05282, ktory sice ziskal 93 bodov, no pozadované vyska
finan¢nych prostriedkov predstavovala az 16 015 140,00€. Napriek vysokému bodovému
hodnoteniu tento projekt nebol financovany, pretoze algoritmus uprednostnil efektivitu
v zmysle pomeru poZadovanych prostriedkov k ziskanym bodom. Ddsledkom tohto pristupu
je, ze boli vybraté projekty s bodovym hodnotenim uz od 53 bodov, avsak tieto projekty mali

niz$ie poziadavky na financovanie.
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Pre ilustraciu si tak mézeme uviest’ ziadost' s id PROJ-07973. Této ziadost’ dosiahla
53,56 bodov a v rdmci nej bolo ziadanych 931 001,51€. Relativna efektivita v tomto pripade
predstavuje 0,00005754 bodov/€, zatial’ co v pripade nevybraného projektu je tento pomer
0,00000581 bodov/€. Prave skuto¢nost’, ze projekt s niz§im bodovym hodnotenim dosiahol
takmer desatndsobne vysSiu relativnu efektivnost’, viedla k jeho uprednostneniu pred

projektom s vy$§im bodovym ziskom, no vyrazne vys$Sou poziadavkou na financovanie.

4.2.2 Dynamicke programovanie

Dynamické programovanie v klasickej forme vyZaduje dvojrozmernu tabul’ku, ktorej
vel'kost' je zavisla od poctu projektov a dostupného rozpoctu. Pri préaci s redlnymi
finanénymi Udajmi je vSak nutné zabezpecit, aby algoritmus operoval vylu¢ne
s celociselnymi hodnotami. Dévodom je, ze dynamické programovanie v programovacom
jazyku Python nedokédze indexovat desatinné Cisla a kedZe finan¢né udaje v datasete
obsahuju aj tie, je potrebné upravit’ data tak, aby boli kompatibilné s tymto algoritmom.

Prvotna uprava predstavovala prendsobenie vsetkych ukazovatel'ov hodnotou 100,
¢im sa zabezpecilo, ze vSetky Ciselné hodnoty predstavovali celé Cisla. Tento krok vsak
viedol k zvdcSeniu tabulky dynamického programovania (d’alej ako DP tabulky), ¢o
spdsobilo prekrocenie kapacity operacnej pamite a znemoznilo dokoncenie vypoctu. Na
zaklade postupného ladenia tejto metdody na naSe podmienky sme tak dospeli k findlnej
verzii, pri ktorej sme hodnoty §kalovali faktorom 1000. Tento krok zmensil podet stipcov
v DP tabul’ke, ¢im sa vyrazne zniZila paméit'ova narocnost’ algoritmu a tento pristup sa tak
stal vypoctovo realizovatelny. Nevyhodou tohto rieSenia je av§ak mierna strata presnosti.

Podobne ako pri predchadzajlicom algoritme, aj pri dynamickom programovani sme
pre kazda vyzvu najskor filtrovali relevantné projekty, ktoré vstupovali do vypoctu pre dant
vyzvu. Taktiez sme konvertovali délezité premenné na zoznamy na zabezpecenie mensej
vypoctovej narocnosti.

Po uprave vsetkych vstupnych premennych algoritmus vytvori 2D tabulku, ktora
uchovava maximalne dosiahnutel'né bodové hodnotenie pre ro6zne kombinacie projektov pri
réznych rozpoctovych obmedzeniach. Tieto obmedzenia reprezentuju kapacitu batohov,

pri¢om kazdy rozpocet funguje ako samostatny batoh s urcitou kapacitou.
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Obrazok €. 3: Hlavna cast skriptu Dynamického programovania

for vyzva in vyzvy list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()

rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva,"vyska financnych prostriedkov MRR"].values[@]
# skalovanie

scale = 1000

rozpocet = int(rozpocet / scale)

ids = projekty["ID Projektu"].tolist()

costs = (projekty["Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"] /
scale).astype(int).tolist()

scores = projekty["Dosiahnuty pocet bodov"].tolist()

n = len(ids)

# DP
dp = [[@] * (rozpocet + 1) for _ in range(n + 1)]

# DP tabulka
for i in range(1, n + 1):
for w in range(rozpocet + 1):
if costs[i - 1] <= w:
dp[i][w] = max(dp[i - 1][w], dp[i - 1][w - costs[i - 1]] + scores[i - 1])
else:

dp[i][w] = dp[i - 1][w]

# Spatne ziskanie vybranych projektov
W = rozpocet
vybrane = []
for i in range(n, 0, -1):
if w <= 0:
break
if dp[i][w] != dp[i - 1][w]:
vybrane.append(ids[i - 1])
w -= costs[i - 1]

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python

Ako mo6Zeme vidiet’ tato tabul’ka ma rozmery (n+1) * (budget+1), kde n predstavuje
pocet projektov v danej vyzve a budget je maximalny dostupny rozpocet (po Skalovani).
Napriklad, ak uvazujeme vyzvu 1/PRV/2015, ktora obsahuje 107 relevantnych Ziadosti o
NFP a jej rozpocet je 29 500 000,00 €, tabulka dynamického programovania tak bude mat’
108 riadkov a 29 500 stipcov. Algoritmus postupne iteruje cez vietky projekty v ramci
aktualnej vyzvy a vyhodnocuje, ¢i ich mozno zaradit’ do financovania v rdmci dostupného
rozpoctu. Ak sa projekt zmesti do rozpoc¢tu, mézeme si vybrat’ medzi dvomi alternativami —
bud’ ho zaradime, alebo nie, pricom vzdy volime variant, ktory vedie k vysSiemu bodovému
ohodnoteniu. Ak sa projekt nezmesti do rozpoctu, pokra¢ujeme bez jeho zahrnutia.

Po naplneni tabulky sa vykond spétna rekonstrukcia optimalneho rieSenia, ktoréd
identifikuje konkrétne projekty vybrané na financovanie. Je avSak dolezZité poznamenat’, Ze
projekty sa na konci vyberaji podla ich povodnych id projektu pred Skalovanim. Tymto
sposobom zabranime tomu, aby boli vysledky skreslené zaokrtthlovanim a stratou presnosti,

ku ktorej mohlo dojst’ prave pri Gprave tychto financnych udajov.
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Tabulka €. 4: Vysledky dynamického programovania

Maximalny rozpocet Pouzity rozpodet Nealokované
(EUR) (EUR) prostriedky (EUR)
1/PRV/2015 29 500 000,00 29 511 719,98 -11 719,98 6 950,00
2/PRV/2015 51 000 000,00 40 949 621,59 10 050 378,41 574728
3/PRV/2015 19 300 000,00 19 337 621,14 -37 621,14 7 349,21
4/PRV/2015 1 455 000,00 1153 751,10 301 248,90 8 640,00
5/PRV/2015 40 000 000,00 39970 461,34 29 538,66 5719,00
6/PRV/2015 144 380 000,00 144 938 311,57 -558 311,57 92 935,99

Zdroj: viastné spracovanie

Z tabulky vysledkov mozeme pozorovat, Ze vicSina vyziev bola spracovand s
vysokou mierou efektivity, priom vyuZitie dostupnych rozpoctov bolo takmer uplné.
Vynimku vSak predstavuju tri vyzvy: 1/PRV/2015, 3/PRV/2015 a 6/PRV/2015, pri ktorych
doslo k miernemu prekroceniu rozpoctu. Najvicsia odchylka sa prejavila pri vyzve
6/PRV/2015 vo vyske priblizne 558 000 €, priCom v ramci tejto vyzvy (s rozpoctom
144 380 000 €) bolo vybranych az 1025 projektov na financovanie. Tato odchylka je
dosledkom zaokrahl'ovania hodnét vznikajiceho pri Skalovani a naslednej spétnej
rekonstrukcii redlnych hodnot. V globale ide o zanedbatel'né prekroc¢enie (0,39%), ktoré by
sa pri aplikacii na celé programové obdobie pravdepodobne vykompenzovalo. Avsak pre
zabezpecenie presnosti vystupov sme algoritmus upravili o podmienku v spdtnom vybere
projektov, ktora zaruci, Ze v pripade prekrocenia dostupného rozpoctu pre danti vyzvu dojde
k postupnému odstrafiovaniu projektov v opaénom poradi ich vyberu az dovtedy, kym nie je
splnena podmienka obmedzenia rozpoc¢tu. Tento dodato¢ny krok v algoritme zabezpecuje

dodrZanie stanovenych rozpoctovych limitov aj po spitnej rekonstrukcii skutocnych hodnot.

Obrazok €. 4: Podmienka v spdtnom vybere projektov dynamického programovania

while nealokovany_rozpocet < 0 and len(vybrane) > 0:
posledny_id = vybrane.pop()
vybrane_df = vybrane_df[vybrane_df["ID Projektu"] != posledny_id]

posledny_proj = projekty[projekty["ID Projektu"] == posledny_id][["ID Projektu", "vucC",
"Vyzva","Dosiahnuty pocet bodov", "PoZzadovana vyska financného prispevku z
verejnych zdrojov (v EUR)"]]

# prepocet po odstraneni projektu

nevybrane_df = pd.concat([nevybrane_df, posledny proj], ignore_index=True)

pouzity_rozpocet = vybrane_df['Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v
EUR)"].sum()

nealokovany rozpocet = rozpocet * scale - pouzity rozpocet

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python
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Tabulka €. 5: Vysledky dynamického programovania po pridani dodatocnej podmienky

Maximalny rozpocet Pouzity rozpocet Nealokované Ziskané
(EUR) (EUR) prostriedky (EUR) body
1/PRV/2015 29 500 000,00 29 225 884,81 274 115,19 6 861,00
2/PRV/2015 51 000 000,00 40 949 621,59 10 050 378,41 5747,28
3/PRV/2015 19 300 000,00 19 041 566,42 258 433,58 726321
4/PRV/2015 1 455 000,00 1153 751,10 301 248,90 8 640,00
5/PRV/2015 40 000 000,00 39970 461,34 29 538,66 5719,00
6/PRV/2015 144 380 000,00 144 373 766,02 6 233,98 92 378,99

Zdroj: viastné spracovanie

Po opédtovnom spusteni optimalizacie s implementovanou dodato¢nou podmienkou
spatného vyberu projektov mozno konstatovat, ze algoritmus uz plne reSpektuje rozpoctové
limity definované pre jednotlivé vyzvy. Takto upraveny model eliminuje riziko prekrocenia
rozpoctovych limitov a stdva sa vhodnym néstrojom pre optimalizéciu aj tam, kde nie je
pripustné prekracovat’ alebo dodato¢ne upravovat’ rozpocty jednotlivych vyziev, ¢o je pri

verejnych zdrojoch dolezité pre zachovanie transparentnosti

4.2.3 Binarne celociselné linearne programovanie

Rovnako ako pri predoslych dvoch algoritmoch, najskor pre kazda vyzvu iterativne
vyfiltrujeme prislu§né projekty a nacitame jej rozpocet. Tieto Udaje sluzia ako vstupy do
optimalizacného modelu, ktory je formulovany pomocou kniznice PuLLP v programovacom
jazyku Python. V d’alSom kroku vytvarame binarne rozhodovacie premenné, kde kazda
premennd zodpoveda jednému projektu podla id projektu a nadobtida hodnotu 1, ak je
projekt zaradeny do optimalneho rieSenia a 0, ak zaradeny nie je. Cielom optimalizacie je
maximalizovat’ celkovy pocet bodov ziskanych z vybranych projektov, pricom jedinym
obmedzenim je dostupny rozpocet vyzvy, teda sucet pozadovanych prispevkov z verejnych

zdrojov nesmie prekrocit’ stanoveny rozpocet.
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Obrazok €. 5: Hlavna cast skriptu bindrneho celociselného linedrneho programovania

for vyzva in vyzvy list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva,"vyska financnych prostriedkov MRR"].values[@]

# inicializacia problemu
problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}", LpMaximize)

# definovanie binarnych premennych
decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in projekty["ID Projektu"]}

# cielova funkcia
problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p, "Dosiahnuty
pocet bodov"].values[@] for p in decision_vars)

# obmedzenie rozpoctu

problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p,"Pozadovana
vySka financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"].values[@] for p in
decision_vars) <= rozpocet

problem.solve()

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python

Po formulécii cielovej funkcie a definovani rozpoctového obmedzenia sa pomocou

prikazu problem.solve() spusti optimalizacny proces, ktory vyhlada taki kombinaciu
projektov, ktora maximalizuje bodovy zisk v ramci dostupného rozpoctu.
V rdmci nasho porovnania sme sa najskor rozhodli aplikovat’ iba predvoleny riesitel CBC
na prvych Sest’ vyziev. Nasledne si v d’alSej Casti blizSie prezentujeme vysledky pri vSetkych
42 dostupnych vyzvach aj so spitnym vyberom projektov a alokacie nevycerpaného
rozpoctu. Tento krok sme vykonali z toho doévodu, Ze pri takom malom objeme vyziev sme
nedospeli k markantnému rozdielu a nevedeli tak porovnat’ vypoctovli naro¢nost’ medzi
jednotlivymi rieSiteI'mi.

Tabulka €. 6: Vysledky bindarneho celociselného linearneho programovania

1/PRV/2015 29 500 000 29476 100,98 23 899,02 6 948,00
2/PRV/2015 51 000 000 40 949 621,59 10 050 378,41 5 747,28
3/PRV/2015 19 300 000 19194 618,53 105 381,47 7 346,19
4/PRV/2015 1 455 000 1153 751,10 301 248,90 8 640,00
5/PRV/2015 40 000 000 39 936 744,36 63 255,64 5719,00
6/PRV/2015 144 380 000 144 365 294,02 14 705,98 92 901,65

Zdroj: viastné spracovanie

Na zéklade vysledkov mozeme konStatovat, ze optimalizaény model pracoval
spolahlivo a v stlade s rozpoctovymi obmedzeniami. Ani v jednom pripade nedoSlo k
prekroceniu stanoveného rozpoctu, Co potvrdzuje spravnu formulaciu a aplikaciu

rozpoctového obmedzenia v rdimci modelu.
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Zarovenn mozno konStatovat’, Ze vicSina vyziev bola spracovana s vysokou mierou
rozpoctovej efektivity, objem nealokovanych prostriedkov je minimalny a pohybuje sa len v
desiatkach tisic eur, ¢o je vzhl'adom na vysku rozpoctov zanedbatelné. Vynimkou je vyzva
2/PRV/2015, kde zostalo nevyuzitych viac ako 10 miliéonov eur. Tento jav vSak uz bol
vysvetleny pri predchadzajicej analyze.

Celkovo mdzeme model vyhodnotit’ ako stabilny a schopny generovat’ optimalne
rieSenie, ked’Ze dokdzal vybrat’ také kombinacie projektov, ktoré priniesli vysoky bodovy

zisk a zéroven reSpektovali rozpoctové obmedzenia jednotlivych vyziev.

4.2.4 Syntéza porovnania vybranych algoritmov

V tejto podkapitole si zhrneieme vysledky vybranych algoritmov, priCcom sa

zameriame na optimalnost’ rieSenia a vypoctovl naro¢nost’.

Obrazok €. 6: Porovnanie podielu ziskanych bodov v ramci vybranych vyziev

1/PRV/2015 2/PRV/2015 3/PRV/2015 4/PRV/2015 5/PRV/2015 6/PRV/2015

*

b ‘ St ‘

@ Pazravy algoritmus @® Algoritmus dynamického programovania Binarne celociselné linearne programovanie

Zdroj: viastné spracovanie

Na zéklade vysledkov optimalizdcie mozno konStatovat’, Ze pri vyzve 2/PRV/2015
dosiahli vSetky pouzité algoritmy rovnaké rieSenie. Ani jeden z nich nezaradil do
optimalneho rieSenia konkrétnu ziadost o NFP vo vyske 16 015 140,00 € pricom namiesto
toho uprednostnili va¢si pocet projektov, so sice niz§im bodovym hodnotenim, ale za to
s nizSou vyskou Ziadaného NFP. Podobnd zhoda nastala aj pri vyzve 4/PRV/2015, kde boli
podporené vsetky ziadosti. Dovodom bola skuto¢nost’, Ze objem dostupnych prostriedkov v

tejto vyzve prevysoval celkovi sumu pozadovanych finan¢nych prostriedkov.
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Zhodn¢ vysledky sme zaznamenali pri vyuziti pazravého algoritmu a binarneho
celociselného linearneho programovania (BILP) s vyuZzitim predvoleného riesitel'a CBC pri
vyzve 1/PRV/2015.

Pazravy algoritmus dosiahol pri vyzve 3/PRV/2015 lepsie vysledky v porovnani
s algoritmom dynamického programovania, ktory vSak vo vécéSine pripadov vykazoval
takmer identicku Gspesnost’. Vynimkou v tomto pripade je vyzva 5/PRV/2015, kde dosiahol
lepSie vysledky. Rovnako tak tento algoritmus dosiahol najlepSie vysledky s pomedzi
vSetkych algoritmov prave pri vyzve 1/PRV/2015.

Algoritmus BILP dosiahol najvyssi bodovy zisk v dvoch vyzvach, ¢o predstavuje

najlepsi celkovy vykon spomedzi vSetkych porovnavanych pristupov.

Obrazok ¢&. 7: Porovnanie podielu alokovaného rozpoctu vybranych algoritmov

100 0.08% 0.83% 0.08% 19.71% 19.71% 19.71% 0.45%  134%  0.55% 20.70% 20.70% 20.70% 105%  0.07%  0.16% 0.01%  0.00% 0.01%

80

60

Podiel rozpoctu (%)

20

1/PRV/2015 2/PRV/2015 3/PRV/2015 4/PRV/{2015 5/PRV/[2015 6/PRV/2015
Wzva

@ PaZravy algoritmus @ Algoritmus dynamického programevania Binare celociselné linedre programovanie

Zdroj: viastné spracovanie

Pri analyze vyuzitia dostupnych rozpoctov v jednotlivych vyzvach, teda pri
,kapacitach jednotlivych batohov*, ktoré¢ predstavuju jediné obmedzenie nasich modelov
identifikujeme, ze najnizsi podiel nealokovanych prostriedkov bol zaznamenany pri vyzvach
1/PRV/2015 a 6/PRV/2015.Vo vsetkych aplikovanych algoritmoch bol v tychto pripadoch
rozpocet vyuzity takmer na 100 %. Vzhl'adom na tto skutocnost’ nie je mozné len na zaklade
grafického porovnania jednoznacne konstatovat, ze model BILP disponuje viditeI'ne lepSou
optimalizacnou schopnostou nez heuristickd metdoda pazravého algoritmu. Ako uz bolo
uvedené pri interpretacii bodovych vysledkov, pri vyzve 5/PRV/2015 dosiahol algoritmus

dynamického programovania najvyssi podiel ziskanych bodov, pricom zaroven najlepSie
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vyuzil dostupny rozpoéet. Dalej budeme prezentovat’ konkrétne &iselné vystupy, ktoré nam
umoznia jednoznaéne posudit’, ktory z vybranych pristupov bude najvhodnejsi pre d’alSie

modelovanie.

Tabulka €. 7: Porovnanie vysledkov a vypoctovej narocnosti vybranych algoritmov

PA | DP PA DP

1/PRV/2015 6 948,00 6 861,00 6 948,00 23 899,02 274 115,19 23 899,02
2/PRV/2015 5747,28 5747,28 5747,28 | 10050378,41 | 10050378,41 | 10050 378,41
3/PRV/2015 7 328,19 7263,21 7 346,19 87 629,34 258 433,58 105 381,47
4/PRV/2015 8 640,00 8 640,00 8 640,00 301 248,90 301 248,90 301 248,90
5/PRV/2015 5705,00 5719,00 5 719,00 419 226,93 29 538,66 63 255,64
6/PRV/2015 | 92892,09 | 92378,99 | 92901,65 9441,14 6 233,98 14 705,98
Celkovy cas PA ‘ DP

spracovania 0,2413 s. 125,2942 s. 1,6320 s.

Zdroj: viastné spracovanie

Ako moézeme vidiet, BILP dosiahol najvac¢si pocet bodov ato pri vsetkych
vybranych vyzvach PRV 2014-2022 (zelenou). Z tohto hl'adiska moZno konStatovat, Ze
algoritmus BILP dosahuje najvyssi bodovy zisk, a teda prinasa najlepsi vysledok z pohl'adu
maximalizacie hodnotenia projektov, o je ddlezité¢ pre alokaciu verejnych zdrojov a ich
celkovy prinos pre strategické ciele tohto programu.
dynamického programovania (DP) (Cervenou). Z hladiska objemu nealokovanych
prostriedkov si vSak najlepSie pocinal algoritmus dynamického programovania, ktory pri
vyzve 1/PRV/2015 nealokoval az 274 115,19 €. V porovnani stym boli zostatky pri
zvySnych dvoch algoritmoch vyrazne niZSie, konkrétne 23 899,02 €. Tento pripad tak
poukazuje na to, ze vys$i pocet bodov nemusi koreSpondovat s efektivnym vyuzitim
rozpoctu.

Z hladiska casovej, respektive vypoctove] narocnosti dosiahol najkratsi vypoctovy
cas PA, zatial' ¢o najdlhsi Cas spracovania zaznamenalo DP, ¢o bolo vzhl'adom na jeho
charakter a komplexitu aj o€akévané. Na zéklade tychto vysledkov moZzno konstatovat’, Ze
BILP predstavuje z hl'adiska vypoctovej naro¢nosti kompromisné rieSenie.

V dal$ej Casti zavereCnej prace preto budeme pracovat’ prave s tymto modelom a
roz$irime ho o mechanizmus spétného vyberu projektov, ktory umozni efektivne docerpanie
disponibilnych finanénych prostriedkov v pripade, ze rozpocet vyzvy nebol vyCerpany

uplne.



4.3 Model so spiatnym vyuZitim rozpoctu

PPA v ramci implementacie PRV 2014 — 2022 uplatiuje flexibilny pristup k alokacii
verejnych prostriedkov. V pripade, Ze saimplementicia konkrétneho podopatrenia,
viazan¢ho na urcitu vyzvu, realizuje pomaly, respektive nedojde k celkovému vycerpaniu
planovanych alokovanych finan¢nych prostriedkov, PPA prestva tieto prostriedky do in¢ho
podopatrenia. Tento presun je zvycajne smerovany do vyzvy, v ktorej je zvySeny dopyt po
financovani projektov.

V sulade s logikou tohto systému sme navrhli vlastny optimalizany pristup, ktorého
cielom je zabezpelit Co najefektivnejSie vyuzitie verejnych zdrojov prostrednictvom
systematického prehodnocovania zvysného rozpoctu a nevybranych projektov. Navrhnuty
pristup je formalizovany prostrednictvom dvojfdzového viacndsobného 0 — 1 problému
batoha. V prvej faze dochadza k vyberu projektov na financovanie v ramci jednotlivych

vyziev podla vopred vyhlasenych objemov alokovanych prostriedkov.

Obrazok ¢. 8: 1. faza modelu so spdtnym vyberom projektov

for vyzva in vyzvy_list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()

rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva, "vySka financnych prostriedkov MRR"].values[@]
# inicializacia problemu

problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}", LpMaximize)

# definovanie binarnych premennych
decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in projekty["ID Projektu"]}

# cielova funkcia
problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p, "Dosiahnuty
pocet bodov"].values[@] for p in decision_vars)

# obmedzenie rozpoctu

problem += 1lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p,
"Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"].values[@]
for p in decision_vars) <= rozpocet

problem.solve()

Zdroj: Viastné spracovanie v programovacom jazyku Python

Projekty, ktoré neboli vybrané z dovodu obmedzeného rozpo€tu su nasledné
ukladané do takzvanej Cakajucej mnoziny. V druhej faze tento model vyhodnocuje tato
mnozinu projektov a v kombinacii so zostatkovymi prostriedkami opdtovne spusta
optimalizaciu. Ddlezité je pritom poznamenat, ze po kazdej vyzve sa mnozina projektov,

ktoré neboli financované kumuluje, takisto ako aj objem necerpanych rozpoctov.
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Obrazok ¢. 9: 2. faza modelu so spdtnym vyberom projektov

if not nevybrane_nevybrane.empty and zostatok_zostatok > ©:
problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}_faza2", LpMaximize)
decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in
nevybrane_nevybrane["ID Projektu"]}
problem += lpSum(decision_vars[p] * nevybrane_nevybrane.loc[nevybrane_nevybrane["ID

Projektu"] == p, "Dosiahnuty pocet bodov"].values[@] for p in decision_vars)
problem += lpSum(decision_vars[p] * nevybrane_nevybrane.loc[nevybrane_nevybrane["ID
Projektu"] == p,"Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v

EUR)"].values[@] for p in decision_vars) <= zostatok_zostatok
problem.solve()

# Vyber projektov po druhej fdze

faza2_vybrate = [p for p in decision_vars if decision_vars[p].value() is not None and
decision_vars[p].value() == 1]

faza2_vybrate_df = nevybrane_nevybrane[nevybrane_nevybrane["ID

Projektu"].isin(faza2_vybrate)]
# ARtualizdcia zvysnych nevybranych projektov
nevybrane_nevybrane = nevybrane_nevybrane[~nevybrane_nevybrane["ID
Projektu"].isin(faza2_vybrate)]

# Korekcia nealokovanych prostriedkov

pouzity_faza2_rozpocet = faza2_vybrate_df['Pozadovana vyska financného prispevku z
verejnych zdrojov (v EUR)'].sum()

nealokovany_faza2_rozpocet = max(0, zostatok_zostatok - pouzity_faza2_rozpocet)

# Aktualizdcia tabulRy s 2 fazou

summary_data.append([f"{vyzva} - faza2", zostatok_zostatok, pouzity_faza2_rozpocet,
nealokovany_faza2_rozpocet, faza2_vybrate_df[ 'Dosiahnuty pocet bodov'].sum(),
len(faza2_vybrate_df), len(nevybrane_nevybrane), LpStatus[problem.status]])

# ARtualizdcia zostatkového rozpoctu po druhej optimalizdcii
zostatok_zostatok = nealokovany_faza2_rozpocet

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python

V ramci tejto implementacie sme vyuzili tri rozne riesitele - CBC, CPLEX a Gurobi
a porovnali si vysledky z hladiska vypoc€tovej naro¢nosti a spolahlivosti rieSenia. Vd'aka
modularite kniznice PuLP, ktora poskytuje jednotné rozhranie pre viacero riesitel'ov, bolo
mozné realizovat’ toto porovnanie vel'mi jednoducho. V prikaze problem.solve() tak jedinou
upravou bola zmena z prednastaveného rieSitela CBC na zvy$né spominané dva, a tak
spustit’ model bez potreby zasahu do samotnej Struktiry modelu:
e problem.solve();
e problem.solve(CPLEX CMD(msg=True));
e problem.solve(pulp.GUROBI_CMD(msg=True)).

Tabul’ka €. 8: Vysledky porovnania riesitelov pre model so spdtnym vyberom projektov

CBC 1376 194 725,6463685 759 202.95 9203 5062,2329
CPLEX 1376 275 314,4363685 759 428.31 9207 104,8908
Gurobi 1376310 496,9463687 759 200.37 9203 122,4753

Zdroj: viastné spracovanie

Ako mozeme vidiet, rozne optimalizaéné nastroje deklarovali rozdielne hodnoty

ucelovej funkcie (dosiahnuté body) ako optimalne rieSenie. Na zaklade analyzy spdsobu
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vyhodnocovania tychto rieSitelov sme identifikovali, ze pri rieSeni uloh zmieSané¢ho
celociselného programovania pouzivaju takzvany MIP GAP. Je to parameter, ktory definuje
pripustnu toleranciu medzi hodnotou najlepsie najdeného celo¢iselného rieSenia a najlepSim
znamym teoretickym ohranic¢enim cielovej funkcie. V predvolenom nastaveni tak ide o malé
nenulové Cislo urCujiice hranicu, pri ktorej je mozné riesenie povazovat za optimalne.
(Petersen, 2013). Ak vyjadrime rozdiel medzi dvomi rieSeniami:

CPLEX : 759 428,31 — Gurobi: 759 200,37 = 227,94;

227,94
759 428,31

relativna odchylka predstavuje = ~ (0,0003 = 0,03%.

To znamend, Ze tieto rieSitele ukoncili vypocet uz pri tejto hodnote, pretoze sa
nachadza v tolerancii parametra €. Ako uvadza oficialna dokumentacia Gurobi (2023): ,,V
kazdom pripade, pre danu toleranciu MIP Gap €, po dokonceni vypoctu mdte zarucené, ze
optimalne rieSenie sa nachddza v e-okoli riesSenia ndjdeného riesitelom. “®

Z uvedené¢ho dovodu sa tymto rozdielom nebudeme detailnejSie zaoberat. Ak
budeme analyzovat’ vyuzité kapacitné obmedzenie v naSom modeli, ktoré reprezentuje
objem alokovanych finan¢nych prostriedkov, dosiahol najlepsie vysledky prave CPLEX. Do
optiméalneho rieSenia zaradil az 9 207 projektov, ¢o je zaroven najviac zo vSetkych
testovanych. Aj ked’ je Gurobi, ako sme uviedli v metodologickej Casti, ¢asto prezentovany
ako jeden z najefektivnejSich rieSitel'ov, v naSom pripade sa jeho vypoctovéa efektivita
nepotvrdila. Dokonca aj prednastaveny rieSitel CBC dosiahol v porovnani s Gurobi lepsie
vysledky z pohl'adu kvality ziskaného rieSenia.

Z hladiska vypoctového Casu dosiahli komeréné riesitele CPLEX a Gurobi vyrazne
lepsSie vysledky nez prednastaveny rieSitel CBC. Kym CBC potreboval na spracovanie
priblizne 4 996 sekund (83 minut), CPLEX a GUROBI vyriesili ulohu medzi 104 a 123
sekund, teda viac nez 45-krét rychlejsie.

Na zaklade uvedenych vysledkov mozno konstatovat,, ze najvhodnejSim rieSitel'om
pre nas model je CPLEX. V d’alSej Casti preto budeme analyzovat’ vysledky z tohto rieSitela
a v zavere porovname vysledky ziskané optimalizaénym modelom s redlnymi vysledkami
v alokdcii verejnych zdrojov, ktoré boli dosiahnuté po vybere projektov v rdmci PRV 2014

—-2022.

® GUROBI HELP CENTER. What is the MIPGap? [online]. 2023. [cit. 26. 03. 2025]. Dostupné z:
https://support.gurobi.com/hc/en-us/articles/8265539575953-What-is-the-MIPGap
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S ciel'om ilustrovat’ spravanie modelu pri aplikacii na redlne data uvadzame vystup
pre prvych pit’ iteracii, ktoré zahfiaj prvych pit vyziev a zodpovedajiice druhé fazy. Uplny
vypis vSetkych vysledkov je dostupny v prilohe €. 5.

Tabulka ¢ 9: Reprezentacia vysledkov na podklade prvych pdt iterdcii modelu

Vo | Maiminy TS Nalolowrt g | Pt GO o
rozpotet (EUR) (EUR) (EUR) R projektov = projektov optim.
1/PRV/2015 29500 000,00 | 29476 100,98 23 899,02 6 948,00 86 107 | Optimal
1 - faza2 23 899,02 22 092,05 1 806,97 300,00 3 246 | Optimal
2/PRV/2015 51 000 000,00 | 40949 621,59 | 10 050 378,41 5747,28 77 78 | Optimal
2 - faza2 10 052 185,38 9938 423,21 113 762,16 14 100,00 141 106 | Optimal
3/PRV/2015 19300 000,00 | 19 194 618,53 105 381,47 7 346,19 93 136 | Optimal
3 - faza2 219 143,63 190 072,39 29071,24 100,00 1 148 | Optimal
4/PRV/2015 1 455 000,00 1 153 751,10 301 248,90 8 640,00 112 112 | Optimal
4 - faza2 330 320,14 235 281,13 95 039,01 100,00 1 147 | Optimal
5/PRV/2015 40 000 000,00 | 39936 744,36 63 255,64 5719,00 63 94| Optimal
5 - faza2 158 294,65 0,00 158 294,65 0,00 0 178 | Optimal

Zdroj: viastné spracovanie

Zaroven je vhodné pripomenut’, ze ako sme uviedli uz pri analyze datasetu ziadosti
o NFP, PPA v ramci PRV 2014 - 2022 financovala aj ziadosti pochadzajice z
predchadzajiiceho programového obdobia. Téato skutocnost’ sa prejavuje v druhom riadku,
ked’ sa po prvej vyzve v druhej faze objavuje 228 ,novych* ziadosti, ktoré nadvizuji na
predchadzajiice obdobie. Rovnako mézeme v riadkoch oznacenych ako ,,i—faza 2* (kde
i€{1,...,59}), v stipci ,,Podet vybranych projektov* pozorovat’ podet projektov, ktoré boli
dodatocne vybrané na zédklade kumulovaného nealokovaného rozpoctu z predchadzajucich

vyziev. (Priloha €. 5)

Obrazok ¢ 10: Podiel alokovaného rozpoctu a vybranych projektov

L

HHHHHHHHHHHHHH

L

Percento
o @ =3
° ° =1

5

n
<

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

NNNNNN

017

2/PRV
3/PRV/
4/PRV
5/PRV/
PRV
PRV
PRV
PRV
PRV/2f
PRV/2017
PRV/2017
PRV/2018
PRV/2018
PRV/2018
PRV/2018
PRV/2018
PRV/2018
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2019
PRV/2020
PRV/2020
PRV/2020
PRV/2020
PRV/2020

6,

7

8,

9
24/PRV/2017

11,
13

4,
26,
28,
29,

22
32
34
36
37,
35
38
39
40,
4,
a3,
24,
a5
46
47,
49,
50
51,
52
53
54
55
58
59

I23

Alokované prostriedky  mmm Vybrané projekty

Zdroj: viastné spracovanie

54



Na grafe su zobrazené percentudlne podiely alokovanych finanénych prostriedkov
(modrou farbou) a podiely vybranych ziadosti o NFP, teda projektov (zelenou farbou)
v ramci jednotlivych vyziev. Tento graficky prehl'ad umoziuje lepSie porozumiet’ efektivite
vyuzitia dostupnych rozpoctov. Z grafu je zarovein mozné pozorovat, ze pri viacerych
vyzvach v koneCnej faze programového obdobia nedochadza k Gplnému cerpaniu
disponibilnych finan¢nych prostriedkov, pricom podiel podporenych projektov dosahuje
100%. Tato skutocnost’ poukazuje na existenciu nevyuZzitého rozpoctu, ktory predstavuje
priestor na uplatnenie navrhovaného optimalizacného modelu. Prave z tychto vyziev boli vo
viacerych pripadoch spitne financované projekty z predchadzajucich vyziev, ktoré povodne
vybrané neboli. Tuto skutocnost’ ndsledne mézeme vidiet’ na obrazku ¢. 11:

Obrazok €. 11: Pocet vybranych projektov v ramci 2. fazy algoritmu a pocet nevybranych
projektov, ktoré sa kumuluju

Zdroj: viastné spracovanie

Na uvedenom grafe mozno pozorovat, kol'ko povodne neuspokojenych projektov
bolo nasledne dodatoc¢ne financovanych. Kde zelenou st dodato¢ne financované projekty
(teda projekty financované v 2. faze) a Sedou ,,Cakajlice projekty*. Najvyraznej$i narast
poctu neuspokojenych ziadosti mozno identifikovat’ vo vyzve 9/PRV/2015, v ramci ktorej
ostalo bez podpory az 1 614 projektov. Podporenych bolo len 490 projektov, pri¢om celkova
pozadovana vyska finanénych prostriedkov dosiahla 24 500000,00€. Od vyzvy
23/PRV/2017 je mozné pozorovat’ postupné znizovanie poctu nepodporenych projektov, co
suvisi s ich néslednym financovanim zo zostatkovych rozpoctovych prostriedkov v ramci
neskorSich vyziev. Tento vyvoj zaroven naznacuje praktické uplathovanie mechanizmu
spitného vyberu projektov, ktorého ciel'om je efektivne vyuZitie nevycerpanych verejnych

zdrojov.
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4.3.1 Kompardcia modelu s vyberom projektov PPA

Na ucely vyhodnotenia efektivity navrhovaného optimalizacného modelu
zalozeného na binarnom celoc¢iselnom linedrnom programovani (BILP) sme porovnali jeho
vystupy s realnymi vysledkami alokacie prostriedkov realizovanymi PPA v ramci PRV 2014

—2022.

Tabulka €. 10: Porovnanie vyberu modelu so spdtnym vyberom projektov s vyberom PPA

BILP model
Pozadovana vyska finanénych prispevkov(€) | 1 376 275 314,44 | 1 375 804 560,76 | +470 753,68
Celkovy rozpocet (€) 1 376 344 683,03 -
Ziskané body 759 428,31 573 056,70 | +186 113,61
Celkové dostupné body 808 000,49 -
Podiel ziskanych bodov (%) 93,99 70,95 +23,04
Pocet vybranych projektov 9 207 6871 +2 333
Celkovy pocet Ziadosti 9834 =

Zdroj: viastné spracovanie

Vysledky jednoznacne poukazuji na vyssiu ucinnost’ ndSho modelu v niekol’kych
klaicovych ukazovatel'och. Z hl'adiska vysky pozadovanych finanénych prispevkov nami
navrhovany model alokoval 0 470 753,68 € viac prostriedkov ako bolo prerozdelené v ramci
vyziev PPA, ¢o znamena vys$Sie vyuzitie dostupného rozpoctu a lepSie zhodnotenie
disponibilnych verejnych zdrojov. Vyrazny rozdiel vSak nastal pri sume bodového
hodnotenia projektov. Optimaliza¢ny model BILP dosiahol celkovy stcet bodov 93,99 %
z maximalne moZzného poctu bodov. Naproti tomu, vyber realizovany PPA dosiahol len
70,95 % z celkového mozného. Rozdiel 186 371,61 bodov poukazuje na schopnost’ modelu
efektivne maximalizovat’ celkovy bodovy zisk v rdmci rovnakych rozpoc¢tovych obmedzeni
a teda model alokoval dostupné prostriedky sposobom, ktory viedol k vyssiemu suhrnnému
hodnoteniu podporenych projektov. Ak zoberieme do tivahy, ze jedna Ziadost' o NFP v ramci
PRV 2014 — 2022 mohla ziskat’ hodnotenie v rozsahu od 1 do 100 bodov, potom si tento
rozdiel m6zeme ilustrovat’ ako ekvivalent priblizne 1862 projektov, ktoré by v hypotetickom
pripade dosiahli maximalnych 100 bodov. Na tento fakt poukazuje aj rozdiel v pocte
vybranych projektov. Kym nami navrhovany model do celkového optimalneho rieSenia
zahrnul 9 207 projektov, v pripade PPA ich bolo podporenych len 6 871. To predstavuje
rozdiel 2 336 projektov, ktoré mohli byt financované navySe pri zachovani vsetkych

rozpoctovych obmedzeni a zaroven s vyssim celkovym bodovym ziskom.
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Na zaver, s cielom detailnejsie ilustrovat’ spdsob alokacie verejnych zdrojov sme
vysledky rozclenili podla jednotlivych krajov, ¢im ziskavame presnej$i obraz o ich
regionalnom rozloZeni a pocte dosiahnutych bodov v rdmci kazdého kraja Slovenske;j
republiky. Této vizualizacia umoZiiuje porovnat’ nielen pocet podporenych projektov, ale aj
celkovy bodovy zisk a vysku prerozdelenych finanénych prostriedkov v jednotlivych
regionoch.

Obrazok €. 12: Porovnanie uzemného rozlozenia dosiahnutych bodov za vybrané projekty
a financovanie podla krajov: BILP verzus realna alokdcia PPA

BILP

Zilinsky

Body: 101618 PreSovsky
Projekty: 1239 Body: 143552
€175.2M Projekty: 1698
€233.2M

Trenciansky
Body: 72607
Projekty: 876
€133.1M KosSicky
Body: 98438 140000
Projekty: 1178

Banskobystricky €139.6M

, Body: 138989
Projekty: 1677
Trnavsky €257.7M
Body: 83043
Projekty: 1024
€189.9M 120000
Nitriansky
Body: 121177
Projekty: 1515
€ 247.5M

100000

80000

PPA

Dosiahnuty pocet bodov

r 60000

Zilinsky
Body: 72883 PreSovsky

Projekty: 874
€171.3M

Trendiansky

Body: 54549

Projekty: 653
€119.6M

Body: 89869
Projekty: 1117
€246.0M

Kosicky
Body: 111614

[- 40000

20000

Projekty: 1332
Banskobystricky €302.9M

Body: 111485
Projekty: 1300
Trnavsky €234.7M
Body: 57375
Projekty: 705
€173.2M

Nitriansky L Lo
Body: 75278
Projekty: 890

€128.2M

Zdroj: viastné spracovanie

Z porovnania je zrejmé, ze model BILP v kazdom kraji okrem Kosického dosiahol
vys$si bodovy zisk ako redlne vysledky PPA, pricom najvyraznejsi rozdiel mozno pozorovat’
v PreSovskom, Banskobystrickom a Nitrianskom kraji. V Kosickom kraji sa pritom ukazalo,
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ze aj napriek vyrazne nizSej alokacii finanénych prostriedkov dokazal model podporit
porovnatel'ny pocet projektov. To naznacuje vyssiu efektivitu pri vybere projektov, ktoré
prinasaji vyssi Gzitok pri niz$ich nakladoch. Z tohto vyplyva, ze navrhnuty optimalizacny
model preukédzal lepSiu schopnost’ efektivne vyuzivat dostupné financné zdroje,
maximalizovat’ kvalitu vyberu projektov v ramci dostupnych rozpoctov a zaroven zvysit’
mieru podpory bez prekrocenia dostupnych rozpoctov. Takyto pristup ma potencial
vyznamne zefektivnit rozhodovanie o verejnych vydavkoch v rdmci dotaénych

mechanizmov.

Tabulka €. 11: Porovnanie vyberu modelu BILP a redlna alokdcia PPA podla kraja

Model Ziskané Pocet vybranych Pozadovana vyska finanénych
body projektov prostriedkov (€)
) BILP 0,00 0 0,00
Bratislavsky
PPA 0,00 0 0,00
) BILP 138 989,00 1677 257 737 201,53
Banskobystricky
PPA 111 485,72 1300 234 650 228,25
_ BILP 98 438,00 1178 139 567 599,92
Kosicky
PPA 111 614,52 1332 302 948 585,32
o BILP 121 177,00 1515 247 523 617,95
Nitriansky
PPA 75 278,11 890 128 173 127,92
BILP 143 552,00 1698 233 204 345,82
Presovsky
PPA 89 869,33 1117 245 993 278,16
) BILP 72 607,00 876 133 134 813,76
Trenciansky
PPA 54 549,98 653 119 551 897,02
BILP 83 043,00 1024 189 861 117,41
Trnavsky
PPA 57 375,46 705 173 201 834,34
. BILP 101 618,00 1239 175 246 618,04
Zilinsky
PPA 72 883,58 874 171 285 609,74

Zdroj: viastné spracovanie

Vysledky porovnania zddraziuju, Ze nami navrhovany model so spitnym vyberom
projektov moze vyrazne ovplyvnit’ alokaciu verejnych zdrojov, a to spdsobom, ktory vedie
k vyssiemu celkovému bodovému zisku, vac¢Siemu poctu podporenych projektov a zaroven

prispieva k strategickejsej distriblcii verejnych zdrojov z programu PRV 2014 - 2022.
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Zaver

Problém batoha nachddza Siroké uplatnenie v réznych oblastiach a odvetviach,
pri¢om jeho varianty umoznuju flexibilné vyuzitie podl'a konkrétnych potrieb. V praci boli
predstavené najdolezitejSie varianty tohto problému, spolu s vhodnymi metédami ich
rieSenia, ktoré¢ sa liSia mierou optimality dosiahnutého vysledku, ako aj vypoctovou
naro¢nostou. Pozornost’ sme zamerali na problematiku alokécie verejnych zdrojov, pricom
sme na modelovanie vyberu optimalnej kombinacie ziadosti o nendvratny finanény
prispevok v rdmci Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022 vyuzili
viacnasobny 0 — 1 problém batoha. Tento pristup reflektuje redlne podmienky rozhodovania,
ked’ze umoziuje zohl'adnit’ r6zne kapacitné obmedzenia stvisiace s dostupnym rozpoctom
jednotlivych vyziev pocas celého programového obdobia.

V préci boli porovnané tri algoritmické pristupy, a to konkrétne pazravy algoritmus,
algoritmus dynamického programovania a binarne celoCiselné linedrne programovanie.
Porovnanie bolo vykonané na podklade redlnych udajov ziadosti o nendvratny financny
prispevok, ktoré ndm na tcely prace poskytla P6édohospodarska platobna agenttra ako organ
zodpovedny za kompletni implementéciu programu.

Z vysledkov porovnania vybranych algoritmov sme dospeli k zaveru, Ze vyber
konkrétneho optimalizaéného pristupu ma zasadny vplyv na efektivitu alokacie verejnych
zdrojov, ktoré st v ramci jednotlivych vyziev pridelované na podporu projektov.

V pripade vyhodnocovania projektov P6dohospodérskou platobnou agenturou, ktory
je zaloZeny na jednoduchej prioritizacii projektov podla poctu ziskanych bodov
aiterativnym pristupom kich vyberu, sa dostdvame iba k individualnemu prinosu
konkrétneho projektu. V kontexte verejnych zdrojov je avSak ziaduce, aby sa na alokaciu
finanénych prostriedkov pozeralo globalne ateda aby bola zabezpecend celkova
spolocenskd ndvratnost’ v ramci danych rozpoctovych moznosti.

Ako prvy bol v rdmci naSej prace analyzovany pazravy algoritmus, ktory triedi
ziadosti na zéklade pomeru bodového hodnotenia k pozadovanej vySke finan¢ného
prispevku. Tento pristup dosiahol dostacujice vysledky, najmi vd’aka svojej jednoduche;j
implementacii. Vzhl'adom na uvedené, je mozno tento algoritmus povazovat’ za vhodny
nastroj pre vyber projektov v prostredi s vysokym poctom projektovych Ziadosti, napriek
tomu, ze ide o heuristickii metodu.

Druhym aplikovanym algoritmom bolo dynamické programovanie, ktoré je schopné

najst’ globalne optimum. Pri jeho implementécii na redlne data sa vSak prejavili viaceré
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obmedzenia stvisiace s prostredim, v ktorom sa tento algoritmus vykonéval a nasledne
k nedodrziavaniu rozpoctovych obmedzeni. Tento nedostatok bol nasledne eliminovany
dodatocnym mechanizmom, ktory iterativne odstraiioval projekty prekracujice rozpocet
z vyslednej mnoziny financovanych ziadosti. Napriek tomu vSak vysoka vypoctova
narocnost’ a zlozitost’ jeho implementécie znizuje jeho prakticktl vyuzitel'nost’ pri rieSeni
rozsiahlych optimaliza¢nych tloh s finanénymi datami.

Ako najvhodne;jsi pristup v ramci rieSené¢ho problému sa ukazal model zalozeny na
binarnom celociselnom linedrnom programovani. Na zéklade analyzy roznych rieSitel'ov
sme dospeli k zaveru, Ze najvhodnej$im riesitelom pre nas§ model je CPLEX, a preto sme ho
v d’alSej Casti naSej praci rozsirili o mechanizmus spitného vyberu projektov, ktoré neboli
Vv prvej faze financované. Tymto spésobom vznikol dvojfazovy model 0 — 1 viacndsobného
problému batoha, ktory dokdze efektivne kumulovat’ zvy$né rozpoctové prostriedky
a takisto neuspokojené projekty a nasledne ich dodato¢ne financovat’. Hlavny prinos prace
spociva predovsetkym v jej praktickej vyuzitel'nosti, pretoze navrhnuty optimalizacny model
predstavuje optimalny spdsob vyberu projektov pocas celého programového obdobia,
pricom reflektuje redlne podmienky rozhodovacieho procesu.

Porovnanim tohto pristupu s redlnymi vysledkami Pddohospodarskej platobnej
agentary Vramci Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014 — 2022 sme
preukazali, Ze navrhovany model dokéze vyrazne zvysit’ celkové bodové hodnotenie, pocet
financovanych projektov a takisto aj vyuzit’ rozpocet v ¢o najvicsej miere. Jeho aplikacia by
tak mohla vyznamne prispiet’ k transparentnejSiemu a StrategickejSiemu alokovaniu
verejnych financii. Navrhovany pristup zaroven predstavuje relevantny podklad pre
metodologické zmeny v ramci pripravovaného programového obdobia. V pripade, Ze by sa
Statne inStitGcie asamotna Podohospodarska agentura, ako zodpovedny organ za
implementaciu Programu rozvoja vidieka Slovenskej republiky 2014-2022 rozhodli
implementovat’ podobny optimaliza¢ny pristup, mohlo by to viest' k zvySeniu efektivity
verejnych vydavkov, zvySeniu spolo€enského prinosu a celkovému zlepSeniu kvality Zivota

obyvatel'stva v dotknutych regionoch.
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Prilohy

Priloha ¢&. 1: Pazravy algoritmus

summary_data = []
vyzva_results = {}

start_time = time.time()

for vyzva in vyzvy_list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva,"vysSka financnych prostriedkov MRR"].values[@]

projekty["Pomer bodov k €"] = projekty["Dosiahnuty pocet bodov"] / projekty[
"Pozadovana vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]

projekty = projekty.sort_values(by="Pomer bodov k €", ascending=False)

vybrane = []
suma = 0

for _, p in projekty.iterrows():
if suma+p["Pozadovanad vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov(v EUR)"]<=rozpocet:
vybrane.append(p["ID Projektu"])
suma += p["Pozadovand vyska finan¢ného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]

vybrane_df = projekty[projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vucC",

"Vyzva", "Dosiahnuty pocet bodov", "PoZzadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)",
"Ak vyradeny - dovod vyradenia"]]

nevybrane_df = projekty[~projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vuc", "vyzva",
"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovanad vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)", "Ak
vyradeny - dévod vyradenia"]]

pouzity_rozpocet = suma

nealokovany_rozpocet = rozpocet - pouzity_rozpocet
celkove_skore = vybrane_df["Dosiahnuty pocet bodov"].sum()
max_skore = projekty["Dosiahnuty pocet bodov"].sum()

pocet_vybranych_projektov = len(vybrane_df)
celkovy_pocet_projektov = len(projekty)

summary_data.append([
vyzva, rozpocet, pouzity_rozpocet, nealokovany_rozpocet,
celkove_skore, max_skore,
pocet_vybranych_projektov, celkovy pocet_projektov])

vybrane_df["Stav"] = "Vybrané"
nevybrane_df["Stav"] = "Nevybrané"
vyzva_results[vyzva] = pd.concat([vybrane_df, nevybrane_df], ignore_index=True)

summary_greedy = pd.DataFrame(summary_data, columns=[
"Vyzva", "Maximdlny rozpocet (EUR)", "Pouzity rozpocet (EUR)",
"Nealokované prostriedky (EUR)", "Ziskané body", "Maximdlne mozné body",
"Pocet vybranych projektov", "Celkovy pocet projektov"])

final_results_greedy = pd.concat(vyzva_results.values(),
keys=vyzva_results.keys()).reset_index(level=0).rename(columns={"level 0": "Vyzva"})

end_time = time.time()
elapsed_time = end_time - start_time

print(f"Celkovy cas spracovania algoritmu: {elapsed_time:.4f} sekind.")

final_results_greedy
summary_greedy

Zdroj: Viastné spracovanie v programovacom jazyku Python
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Priloha ¢&. 2: Algoritmus dynamického programovania

summary_data = []
vyzva_results = {}

start_time = time.time()

for vyzva in vyzvy_list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva, "vyska financnych prostriedkov MRR"].values[©@]

scale = 1000
rozpocet = int(rozpocet / scale)

ids = projekty["ID Projektu"].tolist()

costs = (projekty["Pozadovand vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"] /
scale).astype(int).tolist()

scores = projekty["Dosiahnuty pocet bodov"].tolist()

n = len(ids)

dp = [[@] * (rozpocet + 1) for _ in range(n + 1)]

for i in range(1, n + 1):
for w in range(rozpocet + 1):
if costs[i - 1] <= w:
dp[i][w] = max(dp[i - 1][w], dp[i - 1][w - costs[i - 1]] + scores[i - 1])
else:
dp[i][w] = dp[i - 1][w]

w = rozpocet
vybrane = []
for i in range(n, 0, -1):
if w <= 0:
break
if dp[i][w] !'= dp[i - 1][w]:
vybrane.append(ids[i - 1])
w -= costs[i - 1]

vybrane_df = projekty[projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vuc", "vyzva",

"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]]
nevybrane_df = projekty[~projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vuc", "Vyzva",

"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]]

pouzity_rozpocet = vybrane_df['Pozadovanad vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)'].sum()
nealokovany_rozpocet = rozpocet * scale - pouzity_rozpocet

while nealokovany_rozpocet < © and len(vybrane) > @:
posledny_id = vybrane.pop()
vybrane_df = vybrane_df[vybrane_df["ID Projektu"] != posledny_id]

posledny_proj = projekty[projekty["ID Projektu"] == posledny_id][["ID Projektu", "vuc", "vyzva",
"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovanad vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]]
nevybrane_df = pd.concat([nevybrane_df, posledny_proj], ignore_index=True)

pouzity_rozpocet = vybrane_df['Pozadovanad vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (VEUR)'].sum()
nealokovany_rozpocet = rozpocet * scale - pouzity_rozpocet

celkove_skore = vybrane_df[ 'Dosiahnuty pocet bodov'].sum()
max_skore = projekty[ 'Dosiahnuty pocet bodov'].sum()

pocet_vybranych_projektov = len(vybrane_df)
celkovy_pocet_projektov = len(projekty)

summary_data.append([
vyzva, rozpocet * scale, pouzity_rozpocet, nealokovany_rozpocet,
celkove_skore, max_skore,
pocet_vybranych_projektov, celkovy_pocet_projektov])

vybrane_df["Stav"] = "Vybrané"
nevybrane_df["Stav"] = "Nevybrané"
vyzva_results[vyzva] = pd.concat([vybrane_df, nevybrane_df], ignore_index=True)
summary_dp = pd.DataFrame(summary_data, columns=[
"Vyzva", "Maximdlny rozpocet (EUR)", "Pouzity rozpocet (EUR)",
"Nealokované prostriedky (EUR)", "Ziskané body", "Maximdlne mozné body",
"Pocet vybranych projektov", "Celkovy pocet projektov"])

final_results_dp = pd.concat(vyzva_results.values(),
keys=vyzva_results.keys()).reset_index(level=0).rename(columns={"level_0": "Vyzva"})

end_time = time.time()
elapsed_time = end_time - start_time

print(f"Celkovy Cas spracovania algoritmu: {elapsed_time:.4f} sekind.")

final_results_dp
summary_dp

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python



Priloha &. 3: Bindrne celociselné linearne programovanie — predvoleny riesitel CBC

summary_data = []
vyzva_results = {}
start_time = time.time()

for vyzva in vyzvy list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
rozpocet = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva, "vyska finanénych prostriedkov MRR"].values[0@]

problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}", LpMaximize)
decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in projekty["ID Projektu"]}

problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p, "Dosiahnuty
pocet bodov"].values[@] for p in decision_vars)

problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p,
"Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v
EUR)"].values[@] for p in decision_vars) <= rozpocet

problem.solve()
vybrane = [p for p in decision_vars if decision_vars[p].value() == 1]

vybrane_df = projekty[projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vuc", "Vyzva",
"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovana vyska financ¢ného prispevku z verejnych
zdrojov (v EUR)"]]

nevybrane_df = projekty[~projekty["ID Projektu"].isin(vybrane)][["ID Projektu", "vuc",
"Vyzva", "Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovana vyska financného prispevku z
verejnych zdrojov (v EUR)"]]

pouzity_rozpocet = vybrane_df['Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v
EUR)"].sum()

nealokovany_rozpocet = rozpocet - pouzity_rozpocet

celkove_skore = vybrane_df['Dosiahnuty pocet bodov'].sum()

pocet_vybranych_projektov = len(vybrane_df)
celkovy pocet_projektov = len(projekty)
max_skore = projekty[ 'Dosiahnuty pocet bodov'].sum()

summary_data.append([vyzva, rozpocet, pouzity_rozpocet, nealokovany_rozpocet, celkove_skore,
max_skore, pocet_vybranych_projektov, celkovy pocet_projektov, LpStatus[problem.status]])

vybrane_df["Stav"] = "Vybrané"
nevybrane_df["Stav"] = "Nevybrané"
vyzva_results[vyzva] = pd.concat([vybrane_df, nevybrane_df], ignore_index=True)

summary_ilp = pd.DataFrame(summary_data, columns=[
"Vyzva", "Maximdlny rozpocet (EUR)", "Pouzity rozpocet (EUR)",
"Nealokované prostriedky (EUR)", "Ziskané body", "Maximdlne mozné body",
"Pocet vybranych projektov", "Celkovy pocet projektov", "Stav optimalizdcie"])

final_results_ilp = pd.concat(vyzva_results.values(),
keys=vyzva_results.keys()).reset_index(level=0).rename(columns={"level _0": "Vyzva"})

end_time = time.time()
elapsed_time = end_time - start_time

print(f"Celkovy cas spracovania algoritmu: {elapsed_time:.4f} sekind.")

final_results_ilp
summary_ilp

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python



Priloha €. 4: Model so spdtnym vyberom projektov — BILP; rieSitel CPLEX

summary_data = []
vyzva_results = {}
zostatok_zostatok = @
nevybrane_nevybrane=pd.DataFrame(columns=["ID Projektu", "vuc", "vyzva",

"Dosiahnuty pocet bodov", "Pozadovana vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"])
nevybrane_nevybrane = pd.concat([nevybrane_nevybrane, ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == "Pokracujice projekty PRV
7-13 financ. z PRV 14-20"]], ignore_index=True)

start_time = time.time()

for vyzva in vyzvy_list:
projekty = ziadosti[ziadosti["Vyzva"] == vyzva].copy()
budget = vyzvy.loc[vyzvy["Vyzva"] == vyzva, "vyska financnych prostriedkov MRR"].values[@]
print(vyzva)
problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}", LpMaximize)

decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in projekty["ID Projektu"]}

problem += lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p, "Dosiahnuty pocet
bodov"].values[@] for p in decision_vars)

problem += 1lpSum(decision_vars[p] * projekty.loc[projekty["ID Projektu"] == p, "Pozadovana vyska financného
prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"].values[@] for p in decision_vars) <= budget

problem.solve(CPLEX_CMD(msg=True))

vybrate = [p for p in decision_vars if decision_vars[p].value() is not None and decision_vars[p].value()
==1]

vybrate_df = projekty[projekty["ID Projektu"].isin(vybrate)][["ID Projektu", "vuC", "Vyzva", "Dosiahnuty
pocet bodov", "Pozadovanad vysSka financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]]

nevybrate_df = projekty[~projekty["ID Projektu"].isin(vybrate)][["ID Projektu", "vuc", "Vyzva", "Dosiahnuty
pocet bodov", "Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"]]

pouzity_budget = vybrate_df['Pozadovand vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)'].sum()
nealokovany_budget = max(@, budget - pouzity_budget)
celkove_skore = vybrate_df[ 'Dosiahnuty pocet bodov'].sum()

summary_data.append([vyzva, budget, pouzity_budget, nealokovany_budget, celkove_skore, len(vybrate_df),
len(projekty), LpStatus[problem.status]])

nevybrane_nevybrane = pd.concat([nevybrane_nevybrane, nevybrate_df], ignore_index=True)
zostatok_zostatok += nealokovany_budget

# 2. faza
if not nevybrane_nevybrane.empty and zostatok_zostatok > ©:
problem = LpProblem(f"Knapsack_{vyzva}_faza2", LpMaximize)
decision_vars = {p: LpVariable(f"proj_{p}", cat="Binary") for p in nevybrane_nevybrane["ID Projektu"]}

problem += 1lpSum(decision_vars[p] * nevybrane_nevybrane.loc[nevybrane_nevybrane["ID Projektu"] == p,
"Dosiahnuty pocet bodov"].values[@] for p in decision_vars)
problem += lpSum(decision_vars[p] * nevybrane_nevybrane.loc[nevybrane_nevybrane["ID Projektu"] == p,

"Pozadovana vyska financného prispevku z verejnych zdrojov (v EUR)"].values[@] for p in decision_vars) <=
zostatok_zostatok
problem.solve(CPLEX_CMD(msg=True))

faza2_vybrate = [p for p in decision_vars if decision_vars[p].value() is not None and
decision_vars[p].value() == 1]

faza2_vybrate_df = nevybrane_nevybrane[nevybrane_nevybrane["ID Projektu"].isin(faza2_vybrate)]

nevybrane_nevybrane = nevybrane_nevybrane[~nevybrane_nevybrane["ID Projektu"].isin(faza2_vybrate)]

pouzity_faza2_budget = faza2_vybrate_df['PoZadovana vyska finanéného prispevku z verejnych zdrojov (v
EUR) "].sum()

nealokovany_faza2_budget = max(@, zostatok_zostatok - pouzity_faza2_budget)

summary_data.append([f"{vyzva} - faza2", zostatok_zostatok, pouzity_faza2_budget,
nealokovany_faza2_budget, faza2_vybrate_df['Dosiahnuty pocet bodov'].sum(), len(faza2_vybrate_df),
len(nevybrane_nevybrane), LpStatus[problem.status]])

zostatok_zostatok = nealokovany_faza2_budget
summary_ilp = pd.DataFrame(summary_data, columns=["Vyzva", "Maximalny rozpocet (EUR)", "Pouzity rozpocet
(EUR)", "Nealokované prostriedky (EUR)", "Ziskané body", "Pocet vybranych projektov", "Celkovy pocet
projektov", "Stav optimalizacie"])

end_time = time.time()

summary_ilp

Zdroj: viastné spracovanie v programovacom jazyku Python



Priloha €. 5: Vystup z optimalizacie — model so spditnym vyberom projektov; BILP - CPLEX

1/PRV/2015 29 500 000,00 | 29476 100,98 23 899,02 6 948,00 86 107 | Optimal
1 - faza2 23 899,02 22 092,05 1 806,97 300,00 3 246 | Optimal
2/PRV/2015 51000 000,00 | 40949 621,59 | 10 050 378,41 5 747,28 77 78 | Optimal
2 - faza2 10 052 185,38 9938 423,21 113 762,16 14 100,00 141 106 | Optimal
3/PRV/2015 19300 000,00 | 19 194 618,53 105 381,47 7 346,19 93 136 | Optimal
3 - faza2 219 143,63 190 072,39 29 071,24 100,00 1 148 | Optimal
4/PRV/2015 1 455 000,00 1153 751,10 301 248,90 8 640,00 112 112 | Optimal
4 - faza2 330 320,14 235 281,13 95 039,01 100,00 1 147 | Optimal
5/PRV/2015 | 40000 000,00 | 39 936 744,36 63 255,64 5 719,00 63 94| Optimal
5 - faza2 158 294,65 0,00 158 294,65 0,00 0 178 | Optimal
6/PRV/2015 | 144 380 000,00 | 144 369 209,93 10790,07 | 92 899,01 1025 1156 | Optimal
6 - faza2 169 084,72 0,00 169 084,72 0,00 0 309 | Optimal
7/PRV/2015 72 000 000,00 | 71998 794,77 1205,23 | 20930,00 247 426 | Optimal
7 - faza2 170 289,95 0,00 170 289,95 0,00 0 488 | Optimal
8/PRV/2015 85600 000,00 | 85590 213,87 9786,13| 26901,00 327 478 | Optimal
8 - faza2 180 076,08 0,00 180 076,08 0,00 0 639 | Optimal
9/PRV/2015 24500 000,00 | 24 500 000,00 0,00 | 43251,60 490 1614 | Optimal
9 - faza2 180 076,08 150 000,00 30 076,08 252,00 3 1760 | Optimal
11/PRV/2015 20 000 000,00 | 19098 757,76 901 242,24 647,00 7 10| Optimal
11 - faza2 931318,32 900 000,00 31318,32 1 512,00 18 1745 | Optimal
13/PRV/2015 30 540 000,00 | 30539 782,48 217,52 38737,00 437 707 | Optimal
13 - faza2 31 535,84 0,00 31 535,84 0,00 0 2015 | Optimal
14/PRV/2015 1 900 000,00 1581 521,87 318 478,13 3722,00 47 47| Optimal
14 - faza2 350 013,97 350 000,00 13,97 588,00 2008 | Optimal
15/PRV/2015 11 000 000,00 8955915,69 | 2044 084,31 2,00 2| Optimal
15 - faza2 2 044 098,28 2 044 022,83 75,45 3362,00 40 1968 | Optimal
17/PRV/2015 2 000 000,00 1793 905,20 206 094,80 7,00 7 7| Optimal
17 - faza2 206 170,25 200 000,00 6 170,25 336,00 4 1964 | Optimal
22/PRV/2017 | 58 150 000,00 | 58 148 967,48 1032,52| 56637,00 636 1014 | Optimal
22 - faza2 7202,77 0,00 7202,77 0,00 0 2342| Optimal
23/PRV/2017 4 830 000,00 45 000,00 | 4 785 000,00 207,00 3 3| Optimal
23 - faza2 4792 202,77 4791 233,23 969,54 7 915,00 95 2247 | Optimal
24/PRV/2017 | 34610 630,00 [ 34112 160,00 498 470,00 130,00 130 130 | Optimal
24 - faza2 499 439,54 498 394,87 1 044,67 754,00 9 2238 | Optimal
26/PRV/2017 | 21631 000,00 | 17411 825,66 | 4219 174,34 10 521,21 129 129 | Optimal
26 - faza2 4220 219,01 4200 000,00 20 219,01 6 894,95 84 2154 | Optimal
28/PRV/2018 1490 000,00 333 687,01 | 115631299 7,00 7 7| Optimal
28 - faza2 1176 532,00 1 150 000,00 26 532,00 1 886,00 23 2131 | Optimal
29/PRV/2018 9 538 000,00 7122101,15| 2415 898,85 747,00 8 8| Optimal
29 - faza2 2 442 430,85 2 442 388,59 42,26 3 895,03 48 2083 | Optimal
32/PRV/2018 | 66 133 700,00 | 63 426 451,14 | 2707 248,86 3 095,00 35 38| Optimal
32 - faza2 2707 291,12 2 700 000,00 7291,12 4 374,00 54 2032 | Optimal
34/PRV/2018 488 540,00 195 871,43 292 668,57 8,00 8 8| Optimal




34 - faza2 299 959,69 299 523,81 435,88 414,00 5 2027 | Optimal
36/PRV/2018 607 000,00 432 362,15 174 637,85 10,00 10 10 | Optimal
36 - faza2 175 073,73 150 000,00 25 073,73 243,00 3 2024 | Optimal
37/PRV/2018 178 000,00 146 143,94 31 856,06 5,00 5 5| Optimal
37 - faza2 56 929,79 50 000,00 6 929,79 81,00 1 2023 | Optimal
35/PRV/2019 614 475,12 147 825,73 466 649,39 2,00 2 2| Optimal
35 - faza2 473 579,18 450 000,00 23 579,18 729,00 9 2014 | Optimal
38/PRV/2019 195 700,00 189 837,77 5 862,23 2,00 2 2| Optimal
38 - faza2 29 441,41 0,00 29 441,41 0,00 0 2014 | Optimal
39/PRV/2019 3 718 300,00 1549 500,00 | 2 168 800,00 48,00 48 48| Optimal
39 - faza2 2198 241,41 2 198 049,24 192,17 3491,00 43 1971 | Optimal
40/PRV/2019 14331 000,00 | 10298 851,35 | 4032 148,65 6 336,04 77 77| Optimal
40 - faza2 4032 340,82 | 4000 000,00 32 340,82 642831 80 1891 | Optimal
41/PRV/2019 10 000 000,00 | 8557 882,19 | 144211781 1 186,50 13 13| Optimal
41 - faza2 1474 458,63 1450 000,00 24 458,63 2 291,00 29 1862 | Optimal
43/PRV/2019 1003 559,05 534 193,67 469 365,38 621,00 8| Optimal
43 - faza2 493 824,01 492 678,53 114548 717,00 9 1853 | Optimal
44/PRV/2019 3250 000,00 1248592,59| 200140741 805,00 10 10| Optimal
44 - faza2 2002 552,89 | 2000 000,00 2 552,89 3160,00 40 1813 | Optimal
45/PRV/2020 2 698 279,80 1968 337,10 729 942,70 2 579,46 31 31| Optimal
45 - faza2 732 495,59 700 000,00 32 495,59 1 106,00 14 1799 | Optimal
46/PRV/2020 12 650 000,00 | 2350 000,00 | 10 300 000,00 4 036,00 47 47| Optimal
46 - faza2 10 332 495,59 | 10300 000,00 32495,59 | 15913,17 206 1593 | Optimal
47/PRV/2020 4 800 000,00 855 000,00 | 3945 000,00 4 734,00 57 57| Optimal
47 - faza2 397749559 | 3950000,00 27 495,59 5938,94 79 1514 | Optimal
49/PRV/2020 19 000 000,00 | 3430 000,00 | 15570 000,00 140,00 140 140 | Optimal
49 - faza2 15597 495,59 | 15597 096,12 399,471 19962,00 270 1244 | Optimal
50/PRV/2020 | 20 000 000,00 | 13060 201,69 | 693979831 | 32360,00 401 401 | Optimal
50 - faza2 6940 197,78 6939 769,42 428,36 6 111,00 71 1173 | Optimal
51/PRV/2021 | 234093 081,00 | 169 076 609,09 | 65016 471,91 | 38 097,00 460 460 | Optimal
51-faza2 | 65016900,27 | 65012 932,12 3968,15| 42191,00 486 687 | Optimal
52/PRV/2022 | 268 729 543,06 | 268 715 264,20 14 278,86 | 139 127,00 1583 1621 | Optimal
52 - faza2 18 247,01 0,00 18 247,01 0,00 0 725 | Optimal
53/PRV/2022 4900 000,00 1 140 000,00 | 3 760 000,00 7 034,00 76 76| Optimal
53 - faza2 3778 247,01 3 774 349,00 3.898,01 1 859,00 22 703 | Optimal
54/PRV/2022 | 27 648 400,00 | 11 550 000,00 | 16 098 400,00 | 20 534,00 231 231| Optimal
54 - faza2 16 102 298,01 | 16 066 710,79 35 587,22 5360,00 56 647 | Optimal
55/PRV/2022 1 500 000,00 597 031,60 902 968,40 350,62 4 4| Optimal
55 - faza2 938 555,62 926 413,32 12 142,30 236,00 3 644 | Optimal
58/PRV/2022 8500 000,00 81422232 | 7685777,68 1 077,00 13 13| Optimal
58 - faza2 7697 919,98 7 553 581,27 144 338,71 1 562,00 16 628 | Optimal
59/PRV/2022 7 880475,00| 7355468,55 525 006,45 3232,00 39 39| Optimal
59 - faza2 669 345,16 599 976,57 69 368,59 100,00 1 627 | Optimal

Zdroj: viastné spracovanie




