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HEADANIE CENOVEJ STRATEGIE DUOPOLISTU
V BIMATICOVYCH HRACH

FINDING PRICING STRATEGY OF DUOPOLIST IN BIMATRIX
GAMES

Zuzana Cickova, Patricia Holzerova

Abstrakt

Priestorové hry predstavuju Specificku oblast’ tedrie hier zaoberajlicu sa spravanim spolo¢nosti
posobiacich na trhu ako konkurenti, uplatiiujuci svoju cenovi politiku s cielom prilédkat
zakaznikov, maximalizovat’ svoje prijmy a najst’ najlepsiu lokalitu pre svoje pobocky. Hlavnym
cielom prispevku je Specificka situdcia stanovenia ceny produktu jedného z hracov na zaklade
ceny oponenta. Predstavujeme formulaciu priestorovej hry charakterizovanej grafom, ktorého
uzly reprezentuju polohu zdkaznikov a potencidlne miesta pre pobocky firiem. Celkové
naklady, pozostavajice zceny produktu adopravnych nakladov, st hlavnym faktorom
ovplyviiujicim zékaznikov pri vybere od koho budii nakupovat’. Hra predpoklada, Ze zdkaznici
maju stanoveny limitnt cenu, ktort st ochotni zaplatit’, coho dosledkom su stratené dopyty. Na
analyzu danej situacie vyuzivame bimaticové hry.

KPucové slova: priestorova konkurencia, doupol, stanovenie ceny, bimaticové hry

Abstract

Spatial games represent specific area of game theory and deal with the behaviour of companies
operating as competitors in the market, applying its own pricing policy with aim to attract
customers, maximize its revenues and find the best location for their branches. The main goal
of the article is specific situation of determining the product price of one of the players, based
on a predetermined price of the opponent. We present formulation of spatial game characterized
by a graph, where nodes represent both location of customers and potential places of service of
the companies. Total costs, consisting of the price of the product and transport costs, are the
main factor influencing customers in choosing from whom to purchase. The game assumes that
customers set limit price they are willing to pay, resulting in lost demands. We use bimatrix
games to analyse the situation.

Keywords: spatial competition, duopoly, pricing, bimatrix games

1 UVOD

Cielom kazdej firmy pdsobiacej na trhu je zlepSenie svojho postavenia, rast, ziskanie si ¢o
najvicsieho poctu zakaznikov a v neposlednom rade maximalizécia ziskov. To, ako sa firma na
trhu sprava je podmienené aj typom trhovej Struktary, do ktorej spada. Na trhu rozliSujeme
dokonalu a nedokonalti konkurenciu, pricom obe maju svoje charakteristické ¢rty. Nedokonala
konkurencia je charakterizovand dvoma zékladnymi predpokladmi: identifikovatelnym
produktom a moznost'ou stanovenia a kontrolovania cien produktov firmami alebo vyrobcami.
Nedokonall  konkurenciu na strane ponuky pozndme v troch forméch, ktorymi st
monopolistickd konkurencia, monopol a oligopol, ktory mdze byt diferencovany alebo
koncentrovany (Goga, 2013).



Oligopol predstavuje zlozit trhova Struktaru, v ktorej sa firmy snazia maximalizovat’ svoj zisk
a zlepsit’ svoje postavenie na trhu, ¢o je dovodom konfliktnej situdcie s ostatnymi firmami aj
vtedy, ak sa firma snazi konfliktom vyhnat (Goga, 2013). Ked’Ze spravanie sa firiem na trhu
nedokonalej konkurencie musi zohl'adnovat’ rozhodnutia ostatnych subjektov (konkurujticich
firiem, ale aj spotrebitelov), na analyzu tohto typu trhu mozno vyuzit' tedriu hier. Pri
rozhodovani sa 0 mnozstve a cene pontikaného produktu musi firma (teda hrac) zvazit’ kroky
ostatnych firiem na trhu. M6zeme predpokladat’, Ze pri rovnakom postaveni na trhu budu kroky
firiem rovnaké (Goga, 2013). Ich rozhodnutia potom moézu viest k trhovej rovnovahe.
Z pohladu tedrie hier mozno potom rozhodovaciu situaciu jednotlivych oligopolistov
povazovat’ za hru. Hra¢i sa snazia svojim strategickym spravanim maximalizovat’ svoju
oCakavanu platbu. Zakladnym konceptom rieSenia takychto strategickych hier je Nashovo
equilibrium - profil stratégii, v ktorom kazda stratégia je najlepSou odpoved’ou na zvySok
profilov.

2 MODELY PRIESTOROVEJ KONKURENCIE

Analyza oligopolistického trhu v priestore je pomerne diskutovanou témou. Jednym z prvych,
ktori sa zacali venovat’ tejto problematike bol matematik a ekoném Harold Hotelling (1929),
ktory predstavil model spocivajtci v pritomnosti dvoch firiem hl'adajtcich ¢o najvyhodnejsiu
poziciu na linedrnom trhu. Model je zdkladom mnoZstva teorii produktovej diferencidcie
a lokacie, no napriek svojej vyuzitelnosti presiel mnohymi kritikami. C. D'Aspremont, J.
Jaskold Gabszewicz a J.-F. Thisse (1979) poukazuju na jeho chybnost’ a dokazujt, Ze nie je
mozné aby existovala rovnovaha v pripade, Ze su firmy blizko pri sebe. Vysledkom ich
upraveného modelu je model, ktorého rieSenim je zabezpecCend existencia rovnovahy
v akomkol'vek mieste na trhu (D'Aspremont a kol., 1979).

Autori Melvin L. Greenhut, George Norman a Chao-Shun Hung vo svojej publikacii z roku
1987 The Economics of Imperfect Competition: A Spatial Approach zaujali odli$ny pristup
K tradi¢nej tedrii cien a analyze nedokonalej konkurencie, a to prostrednictvom priestorove;j
perspektivy, ktora aplikuja na cely rad nepriestorovych problémov spdjajicich sa
s nedokonalou konkurenciou.

Fetter (1924) publikoval pracu, ktora polozila zaklad analyze vztahov a vzajomnej zavislosti
medzi firmami, nakol’ko mala vyznamny vplyv na tedriu stitazenia v Sieti. Na rozdiel od
Hotellinga sa vSak Fetter zameriaval na modelovanie dopytového sprévania, nie na optimélne
rozhodnutia (Biscaia a Mota, 2013). Dalsie rozsirenie jeho prace mozno njst v publikaciach
mnohych dalSich autorov, ako napriklad (Hamoudi.a Risuefio, 2012) a (Hamoudi a
Bustamante, 2011). Hamoudi a Bustamante sa vo svojom c¢lanku zameriavaju na analyzu
cenovej rovnovahy v dvojstupiiove] hre modelu priestorovej konkurencie linedrneho mesta.
Autori rieSia Ulohu hl'adania lok4cie na priamke prostrednictvom tulohy kvadratického
programovania s linearnymi obmedzeniami (Hamoudi a Bustamante, 2011).

Vychadzajic z Hotellingovho modelu vznikla aj publikacia The economic theory of product
differentiation (Beath a Katsoulacos, 1991). Autori sa, okrem in¢ho, venujii cenovej
konkurencii priestorového duopolu. Zakaznici rozmiestneni pozdiZ linearneho trhu, nuteni
cestovat’ ak si chci zadovazit’ pontikané produkty, st jedini, ktori znaSaju dopravné naklady.
Pre vyrobcov plati, Ze lokécia ich produktov je pre nich exogénnym parametrom, takze cena je
ich jedinou rozhodovacou premennou (Beath a Katsoulacos, 1991).

V tomto prispevku budeme prezentovat’ Specificky problém priestorovej hry v pripade duopolu.
Ten je Specifickym typom oligopolu, kde na trhu na strane ponuky posobia iba dva subjekty.
Duopolisticky trh budeme prezentovat’ v priestore, ktory mozno charakterizovat’ formou grafu.
Hraci sa rozhoduju o umiestneni svojej prevadzky, pricom vysledky hry st dané stanovenim


https://www.cambridge.org/sk/academic/subjects/economics/industrial-economics/economics-imperfect-competition-spatial-approach?format=HB&isbn=9780521305525#bookPeople
https://www.cambridge.org/sk/academic/subjects/economics/industrial-economics/economics-imperfect-competition-spatial-approach?format=HB&isbn=9780521305525#bookPeople
https://www.cambridge.org/sk/academic/subjects/economics/industrial-economics/economics-imperfect-competition-spatial-approach?format=HB&isbn=9780521305525#bookPeople

ich cien, ktoré ovplyvnia im prislichajuci podiel na trhu. Zakaznici si pritom vyberaju jedného
Z dvoch duopolistov na zaklade svojich nizsich nakladov, ktoré zahfnaju jednak cenu tovaru,
ale aj naklady na dopravu. Budeme prezentovat’ originalny matematicky model, na zaklade
ktorého mozno stanovit’ cenu pre jedného z duopolistov na zaklade uz znamej ceny protihraca
tak, aby jeho trzby boli €o najvyssie.

3 MODELY PRIESTOROVEJ KONKURENCIE

V tejto Casti budeme prezentovat’ origindlny matematicky model umoziujuci stanovit' cenu
dopolistu na zaklade stanovenej ceny protihraca v pripade Specifickej priestorovej hry. Budeme
vychadzat’ z tychto predpokladov: homogenita produktu (obe firmy na trhu ponukaju vel'mi
podobny produkt), neelastickost’ dopytu (spotreba jednej jednotky zdkaznikmi v kazdom bode
trhu), indiferentnost’ spotrebitel'ov (vzhl'adom k vyberu vyrobcu), pricom nebudeme uvazovat’
S vyrobnymi ndkladmi firiem ani s obmedzenim v mnoZstve na strane ponuky.

Dalej budeme predpokladat: Nech V = {vy,v,,...v,},n € Z* | je mnozina zékaznikov a nech
je dany Gplny graf G = (V, H), kde V predstavuje uzly grafu a H je mnoZina hran medzi kazdou
dvojicou uzlov v; a v;,i,j € V. Hrany st orientované a kazdej z nich je priradené ohodnotenie
d;;, ktoré predstavuje minimalne naklady (najkratSiu dizku cesty) medzi uzlami v; a v;. Matica

D, = {di j} je potom maticou najkratSich vzdialenosti medzi uzlami v; a v;.

Budeme predpokladat’ existenciu dvoch spolo¢nosti, ktoré pontikaji homogénny produkt (tovar
alebo sluzbu), pricom tieto spolo¢nosti majii moznost' umiestnit’ svoje pobocky v jednom
z uzlov z grafu G. Spolo¢nosti nazveme hraémi a ozna¢ime ich P = {1,2}. Uzly grafu su
stucasne sidlami zdkaznikov, priCom uvazujeme jednotkovy dopyt uzla. Hoci obaja hraci
ponukaju identicky produkt v neobmedzenom mnozstve, cena produktov mdze byt odlisna.
Nech p™ je cenou produktu hraca 1 a p® cenou produktu hra¢a 2. Neuvazujeme sa o ziadnych
obmedzeniach kapacity ani diferenciacii produktu, teda kazdy zdkaznik mdze uskuto¢nit’ nakup
u ktorejkol'vek spolo¢nosti. Zakaznici pri rozhodovani zvazuja celkové ndklady na kapu
produktu, ktoré pozostavaju s ceny produktu a nadkladov na prepravu k vybranej spolo¢nosti.
Naklady na dopravu st vyjadrené ako t na jednotku vzdialenosti. Idea prispevku bude
vychadzat’ z (Ci¢kova a Holzerova, 2020). Prispevok sa zameriaval na modelovanie stanovenia
ceny duopolistu na zaklade najlepSej odpovede V pripade, ked kazdy zo zakaznikov vzdy
uskuto€nioval nakup utoho z hracov, kde boli celkové naklady spojené s nakupom niZSie
a vychadzal z modelu maticovej hry. Teraz budeme uvaZovat so stratenym dopytom, ked
zakaznik zvaZuje nielen vysku nékladov spojenych s nakupom, ale tiez maximalnu pevnua cenu
Pmax> Ktor je ochotny za nékup zaplatit. Je zrejmé, Ze dany predpoklad vedie k hre s
nekonsStantnym suctom platieb (bimaticovej hre), pretoze uzol je obsluzeny bud’ hracom 1,
alebo je obsluZeny hracom 2, alebo uzol zostane neobsliZeny.

Ak hra¢ 1 umiestni svoju pobocku v i —tom uzle a hra¢ 2 umiestni svoju predajiu v j —tom
uzle (i,j €V), hra¢ 1 ziska zakaznika z k —teho uzla (k € V) len v pripade, ak t * dj; +
p® <txdy;+p® atxdy+pY < pmax, &K txdy +pP >txdy; +pP atxdy+
PP < Py, zékaznika ziska hrag 2. AK txdy +p® =txdy; +p@at«dy +pP <
Pmax> hraci zdielaji dopyt v rovnakej miere. Ak nie je splneny ani jeden z uvedenych
predpokladov, zakaznik ostane neobsliZeny.

Ak by boli ceny duopolistov stanovené vopred, uvedené predpoklady by viedli k bimaticovej
hre kde prvky matice platieb hraCov mozno vy¢islit na zéklade tejto procedury:

Maticu platieb pre hraa 1 (A ={a;;},i,j = 1,2,...n) a maticu platiecb hraca 2 (B =
{bij},i,j = 1,2,...n) mozno zapisat’ formou takychto pseudokodov:



LET V ={12,..n}, Dpyn ={dy}, t, 2, 0P, Dpax
LOOP (i,j €V) DO

1
[ = txdi +p®;
a;; =0;
bij = 0;
LOOP (k,i,j = 1,2,...n) DO

1 2 1
IF n,(a. < n,(cj)andn,(d) < Pmax DO @ =@, +1;
D

ELSEIF n) =nl) and n{; <ppe DO & =2 +0,5;
ENDIF

n

V takom pripade mozno rovnovézne stratégie hracov ziskat pomocou ulohy nelinearneho
programovania, vychadzajiic z podmienok optimalnosti Karusha-Kuhna-Tuckera (Ci¢kova
a Zagiba, 2018):

Parametre:
® a;j,i,j €V —platba hraca 1 pri jeho i-tej stratégii a j-tej stratégii protihraca
e by;j,i,j €V —platba hraca 2 pri jeho i-tej stratégii a J-tej stratégii protihraca
Premenné:

e u,;— vysledna platba hraca 1
e u,—vysledna platba hraca 2
e x; >0,i €V —i-tazmieSana stratégia hraca 1
e y;>0,i €V —i-tazmieSana stratégia hraca 2

Z Z aijXiyj + Z Z bijx;y; — u; — u; > max (1)

i€V jev eV jev
Zaijyj—ulso,iEV (2)
JEV
D x= 3)
iev
ijiyi—UZSO,jEV (4)
iev
D= (5
jEV

Uvazujme teraz problém urCenia rovnovaznej ceny hraca ako reakciu na stanovenu cenu
protihraca. Nech cena tovaru druhého hra¢a p® je vopred znama. Cenu tovaru prvého hraca
p™ viak povazujeme za premennt, pricom hraé by ju chcel stanovit’ tak, aby sa maximalizovali
jeho trzby. Je zrejmé, ze pri takychto predpokladoch budt prvky matice platieb hraca 1 zavisiet
od hodnoty p™. Pre vztah hodnét prvkov matice platieb a ceny p® plati:

oy N\ (t xd;+p® — (txdy + p(l))) +1 (6)
a;;(p*) >

iev

kde t * dki + p(l) < Pmax @t * dkj + p(Z) < Pmax-



Problémom je nespojitost’ funkcie Signum. Tento problém vSak mozno preformulovat’ ako

ulohu bindrneho programovania. Zavedme takéto premenné: b,SJ) € {0,1}, b,(j]) €
{0,1}, by;j; k, i,j € V. Potom mozno tlohu naformulovat pridanim nerovnic:
t*dkj+p(2)_(t*dki+p(1)) SM*b,S])-;k,i,jEV (7
trd +p@ — (trdy +pV) = -M b3 k,i,jeV ®)
1 2 P
b,(d])- + b,(a-]). <Lkij€EV (9)
beij = by — b\ k,ij €V (10)
bkij * (t * dk} + p(z) — (t * dki + p(l))) > £ * bkl}l k, l,] eV (11)
a;j = Z(bkij +1)/2;i,j€V (12)
Kev

kde & povazujeme za male kladné Cislo a M za vel'ké kladné Cislo.

Nerovnice (6) az (12) slizia na stanovenie matice platieb hraca 1. Nerovnice (7) a (8) umoziuju
stanovit’ priradenie spotrebitel'ov z k-tého uzla pre poziciu (i), k,i,j € V. V pripade ostrej
nerovnosti nakladov (ak je k-ty uzol priradeny hracovi 1, premenna b,(i]) = 1, ak je tento uzol

2
(ak je k-ty uzol priradeny hraCovi 1, premennd by;; = 1, ak je tento uzol priradeny hracovi 2,
premennd by;; = -1). V pripade rovnosti nédkladov nerovnice (9) az (11) umoZnia nastavit
hodnotu by;; = 0.

priradeny hracovi 2, premenna b 1). Premenn€ by;; kalkuluju obsluzené uzly pre hraca 1

Problémom je vSak tiez zabezpeCenie reSpektovania maximalnej pevnej ceny Py qx,, ktora je
ochotny za nakup zaplatit’. Toto vélenime do tlohy matematického programovania pomocou

binarnych premennych = {0,1}a c? e {0,1}; k,i,j eV

kij Kij
Pmax — € — (t * dki + p(l)) <M * Cl(ci])’ k, i,j eV (13)
Pmax — €= (t* dig +pD) = =M ¢ ki, j €V (14)
il e SLkijEV (15)
Kde nerovnice (13) a (14) zabezpecCia nastavenie premenne;j C,SJ) na hodnotu 1, ak t * d; +
p™ < Prax-
Kone¢nu kalkulaciu prvkov a;; zabezpec€ia nerovnice:
1
ajj = Z(bkij t1)5x C,SJ) LjeEV (16)
kev

PretoZe ak by;j = 1, prvok a;; je zvySeny o 1, ak by;; =0, prvok a;; je zvySeny o0 0,5, a ak by;;
=-1, prvok a;; ostava nezmeneny, pricom premenna C,SJ) reprezentuje splnenie podmienky pre

cenovy limit spotrebitela.
Kalkulaciu prvkov b;; zabezpe€ia nerovnice:
1 -
biy = ) (1= (b + 1)5) * 0uajsij €V (17)
kev

kde pri vopred zadanej cene p®, mozno vopred stanovit’ parametre 0y ; takto: ak t = dy; +
P® < Prax, 0kij = 1, v opaénom pripade o;; = 0.



Matematicky model umoznujuci stanovit’ cenu prvého hraca potom vyzera takto:
e né€ Z* —number of nodes
e V ={1,2,..n} - mnozina uzlov
e d;j =0,i,j €V —najkratSia vzdialenost’ medzi uzlami i a
e > 0-jednotkové dopravné naklady
e p@® >0 - cena produktu oponenta (hréca 2)
e M —velké kladné cCislo
e ¢ — malé kladné Cislo
®  Dnmax — Mmaximalny limit nakladov spotrebitel’a
® 0y €(0,1),i,j € V —pomocny parameter, kde oy;; =1, ak t * dy; + p® < Prmax iNaK
0kij = 0.

Premenné:

e WwWEe (0,n) —pocet obsluzenych uzlov
e x; €(0,1),i €V —i-ta zmieSana stratégia hraca 1
e X € (0,1), j € V — j-ta zmieSana stratégia hraca 2
e p®M >0 - cena produktu hraca 1
e q; € (0,n),i,j € V—prvky matice platieb hraca 1
e b;; €(0,n),i,j €V — prvky matice platieb hraca 2
o by €{01}LkijEV,
o b €{01}LkijEV,
[ ] bkij € (—1,1), k, l,] eV
o il €{01LkijEV,
o i eIk ijEV,
o Ckij € <—1,1>, k, l,] EV.
Matematicky model:
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OPTIMALIZACNE MODELY EFEKTIVNEJ ROVNOVAHY PONUKY
A DOPYTU NA TRHU
PRODUKTOV SIETOVYCH ODVETVI

OPTIMIZATION MODELS OF THE EFFICIENT EQUILIBRIUM OF
SUPPLY AND DEMAND ON THE MARKET
OF NETWORK INDUSTRIES PRODUCTS

Michal Fendek

Abstrakt

V sucasnosti sa v odbornych diskusiach na réznych trovniach venuje znacnd pozornost’
problematike sietovych odvetvi. Je to pochopitelné, ved’ sietové odvetvia zabezpeCuji v
kone¢nom dosledku vyrobu a distribuciu energetickych zdrojov, ktoré maju pre efektivne
fungovanie rozvinutych ekonomik kl'ai¢ovy vyznam. Samozrejme, stav rovnovahy na kazdom
trhu, a teda 1 na trhu sietovych odvetvi je kreovany na zaklade konfrontacie medzi troviiou
dopytu a uroviiou ponuky na relevantnom trhu. Stredobodom zdujmu st obvykle otazky
primeraného zisku subjektov sietovych odvetvi na jednej strane a otdzky urovne cien ich
produkcie determinované odovodnenymi a pre spolo¢nost’ akceptovatel'nymi nakladmi na
strane druhej. V prispevku sa budeme zaoberat’ analyzou optimalizaénych modelov spravania
sa spotrebitel'a a producentov na trhu sietovych odvetvi, t. j. analyzou fenoménu dopytu a
ponuky na trhu sietovych odvetvi, ako aj vSeobecnymi otdzkami efektivnosti tohto
Specifického trhu.

KPlucové slova

Sietové odvetvia, funkcia uzitocnosti, spolo¢enské preferencie, nadbytok spotrebitel’a a firmy,
marginalna uzito¢nost’, primerany zisk subjektov sietovych odvetvi

Abstract

Currently a considerable attention to the subject of network industries is being paid in
discussions on various levels. It is understandable as network industries in fact ensure the
production and distribution of energy sources which play a key role in developed economies.
The discussions are usually focused on the question of reasonable profit of network industries
subjects and on the other hand the question of generally acceptable costs. Naturally,
equilibrium on the network industries market, as well as on any market, is being created based
on the level of demand and supply on said market. In this paper we will discuss the analysis of
microeconomic optimization models of consumers and producers behavior on the network
industries market, i.e. the analysis of demand and supply phenomena on this specific market.

Keywords

Network industries, utility function, consumer preferences, consumers’ surplus, producers’
surplus, marginal utility, reasonable profit of network industries subjects.

JEL Classification
C61, D11, D61, L11, L51
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Uvod

Charakteristickou vlastnostou modelov rovnovahy sietovych odvetvi je urcitd izolovanost’ a
uzatvorenost’ trhu, v dosledku ¢oho sa produkty sietovych odvetvi pre spotrebitel'a na tomto
trhu zvacsa nedaju substituovat’ (Fendek, M., Fendekova, E., 2009). Preto uzito¢nost, ktora
spotrebitel’ pocituje pri ich pouzivani mézeme kvantifikovat Specifickym spdsobom.
Principidlne ide o taki prezentaciu funkcie uzito¢nosti, kedy produkt sietového odvetvia je
vnimany ako tovar so samostatnou a exaktne formulovanou funkciou uzito¢nosti a ostatné
tovary st vnimané ako spotreba prepocitaného (agregovaného) jedného tovaru s normovanou
jednotkovou cenou.

Pre komplexnu charakteristiku trhu sietového odvetvia sa budeme v ramci prispevku zaoberat
formalizovanou analyzou aktivit vyrobcov na tomto trhu. Treba upozornit' na to, Ze aj
nakladova funkcia dodavatel'skej firmy, resp. vyrobcu ma v tomto modeli dodéavatela
produktu sietového odvetvia do istej miery atypicki vecnu interpretdciu. Podstatou tejto
koncepcie je také vnimanie trhu, na ktorom st vSetky ostatné¢ vyrobky a sluzby, okrem
produktu sietového odvetvia, vyjadrené agregovanym tovarom s jednotkovou cenou.

Nadbytok spotrebitel’a, resp. vyrobcu, ako klasické kategoérie mikroekonomickej analyzy sa
daju vel'mi efektivne vyuzit pri opise spravania sa spotrebitelov a vyrobcov na trhu vyrobkov
a sluzieb, nakol'’ko umoznuju kvalifikovane vysvetlit’ intuitivne tendencie najma spotrebitel'ov
pri prijimani rozhodnuti o kreovani svojej optimalnej spotrebnej stratégie pri meniacich sa
parametroch trhového prostredia, ktorymi s v tomto type analyzy zvycajne ceny.

V prispevku poukazeme na Specifickil interpretaciu kategorie ,,nadbytok spotrebitela™ v
pripade analyzy dopytu po produktoch sietovych odvetvi. Toto $pecifikum vyplyva z toho, ze
spotrebitel’ v kratkom Casovom horizonte obvykle nie je redlne schopny substituovat’ produkt
sietového odvetvia, napr. plyn, inym tovarom s primeranymi uzitkovymi vlastnostami, preto
vnima produkt ako exkluzivny a tato exkluzivita sa da potom aj formalne vyjadrit’ pri
konStrukcii funkcie uZito€nosti a z toho vyplyvajacich d’alSich nadvdzujucich analytickych
uloh.

1. Optimalizacia spotrebnej stratégie spotrebitel’a

VSeobecna uloha optimalizacie spravania spotrebitela ako klasicka kategoria
mikroekonomickej analyzy sa vel'mi efektivne vyuZziva pri opise spravania sa spotrebitel'ov,
nakol'ko umoznuju kvalifikovane vysvetlit' intuitivne tendencie spotrebitelov pri prijimani
rozhodnuti o kreovani svojej optimalnej spotrebnej stratégie pri meniacich sa parametroch
trhového prostredia, ktorymi st v tomto type analyzy obvykle ceny.

V prispevku poukazeme na urcité zvlastnosti spotrebného kosa v pripade analyzy produktov
sietovych odvetvi. Toto Specifikum vyplyva ztoho, Ze spotrebitel obvykle v kratkom
Casovom horizonte nie je realne schopny substituovat’ produkt sietového odvetvia, napr. plyn,
elektricku energiu a podobne inym tovarom s primeranymi Uzitkovymi vlastnostami, preto
vnima produkt ako exkluzivny atato exkluzivita sa d4 potom aj formdlne vyjadrit’ pri
konstrukcii funkcie uzito¢nosti a z toho vyplyvajucich d’alsich nadvizujtcich analytickych
uloh.

13



Predpokladajme, Ze na relevantnom trhu sietového odvetvia pdsobi m spotrebitelov S; pre i =

1, 2, ..., m. Tovar, alebo sluzbu sietového odvetvia, ktoré maji homogénny charakter,
povedzme distribuciu elektrickej energie, poskytuje n subjektov, dodavatelov Dj prej =1, 2,
., n.

Budeme teda sktimat’ trh homogénneho produktu, kde spotreba tovaru o objeme danom
premennou X; je spotrebou homogénneho produktu u i-teho spotrebitel’a Si a spotreba vsetkych
ostatnych tovarov v spotrebnom kosSi tohto spotrebitela je prezentovand prepocitanou
agregovanou premennou Xoi (Martin, S., 2012). Ak je uzito¢nost' zo spotreby produktu
sietového odvetvia spotrebitel'a Si dana funkciou ui(xi), ktora vyjadruje uroven uzitocnosti
VvV penaznych jednotkdch acena prepocitaného tovaru je normovana na hodnotu ,,1%, tak
celkova uzitocnost’ spotrebitel’a Si je vyjadrend v penaznych jednotkach funkciou Vi(Xi, Xoi)
takto

Vi (%5, Xo; ) = Ui (%) + X

pricom
v.(x,%,):R* >R
u(x):R =R

Pri takto vnimanej funkcii uzitoCnosti ju potom moézeme pre potreby dalSich analyz
interpretovat’ ako celkovu uzitocnost’ v ,,penaznych jednotkach®, ktori pocituje spotrebitel’
pri kupe xi jednotiek produktu sietového odvetvia a sucasnej kupe Xoi jednotiek agregovanych
ostatnych tovarov spotrebitel'ského kosa, ktoré sii ocenené normovanou cenou jedna peniazna
jednotka.

Vsimnime si, ze v dosledku toho, ze funkcia uzito¢nosti Vi(Xi,Xoi) je linearna vzhl'adom na
premennu Xoi dopytu po agregovanom tovare, tak hranicnd miera substitucie nezavisi od
spotreby tohto agregovan¢ho tovaru ani od uzito€nosti, ktord je s jeho spotrebou spojena,
nakol’ko plati

OV X, Xo: ov, (X, X,
|( i Ol)dxi+ VI(XI XOI)dXOi :0
OX; OXy;
U (%) + %) Uy (%) + x5,)
_ dxy, _ oX; _ X _ a(ui(xi)"' XOi) _ aui(xi)
dxi a(ul (XI )+ XOi ) 1 axi axi
6XOi

dx. =U; (Xi): mui(xi)

kde

u (x)=mu,(x):R >R

je funkcia hranicnej, resp. marginalnej uzito¢nosti spotreby produktu sietového odvetvia i-
teho spotrebitel'a. Spravanie spotrebitela moZzno potom charakterizovat’ tak, ze spotrebitel
kompenzuje napr. znizenie spotreby tovaru sietového odvetvia o jedno percento zvySenim

spotreby ,,agregované¢ho* tovaru o pocet percentudlnych bodov rovny marginalnej uzito¢nosti
tovaru sietového odvetvia.

Predpokladajme d’alej, ze funkcia uzitocnosti tovaru sietového odvetvia ui(Xi) je pre kazdého
spotrebitel'a S; hladka, t. j. spojitd a diferencovatel'nd a jej hodnota je pre nulovu spotrebu
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komodity tiez nulovd aplati ui(0) = 0. Predpokladajme tiez, ze funkcia uzitocnosti je
konkavna. Dalej predpokladajme, Ze funkcia marginalnej uzito¢nosti mui(xi) je klesajuca,
takze pre druhu derivaciu funkcie uzitocnosti Ui (Xi) plati vztah

u'(x )= dm:;(xi )_d zs;gxi )< 0

pricom pre defini¢ny obor funkcie hrani¢nej uzito¢nosti mui(Xi) a obor jej funkénych hodnot
plati D(mu,(x,))=(0,0), H(mu,(x;))=(~o0,).

Inymi slovami, hrani¢nd uzito¢nost’ sledovaného tovaru sietového odvetvia je v zone rastu
uzito¢nosti kladna, ale jej hodnoty postupne klesaji, aby v bode maxima funkcie uzito¢nosti
dosiahla funkcia hrani¢nej uzito¢nosti nulovi hodnotu a pri d’alSom raste spotreby je mozny
pokles hrani¢nej uzito¢nosti do oblasti zapornych hodnét (Rode, S., 2013).

UZito¢nost’ Ui(xi) pri kape X; jednotiek tovaru sietového odvetvia potom zodpoveda ochote
spotrebitela ,,zaplatit* za Xi jednotiek tohto tovaru adekvatnym poctom Xoi jednotiek
agregovan¢ho tovaru. Jednoducho vyjadrené, spotrebitel’ je ochotny v zadujme ziskania X
jednotiek tovaru sietového odvetvia pri zachovani Grovne uzito¢nosti vzdat sa az Ui(Xi)
jednotiek agregovaného tovaru s normovanou jednotkovou cenou.

Spravanie sa i-teho spotrebitel'a Si pre kazdé i=1, 2, ..., m budeme skimat’ prostrednictvom
optimaliza¢nej Glohy maximalizacie funkcie celkovej uZitocnosti i-teho spotrebitel’a S; pri
ohrani¢enych vydavkoch na spotrebu so spotrebnym limitom w; a cenou komodity sietového
odvetvia p. Uloha je pre nezdporné premenné Xi a Xoi formulovana takto:

V(X X ) = U (6 )+ X — max
pri ohraniceni
PX; + X = W,

|
Xi 1 Xoi =0
Hore uvedend optimalizatnd uloha matematického programovania je Glohou maximalizacie na

viazany extrém (Jarre, F., Stoer, J., 2012). Upravme tuto ulohu na Standardny tvar, t. j. na tlohu
minimalizécie takto:

—V; (X5, Xoi ) = —U; (X, )= Xg; — min (1)

pri ohranicent
PXj + Xoi = W; 2
X X 20 (3)

2. Optimalizacia vyrobnej stratégie firmy

V d’alsom texte sa budeme zaoberat’ formalizovanou analyzou aktivit vyrobcov na tomto trhu.
Treba upozornit’ na to, ze aj ndkladova funkcia dodéavatel’'skej firmy, resp. vyrobcu ma v tomto
modeli dodavatela produktu sietového odvetvia do istej miery atypickll vecnu interpretaciu.

Podstatou tejto koncepcie je uz v ramci analyzy spravania sa spotrebitel'a vysvetlené vnimanie
trhu, na ktorom st vSetky ostatné vyrobky a sluzby, okrem produktu sietového odvetvia,
vyjadrené agregovanym tovarom s jednotkovou cenou.
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Na zaklade tejto koncepcie potom j-ty dodavatel’ na vyrobu Yj jednotiek produktu sietového
odvetvia spotrebuje technologii adekvatny pocet jednotiek prepocitanych vyrobnych faktorov
s jednotkovou cenou. Tieto ndklady su vo vSeobecnosti si¢tom nakladov fixnych a ndkladov
variabilnych. Konkrétna Struktira tychto vyrobnych faktorov nas v tomto modeli samozrejme
nebude zaujimat. Vyrobné naklady dodavatel’a Dj spojené s produkciou y;j jednotiek vyjadruje
funkcia celkovych nakladov nj(yj), 0 ktorej budeme predpokladat, ze je spojita
a diferencovatel'na.

Preskimajme teraz spravanie sa j-tej firmy z hl'adiska jej prirodzenej tendencie maximalizacie
zisku. Spravanie sa j-tej firmy Dj pre kazdé j=1, 2, ..., n budeme skiimat prostrednictvom
optimaliza¢nej ulohy maximalizacie funkcie zisku j-tej firmy Dj pri podmienke aby trhova
cena produktu sietového odvetvia p, ktord je parametrom modelu prinajmensom pokryla
priemerné vyrobné naklady firmy p (Pféhler, P., Wiese, H., 2005). Tato optimalizacna uloha je
pre nezapornu premennt Yj formulovana takto:

2(y;)=py; —n;ly;) - mex
pri ohraniceni 4)

Hore uveden4 optimalizacna tloha je lohou maximalizacie na viazany extrém. Upravme tuto
ulohu na Standardny tvar, t. j. na tlohu minimalizécie:

—z,(y;)=-py; +n,(y;) — min ()
pri ohraniceni
nly;) <
p<0 (6)
Yi
y; =0 (7

Pre tto ulohu matematického programovania (5), ..., (7) sformulujme zovSeobecnenti
Lagrangeovu funkciu v tvare:

L;(y;.4;)=—py, +nj(yj)+;t{Lyi)_ sz

Yj (8)
=—py; +n;(y; )+ 4 (”j (viy;* - p)
Sformulujme podmienky optimalnosti Kuhna — Tuckera (Jarre, F.; Stoer, J. , 2012) pre
Lagrangeovu funkciu v tvare (8)
J-teho dodavatel’a Dj takto
8Lj(yj,/1])>0 6Lj(yj,/1])<0
, o
Ly, A oLy, A
y, l(yJ J):O /1] l(yJ J):O (9)
o, 0,
Y, >0 4,20
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Podmienky optimalnosti Kuhna — Tuckera v tvare (9) po dosadeni analytického tvaru
Lagrangeovej funkcie (8) a po d’alsej uprave dostavame v tvare

A.
= p+nm;(y; )+ =L (nm; (y;)-np; (y; )= 0 (hy np,(y,)-p<o (k)

i

4, :
y{— p+nmj(yj)+y—‘(nmj(yj)—npj(yj))J:O (i) Aj(npj(yj)— p)=0 () (10)
j

y, >0 (j) 2,20 (m)

Ak dodavatel'sk4 firma bude pontikat na trhu yj” jednotiek produktu sietového odvetvia, ktoré
pri jeho trhovej jednotkovej cene p budu firme garantovat’ maximalny zisk, tak musi existovat
taky Lagrangeov multiplikator /;°, pre ktory st splnené podmienky optimélnosti Kuhna —
Tuckera (10), ¢ize vektor premennych (Y, Aj)” je rieSenim stistavy rovnic a nerovnic (h), (i), ...,
(m). Preskiimajme teraz niektoré zaujimavé ekonomicky interpretovatelné dosledky podmienok
optimalnosti Kuhna — Tuckera v kontexte analyzy spravania sa dodavatela na trhu produktov
sietovych odvetvi:

1. Predovsetkym sa zamyslime nad moznost’ami analyzy podmienok optimalnosti Kuhna -
Tuckera z hl'adiska hodnoty premennej Yj, t.j. objemu produkcie. Zisk firmy je rozdiel
medzi jej vynosmi anakladmi, pricom oborom hodndt nakladovej funkcie nj (y;) st
nezaporné Cisla, takze zisk moze byt pri kazdej kladnej trhovej cene p kladny len pre
kladny objem vystupu y;" > 0. Platnost podmienky (K) zaroveii garantuje, Ze optimalnemu
objemu vystupu Y; zodpovedaju priemerné naklady npj (y;"), ktoré neprevysuju trhovu
cenu p.

2. Za predpokladu, 7e pre optimalny objem ponuky firmy Yy~ platia vztahy yj > 0 a
npj(y;") < p, tak pre optimalnu hodnotu Lagrangeovho multiplikatora 4" mozu nastat’
dve situdcie:

a. Za predpokladu, Ze hodnota Lagrangeovho multiplikatora je nulova a plati 4" =0,
tak podmienka (1) je splnena a z platnosti podmienky (i) vyplyva, Ze pre optimalny
objem ponuky su jej margindlne naklady rovné trhovej cene produkcie a plati
nmi(y;") = p, pri¢om podmienka (h) sa spiiia ako rovnost’ a podmienka (k) sa moze
spiiat’ aj ako ostra nerovnost. Vidime teda, e v pripade nulovej hodnoty
Lagrangeovho multiplikdtora moze firma dosahovat’ kladny maximalny zisk na
tirovni hodnoty py;”- nj(y;").

b. Za predpokladu, Ze hodnota Lagrangeovho multiplikatora je kladna a plati 4" > 0,
tak z platnosti podmienky (1) vyplyva, ze pre optimalny objem ponuky su jej priemerné
naklady rovné trhovej cene produkcie a plati npj(y;’) = p, pri¢om podmienka (k) sa
spiia ako rovnost’ a podmienka (i) sa preformuluje takto:

y{_ -+ nm,(y, )+ - (am (y, ) - np,-(y,-))J )

Yi
A; A;
=Y P+ nmj(yj)+7(nmj(yj)— p)| = Yi 7(”mj(y1)_ p)=0
J J
Z podmienky (i) teda vyplyva, Ze optimalnemu objemu vystupu Y;” zodpovedaji marginalne
naklady firmy nmj (y;") na trovni, ktord zodpoveda trhovej cene p, t.j. plati nmj(y;") = p, €o
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vSsak zaroven s platnostou podmienky (I) implikuje rovnost marginalnych
a priemernych nakladov firmy nmj(y;") = npj(y;”) pre optimélny objem ponuky ;.

V takomto pripade je vSak optimdlna uroven zisku firmy nula, comu zodpoveda hrani¢ny
pripad, kedy firma ponuka taky objem produkcie, pri ktorom sa trhovd cena rovna
marginalnym nékladom a stcasne minimalnym priemernym nakladom, dosahuje firma
nulovy zisk.

Zaver

V prispevku sme skiimali parcidlne modely optimalneho spravania spotrebitel'ov na trhu sietovych
odvetvi. Ukézali sme, ako poznatky vyplyvajuce z analyzy rieSeni optimalizanych tloh spravania
spotrebitel'a na trhoch sietovych odvetvi mozno efektivne vyuzit' pri interpretacii vecnych
vztahov, zakonitosti a strategickych rozhodnuti pri spravani sa spotrebitel'ov a vyrobcov na trhu
sietového odvetvia.

Porusenie podmienok rovnovahy samozrejme nemozno vylucit', redlny ekonomicky Zivot totiz aj
predpoklada urcity vyvoj a nestabilitu na kazdom trhu a teda aj relativnu kratkodobost’ platnosti
podmienok rovnovahy, ¢o v kone¢nom dosledku napokon ani nepredstavuje nerieSite'ny problém,
je vsak potrebné situaciu kvalifikovane identifikovat a vyhodnotit mozné reakcie na zmenu
parametrov systému (Fendek, M., Fendekova, E., 2018).

Keby nenastali hore uvedené situdcie, mohli by niektori spotrebitelia prostrednictvom vymeny
zvysit’ svoju uzitocnost’. V takomto pripade by totiz spotrebitel’ s vySSou hrani¢nou uzito¢nost'ou
ateda aj s vySSou hrani¢nou ochotou zaplatit’ za agregovany tovar mohol zodpovedajici pocet
jednotiek produktu sietového tovaru ziskat' za adekvatny objem agregovaného tovaru od
spotrebitel'a s nizSou marginalnou uzito¢nost'ou, ¢im by si mohli v konecnom désledku obaja
spotrebitelia svoje pozicie na trhu zlepsit..

V prispevku sme skiimali podmienky optimalnosti pre parcidlne modely optimalneho
spravania spotrebitel'ova producentov produktov na trhu sietovych odvetvi, Ukézali sme, ako
poznatky vyplyvajice z analyzy podmienok optimalnosti Kuhna — Tuckera formulované
relevantné ulohy matematického programovania mozno efektivne vyuZit' pri interpretacii
vecnych vztahov, zdkonitosti a strategickych rozhodnuti pri spravani sa spotrebitelov a
vyrobcov na trhu sietového odvetvia.

Ukézali sme teda, ze vyuzitie modelovych pristupov a tedrie optimalizacie pri analyze
podmienok rovnovahy na trhu ponuky a dopytu sietovych odvetvi umoziuje efektivne
skimat’ podmienky vzniku rovnovahy ako 1 dosledky zmien parametrov trhového prostredia,
ktoré maju za nasledok prehodnotenie atribiitov rovnovazneho stavu.
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MODELOVANI DODAVATELSKYCH SIiTi S E-OBCHODEM

MODELING SUPPLY NETWORKS WITH E-COMMERCE

Petr Fiala

Abstrakt

Zachyceni moznosti modelovani e-obchodu v dodavatelskych sitich znamena rozsifeni
klasického zplisobu zasobovani zakaznikli materidlovych kanalii od prodejct o elektronické
vazby od vyrobcu a/nebo prodejcu. E-obchod je spojen se schopnosti vykonavat transakce
automaticky. Elektronickd spojeni mezi vyrobci a prodejci reprezentuji slozku B2B (business-
to-business) a elektronicka spojeni mezi prodejci a zakazniky reprezentuji slozku B2C
(business-to-consumer) e-obchodu. Clanek predstavuje model dodavatelské sit& s e-obchodem,
kde se kombinuji konkuren¢ni a kooperativni vztahy pomoci postupti matematického
programovani a teorie her.

Kli¢ova slova: dodavatelska sit, e-obchod, matematické programovani, teorie her

Abstract

Capturing e-commerce modeling capabilities in supply networks means extending the
traditional way of supplying customers with material channels from retailers with electronic
links from manufacturers and/or retailers. E-commerce is associated with the ability to perform
transactions automatically. Electronic connections between manufacturers and retailers
represent the B2B (business-to-business) component and electronic connections between
retailers and customers represent the B2C (business-to-consumer) component of e-commerce.
The paper presents a model of a supply network with e-commerce, where competitive and
cooperative relationships are combined using mathematical programming and game theory
approaches

Keywords: supply network, e-commerce, mathematical programming, game theory

1 UVOD

Dodavatelské sit¢ jsou tvofeny vrstvami dodavateld, vyrobci, distributordi, prodejcl a
zakazniki. Dodavatelska sit’ je vicestupnovy systém, od horniho stupné dodavateli ke
spodnimu stupni koncovych zakaznikli. Mezi dvéma sousednimi stupni jsou dodavatelsko-
odbératelské vztahy. Mezi stupni dodavatelské sité v obou smérech proudi materidlové,
finan¢ni, informacni a rozhodovaci toky. Materidlové toky zahrnuji toky surovin, meziproduktii
a hotovych produkti smérem od dodavatelll k zdkaznikiim a opacné orientované toky vraceni,
servisu, recyklace a likvidace produktl. Finanéni toky zahrnuji riizné druhy plateb, Gvéry, toky
plynouci z vlastnickych vztahti atd. Informacni toky propojuji systém informacemi o
objednavkach, dodavkach, planech atd. Rozhodovaci toky jsou posloupnosti rozhodnuti
ucastnikil, ovliviiyjici celkovou vykonnost fetézce.

Management dodavatelskych fetézci (Supply Chain Management) je bouflivé se vyvijejici
disciplina vyuzivajici koncepce, které byly vyvinuty v riznych jinych disciplinach (Simchi-
Levi aj., 1999). Modelovani (Tayur, 1999, Fiala, 2010) je vhodny pfistup pro analyzu a
zlepSovani dodavatelskych systémi, ktery muize ve spojeni s moderni informacni a
komunikac¢ni technologii pomoci fesit celou fadu problému.

V navrzeném modelu jsou zahrnuty neékteré dilezité vlastnosti sitového prostfedi. Model bere
Vv uvahu tfivrstvou sitovou strukturu vyrobct, prodejcti a zékazniki, propojenou materialnimi,
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finan¢nimi a informacnimi toky a rovnéz je uvazovana moznost e-obchodu. Model
dodavatelskych siti zahrnuje koordinaci tokii v riznych sitovych strukturach a kombinaci
nekooperativnich a kooperativnich rozhodnuti ¢astniki site.

2 MODEL DODAVATELSKE SITE

Model bere v tivahu tiivrstvou sit’ m vyrobct (i = 1, 2, ..., m), n prodejct (j =1, 2, ...,n)ap
typt zakaznika (trhd) (k = 1, 2, ..., p). Vyrobci prodavaji homogenni produkt prodejcim
pomoci materidlnich a/nebo elektronickych kandlii. Vyrobci mohou prodavat produkt takeé
piimo zakaznikiim pomoci elektronickych kanala. Prodejci prodavaji produkt zakaznikim
pomoci materialnich a/nebo elektronickych kanalti. Zakaznici mohou koupit produkt tfemi
zpusoby: elektronicky od vyrobcti a/nebo prodejcti a pomoci materidlovych kanali od prodejc.
E-obchod je spojen se schopnosti vykonévat transakce automaticky. Elektronické spojeni mezi
vyrobci a prodejci reprezentuji slozku B2B (business-to-business) a elektronicka spojeni mezi
prodejci a zakazniky reprezentuji slozku B2C (business-to-consumer) e-obchodu (Timmers,
1999).
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Obr.1. Dodavatelska sit’ s e-obchodem

Obr. 1 zobrazuje tfivrstvou dodavatelskou sit’ propojenych vyrobet, prodejct a zakazniki. Plné
cary znazoriiuji materialni spojeni a carkovana spojeni znazornuji elektronicka spojeni.

Definujme oznaceni:

x{ = mnozstvi produktu zaslaného od vyrobce i prodejci j pomoci materialnich spojeni,

ys? = mnozstvi produktu zaslané¢ho od vyrobce i prodejci j pomoci elektronickych spojent,
x}lf) = mnozstvi produktu zaslaného od prodejce j zdkaznikovi kK pomoci materialnich spojeni,
y\? =mnozstvi produktu zaslaného od prodejce j zakaznikovi k pomoci elektronickych spojent,

y® =mnozstvi produktu zaslaného od vyrobce i zdkaznikovi k pomoci elektronickych spojent,
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m n
x@=>">"x{ = mnozstvi produktu zaslaného od vsech vyrobcii viem prodejcim pomoci
il j-L

materidlnich spojeni,
m n

y@ =>">"y{’ = mnozstvi produktu zaslané¢ho od viech vyrobcl viem prodejciim pomoci
i1 j-1

elektronickych spojeni,

n p
x@ =% x{? = mnozstvi produktu zaslané¢ho od vsech prodejcii viem zakaznikiim pomoci
=1 k=1

materidlnich spojeni,
n _p
y@ =>">"y{? = mnozstvi produktu zaslaného od vsech prodejcti viem zékaznikiim pomoci
=1 k=1
elektronickych spojeni,
m p
y© ="y = mnozstvi produktu zaslaného od viech vyrobci viem zakaznikim pomoci
i=1 k=1
elektronickych spojeni,
p® = p®(x?) = cena produktu zaslaného pomoci materidlnich spojeni u¢tovana vyrobci
prodejctim jako funkce celkového mnozstvi x&,
p@ =p@(x?) = cena produktu zaslaného pomoci materidlnich spojeni uétovana prodejci
zékaznikim jako funkce celkového mnozZstvi x@.
q® =q®(y®) = cena produktu zaslaného pomoci elektronickych spojeni G¢tovana vyrobci
prodejctim jako funkce celkového mnozstvi y®,
q® =q®(y?) = cena produktu zaslaného pomoci elektronickych spojeni uétovana prodejci
zakazniktim jako funkce celkového mnozstvi y®,
q® =q®(y®) = cena produktu zaslaného pomoci elektronickych spojeni uétovana vyrobci
zékaznikim jako funkce celkového mnozstvi y(3),
¢® = jednotkové vyrobni naklady vyrobce i,
c? = jednotkové manipula¢ni naklady prodejce j,
ci’ = jednotkové transakéni naklady od vyrobce i k prodejci j pomoci materialnich spojent,

(1) — . 4 W ’ 4 I4 - HP-- ’ . 4 . /4
d;” = jednotkové transak¢ni naklady od vyrobce i k prodejci j pomoci elektronickych spojent,
c? = jednotkové transakéni naklady od prodejce j k zakaznikovi k pomoci materidlnich spojent,
d{?= jednotkové transakéni naklady od prodejce j k zakaznikovi k pomoci elektronickych
spojeni,
d\¥ = jednotkové transakéni néklady od vyrobce i k zdkaznikovi k pomoci elektronickych
spojeni.

3 ZOBECNENA OLIGOPOLNI HRA

Model je zobecnénou oligopolni hrou (Kreps, 1991). Vyrobci a prodejci si konkuruji
nekooperativnim zptisobem. Je pouzita koncepce Nashovy rovnovahy (Nash, 1950), ktera
zajistuje optimalni zisk kazdému vzhledem k dané akci ostatnich.

Zasland mnozstvi produkce jsou nezaporné proménné, které spliuji ziejma omezeni
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Ceny jsou nezaporné proménné jakozto funkce mnozstvi.

Zakaznici kupuji produkt pomoci tii rtiznych kandlii: materidlni spojeni od prodejcil,
elektronicka spojeni od prodejcti a elektronicka spojeni ptimo od vyrobct. Poptavky podle typu
prodejnich kanalt zakaznika (trhu) k (k=1, 2, ..., p) jsou klesajicimi funkcemi cen

D(l) _ D(l)(p(Z))
D(2) D(Z) (q 2))
D =D (q7).

Zisk vyrobce i je vyjadien nasledovné:

70 — . Ox@® 4 Oy@ 4 (3),(3) C(l) X(l) +§ O 3)
i JZ:;p ij Zq yl Zq ylk (Z y Zyl )
_leci(jl ij zdlil) ylgl) Zdlk yl(l<3)'
j=

Podminky rovnovahy pro vyrobce (i =1, 2, ..., m) jsou dany nasledujicim systémem rovnic:

62(1) a (6] i
P o, pP-cP -c’=0,j=1,2,...,n,

O~ @
(€] (1)
= S a0 =1.2n @
©)]
2;(3) (233) yI(JS) +q(3) _Ci(l) _di(k3) =0, k= 1’ 2’ <o P
ij

Zisk prodejce j je vyjadien nasledovné:
@ _N p@y@ LN @ y? <@ @ LN D) _ N 42 (2 @)
2! =kZ;p X +kZ;q — (Zx +Zlyjk)_kZ;C1k X Zd
= = j= =

Podminky rovnovahy pro prodejce (j =1, 2, ..., n) jsou dany nasledujicim systémem rovnic:

(2) (2)
0z' B ap @

]
@~ a@ Tk
OXy’  OXj

2 2 2 =
+p?—cf? —c =0 , k=1,2,...,p,

()
oz’ aq?

ay(z) ay<2> ye +9® —c?-d@P=0,k=1,2,...,p.

Podminky rovnovahy pro zakazniky (k= 1, 2, ..., p) jsou dany nasledujicim systémem rovnic:

n
® _ Ny
DY =2 X
=1
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D=3 ®
j=1

m
(3) _ (3)
D = Z Yik
i-1

Stav rovnovahy pro dodavatelskou sit’ je dan mnozinou podminek rovnovahy (1), (2) a (3) pro
mnozstvi zaslaného produktu a ceny.

4 ZAVER

Clanek formuluje model pro dodavatelské sité s moznosti e-obchodu, zahrnujici elektronické
vazby mezi vyrobci a prodejci reprezentuji slozku B2B a elektronicka spojeni mezi prodejci a
zékazniky reprezentuji slozku B2C. Vrstvy vyrobct a prodejct si konkuruji nekooperativnim
zpusobem, ale partneti v jednotlivych dodavatelskych fetézcich mohou ziskat z kooperativniho
jednani. Kombinace nekooperativniho a kooperativniho jednani uzivatell sité je realistictejsi
vyjadieni vztahti v realnych dodavatelskych sitich, coz vede k vyuziti koncepce ko-opetice a
her ve dvojim tvaru (Fiala, 2016).
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VYUZITIE ALGORITMOV UCENIA POSILNOVANIM PRI
OPTIMALIZACII ZELEZNICNYCH DOPRAVNYCH UZLOV

REINFORCEMENT LEARNING IN OPTIMIZATION
OF RAILWAY NODES

Andrea Galadikova

Abstrakt

Zelezni¢na doprava predstavuje efektivny spdsob na prepravu osob aj tovarov, je viak tvorena
zlozitym komplexom zelezni¢nych dopravnych uzlov a trati. Prave na zlepSovanie procesov
Vv Zelezni¢nych uzloch je potrebné klast v dneSnej dobe velky doraz. V ramci aplikécie
vysledkov opera¢ného vyskumu bolo pouzitych viacero exaktnych, ale aj heuristickych
pristupov. Tieto sa vSak nejavia ako Uplne vhodné a preto tento ¢lanok pojednava o pouziti
algoritmov strojového ucenia, konkrétne ucenia posilnovanim v oblasti zelezni¢nych
dopravnych uzlov.

KUlucové slova: ucenie posiliiovanim, Zeleznic¢ny uzol, proximal policy optimization

Abstract

Railway transport is an efficient way to transport people and goods, but it consists of a
complicated complex of railway nodes and tracks. Today, great emphasis should be given to
the improvement of processes in railway nodes. Within the application of the results of
operational research, several exact as well as heuristic approaches were used. However, these
do not seem to be entirely appropriate and therefore this article deals with the use of machine
learning algorithms, in particular reinforcement learning in the field of railway nodes.

Keywords: reinforcement learning, railway node, proximal policy optimization

1 UVOD

Zelezni¢na doprava je povazovana za jeden z klidovych prostriedkov na prepravu osob aj
tovaru, najmi vzhl'adom na svoje ekologické vlastnosti. Zeleznica pocas svojej dlhoroénej
existencie presla vyvojom vo vSetkych oblastiach svojej ¢innosti — technickej, prevadzkove;,
personalnej i organizacnej. Napriek tomu nie st v plnej miere vyuzivané vSetky moznosti, ktoré
tento sposob dopravy ponuka. Rovnako ako v inych oblastiach Zivota, aj tu je potrebné
zabezpecit’ dostatocny stupeil informatizacie a automatizacie mnohych procesov.

Zelezni¢na doprava sa sklada zo Zelezniénych uzlov a zo Zelezniénych trati, ktoré tieto uzly
spajaju. Zelezni¢né dopravné uzly si najmi stanice pre osobni a ndkladni dopravu,
zriad’'ovacie a odstavné stanice, dielne, ruSiiové a vozové depo. Takyto uzol sa da chapat’ ako
komplexny obsluzny systém, kde zédkaznikmi su jednotlivé vlaky. Tito zdkaznici potrebuju
napliiat’ svoje poziadavky pomocou pridel'ovania zdrojov (kolaje, personal). Riadenie takého
systému musi prebiehat’ na strategickej, taktickej aj operativnej tirovni. Na strategickej tirovni
vznikaju rozsiahle plany vo forme cestovnych poriadkov, ¢i plany pracovnych smien personalu.
Tieto vSak nemusia byt funkéné na operativnej Urovni a to najmi vzhladom k tomu, Ze
nedostato¢ne zahfnaju nahodné vplyvy, ktoré mozu zasiahnut' do prevadzky v zelezni¢énom
uzle. Takymto vplyvom méze byt napriklad meskanie vlaku. Ak vlak pride do uzla s meskanim,

25



moze sa stat, ze kol'aj, ktora mu mala byt’ pridelena je uz obsadend inym vlakom. Iny problém
nastava, ak zmeskany vlak ovplyvni d’alSie nan naviazané vlakové spojenie. VzhI'adom na tieto
popisané skutoCnosti je zjavné, ze je nevyhnutné zamerat pozornost na hl'adanie rieSeni
problémov najméa na operativnej Grovni, ked’ze tato uroven je dolezitd pre efektivnost’ celej
dopravy. Je potrebné hl'adat’ rieSenia optimalne alebo blizke optimalnym, ¢o je komplikované
najmi kvoli komplexnosti zelezni¢ného uzla.

Operacny vyskum sa preto zaobera touto oblast'ou v Sirokej miere.

2 SUCASNY STAV PROBLEMATIKY

Usilie o komplexné rieSenie problémov sa v ramci su¢asného vyskumu ukazuje ako
nedostatocné. Vzhl'adom na komplexnost’ celého systému sa vyskum v tejto oblasti zameriava
hlavne na rieSenie Ciastkovych, striktne definovanych tloh. Autori [15] predpokladali, Ze je
mozné najst’ optimalne rieSenia rozdelenim problému na niekol’ko mensich ciastkovych
problémov na zaklade geografickej topologie, jednotlivych skupin vlakov a Easovych
intervalov.

Aj ked’ vo vicsine pripadov ide o NP tazké tlohy, niekol’ko autorov pri hl'adani rieSeni pouzilo
exaktné metddy. Vyskumy [18] [12] [13] rieSia problém priradenia vhodného vlakového
nastupista v pripade meskania vlaku, tak aby sa minimalizovalo me$kanie ostatnych vlakov.
Na tento ucel boli vytvorené presné matematické modely, ktoré sa pouzili na rieSenie problému
Vv skuto¢nych Zelezni¢nych uzloch pomocou exaktnych metod.

Najmé kvoli vypoctove]j a Casovej neefektivnosti exaktného pristupu pouzili viaceri autori
heuristické¢ metody. Aby sa minimalizovalo meskanie vlaku, hl'adali autori [7] vhodnu trat’ pre
vlak pomocou heuristiky local search a heuristiky tabu search. Autori [3] za ti¢elom rieSenia
problému oneskoreného prichodu vlaku zostavili maticu 4 kritérii. Tieto kritéria boli stanovené
na zéklade skuto¢nych skusenosti dispecerov. Nasledne bola trénovana dvojvrstvova
neurdnova siet’ a vysledky experimentov preukazali pouZitelnost’ neurénove;j siete pre tento typ
ulohy. V roku 2019 [4] bola na zaklade tohto vyskumu zaloZena S§tidia vyuzivajuca
multikriteridlnu analyzu.

Zaujimavym pristupom k rieSeniu problémov s optimalizaciou v Zelezni¢nej doprave je pouzitie
metdd strojového ucenia. Viacero studii pouziva prave tieto metody, najmé algoritmy ucenia
posiliiovanim. Autor [10] hl'adal metédy na optimalizéciu rozloZenia nakladnych voznov v
zriad’'ovacej stanici. Usporiadanie a pohyb jednotlivych vagénov popisuje suc¢asny stav v stanici
a prechody z jedného stavu do druhého boli definované na zadklade Markovovho
rozhodovacieho procesu. Nasledne sa pouzil algoritmus Q ucenia s prihliadnutim na
vzdialenosti potrebné na pohyb, ako aj na pocet jednotlivych pohybov. Algoritmus ucenia
posiliiovanim sa tieZ pouzil na vytvorenie cestovného poriadku pre Zelezni¢nu trat’ v ¢lanku
[14], pricom kazdy vlak bol popisany svojim vlastnym stavovym vektorom. Na zéklade tohto
vektora a zodpovedajucej hodnoty Q sa vyberie prislusnd akcia. V usili preskimat’ SirSie
prostredie rieSeni zahfna vyber vhodnej akcie urcity stupeil randomizécie. Realizovalo sa
porovnanie medzi vysledkami navrhovaného algoritmu a vysledkami dvoch heuristik a ukézalo
sa, ze algoritmus ucenia posiliiovanim dosahuje lepSiu kvalitu harmonogramu, a to aj pri
testovani na skuto¢nej Zelezniénej trati. Dalim vyskumom v tejto oblasti [5] sa autori snazili
minimalizovat’ ¢as zotrvania kazdého vlaku na stanici. Za tymto u¢elom boli pouzité algoritmy
ucenia posiliovanim, multiagentovy pristup a tri rozhodovacie metody (FIFO, ndhodny presun
a Q ucenie). Celkovy ¢as zotrvania na stanici sa pouzil ako hodnotova funkcia pre Q ucenie. Aj
ked’ multiagentovy pristup dosahuje dobré vysledky, tato Stadia potvrdila, Ze Q ucenie nie je
vhodné pre tlohy vel'kého rozsahu.
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Pre zefektivnenie spdsobu riadenia v Zelezni¢nom dopravnom uzle sa viaceri autori zaoberali
aj kombinaciou simulacného modelu a optimalizacie. Vo vyskume [2] boli vysledky diskrétnej
simuldcie pouzité pre tréning neurdénovych sieti. Tymto spdsobom sa vyvinulo usilie na
najdenie optimalneho stiboru pravidiel pre dispecerov. Autori [ 11] pouzili kombinovany pristup
simuldcie a optimalizicie na minimalizaciu meskani pri zostavovani cestovnych poriadkov
zeleznic. Autori [8] pouzili vnorenu simula¢nti metodu na rieSenie problému priradenia kol'aje
k meskajicemu vlaku. Konfliktna situacia prerusi hlavny simula¢ny chod a naklonuje ho.
Nasledne je realizovanych viacero simula¢nych behov, z ktorych sa vyberie ten najlepsi. V
ramci tohto vyskumu boli realizované experimenty v simulaénom nastroji Mesorail. Vysledky
vSak ukazali, ze tdto metdda je tazko aplikovatelna vzhl'adom na vypoctovu ndrocnost.
V ramci iniciativy Shift2rail bol realizovany projekt OptiYard , ktorého hlavnou ulohou bolo
navrhnut' systém na podporu rozhodovania pre spravu terminalov zriad'ovacich stanic.
Simulacny softvér Villon bol v tomto projekte pouzity ako simulaény nastroj pre zostavenie
neoptimalizovanych modelov stanic. Pre hladanie optimalnych rieSeni bol vytvoreny
optimalizacny modul obsahujuci heuristicky algoritmus. Simula¢ny model bol pouzity ako
nahrada reality abola zabezpecend jeho komunikécia soptimalizaénym modulom. Névrh
rieSenia bol testovany na dvoch realnych systémoch (Ceska Tiebova— 700 vagonov za 24 hodin,
Terst — 8000 vlakov roc¢ne). Simulacny model bol vSak vtomto projekte pouZity len na
generovanie vstupnej situdcie nahradzajucej realitu. KIicovym pre hladanie rieSeni bol
optimalizacny modul, ktory pracoval Gplne nezavisle od simulacného modelu. To znamena, ze
pracoval s vlastnym datovym modelom a tento bol priebezne aktualizovany na zdklade situacie
v simula¢nom modeli. Ak v simulacii doslo ku konfliktnej situacii, bola vysland poziadavka
optimalizacnému modulu a tento rozhodol nezavisle na simulacii. Nasledne bolo toto izolované
rieSenie poslané pomocou komunikaéného servera naspét’ do simulaéného modelu a simulacny
beh pokracoval d’alej [19].

Ako je zrejmé z vysSSie uvedeného, vacSina vyskumov v tejto oblasti sa uskutocnovala na
vysokej miere abstrakcie z dovodu zlozitosti celého systému Zelezni¢nych uzlov a je potrebné
sa d’alej touto oblast'ou zaoberat’.

3 MOTIVACIA

Vzhl'adom na vyskum uskuto¢neny Vv tejto oblasti sa povazuje za vhodné sa tejto problematike
venovat hlbsie, pretoze podpora riadenia zelezni¢nych uzlov na operativnej trovni je klI'aicova
k zabezpeceniu efektivneho fungovania Zelezni¢nej dopravy. Za hlavné problémy v tejto oblasti
sa povazZuje vypoctova zloZitost’ rieSenia problémov, ako aj vysoky stupeil abstrakcie, pretoze
to sposobuje rozdielnosti medzi modelovanym rieSenim a skuto¢nym systémom a prave preto
nie je mozné tieto modely dobre aplikovat’ v praxi. V nasom vyskume sa zameriavame na
metody ucenia posiliovanim vychadzajuc z predpokladu, Ze tento typ optimalizacnej metody
je dostatocne komplexny na to, aby vyriesil problémy danej vel'kosti. Okrem toho je velkou
vyhodou, Ze tieto metddy pracuji so simulatormi a v sucasnosti existujii simula¢né modely
zelezni¢nych uzlov, ktoré maji potencial na pouzitie vo vyskume. D4 sa predpokladat’, Ze
navrhované rieSenie poskytne podporu rozhodovania dispe¢erom v Zeleznicnom uzle, najmé v
suvislosti s pridelenim personalu k jednotlivym vlakom.

4 UCENIE POSILNOVANIM

Algoritmy uc€enia posiliiovanim sa zaoberaju pristupmi umelej inteligencie, ktoré nevyzaduju
vstupny dataset, ale vyzaduju kvalitné simulacné prostredie.
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V oblasti ucenia posililovanim je potrebné zadefinovat’ niekol’ko pojmov. Algoritmus, ktory
realizuje rozhodnutia, ¢i danu akciu vykonat’ sa nazyva agent. Agent komunikuje s prostredim
a na zdklade toho sa rozhoduje. Prostredie je mozné definovat ako simuldtor s presne
stanovenymi pravidlami pre ohodnotenie stavu a akcie. Stav je situacia prostredia v urcitom
Case. Akcia je tkon, veduci k zmene stavu prostredia. Za jednotlivé akcie su v tomto type
algoritmov udel'ované odmeny, resp. tresty. Odmeny mozu byt okamzité hned’ po vykonani
akcie alebo oneskorené, ktoré agent dostane az po vykonani buducich akcii. Hustota vyskytu
odmien zavisi od prostredia a typu tlohy. V pripade hustej$ieho po¢tu odmien sa agent dokaze
rychlejSie naucit’ vykonavat’ spravne rozhodnutia. V pripade redsieho vyskytu odmien je zas
mensie riziko uviaznutia v lokalnom minime. Cielom agentov je definovat’ najvhodnejSiu
politiku, ktord mapuje stav simulované¢ho prostredia do akcii. Toto pravidlo vyjadruje
pravdepodobnost’, Ze sa v danom stave podniknu ur¢ité akcie, a moéze byt formalne vyjadrené
ako:

(A = al|S = s)
VA, € A(s),S; €S

Zakladnymi metédami pre hladanie najlepSej politiky st tzv. tabulkové metddy, pricom
najCastejSie sa pouzivaju metody Q ucenie a SARSA. Tieto metddy aproximuji Q hodnoty,
pretoze nemaju pristup ku odmenam za vSetky mozné akcie v 'ubovol'nom stave. Q ucenie je
algoritmom, pri ktorom sa pouZziva stratégia pre ucenie pocas vykondvania akcii. Cielom
algoritmu je ohodnotit’ vSetky akcie v jednotlivych stavoch a tak umoznit’ vybrat’ akciu, ktora
prinesie najvacsiu odmenu. SARSA (,,state, action, reward, state, action”) na rozdiel od Q
ucenia berie do tvahy skuto¢ne vykonanu akciu v budiicom stave a nie tu najlepsiu. V praxi st
tieto metddy malo vyuzivané najma kvoli pamédtovym ndrokom a v praxi su CastejSie vyuzivané
metody, ktoré namiesto tabuliek pouzivaji prediktivne modely, va¢Sinou hlboké neuréonové
siete.

V praxi sa ukazuje, Ze by bolo vhodnejSie namiesto Q hodnét predikovat’ pravdepodobnosti
akcii, pretoZe toto umoznuje agentovi vykonat’ aj iné akcie ako tie s najlepSou Q hodnotou a to
meni politiku z deterministickej na stochasticki. Tymto pristupom sa zaobera politika
gradientu. V politike gradientu agent pracuje s datami z prejdenych trajektorii podl'a aktualnej
politiky a aplikovanim gradientu vypocitanym vzhl'adom na hodnotu politiky sa zvySuje
pravdepodobnost’ trajektorii s vysokou odmenou a zniZuje pravdepodobnost’ trajektorii s nizkou
odmenou. Zakladnym algoritmom politiky gradientu je posiliiujuci algoritmus, ktory funguje
na principe ndvratnosti odmien a pomocou nich posiliiuje, resp. zoslabuje pravdepodobnosti
trajektorii. A2C [16] je algoritmom vychadzajicim z politiky gradientu. Tento algoritmus je
tvoreny dvoma sietami a to aktorom a kritikom. Aktor aproximuje politiku, to znamena, Ze
uréuje pravdepodobnost’ s akou sa od uréitého vstupu stane dany vystup. Kritik aproximuje
hodnotovu funkciu, to znamena4, ze urcuje ako dobra dané akcia je.

n

1
V ~ EZ P™(a;,s) * R™(a;,s) + vy * V™(si+1)

i=0

Nevyhodou tohto algoritmu je, Ze ma sklon ku oscilacii. Aby sa predislo tejto oscilacii, bol
navrhnuty PPO agent, ktory je rozSirenim agenta A2C. PPO funguje na principe aplikécie malej
vzorky sktsenosti na zmenu politiky a tym zabezpecuje, zZe sa nova politika nebude prilis 1isit
od tej predchadzajuce;.
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5 POUZITIE ALGORITMU PRI OPTIMALIZACII V ZELEZNICNOM
DOPRAVNOM UZLE

Myslienka pouzitia algoritmov ucenia posiliiovanim sa opiera hlavne o realizéciu vyskumu v
oblasti pocitacovych hier [9] [17] [6], pretoZze je mozné najst podobné vlastnosti medzi
prostredim pocitacovych hier a simulacnymi modelmi Zelezni¢nych uzlov.

Pre pouzitie algoritmov ucenia posililovanim je potrebné definovat’ jednotlivé stavy prostredia
vo forme vstupného stavového vektora. V pripade Zeleznicného uzla moze stav definovat
poloha jednotlivych vlakov, poloha personalu, vzdialenosti medzi nimi, zoznam prebiehajicich
obsluznych ¢innosti a podobne. Okrem stavu prostredia je potrebné definovat’ jednotlivé akcie,
ktoré povedi k zmene stavu prostredia. V pripade Zeleznicného uzla méze byt takouto
¢innost'ou ukoncenie obsluznej ¢innosti a prechod na int, pridelenie vhodnej vlakove;j trate,
pridelenie personalu k vlaku, pridelenie obsluznej ¢innosti vlaku... Okrem stavov a akcit, je pre
funkénost’ algoritmu agenta potrebné definovat odmeny / pokuty, ktoré sa budl udel'ovat’ za
kazdé uskutoénenie akcie. Utelova funkcia moze definovat’ tieto odmeny, kde je snahou
minimalizovat’ / maximalizovat’ urcitd suhrnni hodnotu, ako napriklad celkové meskanie
vlakov, celkové pracovné vytazenie personalu, pocet vyuzitych / nevyuzitych zamestnancov,
pocet obsluhovanych vlakov ...

Ako uz bolo spomenuté vyssie, algoritmy ucenia posiliiovanim vyzaduju kvalitné simulatory.
V stilade s tym musi byt’ vytvorené aj simula¢né prostredie pre prostredie zelezni¢ného uzla.
V tejto oblasti sa ponuka viacero moznosti a simulacny softvér Villon sa javi ako vhodny,
nakol’ko poskytuje takéto simulacné modely. Tento softvér umoziluje vytvéaranie
mikroskopickych simulaénych modelov v oblasti dopravy. [1] Pouzivatel mdze pouzit’ rozne
vstupy na vykonévanie réznych experimentov a vo vac¢sine ohl'adov sa tieto simulacné modely
javia ako vhodné na pouZzitie tychto simulaénych modelov v spojeni s u¢enim posiliiovanim.

Navrhovany pristup bude overeny na skutocnom Zzelezni¢nom uzle, konkrétne v udrzbovom
depe Val Notre Damme, ktorého rekonStrukcia je planovana na zlepSenie dopravy v okoli PariZza
v suvislosti s olympijskymi hrami 2024. V tomto depe sa na prepravu viakov medzi
jednotlivymi miestami, kde prebieha udrzba pouZivaji rusinovodici a ti sa musia presuvat’ medzi
jednotlivymi vlakmi. Prave tieto presuny znamenaju neefektivne vyuzitie pracovného cCasu a
bolo by vhodné stistredit’ sa na minimalizaciu ¢asu na tieto presuny. Na tiito minimalizaciu bude
pouzity algoritmus PPO implementovany v jazyku Python pomocou kniZznice Pytorch a ako
simula¢né prostredie bude pouzity simula¢ny model vytvoreny simulaénym nastrojom Villon.
Tento simula¢ny nastroj v sucasnosti pouziva pri rozhodovani metddu priority listu a da sa
predpokladat’, ze metdda navrhnutd v tomto ¢lanku prinesie lepsie vysledky.

6 ZAVER

Tento ¢lanok popisuje pouzitie roznych optimalizaénych metdd pre tlohy, ktoré je potrebné
vyriesit v zelezni¢nom dopravnom uzle, najméi na operativnej trovni. Zelezni¢ny uzol je
komplexny systém sluzieb a preto je v takomto systéme potrebné vziat' do tvahy velké
mnozstvo premennych. Z dévodu zlozitosti problému sa zda byt’ efektivne pouzitie algoritmov
ucenia posililovanim, konkrétne algoritmu PPO. Tento algoritmus vyzaduje existenciu
simulacného prostredia. Takéto simula¢né prostredie na mikroskopickej trovni ponukajua
simulacné modely vytvorené¢ v simulatnom nastroji Villon. Na ziklade analyzy sa
predpokladé, ze navrhovand metéda moze zlepSit' operativne riadenie zelezni¢ného uzla a
poskytnut’ tak podporu pre rozhodovanie v tomto systéme.
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OVERENIE ROBUSTNOSTI RIESENI PRI RIESENI ULOHY
ROZMIESTNOVANIA NABIJACICH USEKOV V DOPRAVNEJ SIETI

SOLUTIONS ROBUSTNESS VERIFICATION WHEN SOLVING THE
LOCATION PROBLEM OF CHARGING ROAD SEGMENTS IN THE
TRANSPORT NETWORK

Dobroslav Grygar

Abstrakt

Pri rieSeni tlohy nédvrhu minimdlnej siete trolejovych vedeni, ktoré¢ by boli dostatocné pre
nabijanie a prevadzku trolejbusov doplnenych o batériu, ako ndhradny zdroj energie vstupuju
do vypoctov rdzne vstupné parametre. Od ich nastavenia zavisia ziskané vystupné rieSenia
tilohy. Co ak by ale nastala situacia, kedy by boli takéto vedenia uz vybudované, a niektora
Cast’ systému by zmenila svoje parametre? Na tento ucel sme vytvorili zjednoduseny postup
ako overit’ robustnost’ uz ziskanych rieseni. V tomto ¢lanku ho predstavime a uvedieme aj
experimenty pri ktorych simulujeme zvysenie spotreby energie v stipaniach.

KPucové slova: Robustnost riesenti, lokacna uloha na hrandch, parcidlny trolejbus.

Abstract

While solving the problem f designing a minimal network of overhead contact lines, which
would be sufficient for charging and operation of battery-assisted trolleybuses, various input
parameters are included in the calculations. The obtained output solutions of the problem are
depending on parameter settings. But what if there was a situation where such lines were
already built and some part of the system changed its parameters? For this purpose, we have
created a simplified procedure for verifying the robustness of already obtained solutions. In
this paper, we will introduce it and present experiments in which we simulate the increase in
energy consumption in ascending parts of routes.

Keywords: Solution robustness, location problem on edges, battery-assisted trolleybus.

1 UVOD

Téma zneCistenia ovzduSia sa na celom svete stdva Coraz vyznamnejSou. PocCas parizskej
konferencie, ktora sa konala v decembri 2015, bola prijata historickd dohoda az 195 krajin na
vytvoreni akéného planu, ktorého cielom je obmedzit’ narast globalneho otepl'ovania hlboko
pod 2 stupne Celzia. Aby to bolo mozné dosiahnut’, je nutné znizenie emisii oxidu uhli¢itého
naprie¢ v§etkymi odvetviami ekonomiky [1], [2].

Zaujimavu alternativu predstavuju parcialne trolejbusy. Jedna sa o trolejbus, ktory je
vybaveny doplnkovym zdrojom energie. Nim st v naSom pripade batérie, ktoré umoziuji
vozidlu prekonat’ aj neelektrifikované tiseky. Batérie st dobijané pocas jazdy po tsekoch,
ktoré s pokryté trolejovym vedenim. Technologia parcidlnych trolejbusov prepdja vyhody
klasickych trolejbusov so slobodou pohybu autobusov. Mézeme predpokladat’, ze zaujem o
nasadzovanie tejto technoldgie bude mat’ stipajuci trend [3].

32



V naSom predoSlom vyskume sme sa zamerali na ndvrh algoritmov na rieSenie ulohy
rozmiestiiovania trolejovych vedeni. Ako vstupné parametre bola pouzita priemerna spotreba
a rychlost’ nabijania takéhoto druhu vozidiel. Hodnoty boli zalozené na pozorovani realnych
vozidiel v premavke [4]. Hodnoty sme testovali v troch scenaroch a to jarnom, letom a
Zlmnom.

Vo vSeobecnosti sa pri overovani robustnosti rieSeni vychadza z faktu, ze podmienky nie su
vzdy jednoznacné. V optimalizovanych systémoch vzdy vznika isty faktor neistoty. Preto je
potrebné ratat’ s tym, ze moze nastat’ najhorS$i scenar. Za robustné rieSenie moze byt
povazované také, pri ktorom systém funguje prave v pripade, Ze takyto scenar nastane [5], [6].

V redlnej premavke na jazdu vozidla vplyva vela réznych vonkajSich faktorov. Moze sa
jednat’ napriklad o zépchy, obchadzky, tiahle stipania, i klesania. V extrémnom pripade
mozu tieto faktory mat’ velky vplyv na spotrebu, ktory nie je obsiahnuty v priemernych
hodnotach spotreby. Preto sme sa rozhodli navrhntt’ spdsob, akym je mozné ziskané rieSenia
overit’ aj v pripade zvysenych narokov na energiu.

2 POPIS ZAKLADNEHO PROBLEMU A MODEL ULOHY

Hromadnd doprava je v mestach obsluhovana pomocou vozidiel, ktoré jazdia podla
stanovenych turnusov. Zastavky, krizovatky a depd, ktoré si vozidlami hromadnej dopravy
vyuzivané, si prepojené usekmi ciest. Toto vSetko spolu tvori digraf cestnej siete. Na obrazku
moézeme vidiet' priklad takéhoto digrafu, ktory je tvoreny tromi turnusmi vozidiel. Turnusy
mozu mat’ isté useky cesty zdielané a iné useky, ktoré st vyuzivané iba jednym turnusom
alebo Cast'ou z nich. Nastava otazka, ako pokryt’ takuto siet’ trolejovym vedenim tak, aby bolo
mozné na danom digrafe nasadit’ parcialne trolejbusy [3]. Ilustracia jednoduchej ulohy s tromi
turnusmi na nachadza na obrazku 1.
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Obriazok 1: Zjednoduseny nacrt rieSené¢ho problému. Mame niekol’ko liniek (v tomto pripade tri), ktoré maja
niektoré Casti tras spolocné a iné samostatné. Z tychto Gsekov vyberame tak, aby vznikla minimalna nabijacia
siet’ trolejovych vedeni.

Ulohu néavrhu infrastruktary pre prevadzku a nabijanie parcidlnych trolejbusov mozeme po
istej uprave prirovnat’ ku lokacnej tllohe. Jedna sa o loka¢ntl ilohu na hranach. Hrany v sieti
vyberame tak, aby sme ¢o najviac znizili celkové naklady na vybudovanie siete.

V lokatnom modeli sa nachadzaji nasledujuce premenné a konStanty. Nech yi je
rozhodovacia premenna o vybudovani alebo nevybudovani vedenia na useku i, potom zj+1 je
rozhodovacia premennd o stave batérie vozidla r po prejdeni useku j. Dalej Bmax 0znaduje
maximalny stav batérie v kWh, respektive Bmin minimalny stav batérie v kWh. Nasledne CO
je konstanta spotreby energie v KWh/m a CH je konS$tanta nabijania z vedenia v kWh/m.
Potom m je podet vozidiel (turnusov) a n je podet Gsekov cesty, Di je dizka useku i, a(r,j) je
index j-teho tseku na trase vozidla r a q(r) je nakoniec pocet usekov v turnuse vozidla r [3].
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n
min Z D; -y, (1)
i=1

Zy1 = Bmax — Bmin for r=1,...,m. (2)
Zyjy1 — Zrj < —CO - D(am-) . (1 - y(ar‘j)) + CH - D(am-) . y(am-)
for r=1,...m; j=1,...,q(). (3)
Zrjy1 < Bmax —Bmin for r=1,...m; j=1,...,q(). (4)
y; €{0,1} for i=1,...,n, (5)
z ;=20 for r=1,...m j=1,..,q(@). (6)

Ucelova funkcia (1) zostdva stale nezmenena, teda minimalizuje naklady na vybudovanie
usekov vedenia. Podmienka (2) udava pociato¢ny stav batérie na za¢iatku turnusu. Podmienka
(3) udava spotrebua respektive nabijanie pri prejdeni daného useku. Podmienka (4) oznacuje
rozsah, v ktorom sa modze pohybovat stav batérie. Pod ¢islami (5) a (6) sa nachadzaja
obligatorne podmienky.

3 DATA A TESTOVACIE ULOHY

Data sme ziskali pomocou programu OptSim. Ako geograficky podklad sluzia data zo
systému OSM. Pripravili sme 8 testovacich uloh, roznej velkosti. V najjednoduchSom pripade
i8lo o jeden turnus, potom o viaceré turnusy a nakoniec az turnusy vsetkych vozidiel v meste.
Parametre testovacich tloh sa nachadzaju v tabul’ke 1.

Nizov tilohy Pocet vozidiel Pof:et unikatnych Priemerny pocet usekov (vj.elrkovré dizky

(turnusov) usekov cesty cesty v turnuse pouzitych usekov (m)
Bus 1 1 215 426 40 809
Thus 1 1 129 1146 17 449
Bus5 5 486 954,2 100 041
Thus 5 5 254 946,2 37 469
TBus ZA 30 299 1320,4 45174
Bus ZA 30 753 764,2 209 445
ZA 60 779 1042,3 212618

TabuPka 1: Zvolené testovacie tlohy.

Pociatocny stav nabitia batérie pocitame ako 100% kapacity, pri vSetkych testovacich
ulohach. Pocasie ovplyviiuje kapacitu batérie vozidla. Tento vplyv je znaény [7], [8], preto
sme vytvorili tri scendre (jarny, letny a zimny). Jarny scenar reprezentuje "Standardnu
prevadzku vozidla" pri teplote 18 stupiiov Celzia, kedy vozidlo nie je teplotou ovplyvnené. V
lethom scendri predpokladame, Ze je potrebné spotrebovavat’ dodatoni energiu na
klimatizovanie vozidiel. Zimny scendr ma rovnako zvySené ndroky na energiu, ked’ze je
potrebné vykurovat priestor vozidla a zaroven zohrievat’ batérie. Okrem toho sa v chladnom
pocasi aj znizuje kapacita batérie, ¢o simulujeme zniZzenim jej kapacity. Spotreba energie
vozidla je odvodena z dat ziskanych pozorovanim uz nasadenych vozidiel [4]. Jednotlivé
scenare a parametre vozidiel su v tabul’ke 2.



Scenar Min. stav batérie (kwh) | Max. stav batérie (kwh)) Nabijanie (KWh/m) Spotreba (kWh/m)
jar 10 40 0,0026 0,0013
leto 10 40 0,0026 0,0023
zima 10 30 0,0026 0,0023

Tabulka 2: Scenare a parametre vozidiel.

4 OVERENIE ROBUSTNOSTI A NUMERICKE EXPERIMENTY

Na overenie robustnosti rieSenia je vo vSeobecnosti mozné pouzit’ napriklad simula¢ny model.
V naSom pripade sme sa rozhodli pouzit' velmi zjednoduseny model, ktory bude overovat
kvalitu dosiahnutych rieseni pri doplneni niektorych d’alSich parametrov na cestnej sieti, ako
je napriklad sklon useku, ¢o modze vyraznym spdsobom ovplyvnit spotrebu energie na
prekonanie takéhoto tseku.

Postup overenia robustnosti zjednodusenym modelom bol taky, Ze sme na upravenej cestnej
sieti postupne testovali jednotlivé turnusy a sledovali sme, ¢i na niektorych tsekoch nedéjde k
poklesu stavu nabitia batérie pod minimalnu pripustn troveil. Ak k takejto situdcii doslo,
dany turnus nie je pripustnym. Zarovei sme vyhodnocovali aj dizku Gasti turnusu, ktora je
nepripustnd. RieSenia pouZzivame tie, ktoré boli ndjdené pomocou exaktného pristupu s

vyuzitim substituovaného modelu [3].

Na sieti mesta Zilina sme vybrali tie useky, ktoré maji najvyraznejSie stupanie. Vybrané
useky sa nachadzaju na obrazku 2. Pre tieto useky sme testovali zvySenie urovne zvysenia

spotreby energie 0 0,001$ kWh/m.
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V tabulkach 3, 4, a 5 sa nachadzaju vysledky experimentov s overovanim robustnosti rieSeni.
Tabul’ky zaéinaju stipcom s nazvom datasetu a hodnotou téelovej funkcie, ktora sme ziskali
exaktnym vypoétom pomocou substituovaného lokaéného modelu tlohy. Dalsie dva stipce
tabuliek obsahujui pocet pripustnych respektive nepripustnych turnusov. V poslednych
stipcoch tabuliek uvadzame priemer nepripustnych &asti turnusov a aj maximalnu hodnotu.
Tabul’ky st delené podl'a troch scenarov. Dalej delime tabul’ky aj podl'a hodnoty, o ktort bola
v danom pripade zvySena spotreba v stipani.

aaset | UF(M) | Privsiné | Nepripusine | (e SO | R TR
xakt. turnusy turnusy SOC 0V % SOC 0V %
Bus 1 6859 0 1 27,96 27,96
Thus 1 4911 0 1 10,08 10,08
Bus 5 15109 4 1 2,66 13,29
Tbus 5 6655 2 3 12,92 39,97
Thus ZA 8895 15 15 9,01 54,67
Bus ZA 23198 23 7 8,70 77,79
ZA 24434 40 20 6,48 77,00
Tabul’ka 3: Test robustnosti rieSeni pri zvySeni spotreby v stipani
0 hodnotu 0.0013 kWh/m — jarny scenar.
Priustné Nepripustné Priem. Cast Max. Cast
Dataset UF (m) Exakt. turnusu pod turnusu pod
turnusy turnusy SOC 0V % SOC 0V %
Bus 1 12308 0 1 4,01 4,01
Tbus 1 7458 0 1 24,79 24,79
Bus 5 25898 4 1 1,59 7,92
Tbus 5 10669 0 5 13,21 29,9
Tbus ZA 13653 14 16 7,46 36,98
Bus ZA 42518 21 9 791 76,25
ZA 44471 50 10 4,85 74,26
Tabulka 4: Test robustnosti rieSeni pri zvySeni spotreby v stiipani
0 hodnotu 0.0013 kWh/m — letny scenr.
Priustné Nepripustné Priem. Cast Max. ast
Dataset UF (m) Exakt. turnusy turnusy tgcr)r]éjsg\gl)(;g tgcr)r]éjsg\gl)(;g
Bus 1 13912 0 1 28,26 28,26
Tbus 1 7685 0 1 32,65 32,65
Bus 5 27590 4 1 15 75
Thbus 5 11184 0 5 18,86 40,08
Thus ZA 14114 11 19 10,6 52,25
Bus ZA 46455 23 7 11,04 86,11
ZA 47760 45 15 7,86 84,54

Tabul’ka 5: Test robustnosti rieSeni pri zvySeni spotreby v stipani

0 hodnotu 0.0013 kWh/m — zimny scenar.




5 ZAVER

Vyuzivanie parcialnych trolejbusov v mestdich moze pomdct pri  prechode na
environmentalne udrzate'né spdsoby prepravy. Vytvorenim minimadlnej siete trolejovych
vedeni dokdzeme minimalizovat’ naklady na vystavbu potrebnej infraStruktary. Takuto siet’ je
ale potrebné podrobit’ testu robustnosti, pri ktorom hl'adame odpovede na obrazku, ako sa
bude siet’ spravat’, ak nastant neStandardné hodnoty parametrov.

Na zéklade vykonanych experimentov sme zistili, Ze na zmenu parametrov v cestnej sieti st
viac citlivé vysledky s pouzitym jarnym scenarom. Je to spdsobené tym, ze v rdmci tohto
scenara je vo vSeobecnosti vybudovanych menej usekov trolejového vedenia, co ma za
nasledok viac nepripustnych scenarov pri overovani robustnosti takychto rieseni.

V praxi by takyto prepocet mohol byt pouzity, okrem stupani, napriklad aj pri usekoch v
cestnej sieti, na ktorych moézu vznikat’ zapchy. Tymto sposobom je mozné identifikovat
turnusy, v ktorych hrozi strata energie. Na tieto turnusy mozu byt nasadené vozidla s va¢Sou
batériou, pripade mdze byt’ posilnena samotna siet’ trolejovych vedeni [3].
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ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVAN IA A PROGRAMOVACI
JAZYK PYTHON VO VYUCBE

LINEAR PROGRAMMING PROBLEM AND PROGRAMMING
LANGUAGE PYTHON IN TEACHING

Michaela Chocholata®

Abstrakt

Predmetom prispevku je rieSenie ulohy linedrneho programovania s vyuzitim
programovacieho jazyka Python vo vyucbe s cielom nielen najst’ optimalne rieSenie ulohy,
ale tiez poukazat’ na princip rieSenia ulohy simplexovou metédou. V prispevku je predstaveny
program umoziujuci najdenie vSetkych bazickych rieSeni konkrétnej wlohy linedrneho
programovania, zistenie ich pripustnosti a na zaklade hodnot ucelovej funkcie Specifikuje
optimalne rieSenie. Vysoko flexibilné moznosti programovacieho jazyka Python prispievaji
jednak k tvorivému pristupu Studentov k rieSeniu zadanych problémov a otvaraji tym tiez
moznosti k lepSej adaptabilite Studentov na trhu prace.

KUPucové slova: linearne programovanie, Python, simplexovd metoda

Abstract

This paper deals with the solution of the linear programming problem based on use of the
Python programming language in teaching in order not only to find the optimal solution of the
problem, but also to point out the principle of solving the problem by the simplex method.
This paper presents a program that allows to find all the basic solutions to a specific linear
programming problem, determine their feasibility and, based on the objective function’
values, specify the optimal solution. The highly flexible possibilities of the Python
programming language contribute on the one hand to the creative approach of students to
solving of specified problems and thus also open up possibilities for better adaptability of
students in the labour market.

Keywords: linear programming, Python, simplex method

1 UVOD

Linearne programovanie je sucastou matematického programovania, predmetom ktorého je
zobrazenie urcite] ekonomickej reality scielom ndjst najlepSie rieSenie pri urcitych
ohranic¢ujicich podmienkach. Z matematického hl'adiska ide v matematickom programovani
orieSenie Uloh na viazané extrémy funkcii viacerych premennych. V pripade linearneho
programovania ide o hl'adanie extrémov linearnych funkcii, pricom ohranic¢ujiice podmienky
(rovnice, nerovnice) su takisto linearne. Zakladnou napliiou linearneho programovania su
ulohy s jednou ucelovou funkciou, t.j. Glohy jednokriterialnej, resp. skalarnej optimalizacie
(Brezina, Ivanicova a Pekar, 2007; Chocholata, 2013).

Vyznamnym medznikom V historii linearneho programovania bolo objavenie a prezentovanie
simplexove] metddy americkym matematikom Georgeom B. Dantzigom v roku 1947, ¢oho
nasledkom sa linearne programovanie a jeho pristupy stavaju popularnymi uz nielen v oblasti

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0193/20.
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vojenskych aplikacii, ale aj v oblasti priemyslu, obchodu, dopravy ¢i Statnej spravy. Od
objavenia simplexovej metody sa oblast’ linearneho programovania prudko rozvijala, boli
publikované viaceré nové algoritmy, spomedzi ktorych mozno spomentt’ Khachiyanovu
elipsoidovi metddu z roku 1979 ¢i prevratny objav realizovany v roku 1984 Karmarkarom
tykajici sa publikovania algoritmu vnutorného bodu (Plesnik, Dupacova a Vlach, 1990;
Lasciak a kol., 1990; Brezina, Pekar a Reiff, 2020; Chocholata, 2013).

Predmetom prispevku je poukédzanie na mozné vyuzitie programovacieho jazyka Python vo
vyucbe linearnej optimalizicie s cielom poukazat’ na nutnost’ nielen vypocitat’ optimalne
rieSenie ulohy a interpretovat’ ho, ale pochopit’ tieZ princip rieSenia konkrétnej ulohy malych
rozmerov pomocou simplexovej metody. Struktira prispevku je nasledujiica: Sast 2 je
venovana matematickej formulécii lohy linedrneho programovania a vybranym metédam jej
rieSenia, Cast’ 3 poukazuje na zvySujicu sa popularitu a moznosti programovacicho jazyka
Python. Cast 4 predstavuje program, ktory umozni nijdenie vsetkych bazickych rieseni
konkrétnej tlohy linearneho programovania, zistenie ich pripustnosti a na zaklade hodnot
ucelovej funkcie Specifikuje optimdlne rieSenie. Prispevok uzatvara v Casti 5 zaver.

2 ULOHA LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Matematickd formulacia ulohy linearneho programovania vo vSeobecnom tvare s
vyuZzitim maticového zapisu je nasledovna (Chocholatd, 2013):

max(min) f(x)=c"x 1)
Ax{<,>,=lb )
x>0 3)

pri¢om symboly vo vztahoch (1) — (3) oznacuju:
¢" =(c, ¢, ... c,) - vektor koeficientov udelovej funkcie,

X

X
x=| "% | — vektor rozhodovacich premennych,

Xn
&; 8p ... &,
lan @, . 3y, . . , o
A= — maticu koeficientov sustavy ohraniceni,
aml am2 amn
by
b, - :
b=| | —vektor koeficientov pravej strany.
b

m

NajpouzivanejSou metdédou na rieSenie uloh linedrneho programovania je uz spominana
simplexova metdda, ktora je vd’aka jednoduchosti a nazornosti dobre osvedcena a aplikovana
nielen pri rieSeni tloh linearneho programovania v ramci vyucby linedrnej optimalizécie, ale
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tiez pri rieSeni beznych praktickych uloh. Ked’ Klee a Minty (1972) na konkrétnom priklade
ukdzali, ze pocet iterdcii potrebny na ziskanie optimalneho rieSenia moze V pripade
simplexovej metody exponencialne rast, otvorili tym priestor pre vznik polynomialnych
algoritmov (elipsoidovd metdda ¢&i rozne algoritmy zalozené na metdde vniitorného bodu)?.
V stcasnosti  existuje Siroka paleta modifikacii metéd na rieSenie uloh linedrneho
programovania, pricom kich prudkému rozvoju a oblibenosti prispievaju tiez stile sa
zdokonal'ujiice a dostupnejsie softvérové produkty ¢i programatorské zrucnosti.

3 PROGRAMOVACI JAZYK PYTHON

Ulohy linearneho programovania mozno riesit’ s vyuzitim réznych typov softvérovych
produktov, resp. programovacich jazykov, ktoré su viac alebo menej uzivatel'sky narocné.
V stcasnosti sa v praxi vel'mi do popredia dostadva programovaci jazyk Python, ktory zacal
vyvijat Holand’an Guido van Rossum na konci 80-tych rokov 20. storo¢ia. V obdobi, ked’
Guido van Rossum zacinal simplementaciou nového programovacieho jazyka, Cital
publikované scenare z komedialneho serialu BBC zo 70. rokov s nazvom ,,Monty Python’s
Flying Circus®, akedZe zaroven hladal kratky, jedineény a mierne zahadny nazov pre
programovaci jazyk, vybral nazov ,,Python® (General Python FAQ, 2021). Popularita tohto
jazyka ma v Case vyrazne vzostupnu tendenciu — tito skutocnost mozno dokumentovat
prostrednictvom hodnoteni publikovanych viacerymi webovymi strankami.

Index PYPL (PopularitY of Programming Language Index), udavajici ¢astost’ vyhl'adavania
priruciek k roznym programovacim jazykom v rdmci Google, kategorizuje Python vo februari
2021 ako programovaci jazyk Cislo 1 s podielom vySe 30 %.

Woerldwide, Feb 2021 compared to a year ago:

Rank Change Language Share Trend
1 Python 30.06 % +0.3 %
2 Java 16.88 % -1.7 %
3 JavaScript 8.43 % +0.4 %
4 c# 6.69 % -06%

Obr.1: PYPL index popularity programovacich jazykov. Zdroj: PYPL Index (2021)

Podla indexu TIOBE? bol vo februari 2021 Python tretim najpopularnej$im programovacim
jazykom na svete (Obr. 2). Tabul'ka na obr. 3 ilustruje enormny narast popularity Pythonu
V porovnani s d’al$imi programovacimi jazykmi v 35-roénom casovom horizonte (1986 —
2021, Obr. 3).

Feb 2021 Feb 2020 Change Programming Language Ratings Change
1 2 [ 16.34% -0.43%
2 1 v Java 11.29% -6.07%
3 3 Python 10.86% +1.52%
4 4 Ct++ 6.88% +0.71%
5 5 c# 4.44% -1.48%

Obr. 2: TIOBE Index - februar 2021. zdroj: TIOBE (2021)

2 Viac k polynomialnym algoritmom linedrneho programovania pozri napr. Las¢iak a kol. (1990).

% Index TIOBE je aktualizovany na mesa¢nej baze a udava popularitu programovacich jazykov, priom na
vypocet hodnoteni sa pouzivaju internetové vyhladavace ako Google, Bing, Yahoo!, Wikipedia, Amazon,
YouTube a Baidu.
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Programming Language 2021 2016 2011 2006 2001 1996 1991 1986

C 1 2 2 1 1 1 1 1
Java 2 1 1 2 3 28

Python 3 5 6 7 23 13

C++ 4 3 3 3 2 2 2 8
C# 5 4 5 6 8

Obr. 3: TIOBE index popularity programovacich jazykov. zdroj: TIOBE (2021)

Na vzrastajucu popularitu Pythonu poukazuje tiez developerska platforma GitHub (Obr. 4)
udéavajica vyvoj poradia programovacich jazykov v obdobi 2014-2020.

Ranking

2914 FLBY 2818 2aip

Obr. 4: Vyvoj poradia programovacich jazykov v obdobi 2014-2020. zdroj: Octoverse (2021)

Python patri medzi tzv. vol'ne Siritelné (open source) programovacie jazyky a po¢nic rokom
2008 sa najcastejSie pouzivanou stala verzia 3. Aktualne najnovsiu verziu Pythonu je mozné
stiahnut’ a nainstalovat’ zo stranky Python (2020). Okrem vytvarania vlastnych funkcii mozno
tiez v ramci Pythonu vyzivat tzv. baliky (moduly), ktoré obsahuji stuhrn funkcii @ mozno ich
nainStalovat’ napr. zo stranky Python Package Index (2020). Stc¢astou Pythonu je vyvojové
prostredie IDLE (Integrated Development and Learning Environment), v ktorom je mozné
vytvorit’ novy subor (pripona .py) na napisanie programu. Po spusteni takto napisané¢ho
programu sa vystup zobrazi v interaktivnom okne ,,Shell* (Blaho, 2016).

V procese vyucby pri rieSeni uloh linedrneho programovania je vyhodné vyuzit' dvojicu
balikov NumPy (Numerical Python) a SciPy (Scientific Python), ktoré predstavuju zékladné
baliky pre vedecké vypocty, resp. programovanie. NumPy ponuka obrovsku Skalu rychlych a
efektivnych spdsobov vytvarania poli a manipulacie s ¢iselnymi idajmi v nich (indexovanie
poli, rezanie poli, aritmetické operacie, operdcie s maticami ¢i linearnu algebru). SciPy
roz§iruje funkcionality poskytované vramci NumPy, priCom zpohladu rieSenia uloh
linedrneho programovania je osobitne vyhodné vyuzitie submodulu ,scipy.optimize® a

41


https://octoverse.github.com/
https://www.python.org/
https://pypi.org/

importovanie funkcie ,linprog®“. Funkcia ,linprog* podporuje vyuzitie trojice metéd —
simplexovej metédy, metddy vniitorného bodu a revidovanej simplexovej metody”.

4 RIESENIE ULOHY LINEARNEHO PROGRAMOVANIA

Ako uz bolo vyssie uvedené, na rieSenie ulohy linearneho programovania mozno vyuzit’ r6zne
metédy atiez rozny typ softvéru. V ramci vyucby linedrnej optimalizacie predstavuje
vyrieSenie ulohy linearneho programovania pomocou pomerne jednoduchého programu
zaujimavi moznost. Vo vyucbe sa spravidla zacina grafickym rieSenim ulohy s dvoma
premennymi. Po pochopeni zdkladnych principov rieSenia tlohy linedrneho programovania
na zéklade grafickej (geometrickej) interpretacie, nasleduje vysvetlenie principu algebrického
rieSenia ulohy linearneho programovania simplexovou metodou.

Simplexova metdda je iteratnou procedurou, ktorda po urcCitom konecnom pocte krokov
(iteracii) umoziuje najst’ optimalne rieSenie lohy linearneho programovania alebo prist’ k
zaveru, ze optimalne rieSenie neexistuje. V kazdej iteracii mozno ziskat' pripustné bazické
rieSenie (ak pripustné bazické rieSenie neexistuje, vypocet sa konci), priCom sa overuje jeho
optimalnost’. Ak je aktudlne preskimavané pripustné bazické rieSenie optimalne, vypocet sa
kon¢i, v opa¢nom pripade nasleduje prechod k d’alSiemu pripustnému bazickému rieSeniu. Po
kone¢nom pocte iteracii tak dospejeme k optimalnemu rieSeniu alebo zistime, ze toto
neexistuje (Brezina, Pekar a Reiff, 2020).

Z tedrie linearneho programovania (Gass, 1972) je znadme, ze bazickym rieSenim sustavy
ohranicujucich podmienok (2) v tvare ,,= (m < n) nazyvame také rieSenie, ktoré ziskame, ak
polozime n—m premennych za rovnajice sa nule a rieSime ju pre zostavajucich m
premennych za podmienky, Ze determinant matice koeficientov tychto m premennych je
rozny od nuly. Za predpokladu, Ze m <n, pocet bazickych rieSeni nemodze byt vyssi ako

m) m!(n—m)!
jednotlivé zlozky st nezaporné.

n n! Yo :
( j——. Bazické riesenie oznacujeme ako bazické pripustné rieSenie, ak jeho

Hoci ulohu linearneho programovania mozno v Pythone s vyuzitim napr. balika SciPy
vyriesit’ priamo, ddlezitii tlohu v procese vyucby zohrava vysvetlenie principu rieSenia tlohy
algebricky. Pre nasledujicu ulohu linedrneho programovania predstavime program, ktory
umozni najdenie vSetkych bazickych rieSeni, zistenie ich pripustnosti a na zaklade hodnot
ucelovej funkcie Specifikuje optimalne rieSenie.

Uvazujme tlohu linearneho programovania v tvare:

max f (x)=5x, + 6x,
3x, +4x, <12
3%, +2x%,<9
X, X, 20

V prvom kroku upravime ohraniCenia tejto tlohy pomocou doplnkovych premennych na
rovnice, pri¢om takto upravena uloha bude mat’ potom 2 ohrani¢enia a 4 premenné®. V stilade
s definiciou bazického rieSenia polozime Nn—m=4—-2=2 premennych za rovnajice sa nule a

4 Pre viac informdcii pozri Scipy.org (2021).
5 Ohladom doplnkovych premennych pozri napr. Brezina, Ivani¢ova a Pekar (2007), Chocholata (2013).
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rieSime ju pre zostavajucich m=2 premennych. Maximalny pocet bazickych rieSeni je potom
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n
dany poc¢tom kombinacii m-tej triedy z n prvkov, t.]. =——=6
m) 21(4-2)!

Z pohladu napisania programu v Pythone (Obr. 5 vlavo) za¢neme importovanim balika
NumPy. Pre vypoéet bazickych rieseni potrebujeme vyberat’ z matice A vzdy 2 stipce, priom
vyuZzijeme operaciu ,,rezania“ (slicing). ,,Automatizovany* vyber stipcov vieme dosiahnut
pomocou dvoch for-cyklov umoziujiicich vybrat’ postupne dvojice stipcov 1. a 2., 1. a 3., 1.
a4. 2.a3., 2. a4., 3.a4. (treba mat na pamiti, Ze Python indexuje poéniic od 0)°. Vypocet
hodndt vektora X zrealizujeme zo vztahu Ax=b, t.j. x=A"b, pricom ku kazdému rieSeniu
vypiseme, ktoré stipce matice A obsahuje (indexaciu pouZijeme poéntc od 0 pre prvy stipec).
Pomocou podmieneného prikazu ,,if ozna¢ime nepripustné riesenie, t.j. také bazické riesenie,
ktoré ma niektorti zo zloziek zapornu. Pre kazdé rieSenie tiez vypiSeme vektor obsahujuci
zodpovedajuce koeficienty ucelovej funkcie a hodnotu ucelovej funkcie.

Pridanie podmieneného prikazu ,,if-else”, resp. ,.elif” (vnoreny prikaz ,,if*") umozni spomedzi
pripustnych rieSeni oznalit optimalne rieSenie ulohy. ESte pred vyuzitim for-cyklu preto
vytvorime premennil s ndzvom ,,maximum” a polozime ju rovnd vel'mi malému ¢islu (ked’ze
uloha, ktoru rieSime je maximaliza¢nd) a tiez nastavime premennu ,,optimalna_baza” na
indexy premennych [0,0]. Za predpokladu, Ze prave skimané rieSenie je pripustné, pomocou
prikazu ,.elif“ porovndme vypocitanii hodnotu jeho ucelovej funkcie s hodnotou ulozenou v
premennej ,,maximum® — pokial’ je hodnota ucelovej funkcie tohto rieSenia vysS$ia, ulozi sa
tato nova hodnota do premennej ,,maximum® a zaznamenaju sa tiez indexy optimalnej bazy.
Zaverecny prikaz ,,print“ programu vypise hodnotu téelovej funkcie optimalneho riesenia ako
aj indexy optimalnej bazy.

Z vystupu v pravej Casti Obr. 5 je zrejmé, Ze sme preskumali vSetkych 6 bazickych rieSent,
z ktorych dve boli nepripustné. Spomedzi Stvorice bazickych pripustnych rieSeni sa
maximalna hodnota ucelovej funkcie 19 dosiahla pre rieSenie tvorené prvou a druhou
premennou, t.j. premennymi X, a X,(bdza optimalneho rieSenia je teda tvorend prvym

a druhym stipcom matice A). Optimalne rieSenie tlohy ma teda tvar X = (2,1,5;0;0)s
hodnotou tcelovej funkcie f(x*)=19.

5 ZAVER

Z ekonomického hladiska existuje Sirokd Skala problémov, ktoré st formulovatelné ako
ulohy linearneho programovania, priCom medzi najznamejSie mozno zaradit ulohu o
optimadlnom vyrobnom plane, zmieSavaci problém, rezny problém, dopravnu ulohu,
optimalizacii poctu stprav (kompletov), Glohu o najkratSej ceste ¢i ulohu o kritickej ceste. V
procese vyucby linedrneho programovania je nevyhnutné zvladnut jednak matematicku
formuléciu konkrétneho ekonomického problému, teoreticky pochopit’ principy riesenia tejto
ulohy, ale tiez zvladnut’ softvérové rieSenie danej ulohy. Programovaci jazyk Python vratane
réznych modulov poskytuje flexibilny priestor umoznujici aplikdciu réznych pristupov k
rieSeniu konkrétne formulovanej tllohy. Ciel'om prispevku bolo ukazat’ konstrukciu programu
umoziujuceho ziskat' nielen vysledné optimalne rieSenie zvolenej ulohy linearneho
programovania, ale tieZ vysvetlit’ princip algebrického rieSenia tlohy simplexovou metodou.

® K indexovaniu a ,,rezaniu® pozri Numpy (2021).
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import numpy as np
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print ("A =")
print (A)
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print{Af[:,[1i,311)
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print ("x=",x, "zahrnute stlpce:",[i,3])
if min(x)<0:
print ("nepripustne riesenie"
=1if e[:, [1,7]]@x>maximum:
maximum=c[:, [i,7]]1@x
optimalna baza =[i,]]
print ("cc=",c[:,[1,31])
z=c[:, [1,3]]16x
print ("HUOF=",z)
print ("HUF OR =",maximum, "optimilna :éza=”,optimalna_baza]
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Python 3.8.3 (tags/v3.8.3:6£3c832, May 13

D&4) ] on win32
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HUF= [20.]
AL=
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m:
[[1 0]
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®x= [lZ. 9.] zahrnute stlpce: [2, 3]
coc= [[0 011
HUF= [0.]

HUF OR = [1%.] optim&lna baza= [0, 1]
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F:\Python\expl

Obr. 5 Program na preskimanie vSetkych bazickych rieSeni ulohy, zistenie ich pripustnosti a
ur¢enie optimalneho rieSenia. Zdroj: vlastné vypolty
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MODULARNA KAPACITNA LOKACNA ULOHA PRE UMIESTNENIE
AMBULANCII V MESTE

A MODULAR CAPACITATED LOCATION PROBLEM FOR
AMBULANCE LOCATION IN ACITY ENVIRONMENT

Ludmila Janosikova, Peter Jankovic¢

Abstrakt

Priestorové rozlozenie ambulancii vyznamne ovplyviiuje reakény Cas systému zachrannej
zdravotnej sluzby. Clanok predstavuje modifikaciu modelu modularnej kapacitnej loka¢ne;
ulohy, ktory mozno pouzit na navrh dobrej polohy ambulancii. Model rozlisuje typy
ambulancii a kategorie pacientov. V zjednoduSenej forme berie do tUvahy cas, ktory
ambulancie stravia na vyjazde, a tym modeluje moznu nedostupnost’ najblizsej ambulancie
v okamihu tiesiového volania V realnej prevadzke. Na pripadovej S$tadii mesta PreSov
ukazujeme, ze zmenou polohy sucasnych stanic v meste sa skrati priemerny dojazdovy Cas
a zvysi sa dostupnost’ zachrannej zdravotnej sluzby.

KPucové slova: zachranna zdravotna sluzba, dojazdovy cas, modularna kapacitna lokacna
uloha

Abstract

The geographical distribution of ambulances has a significant impact on the responsiveness of
an emergency medical service system. This paper presents a modification of the model of the
modular capacitated location problem that can be used for ambulance location. The model
distinguishes ambulance types and patient categories. In a simplified form it considers the
time ambulances spend on trips. This way it models a possible unavailability of the closest
ambulance in the moment of a call reception that may occur in a real-life operation. The case
study of the city of PreSov shows that re-location of the current stations results in the
reduction of the average response time and better accessibility of the emergency medical
service.

Keywords: emergency medical service, response time, modular capacitated location problem

1 UVOD

Dostupnost’ zachrannej zdravotnej sluzby zavisi najmd od poctu a typu ambulancii. Na
Slovensku poskytuji neodkladnu zdravotnu starostlivost’ dva typy pozemnych ambulancii,
ato ambulancie rychlej lekarskej pomoci (RLP), ktorych posadku tvori lekar, zachranar
a vodi¢, a ambulancie rychlej zdravotnej pomoci (RZP), ktorych posadka pozostava z dvoch
zachranarov. Rozmiestnenie ambulancii na Uzemi celej republiky je dané vynosmi
Ministerstva zdravotnictva SR. Vynosy urcuji mesta a obce, kde budu stanice zachrannej
zdravotnej sluzby (ZZS). V roku 2019 bolo na tizemi Slovenska 273 stanic rozmiestnenych
v 211 mestach a obciach. Stanica je organizacny pojem. V legislative je chdpana ako sidlo
jednej ambulancie. Poskytovatel’ ZZS, ktory ziska licenciu na prevadzkovanie stanice, si
V ramci obce vyberie vhodnu budovu s garaZzou pre ambulanciu a miestnost’ou, kde sa zdrzuje
posadka cakajica na vyjazd. Ak jedna spoloc¢nost’ prevadzkuje v meste viacej stanic, mozu
byt tieto stanice umiestnené na rovnakej adrese, ¢o je aj pripad PreSova, kde Zachranna
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sluzba KosSice v roku 2019 mala 5 stanic, ktoré sidlili na dvoch adresach. Na kazdej adrese
bola jedna ambulancia s lekarom, ostatné ambulancie boli typu RZP.

Geograficka poloha ambulancii vyznamne ovplyvituje dojazdovy ¢as ambulancie na miesto
zasahu. Na§ ¢lanok sa zaobera situaciou, kde v meste operuje viacej ambulancii. PrindSame
novy model pre ich optimalne umiestnenie a porovndvame ho So zndmym modelom p-
median.

Novy model je variantom modularnej kapacitnej lokaénej tlohy (Modular Capacitated
Location Problem, MCLP). lde o loka¢nii ulohu motivovanu strategickym planovanim
V zdravotnictve [1]. Mnohé zdravotnicke zariadenia mozu byt zostavené z modulov urcitej
velkosti. Pocet pacientov, ktoré moze zariadenie obslizit, ako aj fixné a prevadzkové naklady
zariadenia, zavisia od jeho velkosti. Velkost' zariadenia sa moze vybrat len z konecnej
a diskrétnej] mnoziny hodnot. Agregovany zakaznik (obec, komunita) méze byt obslizeny
viacerymi zariadeniami. Variant MCLP pre umiestnenie vozidiel zachrannej zdravotnej
sluzby bol prezentovany v ¢lanku [3]. V pévodnej formulacii MCLP [1], ako aj v modifikacii
[3] sa minimalizuju celkové naklady, pozostavajuce z investi¢nych a prevadzkovych nakladov
zariadeni a nakladov na obsluhu zakaznikov. V nasom prispevku predstavujeme upraveny
model ulohy MCLP, kde kritériom je priemerny dojazdovy ¢as k pacientovi, pretoze takéto
kritérium lepSie vystihuje hlavny ciel’ ZZS, a to je zachrana zdravia a zivota l'udi, ktori sa
ocitli v nebezpe€nej situicii. Nebudeme menit’ pocet ani typ stcasnych stanic v meste,
budeme len hladat’ ich lepSie umiestnenie. Pocet stanic je ekvivalentom fixnych a
prevadzkovych nékladov v povodnom modeli MCLP.

2 MODULARNA KAPACITNA LOKACNA ULOHA

Pri rieSeni lokacnej tlohy predpokladame, ze v meste boli vytipované lokality, kde je mozné
otvorit’ stanicu. Taktiez predpokladame, Ze boli uréené zony, kde sa nachadzaju potencialni
pacienti. Obvyklym sposobom pre definovanie zon je pokryt mesto pravouhlou mriezkou.
Zakaznikmi st potom jednotlivé bunky mriezky. Vaha zakaznika (pocet pacientov) je
spravidla umerna poctu obyvatel'ov, ktori maja trvalé bydlisko v danej bunke [2, 7].

V nasledujuicom modeli predpokladame, ze ambulancie pracuju 24 hodin denne, 265 dni
v roku, ale vykonavaju aj sekundarne vyjazdy, ¢o su planované transporty pacientov alebo
zdravotnickeho materidlu medzi zdravotnickymi zariadeniami. Celkovy fond casu, kedy je
ambulancia k dispozicii na primarne vyjazdy k tiesnovym volaniam, preto musime znizit
0 Cas, ktory stravi ambulancia na sekundarnych vyjazdoch.

Dispecerské riadenie ambulancii zavisi od stavu pacienta. NajvySSiu prioritu maji pacienti,
ktori maju jednu z diagnéz tzv. kvintetu prvej hodiny (First Hour Quintet, FHQ) — bolest’
V hrudniku, zavazna trauma, ndhla cievna mozgova prihoda, zadvazné dychacie tazkosti
a zastavenie obehu. U tychto pacientov je rychle poskytnutie odbornej lekarskej pomoci
klaiCoveé pre zachranu zivota. K tymto pacientom sa vzdy vysiela posadka RLP. K ostatnym
pacientom moze ist’ l'ubovolna ambulancia.

V matematickej formuldcii MCLP budeme pouzivat' takéto oznaCenie konS$tant, mnozin a
indexov:

| mnozina kandidatov na umiestnenie stanice

i kandidat na umiestnenie stanice; i € |

J mnozina zakaznikov

j zakaznik; i € [

H mnozina nemocnic

hj najbliz§ia nemocnica k zéne j; h; € H
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k typ ambulancie (1 — RLP, 2 — RZP)
I typ pacientov (1 — FHQ, 2 — ostatni)

Ok podiel vyjazdov ambulancie typu k, pri ktorych sa vyzaduje transport pacienta do
nemocnice

Lk vyt'azenie ambulancie typu k na sekundarnych vyjazdoch

Kl koeficient ma hodnotu 1, ak ambulancia typu k moze obsluzit’ pacienta typu |, inak ma
hodnotu 0

Pk maximalny pocet ambulancii typu k

bji pocet pacientov typu | v zone j

thhj priemerny ¢as odovzdania pacienta v nemocnici hj [min]

tsa  priemerny Cas na scéne pre posadku k a pacienta | [min]
tij ¢as rychlej jazdy z uzla i do uzla j (so sirénou a vystraznymi svetlami) [min]

tij Cas jazdy z uzla i do uzla j (normalnou rychlost'ou) [min]
Dalej v modeli vystupuju tieto rozhodovacie premenné:

Zik kol'’ko ambulancii typu k bude v stanici i
Xijw  aky podiel pacientov typu | v zone j obsluzia vozidla typu k zo stanice i

Matematicky model tlohy mozno zapisat’ takto:

2 1
minimalizujte Z Z Z Z bjitijxij (1)

i€l jej k=11=1

2
za podmienok z Z Xijig = 1 prejej, 1=12 @)
i€l k=1 I
reiel,je], 1=1,2,
Xijkl < YiaZik Ezll 5 J€J (3)
Z Zik < Pk prek=1,2 (4)
iel
2
z z bjiXijki (tij + Sk
7€) =1
+ ay (tjhj + thy, + fhjl-) preie€l, k=12 ®)

+(1- @)
< 365 %24 %60 * (1 — B) zix

reiel,je], 1=1,2,
o1 S ©)

Zix € Zg prei€l, k=12 (7

xijkl =0

Ugelova funkcia (1) minimalizuje celkovy dojazdovy ¢as ku vietkym pacientom. Priemerny
dojazdovy cas ziskame podelenim celkového c¢asu poctom pacientov. Podmienky (2)
zabezpecia, Ze vSetci pacienti budu obsluzeni. Podmienky (3) vyjadruju, Ze k pacientovi typu
I, ktory sa nachadza v zone j, mdze ist ambulancia typu k z miesta i len vtedy, ak je v mieste
I umiestnena asponl jedna ambulancia typu K aposadka tohto typu je kvalifikovana na
zachranu pacienta typu |. Podmienky (4) zabezpecia, Ze sa neumiestni viac ako je stanoveny
poCet ambulancii daného typu. Podmienky (5) zabezpeCia, ze objem poziadaviek
obsluhovanych ambulanciami typu k nachadzajiicimi sa v mieste I neprekroci disponibilny Cas
ambulancii. Podmienky (6) umozfiuji, aby pacienti v zéne j boli obsluhovani z viacerych
stanic. Podmienky (7) st celociselné podmienky pre pocet ambulancii.
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3 PRIPADOVA STUDIA PRE MESTO PRESOV

Priestorové rozloZenie pacientov ziskame z databazy LandScan [6]. Udaje v databaze
predstavuju ambientni populaciu, t.j. priemerny pocet 'udi na danom tGzemi v priebehu 24
hodin. Udaje st organizované do mriezky s velkostou bunky 30" x 30" (uhlovych sek(ind)
Vv zemepisnom stradnicovom systéme WGS84. Uzemie PreSova je pokryté 121 bunkami
s nenulovym poctom obyvatel'ov. Najmensi pocet I'udi v jednej bunke je 1, najvacsi 7 827,
celkovy pocet T'udi je 77 744. Pocet pacientov odvodime z populacie pomocou koeficientov
vypocitanych zo zdznamov o vyjazdoch ambulancii, ktoré ndm poskytla spolo¢nost’ Falck
Zachrannd a.s. Zo zadznamov Falck méZeme odhadnat, Ze 2.41 % obyvatelov je FHQ
pacientov a 6.74 % obyvatel'ov je ostatnych pacientov. Ostatné parametre modelu na zaklade
konzultacie s Opera¢nym strediskom ZZS SR a publikacie [5] nastavime takto: a1 = 50.96 %,
o2 = 176.62 %; p1 = 2.23 %, f2 = 6.09 %; p1 = 2, p2 = 3. Lokalizaciu zdkaznikov vykoname
pomocou digitalnej cestnej siete ziskanej z databazy OpenStreetMap. Uzly cestnej siete, ktoré
st najblizsie k stredom buniek, povazujeme za lokality zakaznikov a taktiez za kandidatov na
umiestnenie stanice. Pri vypocte ¢asu jazdy medzi uzlami sa reSpektujii obmedzenia rychlosti
na cestnych tisekoch. Pokial’ rychlost’ nie je obmedzena, pouzije sa priemerna rychlost’, ktora
zavisi od kvality cesty, typu jazdy (Standardna jazda normalnou rychlostou, alebo rychla
jazda so zapnutou sirénou a majakom) a dopravnej Spicky [4].

Rozmiestnenie ambulancii v meste, ktoré vypocital model MCLP, sme porovnali s vysledkom
modelu ulohy 0 vazenom p-mediane. Model p-median je znamy model, ktory minimalizuje
priemerny dojazdovy c¢as k pacientovi, ale nerozliSuje typ ambulancie. Nasledne po
optimalizacii sme pridelili dve RLP ambulancie umiestnenym staniciam pomocou
heuristického pravidla, ktoré reSpektuje aktualny stav. Umiestnili sme ich do stanic, ktoré boli
najblizSie sucasnym staniciam. V modeli MCLP je rozhodnutie o type stanic modelované
premennymi. Obidva modely sme riesili exaktne pomocou komeréného solvera Xpress.

Umiestnenie stanic, ktoré navrhli spominané modely, je na obr. 1 a 2. Vidime, Zze obidva
modely vypocitaji rovnaku polohu stanic, liSia sa len v distribtcii RLP ambulancii. Pomocou
pocitacovej simulacie sme overili, ako optimalizované umiestnenie stanic ovplyvni prevadzku
systétmu ZZS (tab. 1). V tabulke st priemerné hodnoty 10 replikécii, kde jedna replikécia
simulovala 90 dni prevadzky systému. Simuloval sa cely systém ZZS na Slovensku, pri¢om
poloha ostatnych stanic mimo PreSova sa nezmenila. Statistiky v tabulke platia pre mesto
Presov. Priemerné dojazdoveé ¢asy uvadzame spolu s 95 % intervalom spol’ahlivosti.

Vysledky pre umiestnenie stanic navrhnuté modelmi porovnavame s umiestnenim stanic
v roku 2019. Vidime, ze obidva modely vyznamne skratia priemerny dojazdovy c¢as, a to ako
k pacientom s najvyssou prioritou (druhy riadok tabul’ky), tak aj vSeobecne k pacientom bez
ohl'adu na ich diagnézu (prvy riadok). Model MCLP ma oproti modelu p-median lepsi
dojazdovy ¢as ku kritickym pacientom, hoci nie Statisticky vyznamne. Oproti sucasnému
stavu dosiahne vyssi podiel tiesnovych volani, ku ktorym dorazi ambulancia do 15 minut.

Tabulka 1. Vysledok simulacného experimentu pre mesto Presov

Aktudlne
(2019)
P 6.12 534 5.35
Priemerny dojazdovy cas [min] (6.07:6.17) (5.28;5.40) (5.24; 5.46)
5.86 4.64 4.54

Priemerny dojazdovy ¢as k pacientom s najvysSou prioritou [min] (5.78:5.93) (451;4.76) (4.40; 4.68)
Percento pacientov s dojazdovym éasom do 15 miniit 95.21 95.22 95.48
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4 ZAVER

Prispevok popisuje modifikdciu modelu modularnej kapacitnej lokacnej ulohy pre
umiestnenie stanic zachrannej zdravotnej sluzby na tizemi mesta. Na zaklade pocitacovej
simuldcie mézeme konStatovat, ze zmenou infraStruktury sa vyznamne zvysi dostupnost
zachrannej zdravotnej sluzby. Za vyznamné povazujeme najmé skratenie dojazdového Casu
k pacientom v kritickom stave 079 sekund, ktoré dosiahneme pri rozmiestneni stanic
pomocou modelu MCLP. Model mozno pouzit’ pri navrhovani dvojstupnového systému ZZS
¢1 uz na uzemi mesta, ale aj na va¢Som uzemi. Jeho nevyhodou je vysoka zlozitost’, ktora by
si vpripade vidcsieho poctu zakaznikov akandidatov na stanicu vyzadovala pouzitie
heuristickej metody.

Tento prispevok vznikol s podporou vyskumného projektu VEGA 1/0216/21 ,,Navrhovanie
zdchrannych systémov s konfliktnymi kritériami pomocou ndstrojov umelej inteligencie
a projektu APVV-19-0441 ,, Pridelovanie obmedzenych zdrojov do verejnych obsluznych
systemov s konfliktnymi kritériami kvality .
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REDUKCIA VSTUPNYCH DAT PRE ULOHU NAVRHU TURNUSOV
ELEKTRICKYCH AUTOBUSOV

INPUT DATA REDUCTION FOR SCHEDULING OF ELECTRIC
BUSES

Maros Janovec

Abstrakt

Tento ¢lanok sa zaobera problematikou rieSenia ulohy navrhu turnusov pre elektrické autobusy.
Predstavujeme algoritmus na redukciu vstupnych dat, ktory redukuje mnoZstvo spojov
spajanim dvoch spojov do jedného. Takisto je popisana aj metdéda na vyber moznych
kandiddtov na spojenie adve kritérid pre vyber najvhodnejSicho kandidata. Navrhnuty
algoritmus bol otestovany na realnych datach z mesta Zilina, poskytnutych prevadzkovatefom
hromadnej dopravy DPMZ. Po redukcii vstupov sa vykonal exaktny algoritmus na rieSenie
ulohy za ucelom porovnania ziskanych vysledkov a vypocétového Casu medzi povodnou
a redukovanou ulohou.

KPucové slova: elektricky autobus, navrh turnusov, redukcia vstupnych dat, IP solver

Abstract

In this paper, the electric bus scheduling problem and its solution method are addressed. We
propose an algorithm for reduction of the input data, which reduces the number of service trips
of the problem by merging two service trips into one. We have described a method for choosing
possible cadidates for merging as well as two criteria to select best candiidates for merging.
The proposed algorithm was tested on real data provided by public transport system operator
DPMZ in the city of Zilina. After the reduction of the problem the exact optimization is
performed in order to compare the obtained solutions and computation time between the
original and reduced problems.

Keywords: electric bus, scheduling problem, data reduction, IP solver

1 UVOD

Tento ¢lanok sa venuje rieSeniu Ulohy navrhu turnusov pre elektrické autobusy pomocou
redukcie velkosti problému a IP solvera. Uloha navrhu turnusov pre elektrické autobusy je
Specifickym pripadom ulohy navrhu turnusov (VSP) [1][3] s obmedzeniami spotreby
elektrickej energie a nabijania. V tejto tlohe st priradzované dostupné elektrické autobusy
Kk spojom, ktoré musia byt’ obslizené. Elektrické autobusy maji obmedzeny dojazd a nabijanie
elektrického autobusu trva podstatne dlhsi ¢as ako dotankovanie konven¢ného autobusu, ¢o
vytvara vel'mi obmedzujice podmienky pre jednotlivé turnusy.

Pre rieSenie tohto problému bolo navrhnutych niekol'’ko matematickych modelov od r6znych
autorov. Tito autori pracuju s predpokladmi, ktoré znizuji komplexnost’ ulohy. Jednym
z takychto predpokladov je nabijanie vzdy do plnej kapacity [2][4], d’al§im je nabijanie iba na
jednom mieste , ¢o je zvycajne depo [2][4][5]. My sme sa zamerali prave na zmenu tychto
predpokladov a navrhli sme linearny matematicky model v nasej predchadzajtcej praci [6][7],
kde sa elektricky autobus mohol nabijat’ na viacerych Specifikovanych miestach v cestnej sieti
a mnozstvo dobitej energie je stanovené pocas rieSenia matematického modelu.
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V naSej predchadzajicej praci [6][7] sme sa snazili rieSit’ tlohu navrhu turnusov pre elektrické
autobusy exaktne pomocou IP solvera Xpress IVE. Avsak, vd’aka komplexnosti problému sme
boli schopni optimalne riesit’ v rozumnom ¢ase len tlohy malého a stredného rozsahu. Najvyssi
vplyv na vypoctovy ¢as mal pocet spojov. Preto sme sa rozhodli zredukovat’ naro¢nost’ ulohy
zmensSenim poctu vstupnych spojov. Na zaklade tejto myslienky sme preskumali niekol’ko
jednoduchych kritérii, ktoré by boli schopné zredukovat’ pocet vstupnych spojov pomocou
metody spajania dvoch spojov do jedného.

2 MATEMATICKY MODEL

V naSom navrhnutom matematickom modeli [6][7] definujeme mnozinu N vsetkych spojov,
d’alej ranné depo D, a mnozinu vecernych dep D,,, kde priddvame jedno depo pre kazdy spoj.
Dalej mnozina R reprezentuje vietky nabijacky a mnozina T zahftia vietky nabijacie udalosti
na nabijacke r € R.

Pre kazdy spoj i € N je definovany Cas zacCiatku s;, trvanie t; a spotreba energie c;. Konstanta
t;j reprezentuje Cas prechodu medzi spojmi iaj. Podobne energia spotrebovana na tento
prechod je definovana konStantou c;;. Pre kazdy spoj st definované aj mnoZiny F; a B;, ktore
reprezentuju mozné predchadzajuce respektive nasledujuce spoje k spoju i. Podobne mnoziny
Fc,; a Bc,; reprezentuju mozné predchadzajuce a nasledujice nabijacie udalosti k spoju i na
nabijacke r.

Kazdd nabijacka r € R je definovand nabijacou rychlostou ¢, ajej umiestnenim
reprezentovanym konStantami t;- a t,;, ktoré definuju Cas potrebny na prechod zo spoja
k nabijacke respektive naopak. Energia spotrebovana pocas tychto prechodov je reprezentovana
konStantami c¢;- a ¢.j,. Ako sme spomenuli vySSie, kazdd nabijaCka obsahuje mnoZinu
nabijacich udalosti T", kde nabijacia udalost’ je Casovy interval na nabijacke pocas, ktorého sa
moze elektricky autobus nabijat’. Nabijacia udalost’ t na nabijacke r je definovana ¢asom jej
zaciatku s,; odvodenom od korespondujuceho spoja podla vztahu s,; = s; + t; + t;-. Koniec
nabijacej udalosti je definovany zaiatkom nasledujucej nabijacej udalosti. Preto st vSetky
nabijacie udalosti v mnozine T" usporiadané podl'a ¢asu zaciatku. Navyse pre kazdu nabijaciu
udalost’ definujeme mnoziny Fi,; a Bi,;, ktoré reprezentuji mozné predchadzajuce
a nasledujuce spoje.

V naSej ulohe uvazujeme iba homogénnu flotilu a definujeme konStanty SoCp,qx @ S0Cphin
reprezentujuce hrani¢né hodnoty stavu nabitia batérie.

Prvou rozhodovacou premennou je x;; reprezentujiica rozhodnutia, ¢i bude spoj j obsluzeny
hned’ po spoji i. Premenn€ y;; az.; sa vztahuju k prechodom zo spoja na nabijacku
a z nabijacky na spoj. Ak bude elektricky autobus pokracovat’ v nabijani pocas nasledujtce;j
udalosti t + 1 za udalost’ou t tak premenna w,, bude rovna 1.

Pre vedenie zdznamu o stave nabitia autobusu pred kazdou tlohou sme zaviedli premenné e;
pre spoje a &, pre nabijacie udalosti.

min Z xD0j+z Z Yport (1)

jEFDO TER tEFCTDO
Ucelova funkcia (1) minimalizuje pocet pouzitych elektrickych autobusov.

2.1 Ukelova funkcia
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2.2 Podmienky navrhu turnusov

Z.p. le]'i‘z z Zrtj=1VjEN (2)

iEBj TrER tEBer
z yjrt+Wrt—1 SlVTER,tETr (3)
JEBirt
5SS oS0 Y Yomen
iEBj TER tEBCTj lEFj TER tEFCTj
Z Virt T Wyeoq = Z Zrgj T W VT ER, T E T" (5)
LEBIi ¢ JEF iyt

Podmienky (2) zarucuju, ze kazdy spoj bude obsltizeny. Obmedzenie, Ze v jednom Case sa moze
na jednej nabijacke nabijat’ iba jeden elektricky autobus zabezpeCujii podmienky(3).
Podmienky (4) sluzia ako podmienky zachovania toku vozidla pre spoje a podmienky (5) pre
nabijacie udalosti

2.3 Podmienky spotreby energie

€py, = S0Cmax (6)
e; = SoCpin +¢; + Z Xijcij + Z Z VirtCir VI €N (7)
JEF; TER tEFCy
e+ ¢+ Mqr(l — Zm-) = S0Cpin + ZrjCr VT ER,EETT,j € Fiyy (8)
e < e — xl-j(cl- + cl-j) + SoCmax(l - xl-j)Vj €N,i € B; 9
ej = e; — x;j(c; + cij) — S0Ciax(1 — x;;)Vj € N,i € B; (10)
Ert < € — yirt(ci + Cir) + SOCmax(l - yirt)vr ERtE Tr:i € Birt (11)
€t = € — yirt(ci + Cir) - SOCmax(l - yirt)vr ERtE Tr'i € Birt (12)

Podmienka (6) nastavi stav nabitia batérie na maximum na zaciatku dita. Aby bolo zabezpecené,
ze elektricky autobus bude mat’ dost’ energie na prejdenie spoja a nasledujici transfer sluzia
podmienky (7). Podobne podmienky (8) zabezpecujl, ze po nabijani bude dost’ energie na
nasledujtci prejazd. Podmienky (9) a (10) reprezentuju zachovanie energie medzi dvomi za
sebou nasledujicimi spojmi. Pre zabezpecenie zachovania energie pre pripad nabijacej udalosti
nasledujtcej za spojom sluzia podmienky (11) a (12).

2.4 Podmienky nabijania

e+ Crj— &t +S0Cmax(1—2,;) =20 Vr €ER,t ET",j € Fiyy (13)
Ert41 — Ert + S0C (1 —wy)) =20 Vr €ER,tETT (14)
e+ ¢rj —Mq,(1—zp;) <S0Cmay V7 ER,EETT,j € Fiyy (15)
€rte1 — Mqr(1 —wy) < S0Cppay VT ERLETT (16)

€ < Erp + Zpyj ((sj —tyj— srt)qr - crj) + SoCmax(l - zrtj)
Vj €EN,7r €R,t € By, (17)
Ert+1 < Ert + Wrt(srt+1 - Srt)Qr + SOCmax(1 - Wrt) VreRt € T" (18)

e + Crj — &t — S0Cmax(1 — z4) < (Spey1 — Spe)qr VP ERTETT,jEFi,,  (19)

Podmienky (13) a (14) zarucuji, Ze dobité mnoZstvo energie bude nezdporné a zaroven
podmienky (15) a (16) zarucuji, ze nebude prekrocend maximélna kapacita batérie. Nabijaci
Cas pocas nabijacej udalosti je obmedzeny nasledujucou tlohou. Podmienky (17) obmedzuju
tento Cas zaciatkom nasledujuceho spoja. V pripade, Ze po nabijani nasleduje spoj je eSte nutné
obmedzit' Cas nabijania zaCiatkom nasledujucej nabijacej udalosti, Co je reprezentované



podmienkami (19). K pripadu, ked’ po nabijani nasleduje nabijacia udalost’, sa vztahuju
podmienky (18), ktoré obmedzuju nabijaci ¢as zac¢iatkom nasledujuce nabijacej udalosti.

2.5 Obligatérne podmienky

x;; €{0,1} ViENUDyUD,,j€F, (20)
Vire €{0,1} Vi € N,7 €R,t € Fc,y (21)
Zyj €{0,1} Vr €R,t €T,,j € Fiy, (22)
wy €E{0,1} VreR,t €T, (23)

e =0 VieN (24)

&+ =0 VreR,teT, (25)

Rozhodovacie premenné X;;, Yirt, Zr¢j and wy, st binarneho charakteru, ¢o je definované

podmienkami (4.20), (4.21), (4.22) and (4.23). Pridavné rozhodovacie premenné e; a €,; su
definované podmienkami (4.24) a (4.25) ako nezaporné.

3 REDUKCIA DAT

Kvoéli komplexnosti matematického modelu nie je mozné riesit' ulohy vacSieho rozsahu
optimalne. Jednou z moznosti ako riesit’ tento problém je redukcia vstupov, ktoré ovplyviuji
naro¢nost’ problému najviac. Preto predstavujeme algoritmus na redukciu mnozstva spojov
ulohy, ktory spéaja dvojice spojov do jedného spoja a naslednom rieSeni pomocou IP solvera.
Prirodzene, tato metoda redukuje mnozZstvo spojov, ¢o moze spoOsobit’ stratu optimality
ziskaného rieSenia. Avsak, tymto spésobom sme schopny najst’ ve'mi dobré rieSenie blizke
optimalnemu rieSeniu pévodného problému.

Zakladnou myslienkou, ktora je za algoritmom spajania spojov je fakt, Ze v systémoch verejnej
dopravy miest sa Casto nachadzaju spoje, ktor¢ vedi do okrajovych Casti miest a koncové
zastavky tychto spojov st veI'mi d’aleko od nabijaciek. Zaroven predpokladame, Ze nabijacky
budu najcastejSie umiestnené v centre mesta.

Navrhovany algoritmus redukcie sa skladd z dvoch faz. V prvej faze sa vyberaji dvojice spojov
vhodné na spojenie a v druhej faze sa vyberaju najvhodnejSie dvojice.

Prva faza zacina identifikaciou terminaly, ktoré sa nachadzaji v okrajovych Castiach mesta. Za
tymto ucelom sme vytvorili graf spojeni medzi zastavkami, kde hrana predstavuje naslednost’
zastavok pocas nejakého spoja. V tomto grafe d’alej ndjdeme zastavky, ktoré maja stupen
vrcholu rovny jednej. Len na tychto zastavkach bude mozné spojenie dvoch spojov.

Dalej sme si definovali kritérium, na zéklade ktorého budeme vyberat’ dvojice vhodné na
spojenie spomedzi vSetkych moznych dvojic spojov. My sme zvolili kritérium, kde dva spoje
nasleduju za sebou v ramci Specifického intervalu. Zaroveit musi byt splnena podmienka, Ze
zastavka kde prvy spoj dvojice konci a druhy spoj dvojice zacina je identicka. Myslienka za
touto podmienkou je, Ze spajané spoje nasleduji kratko za sebou, pricom prvy smeruje do
okrajovej Casti a druhy pokracuje opacnym smerom do centra mesta.

Kandidat 1 Kandidat 2 0 Najblizsia nabijacka

/‘“ .\:: —

II-I': ‘ : ff—".'\ & .
- 0 - - ( - e ‘; : ) Koncova zastavka
“ ) t_‘u_/) . ) Vybrana

(“ﬂ\ zastavka spojenia

-
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Obrazok 1. Priklad vyberu kandidata podl'a kritéria BCC2

V druhej faze algoritmu budeme z vytvorenej mnoziny dvojic na spojenie vyberat tie
najvhodnejsie dvojice spojov. Pre tito fazu predstavujeme dve odlisné kritérid. Prvé kritérium
(oznacené BCC1) hovori, ze najlepsi kandidat na spojenie je taky, ktory ma medzi spajanymi
spojmi najmensi ¢as Cakania. Druhd kritérium (BCC2) spdja najprv tie spoje, kde sa bod
spojenia (zastavka) nachadza najd’alej od najblizSej nabijacky. Zakladna myslienka tohto
kritéria je zobrazena aj na obrazku 1. Na nom vidime dvoch moznych kandidatov. Vidime, ze
Vv pripade prvého kandidata sa zastavka spojenia nachddza vel'mi d’aleko od najblizsej nabijacky
druhy kandidat ma miesto spojenia vel'mi blizko nabijacke, ale zaciatok a koniec spojeného
spoja sa od nej bude nachadzat’ vel'mi d’aleko, ¢o spdsobi Ze v pripade nabijania sa minie vel'ké
mnozstvo energie na prejazd od spoja k nabijacke pripadne naopak. Preto bude na zaklade
kritéria BCC2 vybrany kandidat 1.

4 NUMERICKE EXPERIMENTY

Na otestovanie algoritmu redukcie a nasledného rieSenia IP solverom sme vykonali niekol’ko
experimentov, pri ktorych sme porovnavali vysledky pre povodnu a redukovant tlohu. Vsetky
experimenty boli spistané na stroji s Intel Core i5-7200U 2,5Ghz, 16GB RAM s vyuzitim IP
solvera Xpress IVE 7.3 a ¢asovy limit vypoctu bol stanoveny na 16 hodin. Datasety, na ktorych
sa testovalo boli vygenerované vyberom z redlnych dat poskytnutych prevadzkovatel'om
dopravného systému DPMZ v meste Zilina. Bolo vytvorenych 10 datasetov (DS1-DS10)
s roznym poé&tom spojov dokumentovanych v tabul’ke 1 v stipci Original.

Pre spotrebu energie bola stanovend hodnota 1,08kWh/km a maximalna kapacita batérie na
hodnotu 140kWh. Zaroven boli umiestnené v cestnej sieti tri nabijacky, kde dve sa nachadzaju
v depe pre trolejbusy a jedna v centre mesta. Vsetky elektrické autobusy zacinaju svoju trasu
Vv depe pre autobusy, ktoré¢ sa nachadza asi 2 km od centra mesta.

Prvou ¢astou experimentov bola redukcia spojov. V tomto pripade mame definovany jeden
parameter a sice maximalny ¢as medzi nasledujucimi spojmi (MaxTime). Pre tento parameter
sa testovali dve hodnoty — 5 a 15 mintat medzi spojmi. Zaroven sa testovali aj kombinacie
Soboma parametrami pre vyber najvhodnejSieho kandidita — BCC1 a BCC2.Vysledky
redukcie mézeme vidiet' v tabul’ke 1. Nazov redukcie v tabulke je odvodeny od parametra
MaxTime a kritéria vyberu najvhodnejsieho kandidata.

Tabul’ka 1. Vysledky redukcie vstupov pre jednotlivé datasety

Redukcia vstupov -
Dataset "5 =c1 5 BCC2 15 BCC1 15 BCC2 | Ornoinal
DSL | 42 12 31 31 29
DS2 60 60 44 43 77
DS3 63 63 52 51 83
DS4 | 123 123 %6 94 160
DS5 81 81 73 71 105
DS6 | 102 102 85 83 133
DS7 | 196 196 155 149 245
DS8 | 329 329 273 266 415

MoZeme si vSimnut', ze pocty spojov po redukcii v pripade redukcii 5 BCC1 a5 BCC2 su
identické. Po detailnom preskiimani spojenych spojov sme zistili, Ze spojené spoje su identické.
Jediny rozdielom bolo ich poradie, preto sme testovanie IP solverom nevykonavali pre kazdu
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z tychto redukcii, ale len pre jednu z nich. V pripade ¢asu 15 minit medzi spojmi si mézeme
v§imnut rozdiely. MéZeme zhodnotit’, Ze pri ¢ase 5 minut sa redukcia pohybovala v rozmedzi
14-24% a v pripade ¢asu 15 minut to bolo 30-42% pre kritérium BCC1 a 32-44% pre kritérium
BCC2.

Druhé cast’ experimentov, rieSenie redukovanych uloh pomocou IP solvera, je uvedena
v Tabul’ke 2. V tabulke je uvedeny najlepsi najdeny vysledok ako aj spodnd hranica problému
a cas rieSenia. Ako mdzeme vidiet' v tabulke, tak sa spodna hranica nemenila pri ziadnej
redukcii s vynimkou niekol’kych uloh redukcie 15 BCC1. Z tohto dévodu sa kritérium BCC2
javi ako vhodnejSie. Zaroven je vidno, ze kazdd redukcia bola schopna vyriesit' niektoré
Z problémov, pri ktorych nebola povodna tlohy rieSitel'nd, napr. dataset DS5 a DS6. Zaroven
sme po redukcii boli schopni ngjst’ rieSenie aj v pripade tlohy DSS, kde IP solver v pripade
povodnej ulohy nenasiel ziadne riesSenie.

Z pohladu vypoctového Casu je zrejmé, ze redukcia tlohy zlepSila vypoctovy ¢as uloh. Mézeme
to vidiet' v pripade vSetkych redukcii a najmé v pripade mensich datasetov. Takisto je vidno, ze
v pripade redukcii 15 BCCI a 15 BCC2 sa vypoctovy €as znizil niekolkonasobne aj
v porovnani s redukciami 5 BCC1 a5 BCC2. V pripade redukcii 5 BCC1 a5 BCC2 sa
redukcia ¢asu pohybovala v rozmedzi 50-70% a Vv pripade redukcii 15 BCC1 a 15_BCC2 to
bolo 70-80%.

Pre porovnanie kritérii BCC1 a BCC2 sme porovnavali ich dosiahnuté vysledky ako aj
vypoctovy cas. V pripade kritéria BCC1 sa pri niektorych ulohdch zhorsila ucelova funkcia.
Kritérium BCC2 vSak Gi¢elovt funkciu nezhorsilo. Naproti tomu sa ukazuje, Ze kritérium BCC2
je 0 nieCo pomalsie ako kritérium BCC1. Celkovo vSak mézeme povedat’, ze kritérium BCC2
je vhodnejsie, ked’Ze dosiahlo lepsie vysledky ako kritérium BCC1.

Tabulka 2. Vysledky experimentov pre jednotlivé redukcie s najlepsim najdenym rieSenim a spodnou
hranicou (Ries./BB) a ¢asom vypoétu (Cas) v sekundach

Data 5 BCC1/ 15 BCC1 15 BCC2 Original
set 5 BCC2
Ries. Cas | Ries. Cas | Ries. Cas | Ries. Cas
/BB (s) /BB (s) /BB (s) /BB (s)
DS1 | 4/4 15 4/4 2,2 4/4 1,7 4/4 3,6
DS2 | 4/4 10,5 5/5 49 4/4 4.6 4/4 1175
DS3 | 5/5 23,7 5/5 6,9 5/5 9,7 5/5 43
DS4 | 6/6 43,2 6/6 13,5 6/6 18,5 6/6 7122
DS5 | 8/8 85,2 8/8 49,7 8/8 53,2 9/8 57600
DS6 | 9/9 177,7 | 10/10 63,8 9/9 74,8 | 10/9 57600
DS7 | 13/13 7879 | 14/14 365,8 | 13/13 397,4 | 27/13 57600
DS8 | 27/26 57600 | 26/26 10718 | 26/26 10625 | -/26 57600

5 ZAVER

Navrhli sme algoritmus na redukciu poc¢tu vstupnych spojov pre ulohu navrhu turnusov pre
elektrické autobusy. Tento algoritmus redukoval pocty spojov na vybranych ulohach
definovanych datasetmi generovanymi z redlnych dat v meste Zilina. Nasledne sa spustila
optimalizacia tychto redukovanych uloh a ziskané vysledky sme porovnali s vysledkami
a vypoctovym ¢asom pre povodné tlohy. Navyse sme otestovali dve navrhnuté kritérid pre
vyber najvhodnejSieho kandidata pre spojenie a odport¢ame vyuzit’ druhé z nich - BCC2, ktoré
hovori, ze najlepsi kandidat je ten, ktory ma bod spojenia ¢o najd’alej od najblizsej nabijacky.
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Experimenty ukazuju ze je mozné redukovat’ mnozstvo spojov o 32-44% a vypoctovy Cas az
0 70-80% bez straty optimalneho rieSenia pri nastaveni 15 minut pre maximalny ¢as medzi
spojmi pre tvorbu vhodnych kandidatov a kritéria BCC2 pre vyber najvhodnejSieho kandidata.
V sumari mézeme povedat, ze redukcia spojov je pristup, ktory mdze zlepSit moznosti
rieSitelnosti tlloh navrhu turnusov pre elektrické autobusy na tlohach velkého rozsahu bez
vel'kej straty v oblasti optimalneho rieSenia a méze byt implementovana do heuristickych aj
exaktnych algoritmov na rieSenie ulohy navrhu turnusov pre elektrické autobusy.
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OPTIMALIZACNE ULOHY PRE EFEKTIVNY NAVRH NABIJACEJ
INFRASTRUKTURY PRE ELEKTRICKE AUTOBUSY V MESTSKEJ
DOPRAVE

OPTIMISATION PROBLEMS FOR EFFECTIVE DESIGN OF
CHARGING INFRASTRUCTURE FOR ELECTRIC BUSES IN URBAN
TRANSPORT

Michal Kohani
Abstrakt

V prispevku sa zaoberdme tllohami zaoberajlicimi sa rieSenim optimalizanych tloh stivisiacich
s navrhom infrastruktury a prevadzkou elektrickych vozidiel vo verejnej doprave v mestach.
Jedna sa o ulohy v dvoch oblastiach, ktorych rieSenie by malo zabezpedit, aby budovanie
potrebnej infrastruktury a prevadzka elektrickych vozidiel boli z ekonomického pohladu
uskutoc¢nitel'né. Prvou oblast'ou je efektivne budovanie potrebnej nabijacej infrastruktury, ako
su nabijacie stanice, kde sa vozidla nabijaju pocas prestavok, alebo nabijacie useky, kde sa
vozidla nabijaji pocas svojho pohybu po infrastruktire. Druhou oblastou su tlohy suvisiace s
prevadzkou elektrickych vozidiel, ako su obehy vozidiel a plany nabijania, kde je nutné
reSpektovat’ Specifické podmienky, ako napriklad dlhsi ¢as nabijania vozidiel a pod.

KUlucové slova: umiestnovacie ulohy, nabijacie stanice, elektrické autobusy, mestskd doprava

Abstract

In this paper we deal with tasks dealing with the solution of optimization problems related to
the design of infrastructure and operation of electric vehicles in public transport in cities. These
are tasks in two areas, the solution of which should ensure that the construction of the necessary
infrastructure and the operation of electric vehicles are economically feasible. The first area is
the efficient construction of the necessary charging infrastructure, such as charging stations
where vehicles are charged during breaks, or charging sections where vehicles are charged
during their movement through the infrastructure. The second area is tasks related to the
operation of electric vehicles, such as vehicle schedules and charging plans, where it is
necessary to respect specific conditions, such as longer charging time of vehicles, etc.

Keywords: location problems, charging stations, electric buses, urban transport

1 UVOD

V poslednej dekade sa celosvetovo zvySuje tlak na zniZovanie emisii sklenikovych. V decembri
2015 bola prijata Parizska dohoda, podla ktorej by bolo potrebné udrzat narast priemernej
svetovej teploty pod 2°C [1]. Jednym z hlavnych producentov sklenikovych plynov, najma
CO2, st najma mestské regiony, priCom spotrebiivaju 78 % svetovej energie a produkuju viac
ako 60 % emisii sklenikovych plynov [2]. 21 % podiel na globalnych emisidch ma doprava,
pricom cestna osobna doprava produkuje takmer polovicu tychto emisii [3]. Znizenie emisii a
znizenie suvisiacich nakladov je mozné aj podporou verejnej dopravy a alternativnych
pohonov.
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V poslednych rokoch dochadza k vyraznému nastupu elektrickych autobusov. V rokoch 2012
az 2020 bolo v eurépskom regiéne dodanych 5 087 elektronickych autobusov, takmer 75% z
nich bolo odovzdanych v rokoch 2019 a 2020 [4]. V tejto suvislosti dochadza k znizeniu
investi¢énych nékladov a aj k d’al§im vyzvam, ktoré¢ bude treba riesit’ v suvislosti s optimalnym
navrhom infrastruktiry a ekonomicky efektivnou prevadzkou siete elektrickych vozidiel vo
verejnej doprave.

V prispevku sa zaoberame ulohami zaoberajicimi sa rieSenim optimalizacnych uloh stvisiacich
s navrhom infrastruktiry a prevadzkou elektrickych vozidiel vo verejnej doprave v mestach.
Prvou oblastou je efektivne budovanie potrebnej nabijacej infrastruktury, ako su nabijacie
stanice, kde sa vozidl4 nabijaju pocas prestavok, alebo nabijacie useky, kde sa vozidla nabijaji
pocas svojho pohybu po infrastruktire. Druhou oblastou st ulohy suvisiace s prevadzkou
elektrickych vozidiel, ako si obehy vozidiel a plany nabijania, kde je nutné reSpektovat’
Specifické podmienky, ako napriklad dlhsi ¢as nabijania vozidiel a pod. V prispevku
predstavime matematické modely a nazna¢ime spdsoby ich rieSenia.

2 SUCASNY STAV RIESENEJ PROBLEMATIKY

Prvou oblastou, na ktort je smerovany vyskum v oblasti elektrickych autobusov v mestskej
doprave, je vyskum v oblasti modelov budovania nabijacej infrastruktiry pre rézne typy
elektrickych vozidiel vo verejnej doprave. Existuje viacero technologii nabijania, v sucasnosti
prevladaja hlavne dve z nich. Prvou technolédgiou je dobijanie pocas no¢ného pobytu v depe
alebo na vybranych zastavkach. Druhou technoldgiou je priebezné nabijanie pocas jazdy
vozidla (tzv. IMC - in-motion charging), ¢o vyuzivaju hlavne tzv. parcialne trolejbusy.

Jednou z prac, ktorad sa komplexne venuje navrhu umiestnenia nabijacej infrastruktury, je praca
[5], v ktorej vytvorili autori celoCiselny model na umiestnenie nabijacich stanic v mestske;j
oblasti a otestovali ho na idajoch o autobusovych linkach v Stokholme. V ¢lanku [6] autori
predstavuji matematicky model, ktory minimalizuje pocet pouzitych nabijacich stanic a
simulacné overenie navrhnutého rieSenia. Model otestovali na Udajoch z mesta Berlin.
Simulacny pristup zvolili aj autori v [7], kde porovnavali moznosti réznych typov nabijania v
ramci priebeZzného nabijania a ich ekonomicky prinos. V pripade problematiky budovania
nabijacich tsekov pre priebezné nabijanie vozidla existuje malo dostupnych zdrojov. Autori v
[8] a [9] publikovali zistenia z pozorovani z prevadzky IMC vozidiel v meste Gdynia. Autori
¢lanku [10] sa venovali tejto problematike, pri¢om riesili ulohu optimalneho rozmiestiiovania
nabijacich vedeni, pri€om vytvorili matematicky model ulohy a rieSili ho pomocou
heuristickych metod.

Druhou oblast'ou je vyskum tloh suvisiacich s prevadzkou elektrickych vozidiel, ako st obeh
vozidiel a plan nabijania, kde je nutné reSpektovat’ viaceré Specifické podmienky. V ¢lanku [11]
autori rieSia Ulohu navrhu turnusov elektrickych autobusov a optimalizacie rozvrhu nabijania.
V praci [12] boli prezentované dva modely na rieSenie tlohy navrhu turnusov- model
charakteristicky spojitym modelovanim nabijania a model popisujici nabijanie ako nelinearny
proces pomocou diskretizacie stavu nabitia batérie. Autori ¢lanku [13] predpokladali linedrny
proces nabijania a rieSili aj dopad na elektricku siet’ a jej maximalny vykon v danom Ccase.
Okrem toho je modelovand kombinovana loha s obmedzenym poctom elektrickych vozidiel.
RieSenim tlohy navrhu turnusov elektrickych autobusov sa zaoberali aj v ¢lanku [14], kde
predstavili algoritmus zalozeny na k-Greedy Algorithm. V [15] autori na postavenie modelu
vyuzivaji modelovaci nastroj Equilibre Multimodal - Multimodal Equilibrium, ktorym
modelovali prevadzku autobusov aj tranzitny a dopravny systém, ktory simuloval redlne
podmienky v doprave. Okrem ndvrhu turnusov vozidiel je nutné rieSit’ aj optimalizaciu
nabijania vozidiel na nabijacej stanici. V ¢lanku [16] predstavuju autori matematicky model
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kontrolovaného nabijania, ktory minimalizuje celkové naklady na nabijanie tym, Ze upravuje
mnozstvo dobitej energie aj nabijaci vykon nabijacky..

3 ULOHY NAVRHU NABIJACEJ INFRASTRUKTURY PRE
ELEKTROBUSY

3.1 Uloha rozmiestnenia nabijacich stanic pre elektrobusy

Uloha rozmiestnenia nabijacich stanic pre elektrobusy bola blizsie popisana napriklad v
[17][18] a[19]. Pri rieSeni tejto ulohy predpokladame, Ze sa existujuce turnusy vozidiel zostan
zachované. Ciel'om je najst’ také umiestnenie nabijacich stanic a urcit’ pocet nabijacich bodov
na tychto staniciach tak, aby bolo mozné vsetky vozidla vo flotile transformovat’ na elektrické
vozidla. Nabijacie stanice m6zeme budovat’ v ktoromkol'vek mieste mnoziny I, ¢o je mnozina
kandidatov, kde je mozné umiestnit’ nabijaciu stanicu. Premenné Yyi € {0,1} predstavuju
rozhodnutie o vybudovani nabijacej stanice v mieste i € | a premenné gi € Z* uréuji pocet pocet
nabijacich bodov v mieste i € I.

Okrem umiestiiovacich premennych potrebujeme v modeli riesit’ aj rozvrh nabijania vozidiel.
V ¢lanku [17] sme pouzili postup, kde sa ¢as diskretizoval po urcitych usekoch dia a nabijanie
vozidiel sa rieSilo v danych €asovych usekoch pomocou 0-1 premennych. Popis nabijania
vozidiel je uvedeny na obr.1.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Candidate locations

7777777777777777777

Obr. 1. Popis nabijania vozidiel

Matematicky model je blizsie popisany v [17]. Utelova funkcia zabezpetuje, aby bol
vybudovany ¢o najmensi podet nabijacich stanic. Strukturdlne podmienky v modeli je mozno
rozdelit’ na viacero skupin, ich bliz§i popis je uvedeny v [17]. Jedna skupina podmienok
zabezpecuje, aby boli vybudované nabijacie stanice tam, kde maju byt vybudované stojany.
Dalsie skupiny podmienok zabezpetuje kontinuitu nabijania vozidiel, zabezpeenie
neprekroc¢enia maximalnej kapacity batérie vozidla pri nabijani a tak isto aj vytvorenie istého
planu nabijania vozidiel, ktory reSpektuje pocet vybudovanych nabijacich bodov.

Navrhnuty matematicky model bol otestovany na testovacich datovych sadach rdznej velkosti,
ktoré boli vytvorené zo siete liniek MHD Zilina. Uloha bola rieSitelnd exaktne pre pomerne
vel'ké rozsahy uloh (2 tyzdne prevadzky vozidiel, maximalny pocet vozidiel bol 46) [17][18].
3.2 Uloha rozmiestnenia nabijacich tisekov pre elektrobusy

RieSenie ulohy rozmiestnenia nabijacich usekov pre elektrické autobusy je pomerne malo
preskimany problém. RieSend tloha je ilustrovand na obr. 2.
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Obr. 2. Uloha navrhu nabijacich tisekov pre elektrické autobusy

V literattre sice existuje nickol’ko modelov, ktoré danu tillohu riesia, avSak umozinuji exaktné
rieSenie len pre vel'mi malé tlohy [19]. Pre rieSenie tejto llohy sme navrhli model v [20], ktory
je podobny lokac¢nej tlohe, ale s tym rozdielom, ze sa neumiestiuje v bodoch dopravnej siete,
ale na usekoch, Co si vyZziadalo istl transformdaciu klasickej loka¢nej tilohy. T4to zmena ndm
dovoluje riesit’ vac¢sie ulohy, spresnit’ vstupné data a zachovava energiu medzi jednotlivymi
jazdami v turnuse.

V lokatnom modeli sa nachadzaju nasledujuce premenné a konStanty. Premenna vy je
rozhodovacia premenna o vybudovani alebo nevybudovani vedenia na tGiseku i. Premenna Xrj+1
je rozhodovacia premenna o stave batérie vozidla r po prejdeni useku j. Dalej B™ oznaduje
maximalny stav batérie v kWh, respektive B™" minimalny stav batérie v kWh. CO je konstanta
spotreby energie v kWh\m a CH je konstanta nabijania z vedenia v kWh\m. Konstanta m je
pocet vozidiel (turnusov) a n je pocet usekov cesty, Di je dizka useku i, a(r, j) je index j-teho
useku na trase vozidla r a (r) je nakoniec pocet tisekov Vv turnuse vozidlar.

Cielom ulohy je vybudovat' ¢o najlacnejSi systém minimalizujuci néklady na vystavbu
nabijacich usekov s trolejovym vedenim. V modeli je nutné reSpektovat podmienky udavajuce
pociato¢ny stav nabitia batérie na za¢iatku turnusu, podmienky zachovania energie, kedy
v pripade useku bez trolejového vedenia sa pouziva energia z batérii vozidla a pri pohybe na
useku s trolejovym vedenim sa vozidlo moZe nabijat’.

S navrhnutym modelom bolo vykonanych viacero experimentov na lohach vytvorenych z dat
poskytnutych Dopravnym podnikom mesta Ziliny, ¢o umoznilo vytvorit viacero mensich
testovacich uloh atlohu redlneho rozsahu obsahujiicu vietky spoje v MHD Zilina. Bolo
vykonanych viacero Uprav modelu a vyuzity exaktny [20] ako aj heuristicky pristup [21]
K rieSeniu tlohy.

4 ULOHA TURNUSOVANIA ELEKTRICKYCH AUTOBUSOV

Uloha turnusovania elektrobusov je blizsie popisana v [22][23]. V tejto tlohe predpokladame,
ako uz bolo spomenuté v uvode prispevku, ze rozmiestnenie nabijacich stanic a pocet
nabijacich bodov je urceny. Cielom modelu je vytvorit' rozvrhy pre jednotlivé elektrobusy
a zaroven aj rozvrh nabijania na jednotlivych nabijacich bodoch tak, aby boli reSpektované
obmedzenia dojazdu elektrobusov a kapacity ich batérii. Je potrebné vytvorit’ optimélny rozvrh
elektrobusov tak, aby bol pouzity co najmensi pocet vozidiel.

Zakladnymi rozhodovacimi premennymi su premenné, ktoré zabezpecujii kontinuitu
vytvoreného rozvrhu. Vozidla mézu v rozvrhu prechédzat’ nie len medzi spojmi, ale aj medzi
nabijacimi udalostami. V pripade tohto modelu boli nabijacie udalosti rieSené inym sposobom,
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ako Vv tlohe rozmiestnenia nabijacich stanic. Cas nebol diskretizovany, ale nabijacie udalosti
boli naviazané na existujucu mnozinu spojov N, teda dlzka nabijacich udalosti je rozna.

Ilustracia rozhodovacich premennych je uvedena na obrazku 3.
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Obr. 3. Rozhodovacie premenné pri tilohe turnusovania elektrickych autobusov [22][23]

Matematicky model tlohy je bliz§ie popisany v [22][23]. V ucelovej funkcii sa snazime o
minimalizaciu poc¢tu pouzitych vozidiel, pri¢om vozidla mézu zacinat’ svoj turnus bud’ spojom,
alebo nabijanim. V modeli je viacero skupin Strukturdlnych podmienok. Prva skupinu tvoria
podmienky turnusovania, ktoré zabezpecuji kontinuitu spojov a nabijacich udalosti u kazdého
vozidla. Druha skupina st podmienky spotreby energie a tret'ou skupinou podmienky nabijania.
Tieto podmienky zabezpecuji, aby stav nabitia batérie nepresiahol maximalnu kapacitu
a neklesol pod nulova hodnotu.

Navrhnuty matematicky model bol otestovany na testovacich datovych sadach roznej velkosti,
ktoré boli vytvorené zo siete liniek MHD Zilina. Uloha bola riesiteln4 exaktne len pre mensie
testovacie ulohy, nakolko vypoctovy €as rychlo narastal so zvi¢Sujucim sa rozsahom tlohy
[22][23]. Pre zmenSenie vel'kosti Glohy bol prezentovany algoritmus na redukciu dat [24], ktory
bol zaloZeny na spdjani niektorych spojov obsluhovanych jednym vozidlom do skupin, v rdmci
ktorych neddjde k nabijacej udalosti. Rovnako bol navrhnuty aj postup na rieSenie ulohy
metédou generovania stipcov a niekol’ko heuristickych pristupov na rie$enie tlohy.

5 ZAVER

Ako bolo v prispevku predstavené, elektromobilita vo verejnej doprave si vyzaduje rieSenie
viacerych novych optimalizacnych tloh, ktoré zahfiiaju Specifika siivisiace s nabijanim vozidiel
a s nabijacou infraStruktirou. V predstavenych oblastiach sme vykonali navrhy niekolkych
matematickym modelov a metéd na rieSenie tychto modelov exaktnym aj heuristickym
sposobom. V buducnosti bude nasou snahou integrovat vytvorené modely do jedného
komplexného modelu, ktory bude riesit’ aj navrh rozmiestnenia infrastruktirnych prvkov pre
nabijanie vozidiel, ako aj turnusovanie vozidiel. V aktudlnych modeloch su tieto oblasti
oddelené, pri¢om rozmiestnenie nabijacich stanic a isekov moze mat’ zna¢ny vplyv na tvorbu
turnusov a naopak. V komplexny model bude v sebe zahinat’ viacero typov rozhodnuti ako st
napriklad loka¢né a rozvrhové rozhodnutia, pricom takyto typ tloh nie je v literature vel'mi
bezny.
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ANALYZA DOPADOV MOZNEJ RESTRUKTURAIJZAC;E SIETE
STANIC ZZS NA PRIEMERNU DOSTUPNOST SLUZBY

ANALYSIS OF THE IMPACTS OF POSSIBLE EMS STATIONS
RESTRUCTURING ON AVERAGE SERVICE ACCESSIBILITY

Marek Kvet

Abstrakt

Prispevok sa zaobera analyzou dostupnosti urgentnej zdravotnej starostlivosti poskytovanej
zachrannou zdravotnou sluzbou. Dostupnost’ sluzby je vo vSeobecnosti tym lepS$ia, ¢im blizSie
k miestu vzniku mimoriadnej udalosti je dostupné stredisko, z ktorého je vyslana posadka. Pri
hl'adani optimélneho rozmiestnenia stanic treba brat' do uvahy S$pecificki skupinu Zivot
ohrozujucich diagnoz, ktoré vyzaduji pritomnost’ lekdra. V prispevku analyzujeme sucasny
stav rozmiestnenia stanic z pohl'adu priemernej dostupnosti sluzby a skimame moZznosti jej
zlepSenia minimalnymi Gpravami Struktary siete. Jednotlivé pristupy a matematické modely
budu experimentalne porovnané na realnych datach v podmienkach Slovenskej republiky.

KUPucové slova: Zachrannd zdravotna sluzba, lokacné ulohy, analyza dostupnosti sluzby

Abstract

This paper deals with the analysis of the availability of emergency health care provided by the
private medical agencies. The availability of the service is generally the better the closer is the
center from which the crew is sent from the place of the emergency. When searching for the
optimal locations of stations, a specific group of life-threatening diagnoses that require the
presence of a doctor should be taken into account. In this paper, we analyze the current state
of stations deployment in terms of average service availability and explore the possibilities of
improving it by minimal modifications to the network structure. Individual approaches and
mathematical models will be experimentally compared on real data in the conditions of the
Slovak Republic.

Keywords: Emergency Medical System, location problems, analysis of service accessibility

1 UVOD

Zachranné systémy, ktoré tvoria dominantnt aplika¢nt oblast’ vysledkov nami vytvorenych
postupov, mozno na zadklade ich povahy a principu fungovania zaradit’ do skupiny verejnych
obsluznych systémov [13].

Pod pojmom obsluzny systém rozumieme sustavu na seba nadvazujicich dopravnych,
vyrobnych, manipula¢nych aj informa¢nych c¢innosti sluziacich na zabezpeCenie potrieb
zakaznikov v danom mieste a ¢ase zo zdrojov, pomocou ktorych mozno ich potreby uspokojit’
[6]. Ako dodava [2], obsluznym systémom je stbor funkéne prepojenych zariadeni a operacii
vykonévanych na nich za ucelom poskytnutia sluzieb Sirokému okruhu zédkaznikov.

Pojmom zdkaznik neoznaCujeme len zakaznika v ekonomickom zmysle slova, ale v sulade so
zvyklostami v tejto vednej oblasti vSeobecne obsluhovany objekt, ¢i uz je to skutoény
zékaznik, ktory pozaduje dodavku tovaru, ¢i pacient, ktory potrebuje oSetrenie, alebo pocitac,
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ktory treba opravit. Potreba zakaznika méze mat’ tieZ niekol’ko podob, napriklad poziadavku
na dodanie istého druhu tovaru v istom ¢asovom rozmedzi alebo poskytnutie nejakej sluzby.

Obsluzny systém je definovany jednak mnozinou obsluhovanych objektov, t.j. zdkaznikov
sich Specifickymi potrebami, a jednak vlastnym poskytovatelom sluzby, ktorym moéze byt
sukromny, ale aj verejny subjekt ako firma, Stat a podobne. Zakaznici daného systému st
zvacsa rozptyleni v urcitej geografickej oblasti, priCom zdroje, z ktorych st uspokojované ich
potreby, st obycajne sustredené do jedného alebo niekol’kych miest, ktoré sa mézu nachadzat’
nielen na obsluhovanom tzemi, ale aj mimo neho [6]. Je tomu tak preto, ze spominany zdroj,
¢1 ide o sklad, vozidlo zachrannej sluzby alebo iny objekt, je bud’ Ciastocne alebo uplne
nedelite'ny a svojou kapacitou dokédze uspokojit’ poziadavky viacerych zékaznikov, ktori sa
lisia svojou polohou v danej oblasti [4]. Pretoze niec vzdy je mozné uspokojovat’ potreby
zakaznikov priamo zo zdrojov, treba moznost' poskytovania sluzby z technickych alebo
ekonomickych dovodov preniest’ do miest, ktoré budeme nazyvat obsluznymi strediskami.
Prikladmi obsluznych stredisk st tovarne, sklady, nemocnice, Skoly, trady a podobne.
Vzhl'adom na to, Ze zakaznici sa v obsluhovanej oblasti nachadzaji sice v kone¢nom, ale
zvyCajne velkom pocte umiestneni ako su mesta aobce SR, vybudovanie obsluzného
strediska v mieste kazdého zakaznika neprichadza do uvahy. Prave naopak, poskytovanie
sluzby je potrebné koncentrovat’ do malého poctu miest, pricom z kazdého vybudovaného
strediska bude uspokojeny isty zhluk zdkaznikov v danej ¢asti obsluhovaného uzemia.

Sposob, akym je zo strediska poskytovana sluzba zdkaznikom, méze mat’ dvojaky charakter.
Bud’ treba sluzbu ,,dopravit™ k zakaznikovi prostriedkami obsluzného systému alebo si
zakaznik pride po sluzbu do obsluzného strediska sam. Prikladom systému, v ktorom
zakaznik prichadza k zdroju poskytovanej sluzby, je siet’ hypermarketov alebo systém tradov
Statnej spravy [9]. Naopak, systémom, kde sluzba ,cestuje* za zakaznikom, je distribucny
systém [7], V ktorom firma dod4va tovar priamo zakaznikovi. Dalim prikladom méze byt
systém zachrannej sluzby [5, 8], kde je k pacientovi vyslana najblizsia vol'na posadka.

Obsluzné systémy mozno podl'a [2] rozdelit’ do niekol’kych skupin: Jednak su to distribucné
systémy zabezpecCujuce zdsobovanie obyvatelov urcitej geografickej oblasti poZzadovanymi
komoditami ako st vyrobky bezZnej spotreby, elektrickd energia, plyn a podobne. Druht
skupinu tvoria tzv. zvozné systémy, kam patri napriklad zvoz komunalneho odpadu ¢i
evakuacia obyvatel'stva z ohrozenej oblasti [14, 15]. Posledna skupina zahitia prepravné
systémy ako je systém osobnej alebo nakladnej zelezni¢nej dopravy.

Uloha navrhu obsluzného systému spoéiva v najdeni vhodného rieSenia pre funként
a organizacnu Strukturu daného systému, ktora o najlepSie zodpoveda poziadavkam
kladenym na systém zo strany jeho previdzkovatela alebo zakaznikov. Struktira obsluzného
systéemu je potom ur¢ena okrem Specifikdcie zdrojov a mnoZiny zakaznikov aj mnoZinou
umiestnenych stredisk, pripadne aj priradenim zakaznikov k tymto strediskam.

Podrla ucelu, pre ktory sa takéto systémy navrhuju, rozliSujeme sukromné a verejné obsluzné
systémy. Sukromny obsluzny systém je obyCajne sucastou nejakej firmy a ucelom jeho
existencie je napomahat takym cielom, ktoré vedu k maximalizacii kratkodobého alebo
dlhodobého zisku. Tento Gi¢el ma vplyv na kritéria, ktoré sa pouzivaju pri vlastnom navrhu
Struktiry daného systému. Konkrétne kritérid potom mézu mat Specificky tvar ako napriklad
minimalizacia celkovych nakladov na zabezpelenie poziadaviek zakaznikov v systéme,
maximalizécia poctu obsluhovanych zakaznikov, ¢i maximalizicia rozdielu medzi prijmom
plynticim z obsluhy zakaznikov a ndkladmi na ich obsluhu [4]. Z uvedeného je zrejmé, ze
sukromny obsluzny systém nepovazuje za potrebné obsluzit vSetkych zakaznikov v danej
oblasti, ale pripusta vynechanie nevyhodne poloZzenych zakaznikov [6].
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Verejné obsluzné systémy (VOS) st onieCo zlozitejSie. K tymto systémom vécSinou
neexistuje ziadna alternativa, a preto sa pri navrhu pozaduje obsluha vsetkych zékaznikov
danej oblasti [6, 10], ¢o mdze byt vel'mi problematické vzhladom na moZné umiestnenia
obsluznych stredisk. Nutnost' obsluhy kazdého zakaznika vychadza z toho, ze zakaznik je
zaroven ,,majitelom* systému. Verejny obsluzny systém, ktory ma obcanovi poskytovat
sluzbu, je totiz Ciasto¢ne alebo Uplne financovany z jeho dani. Navyse, zdkaznikom nemusi
byt jeden objekt (osoba), ale mdze sa skladat’ z viacerych jedincov, ktori maju na zaklade
obcianskej rovnopravnosti narok na rovnost’ pristupu k sluzbe. Z geografického hl'adiska ale
nie je mozné takato rovnost’ dosiahnut’.

Standardné kritéria kvality pouZivané pri navrhu VOS teda najcastejsie zohladiuja
poziadavku rovnosti pristupu zakaznikov k sluzbe. Okrem toho mozu zahfnat’ aj poziadavky
na priemern ¢asovii dostupnost’ sluzby vietkym zékaznikom. Casova dostupnost’ moze byt
chépand ako priemerna doba potrebnd na dosiahnutie zakaznika, ale rovnako to moze byt
maximalna doba, ktora je potrebna na dosiahnutie najhorsie polozeného zakaznika. Casova
dostupnost’ moéze byt formulovana aj ako podmienka, aby bol kazdy potenciadlny zakaznik
dosiahnutelny v ur¢itom ¢asovom limite (napriklad 15 minut) od najbliz§iecho vybudovaného
obsluzného strediska [5]. V pripade, ze je poziadavka Casovej dostupnosti formulovana ako
podmienka, je mozné pri navrhu systému uplatnit’ iné kritérium, napriklad minimalny pocet
umiestnenych zdrojov ¢i naklady na vybudovanie a prevadzku systému za urcité Casové
obdobie. Prostriedky, z ktorych je obsluzny systém budovany, nie st neobmedzené a obvykle
tak limituju maximalny pocet stredisk, ktoré je mozné vybudovat'.

V nasledujucich podkapitolach ukazeme niekolko prikladov modelovania tloh spojenych
s navrhom Struktiry zachrannych systémov, ktoré su zalozené na tzv. lokacno-alokacnom
a pokryvacom pristupe.

2 ZACHRANNA ZDRAVOTNA SLUZBA NA SLOVENSKU

Zachrannd zdravotnd sluzba (ZZS) predstavuje prednemocniénii cCast® poskytovania
neodkladnej starostlivosti, ktora je stcastou najvysSicho stupna diferencovanej starostlivosti
0 pacienta — resuscitacnej a intenzivnej. ZZS mozno definovat aj ako poskytovanie
neodkladnej zdravotnej starostlivosti osobe v stave, pri ktorom je bezprostredne ohrozeny jej
Zivot alebo zdravie a osoba je odkazana na poskytnutie pomoci [11]. Obvykle je tato sluzba
poskytovana v teréne na mieste nahleho stavu. Zachranna zdravotna sluzba je sucastou
Integrovaného zachranného systému Slovenskej republiky.

Integrovany zachranny systém (IZS) je systém pozostavajuci zo zachrannych zloziek, ktoré v
pripade ohrozenia zivota, zdravia, majetku alebo Zivotného prostredia zabezpecia rychlu
informovanost’, aktivizaciu a efektivne vyuzivanie a koordinaciu sil a prostriedkov
zachranarskych subjektov pri poskytovani nevyhnutnej pomoci. Hlavnou ulohou IZS je
poskytnit’ postihnutému subjektu nevyhnutnit pomoc neodkladne a bez omeskania. Pomoc
poskytuju rézne zachranné zlozky. Medzi zakladné zlozky IZS patria:

e Hasicsky a zachranny zbor (HaZZ),

e poskytovatelia zachrannej zdravotnej sluzby (ZZS),
e kontrolné chemické laboratoria civilnej ochrany,

e Horska zachranna sluzba,

e Banska zachranna sluzba.
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Tieto zlozky poskytuju odbornu, zdravotnu, technickt a d’alSiu potrebni pomoc v tiesni na
zaklade pokynu koordinacného strediska alebo svojho operacného strediska (OS) tiestiového
volania. Vykonavaju tiez organizacné, technické a d’alSie opatrenia na poskytovanie pomoci
V tiesni a na ten ucel sa vybavuju technickymi a vecnymi prostriedkami. Kazda zdkladna
zachranna zlozka vykonava svoju ¢innost’ spravidla vo svojom zasahovom obvode.

3 SIET A POCET STANIC zZS

V dnesnej podobe mé pozemny zachranny systém ZZS na Slovensku 274 stanic, ktoré podl'a
typu posadky rozdel'ujeme na:

e stanice Rychlej lekarskej pomoci (RLP), ktorych je 86,
e stanice Rychlej zdravotnej pomoci (RZP), ktorych je 188.

Okrem toho prevadzkuje sukromna spolocnost’ Air - Transport Europe, spol. s r. 0. 7 stanic
Vrtulnikovej zachrannej zdravotnej sluzby (VZZS). Cast ambulancii RLP je rozhodnutim
Ministerstva zdravotnictva SR na zdklade odporicania Operacného strediska ZZS vybavena
mobilnou intenzivnou jednotkou (MIJ) na transport kriticky chorych pacientov. V auguste
2014 bol pocet stanic RLP-MIJ stanoveny na 5. Iné typy posadok, ako funguju napriklad
v okolitych krajinach, slovenska legislativa nepozna [11].

Jedna posadka RLP poskytuje v sucasnosti neodkladnu starostlivost’ priemerne pre 55 000
obyvatel'ov. Jedna posadka RZP poskytuje neodkladnt starostlivost’ v priemere pre 29 000
obyvatel'ov. Vzhl'adom na vysoky podiel sekundarnych zasahov posadok RZP (sekundarnym
zasahom rozumieme najcastejSie prevoz pacienta medzi zdravotnickymi zariadeniami) mozno
ale predpokladat’ ovela niZSiu dostupnost posddok pre vykonanie primarnych vyjazdov
v zasahovom uzemi [11]. Na celé uzemie SR pripadé priblizne 20 000 obyvatel'ov na jednu
ambulanciu ZZS bez rozdielu typu posadky.

4 ANALYZA DOSTUPNOSTI SLUZBY PRE SUCASNY STAV

Ako bolo popisané v predchadzajucich ¢astiach prispevku, dostupnost’ zachrannej zdravotnej
sluzby je vo vSeobecnosti tym lepSia, ¢im blizSie je umiestnené stredisko k miestu vzniku
mimoriadnej udalosti, ktord si vyZaduje vyjazd posadky ¢i uZz v zloZeni niekolkych
zachranarov (RZP) alebo vyjazd posadky s lekdrom (RLP). Z pohladu analyzy dostupnosti
sluzby je potrebné rozliSovat’ dva pristupy:

e Brat’ do uvahy vzdialenost’ (geografickt alebo Casovil) pacienta od najblizSej stanice
Z7ZS bez ohl'adu na jej typ, ¢im ziskame priemerni dostupnost’ sluzby (urgentnej
prednemocnic¢nej zdravotnej starostlivosti). V pripade vybranych Specifickych diagnoz
nemusi byt tato charakteristika prave najvhodnejsia.

e Analyzovat vzdialenost’ iba K najblizSej stanici RLP, ktora je klicova najmé pri
diagndzach kvintetu prvej hodiny, kedy musi situaciu riesit’ lekar. Medzi takéto Zivot
ohrozujuce stavy patria napriklad akatna infarkt myokardu, nahla cievna mozgova
prihoda a podobne. Tato hodnota dostupnosti bude v porovnani s predchadzajicim
pristupom logicky vyssia, no v uvedenych pripadoch je tento ¢as rozhodujtci.

V nasledujtcej tabulke preto udavame zékladné vykonnostné charakteristiky systému nielen
pre cely systém ZZS (stanice RZP aj RLP dokopy), ale aj samostatne pre stanice typu RLP.
Pacienti, ktorych je potrebné uspokojit’ v pripade akttneho ohrozenia Zivota a zdravia, s
koncentrovani v 2934 obciach, pricom poziadavka obce je rovna poctu volani na tiesiiovu
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linku, teda tento pocet nemusi byt’ priamo imerny poctu obyvatel'ov danej obce. Pocet volani
sme ziskali z Opera¢ného strediska ZZS.

Zakladnymi numerickymi charakteristikami, ktoré vyjadruju dostupnost’ sluzby, st: celkova
vzdialenost’ (minSum) vsetkych obci k ich najblizSiemu stredisku ZZS, pri¢om vahou obce je
podet volani z danej obce na tiesfiova linku. Dal§im ukazovatelom je priemerny ¢as dojazdu
posadky do obce a napokon pocitame aj maximalnu vzdialenost, ktora musi posadka prejst,
aby sa dostala k najvzdialenejSiemu pacientovi. Poslednym meratelnym ukazovatelom je
percento volani, ktoré¢ su obsluzené do 15 mintt (Casova vzdialenost’ obce od najblizsicho
umiestneného strediska nepresiahne tento limit). Tabul’ka 1 ukazuje vyhodnotenie dostupnosti
778 pre vsetky stanice bez ohl'adu na ich typ. V tabulke 2 je analyzovana dostupnost’ sluzby
poskytovanej vyluc¢ne stanicami RLP.

Pre uplnost’” dodajme, Ze celkovy pocet stanic ZZS na izemi Slovenskej republiky je 274,
pri¢om tieto stanice st rozmiestnené v 207 roznych obciach. Samozrejme, Ze v niektorych
obciach moze byt viac stanic vzh'adom na pocet obyvatel'ov, resp. velkost obce. Celkovy
pocet obci, v ktorych je umiestnend stanica RZP, je 166. Pocet obci so stanicou RLP je 80.

TabuPka 1 Vyhodnotenie dostupnosti sluzby pre vsetky stanice ZZS

Ukazovatel’ Hodnota
minSum: 2146096,1
Maximalna ¢asova vzdialenost’ [min]: 31,5
Priemerna ¢asova vzdialenost’ [min]: 5,67
Percento volani obsltizenych do 15 mintt: 98,91

Tabul’ka 2 Vyhodnotenie dostupnosti sluzby pre stanice RLP

Ukazovatel’ Hodnota
minSum: 3071417,9
Maximalna ¢asova vzdialenost’ [min]: 38,1
Priemerna ¢asova vzdialenost’ [min]: 8,12
Percento volani obslizenych do 15 minat: | 88,01

Analyza dostupnosti zachrannej zdravotnej sluzby zhrnuta v tabulkach 1 a2 ukazuje, ze
napriek tomu, Ze dostupnost’ ZZS je dobra atakmer 100 percent poziadaviek dokéze byt
vybavenych do 15 mintt, dostupnost’ rychlej lekarskej pomoci (stanic RLP) by si zasluzila
zlepSenie. V tomto prispevku ukazeme dva pristupy, ktorych dopady preskiimame analyticky.

5 NAVRH ZMIEN V SIETI STANIC ZZS

Ciel'om restrukturalizacie siete stanic ZZS je v prvom rade zvySenie dostupnosti posddok RLP
pri ¢o najmensich upravach existujuce;j siete.

5.1 Rozsirenie siete stanic RLP transformaciou vybranych stanic RZP na RLP

Prvé opatrenie, ktorého dopady budeme analyzovat’, sa tyka transformacie vybranych stanic
RZP na RLP, pricom zachovame ich sucasné umiestnenia. Dostupnost zachrannej sluzby
(pozri tabulku 1) sa teda nezmeni, pretoze vSetky stanice zostant tam, kde aktualne st, ale
k existujicim staniciam RLP pridame niekolko dalSich, ktoré vyberieme z0 zoznamu
stcasnych stanic RZP. Zmenime tak iba typ niektorych stanic. V zavislosti od poctu novych
RLP stanic mozno ocakavat’ postupné mierne zlepSenie dostupnosti rychlej lekarskej pomoci.
Otazkou zostava, ktoré stanice RZP transformovat’ na RLP?
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Uvedeny problém budeme riesit’ pomocou matematického modelu, ktory je postaveny na
ulohe o vdzenom p-medidne. Na jeho efektivne rieSenie vyuzijeme radidlnu formulaciu, ktora
umoziuje ndjdenie optimalneho rieSenia vo vel'mi kratkom Case aj pri rozsiahlejSich ulohach
[1, 3, 12]. Kandidatmi na umiestnenie stanice RLP budu vsetky obce, v ktorych je aktualne
stanica RZP a sti¢asne tam nie je stanica RLP (v niektorych obciach mézu byt viaceré stanice
roéznych typov). Takychto obci je 127. Obsluhovanymi objektami budu vsetky obce, ktorych
je 2934. Ulohou bude vybrat’ presne p umiestneni, pomocou ktorych dosiahneme optiméalnu
dostupnost’ stanic RLP (existujucich aj transformovanych). Pri ndvrhu modelu teda musime
brat’ do uvahy aj existujucu siet’ stanic RLP.

Matematicky model mozno formulovat’ pomocou nasledujucich oznaceni: Nech n je pocet
obci, teda n = 2934. Indexy obsluhovanych obci budua tvorit’ mnozinu J, teda J = {1, 2, ..., n}.
Poziadavka obce jeJ, teda pocet volani na tiesniovu linku za urcité obdobie, bude oznacena
konstantou bj. Analogicky, oznaéme pocet kandidatov na umiestnenie (transformaciu) stanice
symbolom m, teda m = 127. Indexy kandidatov budu tvorit’ mnozinu I, teda | = {1, 2, ..., m}.
Symbol p bude reprezentovat’ pocet sicasnych stanic RZP, ktoré chceme transformovat’ na
RLP. Celkovy pocet stanic ZZS zostane nezmeneny. Vzdialenost’ (¢asovl alebo geografickt)
medzi obcami iel a jeJ ozna¢ime djj. Navy$e budeme potrebovat’ zoznam stic¢asnych stanic
RLP a ich vzdialenosti k obciam. Nech z udava pocet obci, v ktorych sa nachadza aspon jedna
stanica RLP. V naSom pripade z = 80. V niektorych vécsich obciach je totiz viac stanic RLP
(spolu ich je 86). Podobne ako v predchadzajucich definiciach, ozna¢me mnozinu prislusnych
indexov symbolom Z, teda definujme Z = {1, 2, ..., z}. Okrem toho zaved'me oznacenie t;j pre
vzdialenost’ medzi stanicami RLP a obcami, kde zeZ a jeJ. Teraz mame definované vsetky
vstupné udaje matematického modelu.

Rozhodnutie o transformacii stanice RZP na RLP budeme modelovat’ bivalentnou premennou
yi pre iel. Ak na mieste iel zmenime typ stanice na RLP, prislu$na premenna y; nadobudne
hodnotu 1, inak bude nulova. Ak chceme minimalizovat’ celkovl Casovu alebo geograficku
vzdialenost’ obci od ich najblizsej stanice RLP, potrebujeme definovat’ pomocné premenné Xjs.
Tieto pomocné premenné budu slizit’ na identifikaciu faktu, ¢i sa v ur¢itom okruhu nachadza
aspoil jedna stanica RLP (pdvodna alebo transformovand). Indexy S mdzeme urcit’ takto:
Nech v = max{t;: zeZ a jeJ}. Potom indexy s v pomocnych premennych Xjs mézeme volit’
podl’a presnosti pouzivanych matic. V nasom pripade su hodnoty v maticiach s presnost'ou na
jedno desatinné miesto, a tak indexy s volime z mnoziny S = {0, 0,1, 0,2, ..., v}.

Na zaklade vSetkych uvedenych skuto¢nosti mdzeme matematicky model pre tato tlohu
formulovat’ takto:

Minimalizujte b, > 0,1x,, (1)
jed seS
Za podmienok: X+ Y. y;+ > 1>1  Vjel,seS (2)
iel|dj<s zeZ|t, <s

Zyi =p 3)

iel
y, €{0,1} Viel 4)
X, €{0,1} Vjel,se$S (5)

Ucelovéa funkcia dana vyrazom (1) minimalizuje vzdialenost’ obci od ich najblizej stanice
RLP. Ked’Ze pri optimalizacii treba brat’ do tivahy nielen stanice, ktoré sa transformuja z RZP
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na RLP, ale vSetky RLP stanice, vizobné podmienky (2) musia mat’ mierne komplikovanejSiu
Struktaru. Vyraz (6), ktory tvori ¢ast’ podmienky (2), pre danit hodnotu indexu s udava pocet
stanic RZP, ktoré sa majt transformovat’ na RLP a st v okruhu s od obce j. Analogicky, vyraz
(7) udava pocet povodnych stanic RLP, ktoré su v okruhu s od obce j.

Dy (6)

iclld; <s

! (7)

zeZ|t,<s

Spojenim ciastkovych vyrazov (6) a (7) do Strukturdlnej podmienky (2) mézeme vysvetlit
princip, ze pomocna premenna Xjs moze nadobtudat’ hodnotu 0 iba vtedy, ak sa v okruhu s od
obce j nachadza asponi jedna stanica RLP (transformovana z RZP alebo povodna). Inak musi
byt premenna rovna 1, aby bola splnend podmienka nerovnosti. Pomocou premennych X;s
a konstanty 0,1 v tcelovej funkcii (1) dokédzeme vyjadrit’ akikol'vek vzdialenost’ medzi obcou
a jej najblizSou stanicou RLP. Podmienka (3) nedovoli presiahnut’ pocet transformovanych
RZP stanic na stanice typu RLP a podmienky (4) a (5) udavaji defini¢ny obor premennych.

Riesenim modelu (1)-(5) dostaneme zoznam stanic, ktoré mame zmenit' z povodného typu
RZP na RLP. KedZe rozmiestnenie stanic nemenime, dostupnost’ sluzby nezhorSime. Na
druhej strane, vyrazne mozeme prispiet’ k skrateniu casu, ktory je nevyhnutny na presun
posadky RLP na miesto vzniku mimoriadnej udalosti. Konkrétne dopady tejto transformacie
ukdzeme na vykonanych experimentoch, ktoré su zhrnuté v tabulke 3 pre rozne hodnoty p.

Tabulka 3 Vysledky numerickych experimentov pre transformaciu vybranych stanic RZP na RLP

p , CVaS minSum MaX.VZd AngZd Percento dosahu do 15 minut
vypoctu [S] [min] [min]
2 2,55 3018654,0 38,1 7,98 88,95
4 2,50 2969145,3 38,1 7,85 89,96
6 2,54 2927520,5 38,1 7,74 90,73
8 2,52 2886709,9 38,1 7,63 91,42
10 2,58 2849465,2 38,1 7,53 91,80
12 2,75 2815741,1 38,1 7,45 92,37
14 2,81 2785898,6 38,1 7,37 92,71
16 2,92 27588649 38,1 7,29 92,98
18 2,82 2732649,0 38,1 7,23 93,32
20 2,85 2708122,8 38,1 7,16 93,79

Analyza dosiahnutych vysledkov ukazuje, ze iba zmenou typu stanice z RZP na RLP moZno
dosiahnut’ zlepsenie priemernej dostupnosti sluzby pre pacientov az o jednu minatu. Uvedena
zmena zéaroven nezatazuje prevadzkovatel'ov sluzby s vynimkou personalneho zabezpecenia.
Sidla stanic sa nezmenili, preto by navrhnuté zmeny mohli byt a verejnostou akceptované.
Co sa tyka vypoctovych charakteristik, moZzeme pozorovat’ vel'mi malé vypodétové ¢asy, ktoré
mozno vysvetlit' jednak malym rozsahom tlohy, jej dobrou S$truktirou, ale aj radidlnou
formulaciou, ktora naplno vyuziva vyhodné vlastnosti pokryvacich tloh. So zvySujucim sa
poctom stanic RLP klesd priemernd casova vzdialenost’ obci od ich najblizSieho strediska
a zlepSuje sa tak dostupnost’ rychlej lekarskej pomoci. Uz 6 existujucich stanic RZP a ich
transformécia na RLP stacia na to, aby bolo viac ako 90 percent pacientov obsluzenych do 15
minut. Pri si¢asnom rozmiestneni stanic RZP a RLP je toto percento pokrytia do 15 minuat na
urovni priblizne 88 percent. Ciel' optimalizacie (dosiahnut’ percento nad 90) sa da naplnit’
relativne malou zmenou v sieti stanic.
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5.2 Zmena typu existujucich stanic ZZS bez zmeny ich umiestnenia

Druhy pristup k optimalizacii siete stanic ZZS, ktory budeme Vv tomto prispevku analyzovat,
spoc¢iva v tom, ze pocet ani rozmiestnenie sucasnych stanic sa nezmeni. Vyskumnu otazku tak
mozno formulovat’ takto: Je mozné dosiahnut’ zlepsenie dostupnosti ZZS len zmenou typu
existujucich stanic? Teda tak, aby sa pocet stanic RZP a RLP nezmenil? Zaroven nedovolime
Ziadne presuny stanic v ramci siete.

Na uvedeny problém sa pozrieme z pohl'adu matematického modelovania: Opédt budeme
rieSit’ lohu vazeného p-medianu, pricom kandiddtmi na umiestnenie stanice RLP budu tie
obce, Vv ktorych je aktualne umiestnena aspon jedna stanica bez ohl'adu na jej typ. Takychto
obci je 207. Ulohou je vybrat p = 80 obci tak, aby sme maximalizovali dostupnost’ najbliziej
stanice RLP, teda minimalizovali celkova Casovu vzdialenost’ medzi obcami a ich najblizSou
stanicou. Pri zachovani zavedenych oznaceni mozno matematicky model tejto tillohy zapisat’
v tvare (8)-(12). Pre uplnost’ je potrebné poznamenat’, Ze indexy S V pomocnych premennych
Xjs budi nadobudat’ hodnoty 0, 0,1, ..., v, kde hodnotu v ur¢ime takto: v = max{dj: iel a jeJ}.

Minimalizujte ~ >'b, > 0,1x,, (8)
jed seS
Za podmienok : X + y, >1 Vjeld,se$S 9)
ielld;<s

Zyi =p (10)

iel
y, €{0,1} Viel (11)
X, {0,y Vjel,seS (12)

Ucelova funkcia (8) minimalizuje vzdialenost obci od ich najblizsej stanice RLP. Podmienky
(9) hovoria, Ze pomocna premenna Xjs moze nadobudat’ hodnotu 0 iba vtedy, ak sa v okruhu
s od obce j nachadza aspon jedna stanica RLP, inak musi byt premenna rovna 1, aby bola
splnena podmienka nerovnosti. Podmienka (10) nedovoli prekro¢it maximalny pocet obci,
kde ma byt aspon jedna stanica RLP. Obligatorne podmienky (11) a (12) udavaju defini¢ny
obor premennych.

Podobne ako v predchadzajticej analyze popisanej v podkapitole 5.1, ani teraz sa priemerna
dostupnost’ zachrannej sluzby nezmeni, pretoZze rozmiestnenie stanic zostdva zachované. Co
sa vSak zlepsi, je dostupnost’ rychlej lekarskej pomoci. V nasledujticej tabulke 4

Tabul’ka 4 Vyhodnotenie dostupnosti sluzby pre stanice RLP po optimalizacii

Ukazovatel’ Hodnota
Celkovy vypoctovy &as [S]: 29.95
minSum: 2933542.9
Maximalna ¢asova vzdialenost’ [min]: 38.1
Priemerna ¢asova vzdialenost’ [min]: 7.76
Percento volani obslizenych do 15 minat: | 90.39

Ako vidime v tabul’ke 4, na dosiahnutie pokrytia viac ako 90 percent poziadaviek do 15 minut
postacia sti€asné stanice aj pri ich su¢asnom rozmiestneni. Len zmenou typu stanic sa podaril
dosiahnut’ Zelany efekt.
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6 ZAVER

V prispevku sme sa zaoberali analyzou dopadov vybranych zmien v usporiadani siete stanic
Zachrannej zdravotnej sluzby na uzemi Slovenskej republiky na jej dostupnost’, pricom sme
sledovali iba niektoré zdkladné meratel'né ukazovatele.

V prvej kapitole sme systém zéachrannej sluzby zasadili do skupiny verejnych obsluznych
systémov. Skimany systém sme V druhej kapitole popisali a analyzovali sme stasny stav
rozmiestnenia stanic. Na zaklade hodndt vybranych merate'nych ukazovatel'ov sme navrhli
zmeny, ktorymi by sa mohla dostupnost’ zlepsit. Hlavny doéraz sme kladli na minimalne
upravy existujucej siete tak, aby boli navrhnuté zmeny akceptovatelné. Jednotlivé pristupy
a matematické modely sme experimentilne porovnali na realnych datach v podmienkach
Slovenskej republiky. Dosiahnuté vysledky potvrdzuji, Ze i malymi upravami Struktiry siete
stanic mozno dosiahnut pozoruhodné zlepSenie dostupnosti sluzby ato najméd posadok
S lekdrom, na ktory sme sa zamerali.

Pri navrhu a formulacii matematickych modelov nemozno zabudat’ na fakt, Ze deterministické
modely nereflektuju stochasticky charakter redlneho systému v dostato¢nej miere. Nahodnost’
vyskytu poziadaviek sa nedd zohladnit bud’ vdbec, alebo iba Ciastocne. RieSenia ziskané
optimalizaciou preto si vyzaduji doslednu verifikaciu, idedlne prostrednictvom pocitacovej
simul4cie. NavySe, prezentované matematické modely nebrali do tivahy skuto¢nost’, Ze ak nie
je dostupnd najblizSia stanica zachrannej sluzby, méze byt poziadavka priradend inému
stredisku, ktoré ma aktudlne vol'nu kapacitu. Dal§ou nemenej ddleZitou vyzvou by mohlo byt
sledovanie viacerych vykonnostnych charakteristik systému. Tieto a d’alSie vyzvy budu
sticast’ou budticeho vyskumu v tejto oblasti.
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CVAR OPTIMALIZACIA A VYUZITIE PROCEDURY
PREVZORKOVANIA

CVAR OPTIMIZATION AND USE OF THE PROCEDURE OF
RESAMPLING

Mario Péolar

Abstrakt

Clanok sa zaobera aplikaciou procedury prevzorkovania (resampling) Vramci procesu
optimalizdcie modelov vyberu portfélia. Cielom procediry prevzorkovania je dosiahnutie
portfolii, ktoré poskytuju lepsiu kvalitu vysledkov na datach mimo vyberového suboru
VvV porovnani s tradicnym pristupom zaloZenom na optimalizacii za vyuzitia odhadov z
historickych dat. V prispevku sa zaoberame aplikéaciou procedury prevzorkovania na dennych
datach o 30 akciach v ramci modelu vyberu portfélia v priestore ofakavany vynos a CVaR
(Conditional Value at Risk). V prispevku sa zaoberame aplikaciou dvoch pristupov, pristupe
zalozenom na predpoklade normélneho rozdelenia dat vyuzivajucim generovania dat za
vyuZitia viacrozmerného normalneho rozdelenia a procedurou vyuzivajiicou generovanie dat
z viacrozmerného zovseobecnené¢ho lambda rozdelenia.

KUrucové slovd: viacrozmerné rozdelenie dat, prevzorkovanie, CVaR optimalizacia

Abstract

The article deals with the application of the resampling procedure within the process of
optimizing portfolio selection model. The aim of the resampling procedure is to achieve
portfolios that provide better performance results on out-of-sample data compared to the
traditional approach based on historical data. In this paper, we deal with the application of the
resampling procedure on daily data of 30 shares within the model of portfolio selection in the
space of expected return and CVaR (Conditional Value at Risk). In this paper we deal with the
application of two approaches, an approach based on the assumption of normal distribution
using data generation from multivariate normal distribution and a procedure using data
generation from multivariate generalized lambda distribution.

Keywords: multivariate distribution, resampling, CVaR optimization

1 UVOD

Aplikaciou procediry prevzorkovania sa v minulosti zaoberalo viacero autorov, pricom vécsina
znich sa zaoberala aplikdciou vrdmci Markowitzovho modelu na mesacnych, pripadne
tyzdennych datach [2],[5]. Len malé mnozstvo prispevkov sa zaoberalo aplikaciou na inych
modeloch vyberu portfélia, pripadne na aplikécii v pripade vyuzitia dennych dat. Cielom tohto
prispevku je aplikacia procedury prevzorkovania v ramci modelu vyberu portfélia v priestore
ocakavany vynos a CVaR za vyuzitia dennych dat. Prispevok sa taktiez zaobera aplikdciou
dvoch modifikécii tejto procedury ato procedury s vyuzitim viacrozmerné¢ho normalneho
rozdelenia a procediry s vyuzitim viacrozmerného zovSeobecneného lambda rozdelenia
(GLD). V ramci prispevku vyuzivame modifikaciou CVaR modelu na tulohu linearneho
programovania, povodne predstaventl v [8]. V ramci vypoctovych experimentov vyuzivame
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FKML parametrizaciu GLD rozdelenia, detailny prehl'ad problematikou ohl'adne GLD
rozdelenia ako aj formulaciu kvantilovej funkcie mozno najst’ napriklad v [1].

2 PROCEDURA PREVZORKOVANIA

Procedura je vo vSeobecnosti zalozena na vyuziti generovania dat z viacrozmerného rozdelenia
a metddy Monte Carlo, pri¢om na kazdl takato simuldcia dat sa aplikuje vybrany optimalizacny
model vyberu portfolia. Vysledkom tychto krokov je mnozina efektivnych hranic (efficient
frontier) kvantifikovanych z jednotlivych ndhodnych realizacii dat, pricom vyslednu efektivnu
hranicu ziskame spriemerovanim vah jednotlivych sStatisticky ekvivalentnych portfolii.

Generovanie dat z viacrozmerného normalneho rozdelenia je pomerne znama procedura, ktora
je v sucasnosti naprogramovana vo vacSine Statistickych softvérov. V ramcei nasho prispevku
vyuzivame funkciu rmvnorm(), obsiahnuta v balicku Mvtnorm [3]. V pripade generovania dat
z viacrozmerného zovseobecneného lambda rozdelenia je to 0 nieco zlozitejsie. V ramci nasho
prispevku budeme uplatiovat’ procediru generovanie dat z viacrozmerného nie-normalneho
rozdelenia uvedenu v [4]. Aplikacia tejto procediry si vyzaduje, aby rozdelenia jednotlivych
komponentov nahodnej premennej X boli zname v podobe kvantilovych funkcii a korelacia je
dostupna ako korelaéna matica Ry vyuzivajuca kvantifikovanie korelacie pomocou poradia
(napriklad Spearmanov korela¢ny koeficient). Nasledne procedira pozostava z nasledujucich
krokov:

1. Transformacia matice Ry na maticu C, aplikovanim vyrazu:
s
C; = 2sin [g RX]

2. Vytvorenie datovych vzoriek m — rozmernej normalnej premennej S korelacnou
maticou C,

3. Transformécia normalnych komponentov na komponenty rovnomerného rozdelenia
aplikovanim distribu¢nej funkcie (CDF) normalizovaného normélneho rozdelenia U; =
®(Z;) také, ze U;~U(0,1)

4. Kvantifikujeme hodnoty X; pomocou danej kvantilovej funkcie jednotlivych
komponentov, X; = Qx,(U;)

Vyhodou takejto procedury je znacna flexibilita vo vybere predpokladaného rozdelenia do
bodu, Ze pre vybrané rozdelenie musi byt znama kvantilova funkcia.

Proceduru prevzorkovania v ramci modelov vyberu portfolia ako prvy krat predstavil [7].
Mobzeme ju zaradit’ do kategorie heuristik na rieSenie problému vyberu portfolia [9]. Takato
procedura redukuje problém maximalizacie chyby odhadu (error maximization), pre detailnejsi
popis tohto problému odporucame prispevok [6]. Vysledné portfolia tejto procedury sa
vyraznejSie diverzifikované v porovnani s tradicnym pristupom. Procedtra prevzorkovania
pozostava z nasledujucich krokov:

e Odhadneme parametre predpokladaného  pravdepodobnostného  rozdelenia
z historickych dat a odhadneme kovaria¢nu maticu.

e Generujeme vektor nahodnych realizdcii z viacrozmerného marginalneho
pravdepodobnostného rozdelenia, za vyuzitia odhadnutej kovariaénej matice. Dizka
generovaného intervalu je tradi¢ne totozna s po¢tom pozorovani historickych dat, ktoré
sme vyuzili v predchadzajucom kroku.
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e Vygenerovanu vzorku dat, nasledne vyuzijeme ako vstupné data modelu vyberu
portfolia, pricom odhadneme efektivnu hranicu a uchovame si hodnoty vah pre M
rovnomerne rozdelenych portfolii na efektivnej hranici.

e Opakujeme predoslé 2 kroky vel'a krat, nasledne spriemerujeme vahy portfolii, ktoré
zdiel’'aji rovnaku poziciu v ramci jednotlivych simulacii.

3 VYSLEDKY EXPERIMENTU

Vypoctové experimenty realizujeme na dennych datach o uzatvaracich cenach o 30 aktivach od
01.01.2012 do 31.12.2020. Aktiva tvorili komponenty DJIA. Denné vynosy sme kvantifikovali
ako tzv. logaritmicky vynos, teda prva diferenciu prirodzeného logaritmu jednotlivych
pozorovani pre jednotlivé aktiva. Rady dennych vynosov vyuzivame pri odhadnuti parametrov
normalneho rozdelenia a parametrov zovSeobecneného lambda rozdelenia, ktoré budeme
vyuzivat’ nasledne v ramci procedury prevzorkovania. Na odhad parametrov rozdelenia sme
pouzili metddu maximalnej vierohodnosti, kde pri odhade parametrov uvazujeme S datovou
vzorkou za obdobie dvoch rokov od 01.01.2012 do 31.12.2013. Pri simuléacii Monte Carlo sme
realizovali 500 simulécii a pri optimalizacii portfolia modelom vyuZivajucim mieru rizika
CVaR sme generovali 100 rovnomerne rozdelenych portfolii na efektivnej hranici.

Obrazok 1: Rozdelenie aktiv v ramci vybranych portfélii na efektivnej hranici kvantifikovanych
pomocou CVaR modelu a vyuzitia ,,klasického* pristupu.
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Zdroj: vlastné spracovanie

V ramci vypocCtového experimentu porovnavame portfolia kvantifikované vyuzitim
,klasického* pristupu vyuzivajiceho odhady z historickych dat v porovnani s dvoma
procedirami prevzorkovania, kde vjednom pripade uvaZzujeme s generovanim dat
z viacrozmerného normalneho rozdelenia (Norm mult) av druhom pripade uvazujeme
s generovanim dat z viacrozmerného zovseobecneného lambda rozdelenia (Gld_mult). Vykon
portfolii porovndvame na datovej vzorke mimo vyberovy stbor, ktory vyuzivame pri odhade
parametrov jednotlivych modelov. Konkrétne sa jedna o datova vzorku od 01.01.2014 do

78



31.12.2020. V ramci vypocCtového experimentu uvaZzujeme so scenarom investora, ktory
investuje svoje prostriedky do jednotlivych aktiv v stlade vybranymi vysledkami jednotlivych
modelov. EXistuju tri scenare investovania, jednoro¢ny investiény horizont, trojro¢ny
investiénych horizont a $est’ roény investi¢ny horizont. Investor po dobu dizky investiéného
horizontu nemdze predavat aktiva do ktorych investoval. Aktiva moze predat’ az v priebehu
nasledujticeho roka po investicnom horizonte, najdlhsie v§ak po dobu jedného roka. Konkrétne
teda vroku 2015, 2017, 2020. V experimente abstrahujeme od burzovych poplatkov a
dodato¢nych nakladov spojenych s predajom a kupou aktiv. Pri porovnavani uvazujeme so
Styrmi reprezentativnymi portféliami z kazdého modelu, pre porovnanie sme vybrali Styri
portfolia z kazdého modelu s tym, ze zdielaji rovnaky pozadovany vynos investorom. Na
porovnanie vykonnosti jednotlivych reprezentativnych portfolii kvantifikujeme priemerné
Statistiky za obdobie jedného roka po investicnom horizonte, menovite priemerny vynos
(mean), priemernt absolttnu odchylku (MAD) a z mier vykonnosti modifikovany Sharpeho
pomer, kde ako mieru rizika uvaZzujeme priemernt absoltatnu odchylku. Takato miera sa zvykne
oznaCovat’ aj ako pomer priemernej absolitnej odchylky (mean absolute deviation ratio).
Absolutnu odchylku sme zvolili ako mieru rizika (aj v pripade miery vykonnosti, nakol’ko
vV porovnani s tradi¢nejSie vyuzivanou Standardnou odchylkou a Sharpeho pomerom nas
neohranicuju 0 predpoklad normalneho rozdelenie vynosov investicii.

Obrazok 2: Rozdelenie aktiv v ramci vybranych portfélii na efektivnej hranici kvantifikovanych
pomocou CVaR modelu a procedury prevzorkovania s vyuziti GLD rozdelenia ako modelu
dennych vynosov.
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Zdroj: vlastné spracovanie

Obrazok 1 a Obrazok 2 predstavuji zlozené stipcové grafy kde jeden stipec je zlozeny
z menSich casti (rozneho odtienu sivej), ktoré reprezentuju velkost' vah jednotlivych aktiv
v portfoliu. Vodorovna os zachytava poradie jendnotlivych portfolii, kde prvé portfolio je
portfolio s minimalnym rizikom a posledné portfolio je portfélio s maximalnym vynosom.
Zvisla os zachytava kumulovany suéet vah v portfoliu. Aktiva su pre kazdy stipec zobrazené
v rovnakom poradi, najvyssie v stipci sa vzdy nachadza vaha aktiva WBA nasledne poradie

v
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vaha aktiva HON. Z grafického porovnanie Struktury vybranych portfoliach je zjavné, ze
portfolia ziskane procedurov prevzorkovania st vyraznejSie diverzifikované v porovani
s klasickym pristupom. O to vyraznejSie v pripade portfolii s Vy$§im pozadovanym vynosom
nachadzajucich sa v pravej polovici jednotlivych obrazkov.

Tabulka 1 zachytdva kvantifikované priemerné Statistiky jednotlivych vybranych portfolii
s rovnakym pozadovanym vynosom v ramci jednotlivych investicnych horizontov. Portfolia
s rovnakym pozadovanym vynosom pre jednotlivé modely st oznafené rovnakou farbou.
Najlepsie hodnoty z pohl'adu portfolii s rovnakym pozadovanym vynosom a V jednotlivych
investi¢nych horizontoch su zvyraznené boldom. Z dat vyplyva, ze portfolia kvantifikované
pomocou procedury prevzorkovania dosahuji v priemere lepSie hodnoty. Len v pripade
portfolii S najvyssim pozadovanym vynosom dosahuje ,klasicky“ pristup v prvych dvoch
investicnych horizontoch lepSie hodnoty. Portfolia kvantifikované pomocou procedury
prevzorkovania a GLD rozdelenia sa V priemere vyznacuju niz§im rizikom, ¢o moéze
zvyhodiovat’ takéto portfolia v pripade investicii z dlhodobej$im horizontom.

Tabul’ka 1: Kvantifikované priemerné Statistiky vybranych reprezentativnych portfolii
V jednotlivych investiénych horizontoch a kvantifikovanych modeloch

Jednorocni investicni horizont Trojrocni investicni horizont Sestrocni investi¢ni horizont
Pozadovany Sharpe_Ratio Sharpe_Ratio Sharpe_Ratio
Model vynos Mean MAD (MAD) Mean MAD (MAD) Mean MAD (MAD)
Klasicky“ 0,069% 0,001% 0,839% 0,00073 0,073% 0,431% 0,1693 0,044% 0,572% 0,0776
»Klasicky” 0,083% 0,002% 0,815% 0,00283 0,077% 0,410% 0,1880 0,037% 0,544% 0,0689
Klasicky” 0,118% 0,013% 0,884% 0,01498 0,090% 0,401% 0,2256 0,047% 0,661% 0,0716

Norm_mult 0,069% 0,003% 0,823% 0,00363 0,095% 0,356% 0,2668 0,072% 0,462% 0,1553
Norm_mult 0,083% 0,004% 0,813% 0,00485 0,096% 0,370% 0,2583 0,071% 0,454% 0,1557
Norm_mult 0,118% 0,027% 0,863% 0,03182 0,094% 0,382% 0,2460 0,082% 0,658% 0,1253

Gld_mult 0,069% 0,006% 0,790% 0,00715 0,087% 0,356% 0,2448 0,072% 0,448% 0,1598
Gld_mult 0,083% 0,010% 0,788% 0,01213 0,091% 0,365% 0,2496 0,072% 0,455% 0,1578

Gld_mult 0,118% 0,026% 0,867% 0,03054 0,098% 0,382% 0,2557 0,083% 0,611% 0,1363

Zdroj: vlastné spracovanie

ZAVER

Prispevok sa zaobera aplikaciou procedury prevzorkovania v ramci procesu vyberu portfolia
Vv priestore oCakavany vynos a CVaR za vyuzitia generovania dat z viacrozmernej ndhodne;j
premennej. Prispevok prispieva do empirického vyskumu analyzou tejto procedury na dennych
datach a modely CVaR, ktorym sa doteraz nezaoberalo vel'a prispevkov. Prispevok taktiez,
popisuje procediru vyuzivajucu generovanie dat z viacrozmerného GLD rozdelenia, pricom
vicsSina doterajSieho empirického vyskumu sa zaoberala najmé viacrozmernym normdlnym
rozdelenim. V prispevku sa zaoberdme aplikaciou dvoch variantov takejto procedury a to
s vyuzitim viacrozmerného normalneho rozdelenia a viacrozmerného zovSeobecneného
lambda rozdelenia. Realizované vypocétové experimenty potvrdzuju skutocnost, ze portfolia
generované procedurou prevzorkovania su vyraznejSie diverzifikované v porovnani s
»Klasickym* pristupom. Z porovnania vykonnosti jednotlivych portfolii v ramci jednotlivych
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investicnych horizontov vyplyva, ze v priemere portfélia kvantifikované procedurou
prevzorkovania dosahuju lepSie hodnoty v porovnani s ,klasickym* pristupom. Portfélia
kvantifikované za vyuzitia GLD rozdelenia sa v priemere vyznacuju niZSou mierou rizika.
Vyvodenie silnejSich zaverov si bude vyzadovat’ vykonanie rozsiahlejSej analyzy na druhe;j
strane dosiahnuté vysledky podnecuju nas zaujem pre d’alsi budici vyskum v tejto oblasti.
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INVESTOVANIE DO OPTIMALNEHO PORTFOLIA A AKCIOVEHO
INDEXU POCAS KRIZY

INVESTING IN AN OPTIMAL PORTFOLIO AND EQUITY DURING
THE CRISIS

Juraj Pekdr, lvan Brezina, Adriana Nguyenovad

Abstrakt

Investovanie do akcii, pripadne akciovych indexov je hlavne v obdobi krizy zlozity proces.
Dovodom su predovsetkym vyrazné zmeny cien akcii v kratkom Case. Stav akejkol'vek krizy
komplikuje rozhodovanie investorov, pri€om na zmiernenie rizika moznych vysokych strat sa
javi ako vhodné pouzit nastroje tedrie portfolia. V prispevku su analyzované moznosti
vyuzitia modelov vyberu portfolia na badze mier vykonnosti DrawDown v obdobi sti¢asnej
krizy. Okrem vyhodnotenia vhodnosti jednotlivych mier vykonnosti (Calmar ratio, Sterling
ratio, Burke ratio, Pain ratio a Martin ratio) boli vysledky porovnané tiez s investovanim do
vybrané¢ho akciového indexu. Analyza bola realizovand na akciovom indexe Dow Jones
Industrial Average, priCom vstupnymi datami boli ceny jednotlivych akcii a indexu v roku
2020.

Krucové slova: miera vykonnosti portfolia, DrawDown
Abstract

Investing in stocks or stock indices is a difficult process, especially in times of crisis. The
main reason is significant changes in stock prices in a short time. The state of any crisis
complicates investors' decisions, and it seems appropriate to use portfolio theory tools to
mitigate the risk of possible high losses. The paper analyzes the possibilities of using portfolio
selection models based on DrawDown performance measures in the current crisis. In addition
to evaluating the suitability of individual performance measures (Calmar ratio, Sterling ratio,
Burke ratio, Pain ratio and Martin ratio), the results were also compared with investing in a
selected stock index. The analysis was performed on the Dow Jones Industrial Average stock
index, with the input data being the prices of individual shares and the index in 2020.

Keywords: Portfolio Performance Measure, DrawDown

UvVoD

Pretoze investor potrebuje pri svojom rozhodovani efektivne vyhodnotit’ vykonnost
jednotlivych fondov a manazér potrebuje pre riziko zvolit spravnu moznost’ na alokaciu
kapitalu, v praxi sa ¢oraz CastejSie pouziva koncept zalozeny na merani vykonnosti portfolia.
UvaZované miery vykonnosti mozno vo vSeobecnosti vyuzit pri rozhodovani o vybere
portfolia, priCom v prispevku vyuzivame miery vykonnosti zaloZzené na baze DrawDown
(Calmar ratio, Sterling ratio, Burke ratio, Pain ratio a Martin ratio). V sucasnosti je
zaujimavou problematikou moznost vyuzitia modelov vyberu portfolia v Case krizy.
V prispevku autori porovnavaju vhodnost’ aplikacie modelov vyberu portfdlia a investinej
stratégie zameranej na investovanie do akciového fondu v Case sucasnej krizy. V prvej casti
prispevku je uvedeny opis mier vykonnosti na badze DrawDown, ktoré st nasledne pouzité na
konstrukciu modelov vyberu portfélia. Vyhodnotenie vhodnosti vyuzitia skonstruovanych
modelov resp. investicie do akciového indexu je uvedené v poslednej Casti.
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1. MIERY VYKONNOSTI DRAWDOWN

Ako bolo uvedené v uvode, prispevok poukazuje na vhodnost’ vyuzitia mier vykonnosti
zalozenych na baze DrawDown. V tejto cCasti uvedieme jednotlivé miery, ktoré su
vychodiskom pri konstrukcii modelov vyberu portfélia. Budeme vyuzivat nasledujuce miery
vykonnosti: Calmar ratio, Sterling ratio, Burke ratio, Pain ratio a Martin ratio.

DrawDown (DD) sa najcastejSie pouziva pri uréeni rizikovosti portfolia, resp. ho mozno
vnimat’ ako index na urCenie kvality manazovania portfolia. DD predstavuje oznalenie pre
pokles hodnoty aktiva od dosiahnut¢ého maxima po jeho aktudlne minimum na konci
sledovaného obdobia. DD teda reprezentuje percentudlny rozdiel od najvysSej dosiahnutej
hodnoty aktiva po hodnotu aktiva na konci sledovaného obdobia (Brezina a kol. 2018).
Odvodené miery rizika, ktoré su pouzité pri vypocte jednotlivych mier vykonnosti
(maximalny DrawDown (max DD), priemerny DrawDown (AvDD), podmieneny DrawDown
(CDaR)) boli popisané v (Brezina a kol. 2018).

Calmar ratio (Calmarov pomer)

Calmarov pomer bol predstaveny v roku 1991 Terrym W. Youngom. Tento pomer by mal
poskytovat’ aktualnejSiu vykonnost’ fondov ako Sharpeov pomer (Sharpe 1964). Vdaka jeho
mesacénej aktualizacii je plynulejsi ako Sterlingov pomer (Kestner, 1996), ktory je Vv literatare
charakterizovany ako ,,prili§ citlivy pomer* (Young, 1991). Calmarov pomer Cy(r) pre vektor
vynosov I definovany Vv ¢ase t = 1, 2,...T mozno vypocitat’ (Young, 1991, Bacon 2012):

E(r) —Tr

C,(r) = 1
p(1) max DD(t) M
t=1,2,..,T
kde E(r) o¢akavany vynos aktiva
Ty bezrizikova urokova miera

maxDD(t) maximalny DrawDown.

Sterling ratio (Sterlingov pomer)

Pri Sterlingovom pomere nahradzame maximalny DrawDown v pomere priemernym
DrawDown. Sterlingov pomer bol formulovany v roku 1981 ana finan¢ny trh ho uviedol
Dean Sterling. VysSie hodnoty tohto pomeru st povaZzované za lepSie, rovnako ako aj pri
Sharpeovom pomere.

Sterlingov pomer S, (r) mozno vypocitat’ (Kestner, 1996, Bacon 2012):

"~ AvDD )

kde  AvDD priemerny DrawDown.

Burke ratio (Burkeov pomer)

Podobne ako predchadzajiice miery vykonnosti aj Burkeov pomer je svojou podstatou
podobny Sharpeovmu pomeru, teda meria vykonnost’ upravenu o riziko. Rozdiel je v tom, ze
V menovateli pouzivame ako mieru rizika namiesto Standardnej odchylky odmocninu suctu
stvorcov hodnot DrawDown. Casto sa pouZiva na hodnotenie vykonnosti hedzovych fondov,
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ktoré maju investorovi zarudit, ze tieto fondy budu generovat’ kladné absolutne vynosy. Pre
hedZzové fondy je pritom kontrola poklesu rizika vel'mi dblezita.

Prvykrét tento pomer predstavil Burke v roku 1994 vo svojej praci ,,A sharper Sharpe ratio®,
pri¢om ho mozno vypocitat’ (Burke, 1994, Bacon 2012):

E(r)—r1

VZiz1 DD¢

B,(r) = 3

kde DD, DrawDown v ¢aset.

Pain ratio (,, pomer bolesti *)

Pain ratio (pomer bolesti) je definovany ako pomer dodato¢ného vynosu voéi stratam, ktoré
boli ,,utrpené* na ziskanie vynosu. Tento pomer je taktiez podobny Sharpeovmu pomeru a lisi
sa len pri vyjadreni rizika, kde pri pomere bolesti vyjadrime riziko prostrednictvom indexu
bolesti. Pri oboch pomeroch vsak plati, Ze ¢im je vySSia vyslednd hodnota, tym si pomery
lepsie.

Pri tomto pomere mézeme ziskat’ aj zaporné hodnoty, ktorych dosledkom je analyza v Case
tzv. medvedieho trhu, ked’ na finanénom trhu prevlada klesajuci trend, a teda ceny akcii maja
tendenciu klesat. Na finanénom trhu panuje pritom pochmurna nalada a investor ofakava
straty.

Pre lepsSie pochopenie tohto pomeru neexistuje univerzalna hodnota, ktori by sme mohli
oznacit’ za ,,typicka®, pretoze vysledok tohto pomeru je ovplyvneny viacerymi faktormi (napr.
casovym obdobim). V 80. a 90. rokoch mal tento pomer pomerne vysoké hodnoty, pretoze
vynosy boli vysoké a straty naopak nizke. V roku 2000 boli zas vynosy niz$ie a straty vyssie,
a teda pomer bol ovela nizsi. Pain Ratio B,(r) vypocitame na zaklade vztahu (Plastira, 2014,
Bacon 2012):

E(r) — Tf

B0 =—char

(4)

kde  CDaR podmieneny DrawDown.

Martin ratio (Martinov Pomer)

Martinov pomer alebo inak nazyvany aj ako Ulcer Performance Index je ukazovatel’, ktory
meria riziko z hl'adiska hibky a trvania cenovych poklesov. V pripade, Ze ceny akcii klesaji,
na trhu sa vytvara nové maximum, ktoré je spdsobené¢ zvySovanim cien. Ukazovatel sa
zvycCajne pocita v intervale 14 dni a ukazuje percentudlny DrawDown, ktory mdze investor
o¢akavat od dosiahnutého maxima na finanénom trhu za dané obdobie. Cim je hodnota
vyssia, tym dlhSie trvd, kym sa akcia vrati na svoju povodnti hodnotu. Pomer navrhli Peter
Marin a Byron McCann v roku 1987 a bol ur¢eny na analyzu podielovych fondov. Martinov
pomer M, (r) vypocitame (Plastira, 2014, Bacon 2012):

My(r) = ———" 5)

kde CDaR podmieneny DrawDown.



2. KONSTRUKCIA MODELOV VYBERU PORTFOLIA V JAZYKU R

Ulohy vyberu portfolia (Pekar 2015) pomocou mier vykonnosti DrawDown sme riesili
pomocou programovacieho jazyka R, kde sme pouzili ako alternativu evolu¢né algoritmy,
vd’aka ktorym sme boli schopni dosiahnut’ suboptimalne rieSenia v pomerne kratkom case.
Princip konstrukcie modelov v jazyku R je uvedeny v (Brezina, Pekar 2020). Na rozdiel od
uvedeného prispevku sme vyuzili prikazy vjazyku R na vypocet jednotlivych mier
vykonnosti: CalmarRatio, SterlingRatio, BurkeRatio, PainRatio a MartinRatio.

Analyzu sme realizovali na akciach indexu Dow Jones Industrial Average (DJIA), ktory patri

medzi hlavné indexy na trhu a zdroven ide o najznamejsi ukazovatel’ na americkom trhu. Na
analyzu sme pouzili tyzdenné data od 1.januara 2020 do 31.decembra 2020.

V jazyku R boli vyuzité kniznice: DEoptim (Ardia a kol. 2011, Storn a Price 1997) na rieSenie
uloh pomocou diferencialnej evolucie, quantmod na stahovanie finan¢nych informacii
z finance.yahoo.com, PerformanceAnalytics na vypocet finan¢nych ukazovatel'ov.

Tabul’ka 1: RozloZenie investicie v optimalnom portf6lia

Spolocnosti Calmar ratio | Sterling ratio | Burke ratio Pain ratio | Martin ratio
AMERICAN 0,10% 0,01% 0,00% 0,01% 0,01%
AMGEN 0,32% 0,06% 0,02% 0,00% 0,46%
APPLE 0,01% 73,50% 34,70% 16,83% 15,08%
BOEING 0,05% 0,01% 0,01% 0,03% 0,02%
CATERPILLAR 0,20% 0,04% 0,03% 0,89% 0,17%
CIsCco 0,12% 0,01% 0,06% 0,01% 0,07%
COCACOLA 0,28% 0,09% 0,00% 0,06% 0,00%
DISNEY 0,08% 0,03% 0,23% 0,18% 0,15%
DUPONT 0,18% 0,17% 0,04% 0,02% 0,03%
GOLDMAN 0,17% 0,05% 0,01% 0,02% 0,03%
HOMEDEPOT 0,10% 0,05% 0,02% 0,13% 0,10%
HONEYWELL 0,11% 0,04% 0,12% 0,14% 0,34%
CHEVRON 0,11% 0,06% 0,02% 0,01% 0,04%
IBM 0,10% 0,09% 0,00% 0,06% 0,12%
INTELCORPORATION 1,63% 0,05% 0,07% 0,32% 0,06%
JOHNSON&JOHNSON 0,33% 0,11% 0,08% 0,02% 0,03%
JPMORGAN 0,14% 0,07% 0,03% 0,02% 0,02%
MCDONALD 0,17% 0,05% 0,08% 0,02% 0,17%
MERCK 0,25% 0,15% 0,16% 0,15% 0,07%
MICROSOFT 0,16% 0,12% 0,04% 0,29% 0,09%
MMM 1,53% 0,28% 0,03% 0,07% 0,11%
NIKE 0,00% 0,03% 31,57% 22,41% 13,20%
PROCTER 0,20% 0,84% 0,18% 0,22% 0,05%
SALESFORCE 0,16% 0,23% 0,16% 0,00% 0,05%
TRAVELERS 0,02% 0,11% 0,02% 0,02% 0,06%
UNITEDHEALTH 0,08% 0,04% 0,06% 0,62% 0,28%
VERIZON 1,27% 0,15% 0,00% 0,18% 0,24%
VISA 0,05% 0,49% 0,09% 0,05% 0,13%
WALGREENS 92,01% 0,00% 0,02% 0,01% 0,11%
WALMART 0,08% 23,05% 32,16% 57,21% 68,72%
Ocakavany vynos 0,07% 0,89% 0,78% 0,66% 0,62%

Zdroj: Vlastné spracovanie
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3. SIMULACIA INVESTOVANIA V OBDOBI PANDEMIE

V tejto podkapitole uvedieme situdciu, V ramci ktorej budeme uvazovat, Ze investor investuje
do kazdého portfélia, ktoré boli stanovené na zaklade modelov vyberu portfolia pre jednotlivé
miery vykonnosti pri pouziti vstupnych dat z roku 2020 (od 1.1.2020 do 31.12.2020).

V tabulke 1 su uvedené jednotlivé portfolia, kde su uvedené optimalne vahy akcii, ktoré sme
ziskali pomocou modelov vyberu portfélia na baze mier vykonnosti DrawDown. Uvazujeme,
Ze investor ma na zaciatku obdobia vymedzenu urcitia vysku kapitalu, ktora sa rozhodne
investovat’ na 2 mesiace (1.1.2021 — 28.2.2021), teda p6jde o kratkodobu investiciu. Investor
teda investuje do portfolii, ktoré si uvedené v Tabul'ke 1. Vysledok uvedeny v tabulke 2
reprezentuje jednotlivé vynosy portfolii po skonceni horizontu investovania pri pouziti
modelov vyberu portfolia na zaklade prislusnej miery vykonnosti.

Tabulka 2: Redlny vynos portfélii za investi¢né obdobie od 1.1.2021 do 28.2.2021

Model na baze miere | Calmar Sterling Burke Pain Martin
vykonnosti ratio ratio ratio ratio ratio
Vynos -10,38 % | 6,21% 741% 1928% | 10,27 %

Zdroj: Vlastné spracovanie

ZAVER

Vyber portfolia bol realizovany na baze modelu, v ktorom ako ciel’ bola stanovena maximalna
hodnota miery vykonnosti. Uz zvysledkov, ktoré sme dosiahli v Tabulke 1, portfolio
skonstruované na zaklade Calmarovho pomeru a vstupnych udajov zarok 2020 vyslo
spomedzi vSetkych najhorSie, ¢o sa tyka hodnoty ocakavanych vynosov. V tabulke 1 je
uvedené rozlozenie véh investicie, pricom v portféliu navrhnutom tymto pomerom nam vyslo
az devat’ akcii stratovych, ¢o sa odzrkadlilo aj na vynose portfdlia, ktoré je taktieZ stratové.

Najvyssi vynos portfolia je uvedeny pri portfoliu, ktoré je navrhnuté Martinovym pomerom,
kde najvyssou vynosnostou disponuje akcia spolo¢nosti WALMART (WALMART dosahuje
najvyssi podiel vuvedenom portfoliu — 68,72%). Investorovi by predaj tohto portfolia
28.2.2021 zabezpecil vynos vo vyske 10,27% (na zaklade hodndt ztabulky 2 a udajov
z finance.yahoo.com).

V pripade, Ze by sme uvazovali so situdciou, Ze investor ma zaujem rozloZzit’ svoju investiciu
podla vah indexu DJIA, tak jeho predaj k 28.2.2021 by investorovi priniesol vynos 3,78%
(4daje z finance.yahoo.com). Z uvedené¢ho vyplyva, ze investorovi sa kratkodobd investicia
stale najviac oplati na zaklade portfoélia navrhnutého Martinovym pomerom, ktoré mu
zabezpeci najvyssi vynos.

Na overenie vhodnosti pouzitia jednotlivych mier vykonnosti na vyber portfolia by vSak bolo
potrebné realizovat’ mnoZstvo experimentov a Statistickych vyhodnocovani. Prispevok
zobrazuje iba vybrant situaciu pocas obdobia krizy ateda predstavuje analyzu, kde ako
najvhodnej$i néstroj sa javi realizovat vyber portfolia na zidklade modelu s cielom
maximalizovat’ Martinov pomer.

86



Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0339/20 ,, Hidden
Markov Model Utilization in Financial Modeling “.

Pouzita literatara:

ARDIA, D. - BOUDT, K. - CARL, P. - MULLEN, K. M. - PETERSON, B. G.: Differential
Evolution with DEoptim. The R Journal, , 27-34, 2011.

BACON, C.: Practical Portfolio Performance Measurement and Attribution, Second Edition.
Wiley, 2012.

BREZINA, I. - PEKAR, J.: Optimalizacia portfélia s vyuzitim evoluéného algoritmu v jazyku
R. In AIESA 2020. Bratislava : Letra Edu, 2020.

BREZINA, I. - PEKAR, J. - BREZINA, I. ml.: Manazment portfolia na zaklade miery
vykonnosti DrawDown. In Competition. 2018, Jihlava : College of Polytechnics Jihlava,
2018.

BURKE, G.: A Sharper Sharpe Ratio. Futures 23(3), 56, 1994.

KESTNER, L. N.: Getting a Handle on True Performance. Futures 25(1), 44-47, 1996.
PEKAR, J. Modely matematického programovania na vyber portfélia. Ekoném. 2015.
PLASTIRA, S.. Performance evaluation of size, book-to-market and momentum
portfolios. Procedia Economics and Finance, 14, 481-490, 2014.

STORN, R. — PRICE, K.: Differential Evolution — A simple and efficient heuristic for global
optimization over continuous spaces. Journal of Global Optimization, 11, 341 359, 1997.
YOUNG, T.W.: Calmar Ratio: A Smoother Tool. Futures Magazine. 1991.

Kontaktné udaje

prof. Mgr. Juraj Pekar, PhD., prof. Ing. Ivan Brezina, CSc, Ing. Adriana Nguyenova
Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 827

email: juraj.pekar@euba.sk, ivan.brezina@euba.sk, nguyenovaadriana@gmail.com

87


mailto:juraj.pekar@euba.sk
mailto:ivan.brezina@euba.sk
mailto:nguyenovaadriana@gmail.com

REDUKCU\TROMNDEXOVYCH]MH?ﬁLOH
NA DVOJINDEXOVE V OKRUZNYCH ULOHACH

REDUCTION OF THREE INDEX MILP PROBLEMS TO TWO INDEX
ONES IN ROUTING PROBLEMS

Stefan Pesko, Zuzana Borcinovd

Abstrakt

V tomto prispevku by sme sa chceli podelit’ o moznost’ redukcie niektorych MIP modelov
dopravnej logistiky. Jedna sa o okruzné problémy, v ktorych sa obsluha realizuje z r6znych
zdrojov. Najjednoduchsim pristupom je totiz rozliSovat’ zdroje pomocou nezavislého, v naSom
pripade tretiecho, indexu modelu. N&s pristup demonstrujeme na troch ulohéach. V tlohe Ul sa
minimalizujt celkové dopravné naklady vozidiel z viacerych dep, v tilohe U2 sa minimalizuja
celkové prestavovacie Casy kaliacich strojov. V poslednej tlohe U3 sa minimalizuju celkové
prejazdy autobusov v rozvrhu turnusov autobusov z viacerych dep s poziadavkou navratnoti do
domovského depa.

KPucové slova: MIP, dvojindexovy model, okruzné ulohy

Abstract

In this paper, we would like to share the possibility of reducing some of the MIP models of
transport logistics. These are routing problems in which the operation is implemented from
various sources. The simplest approach is to differentiate resources using an independent, in
our case, third index. We demonstrate our approach on three issues. In the U1, we minimize
the total transport costs of vehicles from several depots, and in the U2 it minimizes the total
adjustment times of hardening machines. In the last U3, we minimize the total bus passes in
the bus schedule from multiple depots with the requirement of return to the home depot.

Keywords: MIP, two index model, routing problems

1 UVOD

V tomto prispevku by sme sa chceli podelit’ o jednu netrividlnu moznost’ redukcie niektorych
trojindexovych okruznych modelov na dvojindexové modely. Z hl'adiska vypoctového ¢asu tu
asi nikoho neprekvapi tispora doby vypoctu pomocou dostupnych optimalizaénych softvérov
pre rieSenie uloh MIP. Otazkou vSak je, ako taku redukciu rozhodovacich premennych
realizovat’.

2 OKRUZNA DOPRAVNA ULOHA S VIACERYMI DEPAMI

Zac¢neme modelom ulohy Ul (Multi-Depot Vehicle Routing Problem) [1],[2], ktora je asi z
prezentovanych uloh najjednoduchsia. Je dana mnozina n zdkaznikov s istymi poziadavkami,
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m dep, z ktorych sa robi ich obsluha p vozidlami s kapacitou Q v kazdom depe. Ciel'om je ur¢it’
také trasy vozidiel, ktoré obsluzia vsetkych zakaznikov, aby boli splnené tieto podmienky:

Trasa kazdého vozidla musi za¢inat’ a koncit’ v tom istom depe.

Kazdy zakaznik bude obsluzeny jedinym vozidlom.

w N e

Na ziadnej trase nebude pekrocend kapacita vozidla.
4. Celkové dopravné ndklady budu minimalne.
Zvolime grafovu reprezentaciu modelu. Nech G = (V,H,c) je digraf, pricom
e Vje mnozina vrcholov,V=Z uD,ZND =4,
e Zje mnozina zakaznikov,
¢ D je mnozina dep,
e H je mnozina hran, H ={(i,j): i €V, jeV:i#}-DxD,
e K je mnozina vozidiel
e Cjj je cena prepravy z vrcholu i do vrcholu j,
e dj je poziadavka zakaznika i,

e Q je kapacita vozidiel.

Najskor sformulujeme trojindexovy model. Rozhodovacia premenné xijx nadobuda hodnotu 1,
ak je do trasy vozidla k vybrana hrana (i,j) € H a ina¢ 0. Premenna yik udava naklad vozidla k
ked’ odchadza od zakaznika i. Teraz mdézeme formulat nasledujucu ulohu zmie$aného
linedrneho programovania (3U1):

Z Z CijXijk — minimum, (1)

(ij)eH keK

Z injk:]-v VjeZ, (2)
i€V, i#j keK
szl'jk >1 VieD, (3)
JEZ kek

Z Xijk — Z Xiik: = 0, VkeK;je Z, (4)
i€V, i i€V, i#]
3, 3, milL Vk € K, (5)
i€D jEZ,i#j
Z Z Xk % 1y Vk € K, (6)
i€D JEZ,i#
Ykt di—yu <(L—xu)Q, Vi€ ZjeZ,i#jikeK, (7)
Xijk € {0*1}' V(I._j) € ’L—i; k € K: (8)
d <y <Q, VieZ ke K. (9)
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Podrobny vyklad modelu mozno najst v [1]. Z praktického hl'adiska je vSak model sotva
pouzitel'ny. Uz pri tlohdch n=25, m=3, v=3, Q=160 sa ndm v Gurobi nepodarilo v redlnom Case
dopocitat’ rieSenie.

V nasledujicom dvojindexovom modeli odstranime index k v rozhodovacej premennej, ¢o
vedie k rozhodovacej premennej xij ktora nadobtda hodnotu 1, ak je do trasy niektorého vozidla
vybrana hrana (i,)) € H a inak 0. O tom, ktoré¢ vozidlo bude obsluhovat’ zdkaznika i rozhodne
premenna zj, ktord udava prislusné depo vozidla. Potom nam nova podmienka

M(x;j—1) <z —z < M(1-— x;), V(i.j) € H.

zabezpeci,
Ze pre vybrant hranu (i,j) € H s xij=1 je priradené to isté depo zi =zj, a tak ju mdze zabezpecit
rovnaké vozidlo. V pripade xjj=0 je tato podmienka, pre dostato¢ne velké M, vzdy splnena.

Pri premennej y opdt’ mozeme odstranit’ index k, potom yj udava naklad niektorého vozidla ked’
odchadza od zakaznika i. Teraz uz mézeme formulovat takto modifikovanu tlohu zmie$aného
linedrneho programovania (2U1):

| > X , (10)

(i.j)eH

Y, =1 Vie Z, (11)
JEV:(i,j)EA

}, =1, Vie Z, (12)
jevi(i.j)eH
ZXU <v, Vje D, (13)
(=4
M(xj—1) <z —z < M(1—x5), v(i,j) € A, (14)
yi+djxij—y < (1 —x5)Q, VieZ,jelZ,i#j (15)
xj € {0,1}, V(i,j) € H, (16)
di <y <Q, Vie Z, (17)
z =T VieD, (18)
min(D) < z < max(D), Yie Z. (19)

Cielovu funkciu (10) sme dostali prirodzene z (1). Podobne ostatné obmedzujuce podmienky
s vynimkou (14). Model bol prezentovany na katedrovom seminari KMMOA [2], jeho
podrobny vyklad bude prezentovany na konferencii MME2021 [1].
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Vysledky pocitacovych experimentov na 19-tich benchmarkovych instanciach splnili nase
oc¢akavania. Casovy limit bol 10 hodin. V nasledujicej tabul'ke sa trojindexovému modelu
nepodarilo najst’ optimalne rieSenie v 4 pripadoch.

Cas vypoctu (s)

InStancia n m % Q Trojindexovy Dvojindexovy
1 20 2 1 160 6,73 1,62
2. 20 2 2 80 970,15 106,28
3. 20 2 3 80 3 279,06 25,47
4. 20 3 1 100 954,08 184,33
5. 20 3 2 80 101,68 6,54
6. 20 3 3 80 460,61 3,57
7. 20 4 1 80 1 508,49 313,83
8. 20 4 2 80 360,81 9,34
0. 20 4 3 80 325,54 3,95
10. 25 2 1 240 2 325,33 535
11. 25 2 2 160 26 456,81 199,33
132, 25 3 1 160 5 906,80 11,53
13. 25 3 2 80 813,99
14. 25 3 3 80 1198,31
15. 25 4 1 100 9 871,87 26,96
16. 25 4 2 80 23 030,76 59,04
18. 25 4 3 50 21023,23
19. 25 1 4 160 2328,73

n — pocet zakaznikov, m — pocet dep, v — pocet vozidiel v depe, Q — kapacita vozidla

3 OPTIMALIZACIA PORADIA ZAKAZIEK NA KALIACICH
STROJOCH

Tento model ulohy U2 vznikol ako jeden z poznatkov uvodnej Studie [2] pre moznost’

.....

Je dand mnozZina strojov S a mnozina zakaziek Z, ktoru treba spracovat’ na tychto strojoch
kalenim. Pre kazdu zékazku je dany interval, v ktorom ma byt vykonand dand operacia. V
zékladnom modeli sa kladu na tto operaciu tieto poziadavky:

1. Kazda zékazka musi by spracovana bez prerusenia prave na jednom stroji.
2. Je nutné dodrzat’ vSetky planované doby operacii na zdkazke.

3. Cielom je minimalizovat’ celkovu prestavovaciu dobu prace strojov.
Riesenie je tu reprezentované pripustnymi cyklami Ck v digrafe G = (V,H,c), kde

e Vje mnozina vrcholov,V=Z US,ZN S =47,

e kazdy cyklus Ck, k € S, obsahuje prave jeden stroj k ,
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e H je mnozina hran tvorend dvojicami (stroj, zdkazka), (zdkazka, zédkazka), (zdkazka,
stroj)

e Ti je doba potrebna na spracovanie zakazky i € Z,
e i je Cas najskor mozného spracovania zakazky i € Z,
e hi je Cas najneskor pripustného konca spracovania zakazky i € Z,

e 7jj je Cas potrebny k nastaveniu kaliacej teploty zakazky | po zakazke i, pre stroje i € S
alebo j € S kladieme zj; =0.

Dalej sa obmedzime len na dvojindexovy model. Rozhodovacia premena Xij, (i,j)€ H tu
nadobuda hodnotu 1, ak v niektorom cykle Cx po vrchole i nasleduje vrchol j, ina¢ 0. Premenna
Zi € S udava index stroja zakazky i € Zaprei € S je zi = i. Kone¢ne premenna tj udava cas
zacCiatku spracovania zkazky.

Dostavame nasledujiicu tllohu zmiesaného linearneho programovanie (2U2):

Z TijXij —> min (20)

(i.j)EZXZNH

¥, gl VjeSs (21)
i€z:(i,j)eH

Y, x=1 VjeZ (22)
ieV:(ij)eH

Y, =l Viez (23)
JeV:(ij)eH
M(xj—1) < zi — zg < M(1 — x;j) V(i,j) € A (24)
t+ Ti+m <+ M(1 - x;) V(i,j))eH:i¢SAj¢&S

(25)

di <t < hi+T, VieZ (26)
x;j € {0,1} V(i,j) € H (27)
zi=i Vies§, min(S) < zi < max(S) Vie Z (28)
z>0 VieZ (29)

V nasledujtcej tabul’ke mame prvé vysledky pocitacovych experimentov. Neobsahuju este
vysledky redlnych instancii z firmy KAMAX. Ukdazalo sa totiz, ze v pripade tyzdennych
rozvrhov so 6 kaliacimi linkami a 136 zakazkami dokazeme najst’ pripustné rieSenia len za cenu
prakticky neakceptovatelnych posunov terminov spracovania zdkazok. To viedlo k prisl'ubu
zadavatel'a k ich prehodnoteniu. Aktualizované data vSak eSte nemame k dipozicii.
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Cas vypoctu (s)

InStancia n m Trojindexovy Dvojindexovy
1. 50 4 123,67 1,76
2, 75 5 2153,81 5,44
3. 80 2 438,23 31,68
4. 100 2 21 613,10 174,58
5. 100 3 16 645,75 93,35
6. 100 4 NA 100,83
& 160 4 NA 292,66
8. 240 6 NA 775,24

n — pocet zakaziek, m — pocet strojov, NA — nedopocital

4 VIACDEPOVE OBEHY AUTOBUSOV S NAVRATNOSTOU

Jeden z problémov, ktory autori heuristicky riesili v systéme KASOR [5] bola taka tvorba
obehovych rozvrhov MHD, v ktorych niektori vodici za¢inali svoj turnus a na zaver sa vracali
so svojim autobusom do miesta bydliska tzv. nocovni.

Tu sa obmedzime na pripad, ked’ okrem vodi¢ov z nocovni ostatni vodi€i za¢inaju a koncia svoj
turnus v centrdlnom depe, gardze autobusov. V zakladnom viacdepovom obehovom rozvrhu
autobusov sa riesi také priradenie ¢ autobusov k spojom, Ze

1. Kazdy spoj je priradeny prave jednému autobusu.

2. Kazdy autobus musi zacinat’ a koncit’ svoj turnus v tom istom depe (v centralnej garazi
alebo nocovni).

3. V kazdej z h nocovni je disponibilny jeden autobus ostatnych q garazuje v centralnom
depe.

4. Celkova doba neproduktivnych prejazdov autobusov, ktorda obsahuje pristavné a
odstavné jazdy, jazdy medzi kone¢nymi spojmi, je minimalna.

Dana mnozina spojov S je tvorena §tvoricami Si = (mi%,t9,m@ td), ie N ={1,2,...n} kde
e mi je miesto (zastavka) odchodu spoja,
e t% je&asodchodu spoja,
e m® je miesto (zastavka) prichodu spoja,
e t® je Cas prichodu spoja.

St dané doby prejazdov medzi uzlami autobusovej siete t(4,B), kde su A,B bud’ zastavky
spojov alebo depa. To umoziuje definovat’ turnus autobusu z depa d ako sled

d<Sih < ...Su<S< ...< Sim<d,
kde znacime
e Su< Syak autobus po spoji Sy pokracuje spojom Sy,

e d < Sj1pristavna jazda z depa
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e Sim< d odstavna jazda do depa
Teraz mézeme definovat’ siet’ rozvrhu autobusov v tvare digrafu G =(V,A), kde

o V={-h..-101,..n} je mnozina vrcholov, pricom kladné ¢isla zodpovedaju
indexom spojov, 0 je centralna garaz a zaporné indexy oznacuju indexy nocovni; K =
{0,1,...,h},

o H={(ij):Si<S} u{(ij) (.i):i€SjeN}

e ¢jj doba prejazdu na (i,j) € H.

Rozhodovacia premena Xij, (i,]) € H tu nadobuda hodnotu 1, ak je hrana (i,j) vybrana do turnusu
niektorého vozidla, ind¢ 0. Premennd zi € S uddva index domovského depa autobusu, pricom
zi=iprei€ S.

Dostavame tak nasledujicu tlohu zmieSaného linearneho programovanie (2U3):

i

Z CijX;j — min (30)

(i))EA
s.t.
Z Xjj— Z xi=0 VieV, (31)
Ji(iJ)EA (J,))EA
Z x_ij =1, Vk € K — {0}, (32)
—k,j)EA
(0,))eA
qu_l VieV:i>0, (34)
(i j)EA
h(X,’j—l)SZ,'—ZJ'S h(l—X,‘j) V(IJ)EA (35)
zif =k Vk € K, (36)
xij € {0,1} v(i,Jj) € A, (37)
zx >0, Vk e V. (38)

Kriteridlnou funkciu (30) je tu celkova doba neproduktivnych prejazdov. Tokova podmienka
ma tvar (31). Podmienka (32) zabezpecuje existenciu h turnusov z nocovni a podmienka (33)
zase ( turnusov v censtralnom depe. Podmienka (34) hovori, ze z kazdého spoja vychadza
prave jeden autobus. Podmienka (35) prirad’uje prislusné depo k spoju. Podmienka (36) urcuje,
ze depo ma pevne dany index. Ostatné podmienky su obligatorné.

Pre verifikdciu modelu sme pouzili historické data spojov. MHD Martin z roku 2006 so 726
spojmi. Do modelu sme postupne zadavali fiktivne nocovne z nasledujiicimi vysledkami. V

tabulke 1 mame vysledky pre trojindexovy model a v tabulke 2 vysledky pre dvojindexovy
model.
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5 ZAVER

Pocitacové experimenty ukazali zivotaschopnost’ prezentovanych dvojindexovych modelov.
Neocakéavali sme az takti velku tusporu doby vypoctu v porovnani s trojindexovymi
alternativami. Pochopitel'ne sa tym nerieSi aplikovatelnost’ takéhoto pristupu na realnych
inStanciach. Vytvorila sa ale moznost heuristickych modifikacii modelov zaloZzenych na
exaktnom rieseni redukovanych instancii v MIP modeloch napr. typu metod kernel search.
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VPLYV PANDEMIE COVID-19 NA AKCIOVY INDEX SDAX
THE IMPACT OF THE COVID-19 PANDEMIC ON THE INDEX SDAX

Marian Reiff

Abstrakt

V prispevku aplikujeme Markov model prepinania rezimov na finan¢nom c¢asovacom rade
zatvaracieho kurzu nemeckého akciového indexu SDAX. Model je odhadnuty pomocou
softvéru EViews. Odhadnuté skryté stavy, ako by¢i a medvedi trh modelovaného trhu pocas
Covid pandémie 2020-2021, ich historicky vyvoj, pravdepodobnosti prechodov a popisné
Statistiky pre zatvaraci kurz SDAX mézu sluzit’ ako podporny nastroj pri rozhodovani investora
na finan¢nom trhu.

KUPucové slova: Markov model prepinania rezimov, Financné casové rady, Pandemicka kriza

Abstract

This paper applies the Markov switching model on the financial time series analysis of the
closing price of the German stock index SDAX. The model is estimated using EViews software.
Estimated hidden states, such as bull and bear market of the analyzed market during Covid
pandemic 2020-2021, their historical development, probability of transitions, and descriptive
statistics for the closing SDAX price, can serve as a support tool in investor decisions making
on the financial market

Keywords: Markov Switching Model, Financial Time Series, Pandemic Crisis

1 UVOD

Pandémia COVID-19 je v Nemecku a inych eurdpskych krajinach sucastou prebiehajlcej
celosvetovej pandémie koronavirusového ochorenia (COVID-19) . Prvy pacient s COVID-19
v Eurdpe bol diagnostikovany 24. januara 2020 (Lescure et al., 2020) a v Nemecku bol prvy
pripad potvrdeny dna 27. januara 2020 (Pabbati, Fathima, Garcia, & Kondakindi, 2021).
Ekonomické otrasy spojené s pandémiou COVID-19 maji rozsiahle a vazne dopady na
finan¢né trhy vratane trhov s akciami, dlhopismi a komoditami. Akciové trhy st vzajomne
prepojené a vzajomne zavislé. Podl'a Morales a Callaghan (Morales & Andreosso-O’Callaghan,
2012) sa globalne akciové trhy stali viac vzajomne zavislé a kriza v jednej krajine sa ¢oskoro
rozsiri do druhej. Pohyby na akciovom trhu sa €oraz viac koreluju. Krach akciového trhu v roku
2020 bol vel’kym a nahlym krachom globalneho akciového trhu, ktory sa zacal 20. februara
2020 a skoncil 7. aprila. Napriklad 24. februara 2020, Dow Jones Industrial Average a FTSE
100 klesli o viac ako 3 %, ked’Ze sa Sirenie koronavirusu sa vyrazne roz$irilo mimo tzemia
Ciny. Nésledné s postupom pandémie hodnoty globalnych akciovych trhov klesali, napriklad
hodnota Dow Jones Industrial Average poklesla o 37 % v obdobi medzi 12. februdrom a 23.
marcom. V aprili sa trh zacal zotavovat, aj napriek faktu, ze ekonomiké ukazovatele sa stale
zhorsovali s postupne sa uzatvarajucimi ekonomikami a faktu, ze v tom Case este nebola Ziadna
vakcina v dohl'ade. Ukoncenie prepadu podporili opatrenia v Federal Reserve Bank of New
York a Europskej centralnej banky ako napriklad zniZenie urokové sadzby a spustenie
fiSkalnych zachrannych balikov.
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2 MARKOV MODEL PREPINANIA REZIMOV INDEXU SDAX S DVOMA
STAVMI (REZIMAMI)

V prispevku analyzujeme dynamické spravanie nemeckého akciového indexu SDAX pomocou
ukazovatel'ov ,,zatvaraci kurz“, umelej premennej s nazvom dummyl, zachytavajuci krach
akciového trhu v 2020 a druhej umelej premennej s nazvom dummy2, modelujicej podporné
opatrenia v ¢ase pandémie a ukazovatel'a Sirenia sa pandémie, poc¢et novych potvrdenych PCR
dennych prirastkov Covid 19 pripadov. Casové rady dennych tdajov su spracované za obdobie
0d 19.11.2019 do 30.11.2021. Zdroj udajov je databaza Yahoo.Finance (2021), kde je akciovy
index vedeny pod ozna¢enim SDAX a databaza Worldometer (2021), pre informécie o novych
prirastkoch Covid 19 pripadov.

SDAX je nemecky akciovy index zloZeny zo 70 malych a strednych spolo¢nosti v Nemecku,
ktoré si na 91. — 160. mieste medzi najvacSimi verejne obchodovanymi spoloc¢nostami v
Nemecku. Z hl'adiska obchodovaného objemu a trhovej kapitalizacie sa zarad’uju priamo za
akciami zahrnutymi v indexe MDAX. MDAX je akciovy index zloZeny z 50 spolo¢nosti, ktoré
su pod hodnotou trhovej kapitalizacie 40 spolo¢nosti zahrnutych v indexe DAX. Na porovnanie
index DAX je akciovy index pozostavajuci z 40 najvacsich nemeckych blue chip spolo¢nosti
obchodujucich na Frankfurtskej burze cennych papierov. DAX je ekvivalentom britského FTSE
100 a amerického indexu Dow Jones Industrial Average. AvSak z dovodu vyberu malého
mnozstva spolo¢nosti v indexe DAX nemusi index nevyhnutne predstavovat’ vitalitu nemeckej
ekonomiky ako celku (Freihube & Theissen, 2001).

Vsetky odhady boli vykonané pomocou softvéru EViews 9 (EViews ,2015). Vysledny model s
dvoma stavmi (rezimami) sme pre d’al$iu analyzu zvolili na zaklade porovnania réznych
odhadnutych modelov s roznymi vysvetl'ujiicimi premennymito na zaklade porovnania
Statistickej vyznamnosti odhadnutych parametrov a vyberu modelu s minimalnou hodnotou
Akaikeho informacného kritéria.

Obr. 1: Vysledny odhadnuty model.

Dependent Variable: SDAX_CHANGE

Method: Markov Switching Regression (BFGS / Marquardt steps)
Date: 01/12/21 Time: 19:07

Sample (adjusted): 1700 2218

Included observations: 519 after adjustments

Number of states: 2

Initial probabilities obtained from ergodic solution

Standard errors & covariance computed using observed Hessian

Random search: 25 starting values with 10 iterations using 1 standard
deviation (rng=kn, seed=1699508371)

Convergence achieved after 13 iterations

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Regime 1
LOG(SIGMA) 5.435623 0.069161 78.59386 0.0000
Regime 2
LOG(SIGMA) 4.746219 0.063033 75.29678 0.0000
Common
DUMMY1 -239.3269 51.77280 -4.622638 0.0000
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DUMMY2 25.11011 7.220350 3.477687 0.0005
Transition Matrix Parameters

P11-C 2.599214 0.445972 5.828195 0.0000

P21-C -3.124647 0.464685 -6.724227 0.0000

Mean dependent var 7.923027 S.D. dependent var 175.5085

S.E. of regression 168.3034 Sum squared resid 14587915

Durbin-Watson stat 2.099518 Log likelihood -3367.028

Akaike info criterion 12.99818 Schwarz criterion 13.04733
Hannan-Quinn criter. 13.01744

Pre vysledny model prezentujeme nasledovné vysledky:
e maticu pravdepodobnosti prechodov medzi skrytymi stavmi systému a priemernu dizku
zotrvania v prislusnom stave: medvedi a by¢i trh (obrazok ¢. 2),
e postupnost’ pravdepodobnosti skon¢enia v skrytych stavoch systému.

Zdroj: vlastné spracovanie

Obr. 2: Pravdepodobnosti prechodu medzi dvoma skrytymi stavmi (medvedi a by¢i trh)
a priemernu dlzku zotrvania v prisluSnom stave.

Constant ténsition prubébilities: ,
Pii, k) = Pisit)y =k | s(t-1) =1}
(row = |/ column = j)
1 2
1 0.930811 0.0691889]
0.042102 0.957893
Constant exrpected duraﬁons:
1 2
14.45314 23.75186

Zdroj: vlastné spracovanie

V d’alSom casti mézeme popisat’ postupnost’ odhadnutych pravdepodobnosti pre dané poradie
pozorovani emisii zatvaracieho kurzu SDAX. Na obrazku ¢. 3 su tieto pravdepodobnosti

r v

vizualizované. Skryté stavy v tomto pripade interpretujeme ako rezim (naladu na trhu), byci
alebo medvedi trh. Pre kazdy rezim st odhadnuté stredné hodnoty a rozptyl zmeny zatvaracieho
kurzu oproti predchadzajicemu dnu.

Obr. 3: Odhadnuta postupnost’ pravdepodobnosti skoncenia v 2 skrytych stavoch systému.

Pravdepodobnosti skoncenia v skrytych stavoch 1 alebo 2

19.11.2..
19.12.2
19.01.2..

19.02.2...

19.03.2..

19.04.2..
19.05.2.:
19.06.2...
19.07.2...

19.08.2.!

19.09.2...
19.10.2..,
19.11.2..
19.12.2...
19.01.2...
19.02.2...
19.03.2...

==—p(sl) ===—p(s2)
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19.05.2...
19.06.2...
19.07.2.:
19.08.2..
19.09.2..,
19.10.2..
19.11.2

Zdroj: vlastné spracovanie.



Na obrazku €. 4 je v hornej Casti zobrazeny vyvoj zatvaracicho kurzu indexu SDAX za obdobie
0d 19.11.2019 do 30.11.2021, ktory predstavuje pozorovatel'ny stav systému a V dolnej Casti s
zobrazené prislusné odhadnuté skryté stavy, v ktorych sa nachadzal systém modelovany
pomocou Markovovho modelu prepinania rezimov s dvoma stavmi. Napriklad interpretovanie
oranzovej ¢iary je nasledovné: modelovany systém zacina 19.11.2019 v stave 2 a 19.2.2020 sa
prepina do stavu 1, atd’.

Obr. 4: Markovov model prepinania rezimov s dvomi stavmi a hodnota zatvaracicho kurzu
indexu SDAX za obdobie od 19.11.2019 do 30.11.2021.

SDAX
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10300
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8300
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4300 3
2300 1
300 -1
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Zdroj: vlastné spracovanie.

Na zaver eSte uvadzame model s vysvetl'ujucou premennou pocet novych potvrdenych dennych
pripadov Covid (na obrazku ¢. 5). Pri verifikacii sa tato premenna nepotvrdila ako Statisticky
vyznamna. Vysledok uvadzame aj napriek vysSie uvedenému faktu, pretoze premenna
predstavuje negativnu informaciu o vyvoji pandémie. Toto zistenie, ze pocet pripadov Covid 19
Statisticky vyznamne nevplyva na vyvoj indexu na rozdiel od Statisticky vyznamnej umelej
premennej predstavujlicej podporné opatrenia v ¢ase pandémie povazujeme za zaujimaveé
zistenie.

Obr. 5: Odhadnuty model.

Dependent Variable: SDAX_CHANGE

Method: Markov Switching Regression (BFGS / Marquardt steps)

Date: 01/12/21 Time: 19:16

Sample (adjusted): 1700 2218

Included observations: 519 after adjustments

Number of states: 2

Initial probabilities obtained from ergodic solution

Standard errors & covariance computed using observed Hessian

Random search: 25 starting values with 10 iterations using 1 standard
deviation (rng=kn, seed=1699508371)

Convergence achieved after 26 iterations

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

Regime 1
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LOG(SIGMA) 5.429957 0.070070 77.49361 0.0000
Regime 2

LOG(SIGMA) 4.740529 0.066058 71.76318 0.0000
Common

DUMMY1 -239.3834 51.61159 -4.638171 0.0000

DUMMY2 28.40898 9.693630 2.930685 0.0034

NEW_CASES -0.000291 0.000569 -0.512260 0.6085

Transition Matrix Parameters

P11-C 2.582144 0.448378 5.758860 0.0000

pP21-C -3.078748 0.474609 -6.486922 0.0000

Mean dependent var 7.923027 S.D. dependent var 175.5085

S.E. of regression 168.3146 Sum squared resid 14561516

Durbin-Watson stat 2.102249 Log likelihood -3366.895

Akaike info criterion 13.00152 Schwarz criterion 13.05887

Hannan-Quinn criter. 13.02399

Zdroj: vlastné spracovanie

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej alohy VEGA 1/0339/20 ,, Hidden
Markov Model Utilization in Financial Modeling “ Projekt Vedeckej grantovej agentiry MS
SR a SAV.
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