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ABSTRAKT

SLIACKY, Martin. Testy hypotéz porovndvajiicich parametre viac ako dvoch
zdkladnych  suborov. Ekonomickd univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej
informatiky; Katedra Statistiky. — Veduci zaverecnej prace: RNDr. Eva Kotlebova, PhD. —
Bratislava: FHI EU, 2020, 83 s.

Predkladand diplomovad priaca sa zaoberd problematikou testovania hypotéz
porovndvajucich parametre viac ako dvoch zdkladnych suborov. Praca pozostiva zo 4
kapitol, obsahuje 11 grafov a 15 tabuliek. V prvej kapitole je strucne popisand metdda
analyzy rozptylu, problematika chyb Statistickych testov, ich robustnost’ a sila. V druhe;j
Casti su uvedené hlavné a Ciastkové ciele prace. Hlavnym cielom price je porovnat
klasicku verziu analyzy rozptylu a Welchovu analyzu rozptylu z hl'adiska robustnosti a sily
testu, a sucasne objasnit’, pri akych parametroch udajov je vhodnejSie pouzit Welchovu
analyzu rozptylu a kedy klasickd analyzu rozptylu. V tretej Casti je vysvetlend metodika
prace. V podkapitolach tretej Casti je podrobne popisana jednofaktorova analyza rozptylu a
Welchova analyza rozptylu. V dalSej podkapitole su vysvetlené predpoklady pouzitia
uvedenych metdd a spOsoby ich overovania. V zdvere tretej kapitoly je popisany vplyv
nesplnenia predpokladov na robustnost’ Statistickych metdd a nasledne postup na urcenie
mier chyb Statistickych testov pomocou simuldcii Monte Carlo. Stvrtad ¢ast obsahuje
vysledky priace. Metddy popisané v metodickej Casti si aplikované na redlne udaje,
popisujuce ceny roznych konfiguracii pocitacovych zostav. V podkapitole Stvrtej Casti je
pomocou Monte Carlo simuldcii analyzovany vplyv heteroskedasticity na silu a robustnost’
klasickej jednofaktorovej analyzy rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu. Na zdklade
vysledkov analyzy robustnosti a sily testov sa kvantifikuje vplyv heteroskedasticity na
skimané Statistické metody a uvddza sa, pri akych vstupnych ddajov je vyhodnejSie pouZzit’

Welchovu analyzu rozptylu namiesto klasickej analyzy rozptylu.

Klacové slova: analyza rozptylu, Welchova analyza rozptylu, homoskedasticita, sila testu,

robustnost’, Monte Carlo simulacie



ABSTRACT

SLIACKY, Martin. Hypothesis tests comparing parameters of more than two
populations. University of Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics;
Department of Statistics. — Thesis supervisor: RNDr. Eva Kotlebovd, PhD. — Bratislava:
FHI EU, 2020, 83 p.

The following thesis is focused on the topic of the comparison of parameters of
more than two populations. It consists of four chapters alongside with 11 charts and 15
tables. In the first chapter we provide the overview of analysis of variance, topic of errors
in statistical tests, their robustness and power. In the second chapter we state the main and
the partial objectives of the thesis. The thesis’ main objective is to compare the classic
version of analysis of variance and Welch’s analysis of variance in terms of their
robustness and power. Simultaneously, we would like to assess, when, in terms of the input
data’s parameters, it is advisable to use Welch’s analysis of variance instead of classic
analysis variance. The third chapter describes methodology used in the subsequent
analysis. We describe the one-way analysis of variance and Welch’s analysis of variance.
The following chapter is focused on the assumptions of the tests and their verification
methods. Subsequently, we demonstrate how the violation of the tests” assumptions affects
their robustness. Then we explain the estimation of tests’ type I and II error rates, using
Monte Carlo simulations. The results of the thesis are presented in the fourth chapter,
where the methods described in the thesis’ methodology are applied on the pricing data of
computer configurations. In this chapter, using the Monte Carlo simulations, we analyse
the effect of heteroscedasticity on the robustness and power of classic one-way analysis of
variance and Welch’s analysis of variance. Based on the results of the analysis, we
quantify the effect of heteroscedasticity on the tests, and propose recommendations how to

choose between them.

Key words: analysis of variance, Welch’s analysis of variance, homoscedasticity, power of

a test, robustness, Monte Carlo simulations
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Uvod

Vzijomné porovndvanie viacerych siborov je jednym z najcastejSie vyuzivanych
Statistickych postupov snad’ vo vSetkych vednych odboroch a oblastiach ich aplikdcie. Na
tento ucel su pouzivané Statistické testy, ktoré nam umoziuju potvrdit’ alebo vyvratit’ nase
hypotézy o parametroch porovnavanych suborov. Tato diplomové praca sa zaoberd prave
problémom porovnavania viacerych zékladnych suborov a ich parametrov Statistickymi
testami.

Prvé cast’ prace je venovana prehladu sucasného stavu rieSenej problematiky.
Stru¢ne je tu vysvetlené akymi metédami sa budeme zaoberat’ hibSie v teoretickej Casti
prace. Venujeme sa analyze rozptylu, ¢o je jedna z najpouzivanejSich Statistickych metod
v oblasti porovndvania viacerych zakladnych suborov. Je tu spomenutd aj problematika
chyb v statistickych testoch, preco by sme im mali venovat’ pozornost’, a sposoby akymi sa
zistujl.

V metodologickej Casti prace sa d’alej venujeme metdde analyzy rozptylu. Najprv
ukazujeme, preco nie su na problém porovnavania viacerych suborov vhodné jednoduchsie
Statistické testy. Vysvetlujeme jej zakladni myslienku a pri akych skimanych problémoch
je vhodné jej pouzitie. Podrobne opisujeme, ako prebieha rozklad variability ddajov na
jednotlivé zlozky aich dpravami sa dostdvame k testovace] Statistike. V nasledujuice;j
kapitole popisujeme varidciu analyzy rozptylu zvana Welchova ANOVA, ktort je vhodné
pouzit’ ak nie je splneny jeden z predpokladov vyuzitia klasickej analyzy rozptylu —
homoskedasticita, teda zhoda rozptylov porovndvanych stiborov. Dalej je vysvetlend
neparametrickd alternativa k analyze rozptylu v pripade ak analyzované udaje
nepochadzaju z normélneho rozdelenia.

Predpoklady na pouzitie analyzy rozptylu a spdsoby ich overovania si priblizime
v samostatnej Casti. Bliz§ie sa pozrieme na podmienku rovnosti rozptylov medzi
porovnavanymi skupinami. Uvedieme Statistické testy, ktorymi je tito podmienku mozné
overit, aktoré znich su povaZzované za najvhodnejSie. Uvedieme aj moznosti ako
transformovat’ udaje za ucelom pribliZzenia sa k poZadovanym predpokladom na sprévne
pouzitie analyzy rozptylu.

V dalSej kapitole metodologickej Casti prace vysvetlime, aké chyby sa mézu udiat

pri Statistickom testovani hypotéz. Objasnime pojmy ako miera chyb I. druhu a sila testu.
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Vysvetlime, ako mo6zeme v inferencnej Statistike vyuzit' simulacné metédy Monte Carlo
a ako pomocou nich odhadnat’ miery chyb v Statistickych testoch.

V tretej Casti si popisané ciele, ktoré chceme v praci dosiahnut’ a spdsob, akym
metddy vysvetlené v metodologickej Casti budu sluzit’ na tento ucel.

Stvrta ast’ je zamerana na naplnenie cielov spomenutych v predoslej &asti prace.
V prvej Casti aplikujeme metddy z teoretickej Casti analyzu rozptylu na ddajoch, ktoré
popisuju ceny pocitacovych zostdv. Nasim cielom bude zistit, ¢i na cenu zostav vplyva
zvoleny faktor. Overime predpoklady na vyuzitie analyzy rozptylu anésledne nasu
hypotézu budeme overovat dvomi réznymi variantmi analyzy rozptylu. Postdime, ¢i je
rozdiel v prijatych zdveroch pri pouziti beznej analyzy rozptylu oproti Welchovej analyze
rozptylu.

V druhej kapitole vysledkovej Casti prace budeme porovnavat klasickd analyzu
rozptylu a Welchovu analyzu rozptylu z hladiska miery chyb I. druhu asily testu.
Zameriame sa na analyzu vplyvu heteroskedasticity porovndvanych udajov. Budeme sa
snazit’ urcit, pri akych parametroch analyzovanych udajov je vhodnejSie pouzit’ jednu

alebo druhi met6du. Na odhad miery chyb a sily testov pouzijeme metédu Monte Carlo.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Pri vedeckom vyskume je jednym z Castych postupov vzajomné porovndvanie
viacerych (viac ako dvoch) skupin, ktoré sa navzijom odliSuju v uréitom znaku.
Mnohokrat nas zaujima, ¢i je medzi skupinami Statisticky vyznamny rozdiel, teda i je
rozdiel medzi nimi spdsobeny urCitym faktorom. Z toho nésledne vyvstavaju dalSie
podstatné otazky. Napriklad: ktoré konkrétne skupiny sa odliSuju, akd je miera tejto
odli$nosti alebo aké velké by mali byt skimané vzorky na to, aby sme dokézali zistit
odliSnost’.  Zistovanie rozdielov medzi skupinami sa vykondva Casto vo vedeckych
vyskumoch, ekonomickej praxi alebo technickych procesoch. Napriklad ak st na
pacientoch testované rozdielne sposoby liecby, zaujima nds, ktord z nich prindSa Zelané
vysledky. Vo vyrobe moézeme pouzit’ viaceré odlisné metddy na vyrobu uréitého produktu

a chceme zistit’, ktord metdda je najvhodnejsia.

1.1 Analyza rozptylu

Prave na otazku, ¢i sa porovnavané skupiny vyznamne liSia, odpovedd analyza
rozptylu, znama tiez pod skratkou ANOVA (z anglického analysis of variance). Umoziuje
urcit’ vplyv jedného alebo viacerych faktorov na skiimanu zavisli premennu. Posudzujeme
fou vyznamnost' jednotlivych zdrojov variability v linedrnych Statistickych modeloch.
Celkovu variabilitu v skimanych tdajoch méZeme rozlozit’ na dve Specifické zlozky. Na
zlozku variability medzi skupinami, ktord ziskame, ked’ udaje rozdelime podl'a obmien
skimaného faktora a zloZku variability vo vnitri skupin, ktord je spOsobend inymi
faktormi alebo ndhodnymi vplyvmi. Analyzu rozptylu po prvykrit spomina Ronald Fisher
vo svojej praci Statistické metody pre vyskumnych pracovnikov z roku 1925.

ANOVA je metodou Statistického testovania hypotéz. V typickej aplikdcii analyzy
rozptylu nulovd hypotéza tvrdi, Ze vSetky porovnavané skupiny pochadzaju z tej istej
populdcie. Pri aplikdcii v medicinskom vyskume sa €asto skima vplyv rdéznych metéd
liecby na vzorkach pacientov. V takom pripade nulovad hypotéza tvrdi, Ze vSetky metody
liecby maju rovnaky efekt. Zamietnutie nulovej hypotézy (prijatie alternativnej) znamena,
ze pozorované rozdiely v efektoch réznych metod lieCby nie st sposobené ndhodnymi
vplyvmi.

ANOVA je casto pouzivanym nastrojom pri navrhovani a vyhodnocovani

experimentov, kde je cielom zistit’ efekt intervencie na urcity objekt ¢i jav (napriklad
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metoda liecby). Pre postdenie efektu intervencie je potrebné porovnat’ objekty vystavené
intervencii s objektami, ktoré jej vystavené neboli. Objekty nevystavené intervencii
nazyvame kontrolnd vzorka. Prave ANOVA sa pouziva na urcenie vplyvu tejto
intervencie.

Montgomery (2017) hovori o analyze rozptylu ako o “pravdepodobne
najuzitoc¢nejsej metodde z odboru inferencnej Statistiky”. Hojné vyuZzivanie analyzy rozptylu
vo vedeckej komunite aj mimo nej vSak prindSa so sebou rizikd. Mnoho vyskumnikov
pouziva alebo interpretuje jej vysledky nespravne. Studia od Wu a kol. (2011) ukazala, Ze
v 10 poprednych cinskych medicinskych ¢asopisoch v roku 2008 sa v 446 clankoch
pouzila analyza rozptylu. Z nich aZ v 56 % bola pouZita nespravne.

Pouzitie analyzy rozptylu predpokladd splnenie niektorych predpokladov
o analyzovanych udajoch. Konkrétne ide o nezavislost' porovnavanych skupin, normalitu
udajov a heteroskedasticitu (zhodu rozptylov). Porusenie tychto predpokladov ma vplyv na
spolahlivost’ vysledkov a vyslovené zdvery analyzy. V pripade nesplnenia predpokladu
normality je mozné pouzit’ na posudenie vplyvu rozdielnej drovne faktora neparametricky
Kruskal-Wallisov test. Ak je poruseny predpoklad o zhode rozptylov, existuje modifikacia
analyzy rozptylu, nazyvana Welchova ANOVA, ktord berie do uvahy rozdielnu variabilitu

porovnédvanych skupin.

1.2 Chyby Statistickych testov

Zavery testov su platné vzdy len s urc¢itou pravdepodobnost’ou, preto je v Statistike
zavedeny pojem hladina vyznamnosti. Obyc¢ajne volime 5 % hladinu vyznamnosti.
Znamena to, Ze ak by sme vykonali 100 nahodnych vyberov z tej istej populacie, o ktore]
vieme, ze plati nulovd hypotéza, tak aplikdciou testu na kazdy z vyberov ziskame
maximalne 5 pripadov, kedy nulovd hypotézu zamietneme. V tychto 5 pripadoch je teda
mozné, ze ucinime nespravne rozhodnutie, teda spravime chybu. Pri Statistickych testoch
mozu nastat’ 2 typy chyb, kedy sa dostaneme k chybnym zdverom. Prvou je chyba I. druhu,
ktord nastane, ked zamietneme hypotézu H,, ktord je v skutocnosti pravdiva. Druht
volame chyba II. druhu, ktorou je prijatie hypotézy H,, ktord v skuto¢nosti neplati. Tieto

informacie mozeme zhrnt’ do tabulky 1.1.
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Tabul’ka 1.1: Rozdelenie chyb Statistickych testov

Druh chyby Popis Pravdepodobnost’ chyby
Chyba I. druhu Zamietnutie pravdivej Hy a
Chyba II. druhu Prijatie nepravdivej H B

Zdroj: PACAKOVA a kolektiv. Statistickd indukcia pre ekonémov a manaiérov. Bratislava: Wolters
Kluwer, 2015, str. 69. ISBN 978-80-8168-081-6.

Idedlna situdcia by nastala, ak by sme pouzili taky test, ktory minimalizuje oba
druhy spomenutych chyb. Vo vSeobecnosti vSak plati, Ze minimalizovanim jedné¢ho druhu
chyb sa zvysuje riziko chyby druhého druhu.

Pri pouziti metddy ANOVA je nutné pamitat’ na to, Zze nase Udaje nebudu vzdy
dokonale spinat’ jej predpoklady. Vlastnost' §tatistického testu nebyt’ citlivy na porusenie
jeho predpokladov sa nazyva robustnost. Mali by sme preto vediet’, v akej miere je pouzity
test citlivy na takéto porusenia. Ak je test robustny, znamend to, Ze miera chyb I. druhu
(pravdepodobnost’ zamietnutia pravdivej nulovej hypotézy) sa s poruSenim tychto
predpokladov vyrazne nemeni.

Robustnost’ sa vztahuje na chyby I. druhu, moze vSak nastat’ aj situdcia, ked’ dojde
k chybe II. druhu (nezamietne sa nepravdivd nulova hypotéza). Sila testu je Cislo, ktoré
uddva pravdepodobnost,, ze pri neplatnosti nulovej hypotézy ddjde k jej zamietnutiu. To

znamena, Ze silu testu moézeme vyjadrit’ aj pomocou miery chyb II. druhu ako

1 — miera chyb Il.druhu =1 — . (1.1)

Vo vSeobecnosti chceme, aby mal test ¢o najvysSiu silu. Ta je ovplyvnend
viacerymi okolnostami. Okrem typu zvoleného testu je to najmid vzorka reprezentujica
skimand populdciu a jej velkost. Vo vedeckych stadiach sa preto odporuca pri pouziti
konkrétneho testu zvolit’ rozsah vyberu tak, aby bola zaru¢end minimalna pozadovana sila
testu.

Na skumanie sily Statistickych testov a ich robustnosti sa ¢asto pouzivajua simulécie,
takzvané Monte Carlo metédy. Su zaloZené na myslienke, ze poznatky o analyzovanej
charakteristike mézeme ziskat’ mnohondsobnym vykonanim ndhodného vyberania z toho
ist¢ho rozdelenia alebo populdcie anédslednym pozorovanim, ako sa hodnota tejto
charakteristiky meni medzi vybermi. Opakovany ndhodny vyber mézeme uskutocnit’

pomerne jednoducho a rychlo. Pomocou $tatistickych softvérov a programovacich jazykov
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ako SAS, R ¢i Python vieme ziskat nahodny vyber zo zvoleného rozdelenia so
Specifikovanymi parametrami a opakovat’ ho v rddoch tisicov aj viac.

Ak pomocou Monte Carlo metédy odhadujeme mieru chyb 1. druhu, tak
generujeme ndhodné vybery z populdcie, v ktorej plati nulovd hypotéza. To v pripade
analyzy rozptylu znamena, ze generujeme udaje, kde maji skupiny s réznou Uroviiou
faktora rovnaku strednii hodnotu. Nasledne vykoname Statistické testovanie na kazdom
vygenerovanom ndhodnom vybere. Mieru chyb I. druhu dostaneme, ak spocitame,
v kol’kych pripadoch test nespravne zamietol nulovll hypotézu o zhode strednych hodnot,
a toto Cislo vydelime celkovym poctom vykonanych testov.

Pri urcovani sily testu postupujeme obdobne. Generujeme ndhodné vybery
z populdcie, v ktorej neplati nulova hypotéza. Nulovi hypotézu overime Statistickym
testom v kazdom vygenerovanom subore. Mieru chyb II. druhu vypocitame ako podiel
testov, ktoré nespravne prijali nulovid hypotézu, a celkového poctu vykonanych testov.

Silu testu zistime, ak mieru chyb II. druhu od¢itame od 1.
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2 Ciel prace

V diplomovej praci sa zaoberdme problematikou vzajomného porovnavania

viacerych vyberovych stiborov aich parametrov. Hlavnym cielom prace je porovnanie

klasickej verzie analyzy rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu z hladiska robustnosti

a sily testu a objasnenie, pri akych parametroch udajov je vhodnejSie pouzit Welchovu

analyzu rozptylu, a kedy klasicku analyzu rozptylu. Na splnenie hlavného ciel'u prace boli

zadefinované nasledujtce Ciastkové ciele:

Objasnit’ metddu analyzy rozptylu, jej teoretické zaklady, postup testovania.

Vysvetlit' aky vplyv mé porusenie predpokladov pouzitia analyzy rozptylu
na kvalitu a spolahlivost’ jej vysledkov, a aké metddy je vhodné pouzit

v pripade nesplnenia tychto predpokladov.

Popisat’ pouzitie Monte Carlo simulacii na odhad mier I. all. druhu

Statistickych testov.

Aplikovovat’ analyzu rozptylu na posudenie vplyvu vybranej premennej
v pocitacovych zostavach na ich predajnii cenu. Porovnavame tu vysledky
testovania dvoch réznych variantov analyzy rozptylu — jej klasickej verzie

a Welchovej analyzy rozptylu.

Pomocou simula¢nych metéd Monte Carlo posudit’ miery chyb I. a II druhu

dvoch spomenutych testov.

Posudit’ aky je vplyv heteroskedasticity vstupnych udajov na robustnost’

a silu testov.
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3 Metodika prace

3.1 Rozdiel medzi analyzou rozptylu a dvojvyberovym t-testom

Predtym, nez zacneme vysvetlovat' principy, na ktorych je ANOVA zaloZena,
pokusime sa objasnit’, preco na zistovanie rozdielov medzi skupinami nie je vhodné pouzit’
dvojvyberovy t-test. Tymto testom zistujeme, ¢i sa 2 skupiny odliSuju v priemerne;j
hodnote urcitého znaku. Hypotézy testu zapiSeme nasledovne:

Ho:py =
Hy:py # py. (3.1)

Prvy problém je vtom, ze ak chceme porovnéavat viac ako 2 rdzne skupiny
pozorovani, pre kazda dvojicu skupin musime overit’ zhodu strednych hodnot zvlast.
Uvazujme situaciu, ked mame navzdjom porovnavat nie dve, ale tri skupiny
(a, b, c) achceme zistit, ¢i medzi tymito skupinami existuje Statisticky vyznamny rozdiel
v priemernej drovni sledovaného znaku. Chceme vykonat’ t-test na kazdom pare skupin,
musime preto postupne porovnat’ skupiny a a b, a a ¢ a nakoniec b a c. Ak zvySime pocet
skupin v nasej analyze, narastie aj pocet parov skupin, za ktoré budeme musiet’ vykonat’
jednotlivé t-testy (Field, 2017). Pocet tychto testov mdZeme vypocitat ako pocet
kombindcii druhej triedy z n prvkov:

n!
G =4 (n—Fk)" (3.2)

Dal§im problémom pri takomto viacnasobnom §tatistickom testovani je miera chyb
I. druhu (a), teda miera zamietnutia nulovej hypotézy, ktord je pravdivd. NasSa nulova
hypotéza v t-teste hovori o rovnosti strednych hodndt medzi skupinami, chyba I. druhu
bude mat’ preto za nisledok nepravdivé zamietnutie tejto rovnosti. Niekedy sa chybe I.
druhu hovori chyba nadmerného skepticizmu (Shermer, 2002).

Miera chyb 1. druhu ndm hovori chybéch len v jednom teste, nemdzeme ju preto
v tejto podobe pouzit’ pri viacndsobnom testovani. Pouzijeme skupinovii mieru chyb I.
druhu, v anglictine ,familywise error rate” (FWER). Ta urCuje pravdepodobnost’
vyskytnutia aspon jednej chyby prvého druhu v n testoch:

FWER = P(A > 0), 33)
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kde A je pocet chyb I. druhu v n vykonanych testoch (Zar, 2010).

Takto definovand FWER je vyhodna v pripade, ked’ potrebujeme silny dokaz alebo
pocet testov n je maly. Pri vacSine pripadov je vSak takato podmienka prilis prisna. Preto je
pouzivanejSia takzvana zovseobecnena FWER (vztah 3.4), ktora pripista uréené mnozstvo
(k) chyb I. druhu vo vsetkych testoch (Zar, 2010).

FWER = P(A > k), k e N. (3.4)

Ak by sme porovndvali 3 skupiny a pri kazdom teste by sme uvazovali s 5%
hladinou vyznamnosti, tak pravdepodobnost’ chyby I. druhu v kazdom teste by bola 5%.
Z toho vyplyva, ze pravdepodobnost’ toho, Ze sa nevyskytne ani jedna chyba 1. druhu je
v kazdom teste 95%. Ak wuvazujeme, Ze testy su navzijom nezavislé (takze
pravdepodobnosti moézeme navzajom ndsobit’), tak celkovd pravdepodobnost, Ze v ani
jednom teste nie je chyba I. druhu, je 0,95, ¢o je 0,857 %. Z toho vyplyva, e FWER =
1 — 0,857. Dokopy je tak vo vsetkych testoch miera chyb 1. druhu 14,3 %, ¢o je vysSie ako
zvolend hladina vyznamnosti 5% (Field, 2017).

Ak by sme porovnavali eSte viac skupin, pocet vykonanych testov by sa zvysil,
a s nim takisto aj miera chyb I. druhu. Z tohto dévodu nie st t-testy vhodné na skupinové

porovndvanie.

3.2 Dvojvyberovy F-test zhody rozptylov

Videli sme, preco nie si oby€ajné parové t-testy vhodné na porovndvanie strednych
hodnét viacerych suborov. Test pouzivany pri overovani predpokladu homoskedasticity
v analyze rozptylu je takzvany dvojvyberovy F-test zhody rozptylov. Ten porovndva
rozptyly dvoch nezavislych vyberov za predpokladu normalneho rozdelenia. Jeho hypotézy
zapiSeme ako

Hy: 0% = o3,

(3.5)

Hy: 0% > o3,

kde 0% je rozptyl zdkladného stiboru, X,X,,.. X, a 0% je rozptyl zikladného
siboru Y;,Y,, ... Yy,

Testovaciu Statistiku vypocitame ako

5%
F = 2 (3.6)
Sy
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kde 3% predstavuje vyberovy rozptyl vyberu X, X5, ... X,, a $3 je vyberovy rozptyl
vyberu Y3, Y, ... Y.

Hypotézu H, zamietneme, ak sa vyberové rozptyly prili§ liSia, teda pokial sa
hodnota testovacej Statistiky bude nachédzat’ v kritickej oblasti

FzF_,n—1,m-1), 3.7)

kde Fi_,(n—1;m—1) je (1— a)-kvantil Fisherovho rozdelenia s (n—1)
a (m — 1) stupnami vol'nosti (Pacdkova a kol., 2015).

V dalSej casti v ktorej vysvetl'ujeme princip analyzy rozptylu ukazeme, ako sa

tento test aplikuje na overovanie zhody strednych hodndt viac ako dvoch suborov.

3.3 Analyza rozptylu

Analyza rozptylu, tak ako si ju predstavujeme a pouzivame dnes, bola vyvinutd
Ronaldom A. Fisherom, ked sa snazil olepSie vyhodnocovanie dat =z oblasti
pol'nohospodarstva. Prave on do Statistiky zaviedol pojmy rozptyl a analyza rozptylu.
Henry Scheffé ponuka priblizna definiciu analyzy rozptylu vo svojej knihe, prizna¢ne
pomenovanej Analyza rozptylu: ,,Analyza rozptylu je Statisticka technika urena na
analyzovanie merani zavislych na r6znych druhoch vzdjomne poOsobiacich faktorov tak,
aby bolo mozné rozhodnut’ sa, ktoré z faktorov su doélezité, a odhadnut’ ich vplyv.“ Jej
podstatou je urcit,, ¢i existuju Statisticky vyznamné rozdiely medzi strednymi hodnotami
zavislej premennej v skupindch, ktoré maju odlisné obmeny (Grovne, kategorie) nezavislej
premennej. To sa docieli rozkladom variability zavislej premennej na zloZku variability
medzi skupinami, ktoré su tvorené jednotlivymi drovihami faktora, a na zloZzku variability
vnuatri  spominanych skupin, ktora je spdsobena inymi Cinitelmi anie sledovanym

faktorom.

3.3.1 Zapis modelu

Uvazujme, Ze bolo uskutocnenych k nezdvislych vyberov, pochddzajicich z

k zakladnych siborov, ktoré maji normdlne rozdelenie

Yi1, o, Yin,~ N(iy, 07)
Y21, e Yo, ~ N (U, a3), (3.8)
Ykl’ ey Yknk~ N(,ukl O-l?)
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Mozeme taktiez uvazovat o k podmnozinich jedného zdkladného suboru s
normélnym pravdepodobnostnym rozdelenim. Pri¢om pre rozsahy vyberovych suborov
plati, ze n; = 2,n, = 2,... np = 2 a pre ich rozptyly plati 62 > 0,62 >0, ... 67 = 0.
Dalej predpokladame, Ze vietky nahodné vybery maju rovnaky rozptyl o2. Nie si znime

stredné hodnoty zo zdkladnych suborov py, iy, ... MU, ani hodnoty rozptylov zdkladnych

siborov 67,02, ... 7.

Ak méame n; pozorovani v kazdej z k skupin (populacii), celkovy pocet pozorovani
jen(= Z{-‘zl n; ). Potom y;; vyjadruje i-te pozorovanie v j-tej skupine.

Vyberovy priemer zavislej premennej v j-tej skupine y, vyjadrime vztahom

n;
1
5. = EZ Vi 3.9)
=1

Celkovy priemer y  zdvislej premennej, za hodnoty zo vSetkych vyberov

vyjadrime ako

k
1
7= 20 . (3.10)

(Pacakova a kol., 2012).

Udaje ziskané z vyberového zistovania potom modZeme zapisat vo forme

nasledujicej tabul’ky.
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TabulPka 3.1: Zapis modelu jednofaktorovej analyzy rozptylu

Obmena Zistené Rozsah Sucet Priemer
faktora hodnoty vyberového siiboru hodnét v riadku
ny
1 Y11, Y125 = Yin, ny yi. = Z Vi V1.
j=1
nz
2 Y21,¥22 -, Y2n, n; 2. = Z Y2j ¥o.
j=1
nj
i Yit, iz - Yin n; Vi = Z Yij ¥i
=1
ngk
k Yitr - Yinye ny Vi = Z Ykj Vi
j=1
nj k nj
Spolu n= Z n; y.= z z ¥ij y.
j=1 i=1 j=1

Zdroj: PACAKOVA, Viera, Viera LABUDOVA, Lubica SIPKOVA a Iveta
STANKOVICOVA. Statistickd indukcia pre ekonomov a manaZérov. Bratislava: Wolters Kluwer, 2015,
s 140. ISBN 978-80-8168-081-6.

3.3.2 Zapis statistickych hypotéz

Chceme zistit!, ¢i strednd hodnota zavislej premennej je rovnaka pre vSetkych k
obmien skimaného faktora. Testujeme teda, i sa stredné hodnoty zéavislej premennej
rovnaju v jednotlivych k skupinach

Ho:pg = pp =+ = g, (3.11)

oproti alternativnej hypotéze

Hi:non H,, (3.12)

teda, Ze asponl jedna z k strednych hodnot je rozdielna.

Aj ked existuje konecny pocet faktorov ovplyviiujuci jav, ktory vo vyskume
sledujeme, musime si uvedomit, Ze budeme schopni merat’ iba urcity pocet tychto
faktorov. ZvySok bud’ nebudeme mobct pozorovat’ a merat, alebo ich jednoducho
nezohladnime. To je aj podstatou analyzy rozptylu. Celkovy rozptyl tidajov vstupujtcich

do analyzy rozdelime na objasnenu Cast’ (zndme zdroje variability) a neobjasnenu Cast,
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ktord povazujeme za ndhodnu (tu si zahrnuté aj faktory, ktoré nie si ndhodné, ale v naSom
modeli od nich abstrahujeme).
Ked' usporiadame hodnoty y11, ..., Y1n,» Y215 =+» Yonys Yk1s +» Yin,, d0 vektorov, tak

ulohu mézeme zapisat’ pomocou matic ako

rY1i11 1 0 - 07 r €11
Vin, 1 0 - 0 €1ny
251
V21 o1 -0 1 €21
=1 s :2 +| |,
: e : 3.13)
YVk1 o 0 - 1 M €k1
Yen,d L0 0 .- 14 L€xeny ]

kde ¢;; predstavuje ndhodnd chybu, ktord méd normdlne rozdelenie N (0, a?).

Nahodné chyby &;; st nezavislé pre i = 1,2, ...k; j = 1,2, ... n; (Parellada, 2015).

Hodnotu zdvislej premennej y;; potom zapiSeme ako

Yij = Wi + &ij, (3.14)

kde p; predstavuje stredni hodnou zévislej premennej s i-tou Groviiou faktora a &;;
predstavuje ndhodni chybu, ktord m4 normdlne rozdelenie N (0, %). Ndhodné chyby ¢; jsu
nezavisléprei = 1,2, ..k;j = 1,2,.. n;.

Ked'ze nahodné chyby ¢;; maji strednd hodnotu E (ei j) = 0, tak pre vSetky
obmeny faktora je strednd hodnota zavislej premennej y;; rovnaka

E(yy) = u; - (3.15)

Ak md y; konStantni hodnotu, tak moézZeme povedat, Ze rozptyl hodnot okolo

strednej hodnoty je pre kazdi obmenu faktoru rovnkaky

D(yl]) = D(SU) = 0'2. (3.16)

Efekt i-tej obmeny faktora zapiSeme ako «;. Potom strednd hodnota i-tej obmeny
faktora bude

Ui =u+a. (3°17)
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Zo vztahu 3.17 potom méZeme zapisat’ hodnotu y;; zdvislej premennej ako

yij =u + a; + €i]-. (3.18)

V pripade, Ze faktor nepdsobi na hodnoty zavislej premennej, plati a; = @, = -+ =
a, = 0. Tym padom modzeme model zapisat’ ako

yij =u+ gij' (3.19)

Odhadmi strednych hodnoét pre i-tu uroven faktora, budd vyberové priemery
@, = ¥;., podl'a vztahu 3.9 a odhadom strednej hodnoty modelu bude celkovy priemer za
vsetky vybery i = y , podla vzt'ahu 3.10.

Rezidualnu zloZku ¢;; odhadneme ako &;; = y;; — ¥;j, Co zo vztahu 3.15 mdzeme
zapisat’ ako &;; = y;; — y;. Nahradou y; jeho bodovym odhadom z predosleho odstavea, ¢o

predstavuje vyberovy priemer pre i-tu obmenu faktora, dostdvame vzt'ah

&ij = Yij = Vj. (3.20)

Dosad’'me do vztahu 3.18 namiesto strednej hodnoty celého modelu u jeho

odhad y . Sucasne zapiSme efekt i-tej obmeny faktora @; ako y;; — y;. ako vo vztahu 3.20
arezidualnu zloZku &;; ako y;; — p;:

Yij =Y.+ iy —¥)+ i —¥p)- (3.21)

Presunom celkového priemeru y na druhu stranu dostdvame na l'avej strane vztah
pre celkovi odchylku, a na strane pravej dostavame sucet odchylky i-tej obmeny faktora

a rezidudlnej zlozky

Yij—V. =@ —y)+ Qi —¥j)- (3.22)

Po dprave umocnenim a s¢itanim vSetkych pozorovani naprie¢ skupinami

dostavame

(3.23)

k N k

= ZZ()_’;' -y)*+ Zzi:()’ij -y + sz:zi:(}’ij -y —¥)

i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Vztah 1.13 mozeme d’alej zjednodusit’ a odstranit’ posledny ¢len, ked'ze plati
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n; ni ng
Z(J/ij -y —-y)= Z}_/j(yij -yj) — Z}_’..(}’ij -y))=0,
= = =

pretoze
n;
zngij =0
j=1
a zaroven
n;
Zeij =i —¥) =0
j=1
Potom plati:
k N k N
ZZ()’U y) _Z(y _3’) nl"'ZZ(yU yj
i=1j= i=1j=

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Cleny tohto vztahu predstavuju variabilitu modelu rozlozeni na jednotlivé

zlozky (Pacdkova a kol., 2012).

Celkovy sucet Stvorcov (sum of squares total) vsetkych pozorovani sa vypocita ako

celkova suma Stvorcov takto:

k N

SST = Z Z(yij —3)2

i=1j=1

Tento stcet mozeme rozdelit’ na dve zlozky:

1. Medziskupinovy  sucet  Stvorcov  (sum  of  squares  of

ny

SSA= ) (G -7

=

(3.28)

treatment):

(3.29)

Predstavuje cCast’ variability, ktord je vysvetlend rozdielmi v skupiniach

s rozdielnymi obmenami faktora.

2. Vniitroskupinovy sucet Stvorcov (sum of squares of error):
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k ni

SSE = Z Z(yi =) (3.30)

i=1j=1

Predstavuje variabilitu, ktord je vnitri skupiny s prisluSnou obmenou faktora.
Nazyvame ju aj nevysvetlend variabilita (Pacdkov4 a kol., 2012).
Vztah 3.27 teda mozeme definovanou symbolikou zapisat skratene ako SST =

SSA + SSE.

3.3.3 Urcenie stupiiov vol’'nosti

Pri overovani hypotézy, ze stredné hodnoty pre vsetky obmeny faktora u; sa
rovnajd, budeme porovnavat priemerné hodnoty Stvorcov medziskupinovych odchylok
oproti priemernym hodnotam $tvorcov odchylok ndhodnej zlozky. Na to, aby sme dostali
tieto priemerné hodnoty, musime predelit’ spominané odchylky prislusnym poctom stupiiov
volnosti. Tento pocet uré¢ime ako rozdiel medzi poctom pozorovani vo vyberovom sibore
a poctom S$tatistik, ktoré boli zo stiboru vypocitané. Inak povedané, je to pocet nezavislych
s¢itancov, z ktorych sme vypocitali sumu ich Stvorcov.

Pri vnutroskupinovom sucte Stvorcov SSE uvazujeme odchylky y;; od ¥,. Pri
vypocte kazdého ¥, bolo pouZzitych n; — 1 nezévislych sc¢itancov. Pri k s¢itancoch bude

pocet stupiiov vol'nosti SSE

k
dfssp = Z(ni —1)=n—k (3.31)
i=1

Medziskupinovy sucet Stvorcov SSA bol vypocitany z k siborov, takze obsahuje
k — 1 nezavislych s¢itancov

deSA =k-1. (3.32)

Pri vypocte celkového priemeru za vSetky vybery bolo pri vypocte pouzitych n
pozorovani y;;, takze pocet nezavislych s¢itancov, z ktorych bol vytvoreny celkovy sucet

Stvorcov SST, je

deST =n-—1. (3-33)
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Vsimnime si, ze tak ako celkovy sucet Stvorcov SST je sutom SSA a SSE, takisto
aj sucet stupnov volnosti SSA a SSE sa rovna poctu stupiiov vol'nosti SST

n—-1=m-k)+ (k-1). 3.34)

Potom moézeme definovat’ priemer Stvorcov pre zdroje rozptylu ako sumu Stvorcov
delent prisluSnymi stupfiami vol'nosti, ktoré sme v predoslej Casti urcili:
SSA

- 3.35

MSA = +—, 3.35)
SSE

MSE = ——, (3.36)
n—=k

Ukazali sme ako celkovu variabilitu udajov SST mézeme rozlozit’ na SSA a SSE.
Priemer y, je odhadom y; a ¥ je odhadom celkovej strednej hodnoty u, preto pri platnosti
hypotézy H, bude SSA malé vzhl'adom na SSE. Ak je SSA velké vzhladom na SSE,
znamena to, ze priemery jednotlivych skupin sa od seba vyznamne odliSuju a mézeme
zamietnut® hypotézu o rovnosti strednych hodndt. Testovacia Statistika bude teda
porovnavat’ rozptyl vyberovych priemerov SSA a rozptyl vnitri jednotlivych skupin SSE.
Vsimnime si, Ze testovacia Statistika ma tvar dvojvyberového F-testu (3.6), ktory

porovndva rozptyly dvoch siborov.

SSA
_ k-1
F = "ccp 3.37)
n—k
H, teda zamietneme ak
F>F_o(k—1n—k), (3.38)

kde F;_,(k—1;n—k) je (1 — a)-kvantil Fisherovho rozdelenia s (k—1) a

(n — k) stupnami vol'nosti (Pacdkov4d a kol., 2012).

3.3.4 Tabul’ka analyzy rozptylu

Vysledky analyzy rozptylu sa vel'mi ¢asto uvadzaju vo forme nasledujucej tabul’ky:
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Tabul’ka 3.2: Tabul’ka vysledkov analyzy rozptylu

Priemerny
L 3 Stupne Testovacia
Zdroj variability | Sucet $tvorcov odchylok sucet
voPnosti Statistika F
Stvorcov
n;
N SSA
Faktor SSA = Z n(y, -y ) k—1 MSA = ]
j=1 MSA
kT ) SSE MSE
Nahodné vplyvy | SSE = Z Z (yl.]. - }Ti) n—k MSE = —
== n-=
k1
\2
Spolu SST = Z Z (yl.]. - y") n—1 - -
i=1j=1

Zdroj: KOTLEBOVA, Eva, Erik SOLTES a Qaniela SIVASOVA. Statistickd indukcia v prikladoch.
Bratislava: Vydavatel’stvo EKONOM, 2015, s. 97. ISBN 978-80-225-4135-0.

3.4 Welchova analyza rozptylu

Klasickd ANOVA, vyuzivajica bezny F-test, ktory je vysvetleny v kapitole 3.2,
predpokladd, ze porovnavané skupiny maji zhodné rozptyly, t.j. st homoskedastické. Z
tohto dovodu nie je optiméalne pouzivat' klasicki ANOVU pri tdajoch, ktoré nespliaju
podmienku homoskedasticity.

Welchov F-test (1951) je ureny na testovanie rovnosti vnutroskupinovych
priemerov, hlavne v pripadoch, ked’ nie je splnené jedna z podmienok pouzitia klasického
F-testu a to homogenita rozptylu. ZovSeobecnuje testovaciu Statistiku F (3.6) a aproximuje
jej rozdelenie pravdepodobnosti, spolu s pouZitymi stupfiami vol'nosti.

Welch spolu s Aspinom uz skor prisli s aproximativnym rieSenim overovania
zhody strednych hodndt v pripade rozdielnych rozptylov pre dve porovndvané skupiny
(k = 2). Welch sa snazil zistit, ¢i tdto metéda aproximdcie bude mat vyuzitie aj pre
vSeobecnejsi problém testovania zhody strednych hodndt viac ako dvoch stborov (k > 2).
Vo svojej praci (1951) ukazuje, ako sa dd v tomto pripade odvodit’ testovacia Statistika F-
testu a prislusné pocCty stupiiov volnosti.

Testovacia Statistika Welchovho F-testu obsahuje vdhu w;. Hodnota tejto vdhy
zéavisi od pocetnosti i-teho porovndvaného stboru n; a sucasne od prislusného rozptylu §;.
Viha sa vypocita ako

n;
w; = —

(3.39)

Si.
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Tieto vahy nésledne pouZijeme pri vypocte upravené¢ho celkového priemeru

YWELCH

Fwetcnh = —Z"k ] (3.40)

1
Fi== v (3.41)

Takisto ako pri klasickej analyze rozptylu, aj v tomto pripade celkovy sucet
Stvorcov (SST) rozlozime na medziskupinovy sucet Stvorcov (SSA) a vnitroskupinovy
sucet Stvorcov (SSE). V SSA pouzijeme na vypocet medziskupinovych odchylok
upraveny celkovy priemer Vi q;-n. Druhd mocnina tychto odchylok je eSte prevazena

vahou wy,.

k
SSAweich = Z w;(Ji. — Yweicn)® (3.42)

i=1

Priemer $tvorcov odchylok potom vypocitame ako
SSAWelch

MSAWelCh = k—1 (3.43)
Testovaciu Statistiku definujeme ako
SS]fWellch
Fweien = ——77 =57 - (3.44)
4 2A(k3 2)
kde vyraz A vypocitame ako
(1 - leW)
3yk, % (3.45)
A= i
k-1
Statistika Fyyejc, pochddza z Fisherovho rozdelenia so stuptiami vol'nosti:
1
dfy = (k —1); df; =+ (3.46)
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Testovand hypotéza je takd istd, ako v pripade klasickej analyzy rozptylu. Budeme
teda overovat, ¢i plati, Ze vSetky stredné hodnoty porovnavanych suborov su si rovné, t.j.
wi=u=12..,k)
Ho:py = pp =+ = piy, (3.47)

oproti alternativnej hypotéze, Ze aspoil dve stredné hodnoty st rozdielne

Hy:non H,,. (3.48)

H, zamietame ak sa testovacia Statistika F nachadza v kritickej oblasti

1
F>F_,(k— 1‘K)’ (3.49)

kde Fi_o(k—1; %) je (1 — a)-kvantil Fisherovho rozdelenia s (k—1) a (%)
stupiiami vol'nosti.

Pri poruseni predpokladu o homoskedasticite porovndvanych suborov je Welchova
ANOVA spol'ahlivejSou alternativou analyzy rozptylu. Jeho testovacia Statistika ma mene;j
stupiiov vol'nosti, preto sa povazuje za menej silny test. Pozor by sme si mali davat’, najmi
v pripade malého poctu pozorovani, pretoze vahy w; v testovacej Statistike zavisia od

pocetnosti suboru ajeho rozptylu. Vysledky vtom pripade mo6zu byt nestabilné

(Hangcheng, Liu, 2015).

3.5 Kruskal-Wallisov test

Kruskal Wallisov poradovy neparametricky test mozno pouzit’ v pripadoch, ked
chceme zistit’, ¢i rozdielne Grovne faktora medzi porovndvanymi skupinami vplyvaju na
stredné hodnoty skumanej zavislej premennej Y, ale udaje nepochéddzaji z normélneho
rozdelenia, teda je poruSena podmienka pouzita analyzy rozptylu.

Podmienkou jeho vyuzitia je, Ze porovnavané vyberové subory su navzijom
nezavislé, sledovanand ndhodnd premennd X je spojitd a stupnica merania hodndt
premennej X je najmene] ordindlna. Mozno ho pouzit’ aj v pripade, ak je stupnica hodnot
vyberového suboru intervalova, ale budeme k nej pristupovat’ ako keby bola ordindlna. Aj
ked’ pri Kruskal-Wallisovom teste nemusi byt’ splneny predpoklad normality, podmienka
homoskedasticity by mala byt’ splnend (McDonald, 2014).
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Nulovad hypotéza Kruskal-Wallisovho testu tvrdi, Ze mediany v skupinidch su

zhodné

HO:Xl = XZ = = Xk,k = 3, (3.50)

oproti alternative, ze mediany aspon dvoch skupindch nie si zhodné

Hy:non Hy,. 3.51)

MozZeme sa stretnit’ aj s alternativnym znenim nulovej hypotézy, ze vyberové
subory pochddzaji zo zdkladného stboru s rovnakym rozdelenim. To znamend, Ze poloha
rozdeleni vo vsetkych k podstiboroch je rovnakd, oproti alternativnej hypotéze, ze aspoini
dve rozdelenia sa liSia polohou. Ak st rozdelenia vo vSetkych stboroch rovnaké, potom
plati v k siboroch rovnost’ vSetkych charakteristik.

Zoradme vSetkych n hodndt xq,x,, ..., x, z k vyberovych siborov do jedného
suboru s rozsahom n = n; + n, + ..., +n atieto hodnoty usporiadajme do neklesajiicej
postupnosti

Xit X1, X2, ey X ™ X(i): X(l),X(z), ey X(n), (3.52)

kde
X(i-1) S X@) S X+t =12,..,n (3.53)

Hodnotdm v spojenom subore priradime poradia, kde poradie 1 bude priradené
najmensej zistene] hodnote a poradie n bude priradené najvacSej hodnote. Ak nastane
situécia, ked’ budi dve hodnoty rovnaké, tak obom priradime priemerné poradie. V pripade
platnosti nulovej hypotézy by poradia mali byt rovhomerne rozdelené do k vyberovych
stiborov (Pacdakovi a kol., 2015).

Rovnomernost’ rozdelenia poradi medzi vyberovymi sibormi budeme posudzovat
podla suctu ur¢enych poradi v kazdom vyberovom stibore. Tento stucet oznacime T;, pre j-
ty vyberovy stubor. Testovacia Statistika ma tvar

k
KW ng ~3(n+1). (3.54)

nn+1) =t §

Ak sa v postupnosti vyskytnu priemerné poradia, vypocitame koeficient korekcie
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bihi—hy)
n3—n

c=1- (3.55)

)’

kde p je pocet skupin s priemernym poradim a h; je pocet priemernych poradi v i-
tej skupine. Upravent testovaciu $tatistiku KW' dostdvame po predeleni koeficientom c:

_Kw
=—

KW' (3.56)

Ak su podiely stctov poradi v jednotlivych k vyberovych siboroch len nevyznamne
rozdielne vzhladom na rozsah podsuborov, bude mat testovacia Statistika KW mald
hodnotu. Ak sd ale naopak rozdiely v podieloch suctov poradi vyznamne vel'ké, Statistika
bude nadobudat’ velki hodnotu.

Pri splneni podmienok k >4 a n; =5, ma testovacia Statistika y?-rozdelenie
s k — 1 stuptiami volnosti. Pri nesplneni tychto podmienok musime pouzit’ Specidlne
tabulky pre Kruskal-Wallisov test (Kotlebova a kol., 2015). Nulovd hypotézu zamietame,
ak sa hodnota testovacej Statistiky KW nachddza v kritickej oblasti

KW > y2(k—1), (3.57)

kde y2(k — 1) je a-kvantil y? rozdelenia s k — 1 stupfiami vol'nosti.
Pri Kruskal-Wallisovom teste pracujeme len s poradiami, atak stracame cast
informdcii z povodnych hodnot, co moze spdsobit, Ze miera chyb II. druhu je vécsia (sila

testu je mensia) ako pri parametrickej analyze rozptylu.

3.6 Predpoklady pouzitia analyzy rozptylu

Dvojvyberovy F-test zhody rozptylov ateda aj ANOVA, ktord z neho vychdadza,
vyzaduje splnenie tychto predpokladov:

e Populécie, zktorych pochddzaji porovndvané vyberové subory, maji

normadlne rozdelenie.
e Porovndvané vyberové sibory si navzdjom nezavislé.

e VsSetky zdkladné sdbory maji zhodné rozptyly (podmienka

homoskedasticity).
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3.6.1 Normalita

Predpoklad normality znamend, Ze pozorovania vo vyberovych stboroch
pochddzaju z populécie, ktord ma normdlne rozdelenie pravdepodobnosti. Tieto populécie
vSak nemame k dispozicii, mdme z nich iba nahodny vyber. Vd’aka centralnej limitnej vete
vieme, ze ak nase vybery budi dostato¢ne velké (véacSie ako 30 pozorovani), tak
rozdelenie vyberového priemeru sa bude blizit’ k normalnemu rozdeleniu.

Normalitu mdézeme overovat viacerymi spdsobmi. Jednym z nich je grafické
postidenie. Pomocou grafického zobrazenia moézeme vidiet, ¢i sa rozdelenie
analyzovanych udajov priblizuje ku krivke normalneho rozdelenia. Najviac pouzivané typy
grafov na zistovanie normality sd histogram a takzvany kvantilovy Q-Q graf (quantile-
quantile). Q-Q graf porovndva vzostupne zoradené udaje z vyberu, oproti hodnotdm
z teoretického rozdelenia.

V mnohych pripadoch nam pri overovani normality pomdéze jednoduchy histogram
z naSich udajov. Vidime tak, ¢i je rozdelenie empirickych tdajov podobné normalnemu
rozdeleniu. Ako jasne vidno na grafe 3.1, zobrazené tdaje si pravostranne zoSikmené

a liSia sa od symetrickej krivky normalneho rozdelenia (Maxwell, Delaney, 2018).

Graf 3.1: Histogram zobrazujici pravostranne zoSikmené udaje

|1
dis Std. Dev =133.43
= Mean = 149.7

N =106.00
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Zdroj: MAXWELL, Scott E.; DELANEY, Harold D.; KELLEY, Ken. Designing experiments and
analyzing data: A model comparison perspective. Routledge, 2017. s. 138

Dalsou moZnostou na overenie normality su Statistické testy, ako napriklad

Kolmogorovov-Smirnovov test a Shapiro-Wilkov test. Ak naSe udaje obsahuju menej ako
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50 pozorovani odportca sa pouzit Shapiro-Wilkov test. V pripade vicSieho poctu

pozorovani je vhdnejSie pouzit’ Kolmogorovov-Smirnovov test (Maxwell, Delaney, 2017).

3.6.2 Nezavislost’ pozorovani

Nezavislost vyberov znamend, Ze hodnota jedného pozorovania z ndhodného
vyberu neovplyviiuje hodnotu druhého pozorovania anaopak. Pri analyze rozptylu
mozeme tito podmienku este rozClenit’. Musi byt” splnena nezavislost’ pozorovani v rdmci
. . . . . , e . . . o ,
jednej skupiny, a si¢asne musia byt’ nezavislé aj pozorovania medzi skupinami. Zavislost
medzi pozorovaniami je Casto sposobend nespravnym ziskavanim udajov alebo zlym

navrhom §tadie (McDonald, 2014).

Predpoklad nezévislosti je ddlezity. Porusenie tohto predpokladu mé za nésledok
podstatné zvysSenie miery chyb I. druhu. Scariano a Davenport (1987) ukazali, ze ak
vykondvame analyzu rozptylu so zvolenou hladinou vyznamnosti 0,05, tak pri zavislych
pozorovaniach (s hodnotou Pearsonovho korela¢né¢ho koeficientu 0,5) je miera chyb L

druhu az 0,74.

3.6.3 Homoskedasticita (zhoda rozptylov)

Len zriedkakedy si mdézeme byt isti homoskedasticitou analyzovanych udajov.
Preto je dolezité, aby sme vedeli pouzit’ Statistické testy, ktorymi overime, ¢i maja data
zhodné rozptyly. Grafy, ktoré zobrazuju intervaly spolahlivosti pre skupinové priemery
spolu so smerodajnymi odchylkami taktieZ moZzu byt ndpomocné na predbeZné vyvratenie
alebo potvrdenie predpokladu homoskedasticity v naSich datach. Pri pohl'ade na graf 3.2,
ktory zobrazuje 95%  intervaly spol'ahlivosti strednych hodndt porovnavanych skupin,
vidime, ze najdlhsi interval je takmer 3 krat dlh$i ako najkrat$i. Napovedd ndm to,

ze predpoklad zhody rozptylov je poruseny (Maxwell, Delaney, 2017).
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Graf 3.2: Intervaly spoPahlivosti strednych hodnét porovnavanych skupin
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Zdroj: MAXWELL, Scott E.; DELANEY, Harold D.; KELLEY, Ken. Designing experiments and
analyzing data: A model comparison perspective. Routledge, 2017. s. 140

Pri testovani homoskedasticity (zhody rozptylov) vo vSeobecnosti overujeme

platnost’ nasledovnej nulovej hypotézy:

H,: 0% = 0% = --0? = - = a7, (3.58)

oproti alternativnej hypotéze

Hy:non H, (aspon jeden rozptyl of je rozny). (3.59)

V nasledujicom texte wuvedieme najpouZivanejSie testy na  overenie

homoskedasticity.

3.6.4 Hartleyov test

Test md velmi jednoduchu testovaciu Statistiku, ktorou je pomer najvicsieho
vyberového rozptylu a najmenSieho vyberového rozptylu. Na jeho pouzitie musi byt
splnend podmienka normality testovanych tudajov, ¢o dokazuju aj Stadie skumajtce jeho
robustnost’, (Neter et al., 1990) a navyse st potrebné aj rovnaké rozsahy skupin.

_ max §?

H= . (3.60)

min §12

Hodnoty testovacej Statistiky blizke 1 podporuji hypotézu o homoskedasticite,
naopak, vysoké hodnoty podporuji alternativnu hypotézu o heteroskedasticite. Kritickd
oblast’ tejto testovacej Statistiky sa vyjadri ako

Hy, ={H;H =2 Hi_,(k;n — 1)}, (3.61)
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kde H,_,(k;n — 1) je za predpokladu platnosti nulovej hypotézy (1- a)-kvantil
rozdelenia H sk a n—1 stupiami volnosti. Pre n plati, ze ny =n, =--n,=n
(Pacdkova a kol., 2012). Hodnota H je urcend z tabulky kritickych hodnét pre Specialne
rozdelenie. V tabulke ndjdeme hodnoty len pre 1. a 5. percentil. Zistime z nej hodnoty pre
2 az 12 vyberov  priCom stupne  volnosti  musia byt  z mnoZiny

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,15, 20, 30, 60, oo} (Kanji, 1999).

3.6.5 Bartlettov test

Vyhodou Bartlettovho testu je, ze ho mozno pouzit' aj pre subory s rozdielnymi
pocetnost’ami skupin. Podobne ako Hartleyov test je vSak citlivy na porusenie normality.

Jeho testovacia Statistika ma tvar

k
B= %[(n —k)In§? - Z(ni ~11n 32], (3.62)
i=1

kde n predstavuje stiet pocetnosti vietkych k skupin (n = ¥, n)). izpredstavuje

rozptyl v i-tej skupine s n; pozorovaniami, co mézeme vyjadrit’ ako

: n; — 1 .
§? predstavuje priemer zo skupinovych vyberovych rozptylov
~2
sz 1 =D, (3.64)
n—k
a ¢ sa vypocita pomocou vztahu
v 11
_ Fin -1 (n—k) (3.65)
c=1+ 30— 1)

Ak plati nulovad hypotéza o zhode rozptylov, testovacia Statistika B mé priblizne
rozdelenie y%s k — 1 stupfiami volnosti. Zarovefi je nutné, aby kazda zo skupin mala
aspon 6 pozorovani. Kritick4 oblast’ testu je

By = {B; B = x{_o(k — 1)} (3.66)

(Pacdkova a kol., 2012).
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3.6.6 Leveneov test

Robustnejsiu alternativu k Bartlettovmu a Hartleyovmu testu pontka Leveneov test
homoskedasticity. Je menej citlivy k poruseniu normality. V podstate pri iom vykondvame
analyzu rozptylu odchylok pozorovanych hodnoét od celkového priemeru. Testovacia

Statistika W ma tvar

L7 —2)°
— 3.67
Xl (2 — 7)? (3.67)
(n—k)

Moézeme vidiet’, ze Statistika W ma vel'mi podobny tvar ako F test. V Citateli je
priemerny sucet Stvorcov rozdielu skupinovych priemerov a celkového priemeru (SSA)
a v Citateli priemerny sucet Stvorcov rozdielu jednotlivych hodnot od skupinového
priemeru (SSE).

Vzt'ah 1.40 obsahuje premennt z, ktord mdze byt’ vypocitana rdozne, v zdvislosti na

rozdeleni idajov.

zi; = |yi; — 7, (3.68)

ako absolutna hodnota rozdielu y;; a skupinového priemeru,

zi; = |yi; — 7, (3.69)

ako absolutna hodnota rozdielu y;; a skupinového medidnu,

(3.70)

— oF
zij = |yis =i

ako absoluitna hodnota rozdielu y;; a 10 % zastrihnutého skupinového priemeru.

Vo vztahoch 3.67 az 3.70 Zz, oznaCuje priemer premennej z v i-tej skupine a Z_je
celkovy priemer zo vSetkych pozorovani (Pacédkova a kol., 2012).

Zastrihnuty priemer dostaneme, ked zo vzostupne usporiadaného vyberového
suboru vynechdme 10 % najmensich a najvac¢Sich hodndt (He, 2011).

Typ vypoctu z ovplyviiuje robustnost’ a silu Leveneovho testu. Leveneova pdvodna
praca obsahovala len vypocet s oby€ajnym priemerom. Brown a Forsythe (1974) rozsirili
Leveneov test o moZnosti s orezanym priemerom a medidnom. Vykonali Monte Carlo

simulacie, ktoré indikovali, Ze pri Udajoch pochadzajucich zrozdelenia s tazkymi
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chvostami sa najlepsie vysledky dosiahli s orezanym priemerom. Ak udaje pochddzali zo
zoSikmeného (napriklad x?) rozdelenia, tak najrobustnejsie vysledky sa dosiahli
s medidnom. Pouzitie priemeru malo najvacsiu silu pri symetrickych rozdeleniach so
stredne tazkymi chvostami.

Optimélna volba vypoctu z zdvisi od rozdelenia udajov, ale vo vSeobecnosti sa
odporaca moznost s pouzitim medianu, ked'Ze poskytuje dobri mieru robustnosti, pri
zachovani sily. Ak mdme viac informdcii o rozdeleni analyzovanych tdajov, mdzeme
zvolit’ ini vhodnejsiu alternativu.

Kriticka oblast’ testovacej Statistiky W (pre vSetky varianty z) je mnoZzina

Woe ={F;Fi_o(k = 1;n = k)}, (3.71)

kde Fi_,(k — 1;n — k) je za predpokladu platnosti nulovej hypotézy (1- a)-
kvantil Fisherovho rozdelenia s k —1 an — k stupnami volnosti (Pacdkova a kol.,

2012).

3.6.7 O’Brienov test
Podobne ako pri Leveneovom teste, aj pri O’ Brienovom teste sa vychddza z F-testu
a analyzy rozptylu, ale dprava premennej z;; je mierne odliSna.

Najprv vypocitame pre kazdu skupinu vyberovy rozptyl

S-Z _ Z?=1(yij - yj)zl (3.72)

J .
n; 1

Hodnoty transformovanej premennej z ur¢ime pomocou vzt'ahu

B (nij — L5)n;(vi; — ¥,)* — 0,557 (n; — 1)

= 3.73)
& (= D~ 2)
Testovacia Statistika ma potom tvar podielu
2?:1(2_1 —2)°
(k=1
0= . —= 3.74)
1 X5t (i — 7)?
(n—1k)

kde z, je skupinovy priemer transformovanych premennych a z_je celkovy priemer

vSetkych tranfsormovanych premennych. Ak plati nulovd hypotéza o rovnosti rozptylov,
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testovacia Statistika mé rozdelenie F s poctami stupniov volnosti (k—1) a (n—k).
Nulovi hypotézu zamietame, ak nadobida hodnoty z mnoziny
Og ={F;F1_q(k — 1;n — k); oo}. (3.75)
Ak su rozsahy vyberovych stborov vel'mi nevyvazené (najvacsi vyber je 4 a viac
nasobne vicsi ako najmensi vyber), odporuca sa kvoli robustnosti pouzit’ Welchov F-test

namiesto klasického F-testu (Abdi, 2007).

3.7 Transformacia udajov

Ak tdaje nespifiaju podmienku normality alebo homoskedasticity, mozeme ich
transformovat’ tak, aby sa viac priblizili k podmienkam pouzitia analyzy rozptylu.
Transformdcia znamend upravenie udajov pomocou matematickej funkcie. Treba
podotknut, Ze transformované s hodnoty zavislej premennej. Napriklad, ked’ st udaje
kladne zoSikmené, tak pouzitie odmocninovej alebo logaritmickej transformécie ma vo
vSeobecnosti za nasledok priblizenie sa k normalite, v niektorych pripadoch aj
k homoskedasticite.

Existuje mnoZzstvo transformadcii, z ktorych si mézeme vybrat. Jednou zo stratégif,
ktorou mézeme postupovat’ pri vol'be transformécie, je jednoducho vyskusat’ ich viacero
azvolit ta, po ktorej sa udaje najviac priblizili k splneniu predpokladov (mensia
heteroskedasticita, niz$ia miera $picatosti a Sikmosti). Dalsi sposob spodiva v tom, Ze
najcastejSie pouZzivané transformacie mozno zoradit’ podla stupfia mocniny povodnej
premennej. Takyto ,,rebricek umocnenia® je uvedeny v tabulke 3.3 (Maxwell, Delaney,
2017).

Tabul’ka 3.3: NajcastejSie pouZivané tranformacie udajov

Exponent Transformacia Vysvetlenie

Umocnenie, uzito¢né pri

2 Y? . o )
zapornom zoSikmeni

1 Povodné tdaje, bez transformacie

Y
Odmocnenie, uzito¢né pri kladne
JY p

v
’ zosikmenych rozdeleniach

Logaritmovanie, uzito¢né ked’ je
0 log,o Y odhadnuté p blizke 0, t.j. pri
extrémne kladnom zoSikmeni

-1 1 ly Reciproéné

Zdroj: MAXWELL, Scott E.; DELANEY, Harold D.; KELLEY, Ken. Designing experiments and
analyzing data: A model comparison perspective. Routledge, 2017. s. 143.
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Pri logaritmovani a odmocneni treba pamaétat’ na to, ze takéto Upravy nemdzeme
spravit, ak je povodnd hodnota nulova. V tom pripade k nule pripoc¢itame mali hodnotu,
obycajne 1, takze transformacia bude mat tvar log,o(Y + 1). Ak udaje obsahuju vela
nulovych hodndt, logaritmicka transformicia neprindSa spolahlivé vysledky
a analyzovanie takychto udajov je komplikované (Childs, 2018).

Pouzitie transformécii vSak prinasa aj nevyhody. Hlavnou z nich je, Ze interpretacia
vysledkov je menej jasnd a jednoznacna. Z potvrdenia nulovej hypotézy o zhode strednych
hodnét premennej Y nevyplyva, Ze plati hypotéza o zhode transformovanych strednych
hodndt Y. Na ilustraciu uvadzame priklad:

Majme dva vyberové suibory X; a X,. Ak udaje z oboch vyberov pochddzaji zo

zdkladnych sdborov s lognormdlnym rozdelenim, LN (uy,07) a LN (uy,0%), tak strednd

2
hodnota rozdelenia prvého vyberu je exp(u, + %) a strednd hodnota rozdelenia druhého

2
vyberu je exp(u, +%). Ak pouzijeme dvojvyberovy t-test na pdvodné tudaje, tak

testujeme nulovl hypotézu, Ze tieto 2 stredné hodnoty su rovnaké:

2

of 03
Hy:exp | uq + > )= exp(u, + 7) (3.76)

Ak pouzijeme logaritmickd transformaciu na naSe Udaje, tak transformované udaje
buda mat’ strednt hodnotu p; a rozptyl o pre prvy vyber a u, a a2 pre 2. vyber. Teda ak
pouzijeme dvojvyberovy t-test na transformované tidaje, nulova hypotéza bude mat’ tvar

Ho: py = pa. 3.77)

Na porovnani tychto dvoch nulovych hypotéz jasne vidno, Ze nie su ekvivalentné

(Feng, 2014).

3.8 Robustnost’ analyzy rozptylu

Pod robustnostou rozumieme nizku citlivost’ Statistickych metdd na poruSenie
predpokladov ich pouzitia. To znamend, Zze miera chyb I. druhu (pravdepodobnost
zamietnutia pravdivej nulovej hypotézy) sa porusenim tychto predpokladov vyrazne
nemeni (Box, 1953).

Stadie skimajiice robustnost’ Statistickych metéd vratane analyzy rozptylu
vyuzivaju Monte Carlo simulacie. Aby sa zabezpecila porovnatelnost’” tychto Studii, je

potrebné pracovat’ so Standardnym kritériom urcujiicim robustnost. Ako najviac vhodné
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kritérium sa v odbornej literatire objavuje podmienka definovana Bradleyom (1978). T4
hovori, ze Statisticky test mozno povazovat’ za robustny, ak empirickd miera chyb I. druhu
je medzi 0,025 a 0,075 pre zvolend hladinu vyznamnosti 0,05. Ak je tdto miera nad 0,075,
tak test je prili§ liberdlny. V podmienkach analyzy rozptylu to znamend riziko zdveru
testovania, podl'a ktorého porovnavané skupiny maji rozdielne stredné¢ hodnoty, lenze v
skuto¢nosti st ich stredné hodnoty rovnaké. Naopak, ked’ je miera chyb I. druhu mensia
ako 0,025, tak test je prili§ konzervativny. Znamena to, Ze je vysSia pravdepodobnost’
chyby druhého druhu.

V mnohych pripadoch pouzitia analyzy rozptylu st predpoklady na jej vyuzitie
splnené. Empirické skusenosti ¢asto potvrdzuju, Ze daje st aspon priblizne normédlne.
Takisto podmienka rovnosti rozptylov je Casto splnend, pretoze rozne trovne skiimaného
faktora moézu ovplyviovat’ stredni hodnotu v skupinich, ale nie variabilitu. Splnenie
podmienky nezdvislosti, je z velkej casti uréené ndvrhom a vykondvanim samotného
experimentu. Aj ked’ testované udaje nekopiruju dokonale normalne rozdelenie, moézu byt’
k nemu dostatocne blizke (unimodalne, symetrické, len mélo extrémnych pozorovani)
a nemusime podmienke normality prikladat’ velktl vahu. Otdzkou je, ako rozhodnut, kedy
je toto odchylenie od normality a homoskedasticity eSte v tolerancii, a kedy uz nie. Za
ucelom zistenia robustnosti analyzy rozptylu bolo vykonanych mnoho S§tudii, ktorych

vysledky zrekapitulujeme v tejto kapitole (Maxwell, Delaney, 2017).

3.8.1 Porusenie normality

ANOVA je vo vSeobecnosti robustnd voci poruseniu podmienky normality
a v tomto pripade je miera chyb I. druhu blizko k nominélnej (Zelanej) hodnote. Ak tdaje
v §tadii porovnavajucej 3 skupiny po Siestich subjektoch nepochidzajii z normélneho
rozdelenia, percento zistenych hodnot F-Statistiky presahujucich kriticki hodnotu 3,68 je
stdle relativne blizko k 5 %. Preto mnohi nepovazuju porusenie predpokladu normality za
vyraznl prekdzku pri pouZiti klasickej analyzy rozptylu. Metaanalyza simulacnych Stadif,
ktoré pouzivali data pochadzajice z vyrazne zoSikmeného (y; = 2) a zoSpicateného
(y, = 6) rozdelenia s rovnakymi pocetnostami v skupinich, vykazovali hladiny a vel'mi
blizko k nomindlnej hodnote 0,05. Konkrétne @ = 0,059 so smerodajnou odchylkou 0,026.
Vyraznej$i rozdiel bol pri analyze rozptylu, pri skupinich s rozdielnymi pocetnostami, kde

a = 0,069 so smerodajnou odchylkou 0,048 (Lix, Keselman, Keselman, 1996). Stadie
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naznacuju aj to, Zze miera chyb I. druhu vo vSeobecnosti rastie imerne s tym, ako sa déita
odliSuj od normality.

Na robustnost’ v§ak nemozno pozerat sposobom bud’ — alebo. Tym ako sa udaje
vzdial'uji od normality, zistend miera chyb I. druhu v $tadiéch typicky rastie. Napriklad
Micceri (1989) analyzoval dita z extrémne asymetrického rozdelenia, kde miery chyb L
druhu boli vSeobecne vel'mi blizko nominalnej miere aj pri nepriaznivych podmienkach,
akymi boli malo pocetné vybery snerovnakymi pocetnostami a zaroveil boli skor
konzervativne.

Vicsina stadii zameranych na robustnost’ analyzy rozptylu sa zameriavala na chyby
L. druhu, ale nie na silu testu (1- miera chyb II. druhu). Wilcox (1995) uvadza, Ze ANOVA
je vo vSeobecnosti malo robustna v sile testu pri poruseni normality. Podl'a neho udaje vo
vyskumoch ¢asto pochddzaji z rozdelenia z neo¢akavane tazkymi chvostami. NavySe na
prvy pohl'ad pomocou grafickych metdod ani nezistime, Ze data v nasom vybere su

z takéhoto rozdelenia.

3.8.2 Porusenie homoskedasticity

Stidie zamerané na robustnost F-testu boli zhrnuté Glassom, Peckhamom
a Sandersom (1972). Podla nich sa vysledky tychto $tadii daju zosumarizovat do 2
zdkladnych bodov. F-test je mozné povazovat’ za robustny, ked” maji skupiny rovnakeé
pocetnosti a rozsah skupin nie je vel'mi maly (vi¢$i nezZ 7).

Druh¢ zistenie je, Ze F-test obyCajne nie je robustny, ked maju porovnavané
skupiny heterogénne rozptyly. V tom pripade, ale miera chyb I. druhu zavisi na pomere
rozptylov a pocetnosti v skupine. To znamena, Ze F-test ma tendenciu byt konzervativny,
ked’ je tdto kombindcia pozitivna, teda ked’ ma skupina s najvacsim rozptylom aj najvacsiu
pocetnost’ a sucasne skupina s najmensim rozptylom ma najmensiu pocetnost’. Naopak, ak
je kombindcia negativna — skupina s najva¢Sim rozptylom ma najmen$iu pocetnost
a skupina s najmensim rozptylom ma najvacsiu pocetnost, tak test je liberalny.

Porovnanie mnohych novsich §tadii od Blanca a kol. (2017), ktoré sa zameriavaji
na pouzitie analyzy rozptylu srovnako pocetnymi skupinami, vSak nie je vobec
jednozna¢né. Uvadzaji viacero S§tadii, ktoré dosli k protichodnym zdverom, niektoré
robustnost’ F-testu potvrdzuji, iné zase vyvracaju. Tato nekonzistentnost moze byt
sposobena viacerymi faktormi. Stadie nepouZili jednotné kritérium na definovanie

robustnosti (napriklad spominané Bradleyovo). Takisto pouzili rdézne ukazovatele na

41



posudenie miery heteroskedasticity (variacny koeficient, variany pomer, pripadne vlastné
Specifické indexy). Vo vSeobecnosti sa da z vysledkov tychto stadii usudit’, Ze pri situacii
ked’ ma jedna skupina extrémne odliSnu variabilitu (1:1:30) F-test nie je robustny.

Stadia od Blanca akol. (2017) testovala za pomoci Monte Carlo simuldcii
robustnost’ F-testu pri heterogénnych rozptyloch s réznymi charakteristikami vyberovych
suborov. Sledovali, ¢i na robustnost’ vplyva rozsah vyberového suboru, rovnaké aj odlisné
pocetnosti v skupinach, kombinacia velkosti rozsahu suboru a velkosti variability
a takzvaného pomeru rozptylov. Ich vysledky ukdzali, ze robustnost’ dokazeme spol'ahlivo
posudit’ pomocou pomeru rozptylu skupiny s najviac¢Sou variabilitou a skupiny s najmenSou

variabilitou:

Oimax
vdskup in. = : (3.78)

lmin

Celkovy rozsah vyberového suboru nevplyva pri porusenej podmienke rovnosti
rozptylov na robustnost’. Velky rozsah nds teda nemusi ochrdnit’ pred efektom, ktory ma
heteroskedasticita. Robustnost’ F-testu klesd spolu so stipajicim pomerom rozptylov.
Inymi slovami, ¢im viac sa porusi podmienka homoskedasticity, tym menej je test
robustny. Pri pomere rozptylov rovnému 1.5, bol F-test robustny pri vSetkych moznych
overovanych podmienkach. Pri vy$Sej hodnote tohto ukazovatela uZ zacina byt test pri

niektorych parametroch konzervativny alebo naopak liberalny.

3.9 Simulacie a metoda Monte Carlo

Metédou Monte Carlo nazyvame numericki metddu na rieSenie matematickych
uloh pomocou modelovania nadhodnych veli¢in a Statistického odhadu ich charakteristik.
Dajui sa fiou riesit’ nielen pravdepodobnostné, ale aj deterministické dlohy. Prvé pokusy,
ktoré boli predchodcami metéd Monte Carlo, boli zname uz v 19. storo¢i. Takzvana
Buffonova uloha o ihle spocivala v urceni ¢isla m, pomocou ndhodného hadzania ihly na
rovinu pokrytd rovnako vzdialenymi rovnobezkami, pric¢om dizka ihly bola rovnd

vzdialenosti medzi rovnobezkami. D4 sa odvodit, ze pravdepodobnost’ pretnutia
rovnobeZzky ihlou je % (Dtfimal, Trunec, 1989).

K praktickejSiemu vyuzitiu takychto metéd doSlo az po rozSireni vypoctovej
techniky a pocitacov. Vroku 1944 John von Neumann navrhol pouzitie aparatu

pravdepodobnosti pomocou pocitacov pri vyvoji atomovej bomby, ked spolu s S. A.
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Ulamom, N. Metropolisom, H. Kahnom a E. Fermim skudmali spravanie neutrénov. Prave

v praci Metropolisa a Ulama (1949) bol spomenuty termin metoda Monte Carlo.

3.9.1.1 Postup rieSenia uloh metédou Monte Carlo

Pomocou metdédy Monte Carlo modelujeme taku ndhodnu veli¢inu X, ktorej stredna
hodnota E (X) je rovna hl'adanej hodnote a, ¢o je rieSenim tlohy. Teda plati

E(X)=a. (3.79)

Ak vygenerujeme n nezdvislych realizicii Xq, Xy, ..., X, ndhodnej veli¢iny X, tak a

moézeme odhadnut’ pomocou aritmetického priemeru

1
A=~ Kot et X). (3.80)

Hodnoty Xi,Xj,...,X, dostaneme vo vicSine Monte Carlo metéd najprv
generovanim hodnot nahodnej veli€iny Y rovnomerne rozdelenych na intervale (0;1).
Tieto sa nasledne pretransformuji vhodne zvolenou funkciou f alebo vhodnym
algoritmom na pozadované hodnoty X;,Xj,...,X,. Ziskané vysledky ndsledne vhodne

Statisticky spracujeme (Dtimal, Trunec, 1989).

3.9.1.2 Pouzitie Monte Carlo simulicie v induktivnej (inferencnej)
Statistike
Zakladnou myslienkou pouzitia Monte Carlo simulécii v inferen¢ne;j Statistike je to,
ze urCité poznatky o skiimanej charakteristike mozeme ziskat' opakovanym nahodnym
vyberanim z toho istého rozdelenia alebo populécie a pozorovanim, ako sa hodnota tejto
charakteristiky meni medzi vybermi.
V Statistike maji Monte Carlo simulécie viacero vyuziti. Patri medzi ne:
e Vykonavanie inferenénych metdd, ked” nevieme analyticky vyjadrit
rozdelenie testovacej Statistiky.
e Posudzovanie presnosti inferenénych metod, ked’ su poruSené predpoklady
ich vyuzitia.
e Testovanie nulovych a alternativnych hypotéz za r6znych podmienok.
e Posudzovanie sily inferenénych metod.

e Porovndvanie kvality réznych odhadov.
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Vseobecny postup, akym pouzivame Monte Carlo simulacie v tllohach inferenc¢ne;j
Statistiky je nasledovny:

1. Uréime model alebo pseudo-populaciu, ktord bude reprezentovat skutocnu
populdciu, ktord nés zaujima.

2. Urobime ndhodny vyber na ziskanie vzorky zrozdelenia alebo pseudo-
populécie

3. Zistime hodnotu analyzovane;j Statistiky a ulozime ju.

4. Zopakujeme kroky 2 az 3 pre M pokusov.

5. M hodndt zistenych z jednotlivych pokusov pouZijeme na urcenie rozdelenia
Statistiky.
(Martinez, Martinez, 2008)

3.9.2 Stanovenie mier chyb L. a II. druhu pomocou simulacii

Ako uz bolo uvedené v prehlade stcasného stavu rieSenej problematiky, pri
Statistickom testovani hypotéz méze dojst’ k dvom druhom chyb. Prvou je chyba I. druhu,
ktord nastane, ked’ Statisticky test zamietne pravdiva nulovi hypotézu. Opaény problém
nastane, ked prijmeme nulovi hypotézu, ktord v skutocnosti nie je pravdiva. Vtedy
hovorime, ze nastala chyba II. druhu.

Pomerne jednoduchou procedurou je mozné zo vsetkych vygenerovanych udajov

urcit’ pre skimany $tatisticky test odhad miery chyb I. a II. druhu.

3.9.2.1 Odhad miery chyb I. druhu

Pri zistovani odhadu tejto miery budeme generovat’ udaje, v ktorych maji skupiny
s rozdielnou urovnou faktora rovnaké stredné hodnoty. Mdézeme povedat’, ze generujeme
vyberové sibory z pseudo-populdcie, ktord reprezentuje hypotézu H,. Postup pri stanoveni
odhadu miery chyb I. druhu je potom nasledovny.
1. Definujeme pseudo-populéciu alebo rozdelenie, kde plati nulova hypotéza.
2. Vygenerujeme ndhodny vyber srozsahom n ztohto rozdelenia alebo
pseudo-populdcie.
3. Overime hypotézu zvolenym Statistickym testom.
4. Zistime, ¢i pocas testu doSlo k chybe I. druhu. Overime teda, ¢i nulova
hypotéza bola na zvolenej hladine vyznamnosti zamietnuti. Vyber sme
uskutocnili z rozdelenia, kde nulovd hypotéza plati, preto jej zamietnutie

znamend dopustenie sa chyby 1. druhu.
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Zaznamename vysledok pokusu ako

_ { 1; ak chyba I. druhu nastala
=

0; ak chyba I. druhu nenastala. 3.81)

Kroky 2 az 5 zopakujeme pre M pokusov.
Odhad miery I. druhu Statistického testu pri overovani hypotéz o tidajoch zo

zvoleného rozdelenia je potom

M
G = iz I (3.82)

(Martinez, Martinez 2008)

3.9.2.2 Odhad miery chyb II. druhu a sily testu

Postup je vel'mi podobny pri urceni ako pri odhade miery chyb I. druhu. V tomto

pripade budeme generovat’ udaje, v ktorych majt asponi dve skupiny s rozdielnou uroviiou

faktora rozne stredné hodnoty.

1.

Definujeme pseudo-populdciu alebo rozdelenie, kde neplati nulova
hypotéza.

Vygenerujeme ndhodny vyber srozsahom n ztohto rozdelenia alebo
pseudo-populdcie.

Overime hypotézu zvolenym $tatistickym testom.

Zistime, ¢i pocas testu doSlo k chybe II. druhu. Overime teda, ¢i nulova
hypotéza bola na zvolenej hladine vyznamnosti prijatdi. Vyber sme
uskuto€nili z rozdelenia, kde nulovd hypotéza neplati, preto jej prijatie
znamend dopustenie sa chyby II. druhu.

Zaznamendme vysledok pokusu ako

I = { 1; ak chyba II. druhu nastala
s

0; ak chyba II. druhu nenastala. (3.83)

Kroky 2 az 5 zopakujeme pre M pokusov.
Odhad miery I. druhu Statistického testu pri overovani hypotéz o idajoch zo

zvoleného rozdelenia je potom
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(3.84)
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8. Silu testu nasledne uré¢ime ako

~

sila testu =1 — . (3.85)

Neexistuje vSeobecne aplikovatel'na tedria, pomocou ktorej by sme mohli urcit’
vhodny pocet simulacii. Odporuca sa vSak postupovat’ podl'a nasledujuceho sposobu:

Mali by sme najprv vykonat’ maly pocet simulécii a presved¢it’ sa, ze program,
pomocou ktorého generujeme udaje funguje spravne. Ked’ sme si isti, Ze nas simulacny
program generuje zelané tidaje, mali by sme sa snazit’ vykonat’ ¢o najvac¢si pocet simulacii
M. Ich pocet zavisi aj od Casovej a vypoctovej narocnosti vykondvanych testov. Vo
vSeobecnosti by pocet simuléacii nemal byt nizsi ako 1000 a najcastejSie sa ich v studiach

vykonava 10000 az 25000 (Martinez, Martinez 2008).
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4 Vysledky prace

V aplikacnej casti diplomovej prace sa venujeme pouzitiu metdd porovnavania
strednych hodnét viac ako dvoch vyberovych siborov popisanych v teoretickej Casti.
V prvej Casti sa zaoberame pouzitim metdd analyzy rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu
na udajoch popisujucich cenu pocitaCovych zostdv. Zvlast' sa zameriavame na pouzitie
tychto testov pri rozdielnych hodnotich variability porovnavanych suborov, ktory je
jednym z predpokladov pouzitia klasickej analyzy rozptylu. Pozrieme sa, ¢i pouzitim
Welchovej analyzy rozptylu, ktord berie do dvahy aj heteroskedasticitu porovnavanych
udajov, dosiahneme odlisny vysledok, ako pri beznej analyzy rozptylu.

V dalsej kapitole aplikacnej ¢asti sa budeme venovat vzajomnému porovnavaniu
dvoch metdéd analyzy rozptylu (klasickej a Welchovej analyze rozptylu). Na zdklade
predoslych vykonanych stadii, ktoré skiimali robustnost’ a silu klasickej jednofaktorovej
analyzy rozptylu pri poruseni predpokladu homoskedasticity, sme sa rozhodli, Ze bude
zaujimavé vykonat' obdobné analyzy aj pre Welchovu analyzu rozptylu. Aplika¢na cast’
obsahuje porovnanie robustnosti, aj sily testu analyzy rozptylu oproti Welchovej analyze
rozptylu, pri poruseni predpokladu o zhode rozptylov.

Analyzy budeme vykonavat pomocou pocitacovych Monte Carlo simulécii.
Simulacné Stadie ndm umoznuju urcit’ presnost’ a robustnost’ réznych Statistickych metod,
ked’Ze v nich analyzujeme udaje, ktoré maji nami zvolené parametre a charakteristiky.
V naSom pripade teda vieme porovnat’, kol’ko krat z celkového poctu simulacii Statisticky
test spravne potvrdil alebo zamietol zhodu rozptylov, ¢i strednych hodnét v analyzovanych
udajoch. Takymto spdsobom bude mozné analyzovat’ robustnost’ a silu testov v pripade,
ked’ udaje nespliiaju predpoklady vyuZitia prislusného testu. Vd’aka moznosti generovat
udaje so Zelanymi parametrami pomerne jednoducho a rychlo si Monte Carlo simuldcie
Casto vyuzivané vyskumnikmi v ekonémii, financiach, socidlnych vedach ¢i zdravotnictve
(Burton et al., 2006).

Cely proces skimania a analyzy je vykonany pomocou procedur v Statistickom
softvéri SAS Enterprise Guide a programov vytvorenych v programovacom jazyku Python
ajeho vyvojovom prostredi Jupyter. Kod, ktorym boli vytvorené udaje, simuldcie a

vykonané Statistické testy je dostupny k nahliadnutiu v prilohe 3.
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Dufame, ze na zaklade vyskumu budeme schopni urcit’, pri akych charakteristikach
analyzovanych udajov je vhodnejSie pouzit' analyzu rozptylu akedy jej Welchovu

modifikaciu.

4.1 Aplikacia analyzy rozptylu

V prvej Casti sa zaoberdme pouZzitim metodd analyzy rozptylu a Welchovej analyzy
rozptylu na udajoch popisujucich cenu pocitacovych zostdv. Zvlast’ sa zameriavame na
pouzitie tychto testov pri porovndvani stiborov s rozdielnou variabilitou. Budeme skimat’,
¢i pouzitim Welchovej analyzy rozptylu, ktord nevyzaduje zhodu rozptylov porovnavanych
udajov, dosiahneme odlisny vysledok, ako v pripade beZnej analyzy rozptylu. Pritomnost’

homoskedasticity overime Leveneovym testom.

4.1.1 Udajova zakladiia

V tejto casti vysledkov prace sa zaoberdme pouzitim metdd analyzy rozptylu
a Welchovej analyzy rozptylu na tudajoch popisujucich cenu po¢itatovych zostav. Udaje
pochddzaji z internetovej stranky spolo¢nosti Nutanix, Inc.,' ktord zabezpetuje a predva
pocitatové zostavy, infrastrukturu potrebni na uschovu a spracovanie dat a d’alSie
softvérové rieSenia. Udajova zakladiia poskytuje informacie o cendch a zloZeni
pocitadovych zostav pre institicie §tatnej spravy v Spojenych Statoch americkych, ktoré
musia byt zo zékona zverejiiované. Dostupné Udaje obsahuji 33 048 zdznamov o
predajnych cendch zostdv s rdznymi parametrami pocitaa a jeho komponentov. Ceny su
uvedené v americkych dolaroch (USD). Udaje su rozélenené podla druhu pevnych diskov
pouzitych na ukladanie udajov, ktoré konkrétna zostava obsahuje.

V préci sme sa zamerali na jednofaktorovu analyzu rozptylu, takZe cielom naSej
analyzy bude posudit’ vplyv vybraného faktoru druh diskov na premennid cena.
Vysvetlujica premennd druh diskov je kategoridlna a nadobida 3 obmeny, teda budeme
porovnavat 3 vyberové subory. Zavisld premenna cena je numerickd auddvana
v americkych doldroch (USD). Oznacenie obmien premennej druh diskov je uvedené

v tabul’ke 4.1.

' Dostupné na internete: <http://ntnxcagov.com/>
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Tabul’ka 4.1: Urovne faktorov skiimanej premennej

Faktor Oznacenie obmeny Popis
All_HDD Obsahuje len disky typu HDD
Druh diskov All_Flash Obsahuje len disky typu SSD
Hybrid Obsahuje kombinaciu SSD a HDD

Zdroj: Vlastné spracovanie

4.1.2 Overenie homoskedasticity

Pouzitie klasickej analyzy rozptylu predpokladd splnenie troch podmienok.
Analyzované tidaje maju pochadzat’ z normélneho rozdelenia, porovndavané sibory musia
byt navzajom nezavislé a zarovein musi byt splnend podmienka homoskedasticity, teda
zhody rozptylov.

KedZze naSe porovnavané subory maju velké pocty pozorovani, vyuzijeme
centralnu limitnd vetu, ktord hovori o tom, ze ak zo zakladného stiboru uskuto¢nime
dostato¢ne velky nahodny vyber, tak vyberové rozdelenie priemeru bude asymptoticky
normdlne.

Kedze analyzované pocitacové zostavy sa skladaju z mnozstva komponentov
akazda je zostavend zinej kombindcie tychto komponentov, predpokladame, Zze
pozorovania Vv jednotlivych suboroch azaroveii medzi porovnavanymi subormi su
vzdjomne nezdvislé.

Tretiu podmienku, rovnost’ rozptylov porovnavanych suborov, budeme overovat’
Leveneovym testom. Ako uZ bolo spomenuté v predoslej kapitole, faktor, ktorého vplyv
budeme skumat’ (druh diskov) ma 3 obmeny, ¢o znamen4, Ze budeme porovnavat rozptyly
3 vyberovych stborov. To znamend, Ze na zvolenej hladine vyznamnosti 0,05 budeme
overovat’ zhodu rozptylov 67, 07, 02.

Vysledky Leveneovho testu homoskedasticity vidime v tabul'ke 4.2.
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Tabulka 4.2: Vysledky Leveneovho testu homoskedasticity

Levene's Test for Homogeneity of value Variance
ANOVA of Squared Deviations from Group Means

Sum of| Mean
Source DF | Squares| Square| F Value| Pr>F
Druh diskov 21 3.268E16| 1.634E16 500.93 <.0001
Error 3300| 1.076E17 | 3.262E13

Zdroj: Vystup zo SAS Enterprise Guide

Na zéklade p-hodnoty, ktora je menSia ako zvolena hladina vyznamnosti 0,05, zamietame
nulovi hypotézu o zhode rozptylov v porovnavanych suboroch. M6zeme teda povedat, ze

aspoil dva zo suborov maju rozdielne hodnoty rozptylov.

4.1.3 Posiidenie vplyvu druhu diskov na cenu zostavy

Nasim cielom je zistit, ¢i druh diskov pouzitych v zostave Statisticky vyznamne
ovplyviiuje vyslednll cenu zostavy. Na posudenie tohto vplyvu pouzijeme jednofaktorova
analyzu rozptylu. KedZe v predos$lej Casti sme zistili, Ze porovnavané subory nemaji
rovnakdl variabilitu, pouzijeme bezni analyzu rozptylu anasledne naSu hypotézu
otestujeme pomocou Welchovej analyzy rozptylu, ktord by mala, vzhl'adom k pritomnosti

heteroskedasticity, poskytovat’ spol'ahlivejSie vysledky.

4.1.3.1 Pouzitie beZnej analyzy rozptylu

Dalsim krokom je overenie vplyvu premennej druh diskov na vysledni cenu zostav.
Na overenie pouzijeme jednofaktorovi analyzu rozptylu, kde budeme na hladine

vyznamnosti 0,05 testovat’ hypotézu o zhode strednych hodnét porovndvanych siborov.

Tabul’ka 4.3: Vysledky jednofaktorovej analyzy rozptylu

Sum of
Source DF| Squares| Mean Square | F Value | Pr > F
Model 2 39989174 19994587 7.63| 0.0005
Error 3300 | 8650182496 2621267
Corrected Total | 3302| 8690171670

Zdroj: Vystup zo SAS Enterprise Guide
V ANOVA tabulke 4.3 vidime, Ze uvedend p-hodnota je vyrazne nizsia ako 0,05.

Na hladine vyznamnosti 0,05 mézeme zamietnut’ nulovi hypotézu o zhode strednych

hodnét. Prijimame teda alternativnu hypotézu, Ze aspont dva porovnavané subory maju
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rozne stredné hodnoty. Ztoho modzeme vyvodit zaver, Ze pouzity druh diskov

v pocitacovej zostave ovplyviiuje jej vyslednu cenu.

4.1.3.2 Pouzitie Welchovej analyzy rozptylu

Podla vysledkov Leveneovho testu maju naSe porovndvané stbory udajov roézne
rozptyly. Vplyv druhu diskov na vyslednd cenu preto postdime aj pomocou Welchovej
analyzy rozptylu. V tomto pripade sa Welchova ANOVA javi ako vhodnejsi test, ked’Ze na
jej pouzitie nemusi byt’ splneny predpoklad o zhodnych rozptyloch.

Takisto ako pri beznej jednofaktorovej analyze rozptylu, aj tu budeme overovat, ¢i

plati hypotéza o rovnosti strednych hodnét vsetkych porovnavanych suborov.

Tabul’ka 4.4: Vysledky Welchovej analyzy rozptylu

Welch's ANOVA for value
Source DF | F Value | Pr > F
Druh diskov | 2.0000 2.94| 0.0533
Error 1479.6

Zdroj: Vystup zo SAS Enterprise Guide
Vystup zo SAS Enterprise Guide s vysledkami Welchovej analyzy rozptylu vidime

v tabul’ke 4.4. P-hodnota ma v tomto pripade hodnotu 0,0533, ¢o je vel'mi blizke zvolene;j
hladine vyznamnosti 0,05. P-hodnota je vysSia ako hladina vyznamnosti, preto na hladine
vyznamnosti 0,05 nezamietame hypotézu o zhode strednych hodndt porovnavanych
siborov. Domnievame sa, ze druh pouzitych diskov neovplyviiuje cenu pocitacovej

zostavy.

4.1.4 Porovnanie vysledkov

Ako sme videli, pouzitim dvoch réznych verzii analyzy rozptylu sme dostali r6zne
vysledky avyvodili odliSné zavery o vplyve skimaného faktora. V pripade beZnej
jednofaktorovej analyzy rozptylu sme zamietli hypotézu o rovnosti strednych hodndt
porovnavanych suborov. Naopak pri pouziti Welchove] analyzy rozptylu sme tito
hypotézu nezamietli a usudili sme, Ze premenna druh diskov nema Statisticky vyznamny
vplyv na vyslednu cenu pocitacovej zostavy.

Na grafe 4.1 st zobrazené stredné hodnoty zostdv roz¢lenené podl'a obmien faktora
druh diskov. Vidime, ze zostavy, ktoré maju druh diskov All Flash a All HDD, maja
priblizne rovnaké stredné hodnoty. Strednd hodnota hybridnych zostdv je oproti nim len
nepatrne vyssia.
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Graf 4.1: Stredné hodnoty zostav rozclenené podl’a obmien faktora druh diskov
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Diuh diskov

Zdroj: Vystup zo SAS Enterprise Guide
Pri pohl'ade na €iselné vyjadrenie strednych hodndt vyberovych siborov vidime, Ze

medzi All Flash a All HDD zostavami je rozdiel nepatrny, len 17 dolarov. Hybridné
zostavy maju stredni hodnotu vyssiu o viac ako 200 dolarov.

Tabulka 4.5: Popisné charakteristiky vstupnych tidajov roz¢lenené podla skiimanej premennej

Level of vl

Druh diskov N Mean Std Dev
All_Flash 1052 9991.8018 | 1004.08312

All_HDD 1541 | 10009.4208 | 974.82192

Hybrid 710] 10269.4740 | 2939.72223

Zdroj: Vystup zo SAS Enterprise Guide
Zostavy s hybridnymi diskami maju aj vyrazne vySSiu variabilitu, takmer

trojndsobnu oproti All Flash zostavdm. Jednym z predpokladov pouzitia beznej analyzy

rozptylu je zhoda rozptylov porovnavanych siborov, preto sa vtomto pripade javia
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vysledky Welchovej analyzy rozptylu ako vierohodnejSie. Treba vSak pripomenut, ze
Welchova ANOV A nezamietla hypotézu o zhode strednych hodndt len tesne (p-hodnota =
0,0533).

4.2 Porovnanie robustnosti analyzy rozptylu a Welchovej analyzy
rozptylu

V predoslej Casti prace sme zistovali vplyv vybraného faktora na stredné hodnoty
porovnavanych suborov. Na zistovanie sme pouzili dve metédy — beznu jednofaktorovu
analyzu rozptylu a Welchovu analyzu rozptylu. Domnievali sme sa, ze spolahlivejSie
vysledky by mala poskytovat’” Welchova ANOVA, ked’Ze porovnavané siibory mali r6znu
variabilitu. Jej vysledky vSak wukazali p-hodnotu velmi blizko zvolenej hladiny
vyznamnosti. Naopak, bezna ANOVA jednoznacéne potvrdila vplyv skimaného faktoru na
stredné hodnoty. Preto je na mieste otdzka, pri akych podmienkach a charakteristikdch
udajov je vhodnejSie pouzit’ na testovanie hypotéz o zhode strednych hodndt konkrétnu
metoédu. Na tento ucel vyuzijeme metddy simuldcii Monte Carlo popisané v teoretickej
Casti tejto prace. Budeme nimi urCovat’ robustnost’ a silu testu pre spomenuté varianty
analyzy rozptylu pri réznych hodnotach parametrov analyzovanych udajov.

Nasim cielom bude zistit’, ¢i je mozné povazovat’ Welchovu analyzu rozptylu za
robustnejSiu alternativu klasickej analyzy rozptylu a zaroven urcit’ robustnost’ samotnych
testov. Robustnost budeme skumat’ pri poruseni predpokladu zhody rozptylov
v porovndvanych skupinidch s rdéznymi uGrovilami analyzovaného faktora, rozsahu
porovnavanych stiborov a kombindcie tychto dvoch charakteristik. VSetky vygenerované
Gdaje pouzité v tejto Casti analyzy pochddzali znormdlneho rozdelenia N(u,o?).
Parametre rozdelenia u a o2 sa lisili v kazdom vygenerovanom subore a jeho skupine
s rozdielnou Urovnou faktora, tak ako je to uvedené v tabulke 4.6. Strednd hodnota vo
vSetkych suboroch a vSetkych ich skupinach mala hodnotu 0. Vyberové stibory sme
generovali a rozliSovali na zéklade nasledujtcich charakteristik:

1. Vanalyze boli skimané vzdy 3 trovne faktora, teda 1 subor rozdeleny na
podsubory s pocetnostami (n;; n,; ns) srozdielnou uroviiou faktora. Vytvorili
sme udaje s vyvazenymi aj nevyvaZzenymi skupinami podla Grovne faktora. Pri
vyvazenych skupinach bola pocetnost’ kazdej z nich 50 pozorovani (n; =n, =
ns). Pri nevyvazenych skupinach boli ich pocetnosti v pomere 50:60:75 (n, <

n, < ns).

53



2. Dalsia charakteristika, s ktorou sme pracovali za uéelom vytvorenia réznych
kombinécii suborov ddajov, bol pomer rozptylov medzi porovndvanymi skupinami.
Pomer rozptylov, ktory je jednoduchou mierou heteroskedasticity, definujeme ako

pomer najmensej a najvacsej hodnoty rozptylu v porovndvanych siboroch:

2

O' .
pomer rozptylov = ;nm, 4.1)
max

kde 2, je hodnota rozptylu v sibore s najmensou variabilitou a 24, je hodnota
rozptylu v stibore s najvacSou variabilitou.

Keselman a kol. (1998) uvadza, Ze v nimi analyzovanych Stidiach je priemernd
hodnota pomeru rozptylov 2.0 (smerodajnd odchylka 2.6), jeho median 1.5
a maximdlna hodnota 23.8. Pomer rozptylov naj¢astejSie pouzivali aj Monte Carlo
analyzy robustnosti analyzy rozptylu, ktoré boli zosumarizované v Blanca et al.
(2018).

Do analyzy sme zaradili spolu 8 variantov porovndvanych stborov s pomerom
rozptylov od 1:1 az po 1:30.

3. Skimany bol aj vplyv kombindcie pomeru rozptylov a pocetnosti v skupinach.
V analyze su rozliSené aj moznosti, ked’ ma stibor s najva¢Sou variabilitou najvacsi
pocet pozorovani spomedzi vietkych suborov (07 < 02 < 02; ny <n, <ng)
amoznost, ked sdbor snajvdcSou variabilitou mé stCasne najmenSi pocet

pozorovani (67 > 0% > 0%; ny <n, < 7ng).

Skombinovanim tychto charakteristik sme vytvorili 54 suiborov, na ktorych bola

vykonana klasickda ANOVA, ako aj Welchova ANOVA.
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Tabul’ka 4.6: Parametre idajov pouZitych pri analyzovani robustnosti

Poéty pozorovani

Pomer rozptylov

30:30:30

1:1

1:1.5

1:1.75

1:2

1:2.5

Poéty pozorovani

Pomer rozptylov

50:60:75

1:1

1:1.5

1:1.75

1:2

1:2.5

1:3

1:4

1:5

1:6

1:7

1:8

1:9

1:12

1:15

1:17.5

1:20

1:25

1:30
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Pocty pozorovani Pomer rozptylov

1:1

1:1.5

1:1.75

1:2

1:2.5

75:60:50

1:17.5

1:20

1:25

1:30

Zdroj: Vlastné spracovanie
Z kazdej kombinacie popisanych parametrov bolo vygenerovanych 5000 stborov

so zhodnymi strednymi hodnotami jednotlivych skupin. Zhoda strednych hodndt bola
v kazdom z 5000 suborov Statisticky testovand klasickou jednofaktorovou analyzou
rozptylu a zaroven Welchovou analyzou rozptylu. Pri vSetkych Statistickych testoch
vykonanych v tejto Casti bola zvolena hladina vyznamnosti 5 %.

Pri kazdom vygenerovanom subore Udajov sme testovali hypotézu o rovnosti
strednych hodn6t medzi jeho troma skupinami.

Vieme, Ze skupiny s roznymi Groviiami faktoru maji zhodné stredné hodnoty (tak
sme ich vygenerovali), empiricky teda mézeme urcit’ mieru chyb 1. druhu. Odhad miery
chyb L. druhu (@) sa vypocital ako pocet testov, ktoré zamietli pravdiva nulova hypotézu
M. I;) ozhode strednych hodndt vydelenii poétom vsetkych vykonanych testov,
v nasom pripade 5000:

M

L1

@= 50002”' @2
i=1
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Test budeme povazovat' za robustny, ak odhadnutd miera chyb I. druhu bude

v rozmedzi od 0,025 po 0,075, podl'a kritéria definovan¢ho Bradleyom (1978).

4.3 Vysledky analyzy robustnosti

Kompletna tabul’ka s vysledkami odhadnutych mier chyb I. druhu na simulovanych
udajoch pre klasicki analyzu rozptylu aj Welchovu analyzu rozptylu je uvedend v prilohe
1. Pre vicsiu prehl'adnost’ a Citatelnost’ zobrazime odhadnuté miery vo forme grafov a na

zaklade nich vyslovime zdvery o robustnosti konkrétneho testu.

4.3.1 Analyza rozptylu

Najprv sa blizsie pozrieme na zistenia v pripade pouzitia klasickej jednofaktorovej
analyzy rozptylu. Vysledky v prilohe 1 mozeme prehladnejSie zobrazit pomocou
spojnicového grafu. Na osi x sd sdbory rozdelené podla pomeru rozptylov medzi
skupinami a na osi y je pre prislusny subor uvedena miera chyb 1. druhu. PreruSované ¢iary
znazornuju interval miery chyb I. druhu, v rdmci ktorého mézeme hovorit' o robustnom

teste (0,025 az 0,075).

Graf 4.2: Miera chyb I. druhu klasickej analyzy rozptylu

0.14

o
-
N

0.10

Sizes
e 30/30/30
.......................................................................... o e e e T 75/60/50
e 50/60/75

ANOVA Type | error rate

W S \//\‘/\Y//’\»/"

0.02

0.04

11 115 1175 12 1:2.5 1:3 14 1:5 16 LT 1:8 1.9 112 1115 1:175 120 125 1:30
Variances

Zdroj: Vlastné spracovanie

Oranzovou farbou si zobrazené kombindcie, kde skupina s najmensou variabilitou
mala najviac pozorovani a sucCasne skupina s najvacSou variabilitou mala najmenej

pozorovani. Zelend farbu na grafe maji kombindcie, kde md skupina s najmenSou
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variabilitou najmenej pozorovani a suCasne skupina s najvdacSou variabilitou najviac
pozorovani. Modru farbu predstavuju kombinacie, kde majt vSetky skupiny rovnako vel'ky
pocet pozorovani.

Z grafu je zjavné, Ze pri splneni predpokladu o zhode rozptylov (62 = 62 = %)
mala ANOVA mieru chyb I. druhu velmi blizku zvolenej hladine vyznamnosti 0,05
v pripade vyvazenych aj nevyvazenych poctoch pozorovani. Takisto aj pri pomere
rozptylov 1:1,5 boli vo vSetkych pripadoch odhadnuté miery chyb I. druhu vo vyzna¢enom
intervale.

V pripade nepriamej timernosti variability a po¢tu pozorovani vidime, ze uz pri
pomere rozptylov 1:1,75 je miera chyb I. druhu vyssia nez 0,075. Hranicu 0,1 prekracuje
miera chyb 1. druhu pri pomere rozptylov 1:2,5. S rasticim pomerom rozptylov ma miera
rasticu tendenciu ajej hodnota dosahuje viac ako 0,12. Pri najvda¢Som pomere 1:30
dosahuje miera chyb 1. druhu hodnotu 0,136. V pripade nepriamej imernosti variability
a poctu pozorovani mézeme povedat, ze ANOVA je robustnd do okamihu, ked” pomer
rozptylov porovnavanych suborov nie je vac¢si nez 1:1,5. Pri vacSich pomeroch rozptylov je
test prilis liberalny.

V pripade rovnakych pocetnosti v skupinich, je podla naSich zisteni ANOVA
robustnd ak pomer rozptylov v siboroch nepresahuje 1:9. Zaujimavé je, ze aj pri d’alSich
hodnotich pomerov je miera chyb I. druhu eSte stdle pomerne blizko k hornej hranici
robustnosti. V pripade pomeru 1:12 a viac uZ je test mimo intervalu robustnosti a stdva sa
prili$ liberalnym.

V situdcii, ked ma najmenej pocetny stbor najmensi rozptyl a naopak, najviac
pocetny subor najvacsi rozptyl, sme zistili, Ze ANOVA je robustnd pri vSetkych
uvazovanych pomeroch rozptylov. Vo v§eobecnosti mdéZzeme pozorovat, Ze miera chyb 1.

druhu je o nie€o blizSie dolnému intervalu robustnosti.

4.3.2 Robustnost’ Welchovej analyzy rozptylu

Vysledky robustnosti Welchovej analyzy rozptylu st zobrazené podobne ako
vysledky na grafe 4.2. Na osi x je zobrazeny pomer rozptylov jednotlivych skupin

v testovanom stibore a na osi y je zobrazena miera chyb I. druhu.
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Graf 4.3: Miera chyb I. druhu Welchovej analyzy rozptylu
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Zdroj: Vlastné spracovanie

Modrou farbou su zndzornené udaje v pripade, ak su porovnavané skupiny rovnako
pocetné. Zelenou farbou su vyjadrené tudaje, kde ma skupina s najvacsSim poctom
pozorovani najvacsiu variabilitu a oranzova farba predstavuje ddaje, kde ma skupina
s najmensim poctom pozorovani najvacsiu variabilitu.

Na prvy pohlad je jasne viditelné, Ze vo vSetkych moznych kombinécidch
sledovanych parametrov ddajov bolo overovanie zhody strednych hodndt Welchovou
analyzou rozptylu robustné. V Ziadnom pripade miera chyb 1. druhu nepresiahla interval
hodnét 0,025 az 0,075. Na rozdiel od predchddzajicej vizualizicie vysledkov klasickej
analyzy rozptylu nie je badat vyznamnej$i rozdiel v pripade rdznych rozsahov
porovndvanych skupin. V situdcii, ked je rozsah pozorovani v jednotlivych skupinich
vyvazeny, nepozorujeme tendenciu testu byt liberdlnym tak, ako pri klasickej analyze
rozptylu. Pri zvy$nych dvoch kombinaciach, kedy si rozptyly v skupindch priamo tmerné
po¢tu pozorovani v skupine alebo naopak, takisto nevidno Ziadny trend byt
konzervativnej$im alebo liberdlnejsim. Vo vSetkych troch pripadoch bola miera chyb, pri
pomere rozptylov 1:30 I. druhu v intervale 0,04 az 0,06, ¢o sa len vel'mi tesne liSi od
zvolenej hladiny vyznamnosti 0,05.

Na zaklade vysledkov teda moZeme povedat, ze Welchov F-test je

skuto¢ne robustny v situdcii, ked’ maji porovnavané suibory rozdielnu variabilitu.
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4.3.3 Zhodnotenie analyzy robustnosti

Z vysledkov analyzy robustnosti dvoch porovnavanych Statistickych testov na
overovanie zhody strednych hodnot mézeme vyvodit’ niekol’ko uzitocnych zaverov.

Pri pohlade na grafy zobrazujice miery chyb I. druhu jasne vidno, ze klasickd
ANOVA je vo vSeobecnosti robustnd, ak nie je pomer medzi skupinami s najmensim
a najvacsim rozptylom vacsi ako 1:1,5.

Zaujimavé je aj zistenie, Ze klasickd ANOVA je citliva na vztah medzi variabilitou
suboru a jeho pocetnostou. V situdcii, ked” je medzi rozptylom stiborov a jeho pocetnost’ou
nepriama Umernost’, tj. (62 < 6? < 62; n; >n, >ny), tak uz pri pomere rozptylov
1:1,75 test nie je robustny a je prili§ liberalny. Efekt heteroskedasticity na robustnost’ testu
sa zmieriiuje v pripade, ak st v porovnavanych siboroch pocty pozorovani priamo imerné
ich variabilite (62 < 07 < 02; n; < n, < nz). Miera chyb 1. druhu sa vtedy nachddza

v intervale robustnosti aj pri pomere rozptylov 1:30.

Welchova ANOVA dosiahla vo vsetkych skimanych kombinacidch parametrov
mieru chyb I. druhu blizku zvolenej hladine vyznamnosti. Mdzeme ju povazovat za
robustnd aj pri najvysSom testovanom pomere rozptylov (1:30).

Na zéklade porovnani vo vSeobecnosti moZzeme povazovat’ analyzu rozptylu pri
pouziti Welchovho F-testu za vyrazne robustnejSiu alternativu ku klasickej analyze
rozptylu, v pripade, ked’ je poruseny predpoklad zhody rozptylov porovnavanych stiborov.

Jej zistené miery chyb I. druhu s len mélo odliSné od zvolenej hladiny vyznamnosti.

4.4 Porovnanie sily testu analyzy rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu

V nasledujticej Casti budeme porovnavat’ silu testu v pripade klasickej analyzy
rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu. Na urcenie sily testu musime vypocitat’ mieru chyb
II. druhu. Budeme teda skumat do akej miery vie test odhalit, Ze udaje, ktoré sme
vygenerovali maju rozdielne stredné hodnoty.

Takisto ako pri ur€eni robustnosti Statistickych testov, aj tu vyuzijeme simulovanie
udajov so zelanymi parametrami. Z tychto vygenerovanych udajov budeme moct
odhadnut’, akd mieru chyb II. druhu a nésledne aku silu, mali klasickd a Welchova analyza
rozptylu. Odhad miery chyb II. druhu (f) vypoéitame ako podet testov, kde sa prijala na
zvolenej hladine vyznamnosti 0,05 nulovd hypotéza o rovnosti rozptylov medzi

porovndvanymi stibormi (X1, I; ), vydeleny celkovym po&tom vykonanych testov, ktory v
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nasom pripade predstavoval 5000.

M
A 1
= — E ; 4.
p SOOOi_lll @.3)

Silu testu vypocitame, ked’ mieru chyb II. druhu od¢itame od 1.

Postupne vytvorime kombinécie tdajov, kde md jedna z porovnavanych hodnot
rozdielnu stredni hodnotu ako ostatné. Rozhodli sme sa, Ze skupiny s rovnakymi
strednymi hodnotami y;, ju budi mat na urovni 0 a zvysnd, tretia skupina, bude mat’
stredni hodnotu 1.  Vyberové stbory sme generovali arozliSovali na zaklade
nasledujicich charakteristik:

1. Parameter, ktorého vplyv budeme chciet' zistit' je variabilita medzi
skupinami. Podobne ako pri analyze robustnosti, aj teraz vytvorime viacero
kombindcii ddajov s pomermi rozptylov ¢/ medzi skupinami od hodnoty
1:1,5 aZ po 1:9.

2. Budeme uvazovat’ s dvomi moznostami poctu pozorovani v porovnavanych
suboroch. Najprv s vyrovnanymi pocetnostami vo vSetkych suboroch:
(ny = n, = ngz) andsledne snevyvazenymi pocetnostami podobne ako
v pripade urcovania miery chyb I. druhu (n; = 50; n, = 60; n; = 75).

3. Zvlast vytvorime kombindcie, kde je:

e podet pozorovani v skupine priamo Uimerny jej variabilite (62 < g2 <
05; Ny <ny <ng),

e pocet pozorovani v skupine nepriamo imerny jej variabilite (67 < o5 <
0Z; ny >ny >ny),

e pocet pozorovani v skupindch srdznou variabilitou vyrovnany (o7 <

2 2. 0 —m —
05 < 035; Ny =Ny, =ng).

4. RozliSime aj to, ¢i je rozdielna strednd hodnota p;, v skupine s najmensim

poctom pozorovani (ny; < n, < nsz; W #* U, = Uz ) alebo v tej s najvacsim

(ng >ny >ng; Uy # Uy = Uz).

Vsetky uvaZované kombinacie uvedenych charakteristik dokopy tvoria 72

moznosti, na zaklade ktorych budeme generovat’ udaje.
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Tabul’ka 4.7: Parametre idajov pouzitych pri
analyzovani sily testu

Tabulka 4.8: Parametre udajov pouZitych pri
analyzovani sily testu

Pocty pozorovani Stredné Pomer rozptylov Pocty pozorovani | Stredné Pomer rozptylov
hodnoty hodnoty
1:1 1:1
1:1.5 1:1.5
1:1.75 1:1.75
1:2 1:2
1:2.5 1:2.5
1:3 1:3
0:0:1 0:0:1
1:4 1:4
1:5 1:5
1:6 1:6
1:7 1.7
1:8 1:8
1:9 1:9
30:30:30 B 50:60:75 E
1:1.5 1:1.5
1:1.75 1:1.75
1:2 1:2
1:2.5 1:2.5
1:3 1:3
1:0:0 I 1:0:0 7
1:5 1:5
1:6 1:6
1:7 1.7
1:8 1:8
1:9 1:9

Zdroj: Vlastné spracovanie

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Tabulka 4.9: Parametre udajov pouZitych pri analyzovani sily testu

Pocty pozorovani Stredné hodnoty Pomer rozptylov

1:1

1:1.5

1:1.75

1:2

1:2.5

1:3
0:0:1

1:4

1:5

1:6

1:7

1:8

1:9
75:60:50

1:1

1:1.5

1:1.75

1:2

1:2.5

1:3
1:0:0

1:4

1:5

1:6

1:7

1:8

1:9

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z kazdej kombinacie popisanych parametrov bolo vygenerovanych 5000 stiborov s
rozdielnymi strednymi hodnotami porovndvanych siborov. Rovnost’ ich strednych hodnot
bola v kazdom z vygenerovanych siborov overovand jednofaktorovou analyzou rozptylu
a zaroven Welchovou analyzou rozptylu. Uvazovana hladina vyznamnosti pri oboch
testoch bola na drovni 5 %. Z dovodu prehl'adnosti a vhodnosti vzdjomného porovnania
budeme analyzovat’ zvIast’ vysledky pre 3 skupiny kombinécii menenych parametrov:

e subory s rovnakymi po€etnostami (n; = n, = nsy),

e subory kde ma skupina s najvicSou variabilitou najvacsi pocet pozorovani
a skupina s najmensou variabilitou najmenej pozorovani (priama imernost’ -
0% < 0% < 0%; ny <n, <ng),

e subory, kde ma skupina snajvdc¢Sou variabilitou najmenej pozorovani

a skupina s najmenSou variabilitou najviac pozorovani (nepriama imernost’

-0f < 0% < 6%, 1y >ny > ny).




4.4.1 Vysledky analyzy sily testu

Vysledky su zobrazené podobne ako v pripade analyzovania mier chyb I. druhu vo
forme spojnicového grafu, kde na osi x st zobrazené varianty pozorovani podl'a pomeru
rozptylu v skupindch a na osy y je zobrazena hodnota sily testu. Modra ¢iara predstavuje
varianty, kde md skupina s odliSnou strednou hodnotou najmensiu variabilitu. Oranzova
Ciara oznaCuje varianty, kde ma skupina s odliSnou strednou hodnotou najvacsiu
variabilitu. Vedl'a seba st zobrazené vysledky pre klasickd analyzu rozptylu a Welchovu
analyzu rozptylu. Cervend priamka predstavuje hranicu sily testu 0,8. Vo vécsine oblasti
vyskumu sa bezne povazuje sila testu pod 0,8 za prili§ nizku (Walmsley, Brown, 2017).

Kompletna tabulka s vysledkami odhadnutej sily testu na simulovanych tdajoch

pre klasickd analyzy rozptylu aj Welchovu analyzu rozptylu st uvedené v Casti priloh.

4.4.1.1 Rovnomerné pocty pozorovani
V nasledujicej kapitole uvedieme vysledky analyzy sily testu v pripade, ked
porovnavané subory obsahovali rovnaky pocet pozorovani. Kazdy z nich obsahoval 30
pozorovani (n; = n, = nz = 30).
Graf 4.4: Sila klasickej analyzy rozptylu pri rovhomernom pocte pozorovani
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Variances

Zdroj: Vlastné spracovanie

64



Vidime, ze v pripade klasickej analyzy rozptylu su obe krivky vel'mi podobné.
V pripade rovnakych rozptylov (pomer rozptylov 1:1) bola zistend sila testu na vel'mi
vysokej urovni, priblizne 98%. To znamena, ze z 5000 vygenerovanych tudajov, test v 100
pripadoch nesprdvne potvrdil nulovd hypotézu o zhode strednych hodndt porovndvanych
suborov. V pripade, ked’ mal stubor s odliSnou strednou hodnotou najmensiu variabilitu,
bola sila testu az do pomeru rozptylov 1:2 nad uroviiou 80 %. Pri variante, ked stbor
s odli$nou strednou hodnotou mal najvacsiu variabilitu, klesla sila testu pod 80 % o nieco
skor, uz pri pomere rozptylov 1:1.75. Pri pomere rozptylov 1:3 uz sila testu klesla k

hodnote 50 %. Pri pomere 1:5 to bolo uz len okolo 20 %.

Graf 4.5: Sila Welchovej analyzy rozptylu pri rovnomernom pocte pozorovani

Means
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0/0/1

Welch power of test

11 1:1.5 1:1.75 1:2 1:2.5 1:3 1:4 1:5 1.6 17 1:8 1:9
Variances

Zdroj: Vlastné spracovanie
Zaujimavé vysledky boli zistené pri analyzovani sily testu Welchovej analyzy

rozptylu. Pri situdcii, ked’ mal sibor s rozdielnou strednou hodnotou najvicsi rozptyl, sme
zaznamenali podobny pokles, ako v pripade klasickej analyzy rozptylu. Pokles sily testu
pod 80 % vSak nastal uz pri pomere rozptylov 1:1,5. V pripade, ked’ bola rozdielna stredna
hodnota v stibore s menSou variabilitou bola sila testu vysSia ako 90 % aj pri pomere

rozptylov 1:2,5. ESte pri pomere 1:3 bola sila testu vyssia ako 80 %.

4.4.1.2 Priama imernost’ medzi variabilitou a po¢tom pozorovani
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V tejto kapitole uvedieme vysledky analyzy sily testu v pripadoch, ked skupina
udajov s najmensou variabilitou obsahovala najmensi po¢et pozorovani a sticasne skupina
s najvi¢sou variabilitou obsahovala najviac pozorovani (62 < 62 < 62; n; <n, < nsz).

Konkrétne pocty pozorovani boli vzdy v pomere 50:60:75.
Graf 4.6 Sila analyzy rozptylu pri priamej amernosti medzi variabilitou a po¢tom pozorovani
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Zdroj: Vlastné spracovanie
Pri klasickej analyze rozptylu boli vysledky vel'mi podobné v oboch uvazovanych

umiestneniach rozdielnej strednej hodnoty. Pri pomere rozptylov 1:2 bola sila testu na
urovni priblizne 98 %. V pripade, ked bol pomer medzi rozptylmi 1:2,5, sila testu eSte
presahovala 80 % a pri pomere 1:3 uz len okolo 70 %.

V pripade Welchovej analyzy rozptylu mozeme, podobne ako pri variante
s rovnomernym poc¢tom pozorovani, vidiet' rozdiel medzi dvomi krivkami. V situdcii, ked’
mal suibor s rozdielnou strednou hodnotou najvac¢si rozptyl, bola sila testu ve'mi podobna
beZnej analyze rozptylu a 80 % presiahla pri pomere rozptylov 1:2,5. Naopak, ked’ bola
rozdielna strednd hodnota v stibore s najmensou variabilitou, aj pri pomere rozptylov 1:5

bola sila testu takmer 90 %.
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Graf 4.7: Sila Welchovej analyzy rozptylu pri priamej imernosti medzi variabilitou a po¢tom pozorovani
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Zdroj: Vlastné spracovanie

4.4.1.3 Nepriama umernost’ medzi variabilitou a po¢tom pozorovani

Nasledujica kapitola obsahuje vysledky analyzy sily testu v pripade, ked’ stubor

s najmensou variabilitou obsahoval najvac¢si pocet pozorovani a sicasne subor s najvac¢sou

variabilitou obsahoval najmenej pozorovani (6 < 0% < 62; n; > n, > nsy ).

Graf 4.8: Sila analyzy rozptylu pri nepriamej imernosti medzi variabilitou a po¢tom pozorovani
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Zdroj: Vlastné spracovanie
V pripade pouzitia klasickej analyzy rozptylu je vidiet' mierny rozdiel medzi dvoma

umiestneniami rozdielnej strednej hodnoty. Pri moznosti, ked mal stbor s rozdielnou

strednou hodnotou najvacsi rozptyl, presiahol test hranicu 80 %, ak bol pomer rozptylov
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najviac 1:2,5. V pripade, ak sa odli$na strednd hodnota nachadzala v stibore s najmensim

rozptylom, tak sa sila 80 % presiahla este pri pomere 1:3.

Graf 4.9: Sila Welchovej analyzy rozptylu pri nepriamej imernosti medzi variabilitou a po¢tom
pozorovani
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Zdroj: Vlastné spracovanie

Na vysledkoch Welchovej analyzy rozptylu vidime jasny rozdiel v dvoch
moznostiach umiestnenia rozdielnej strednej hodnoty. Pri moZnosti, ked’ bola rozdielna
strednd hodnota v sibore s najvdc¢Sou variabilitou, sila testu presiahla 80 % pri pomere
rozptylov 1:2. Ak mal rozdielnu strednd hodnotu stubor s najmenSou variabilitou, tak sila

testu klesla pod 80 % aZ pri pomere rozptylov 1:6.

4.4.2 Zhodnotenie analyzy sily testov

Z uvedenych vysledkov analyz je zrejmé, Ze vo vSetkych testovanych pripadoch
bolo podstatné, ¢i mal odliSnd strednd hodnotu subor s najvdc¢Sou alebo najmenSou
variabilitou. Vo vSeobecnosti sa dd povedat, Ze ako klasickdi ANOVA, tak aj Welchova
ANOVA dosahujui podstatne vysSiu silu testu testu, ak ma odlisnt strednt hodnotu stibor
s menSou variabilitou.

V takomto pripade je sila Welchovej analyzy rozptylu viac ako 80 % pri pomere
rozptylov 1:3, ak st vo vSetkych porovnavanych stboroch rovnaké pocty pozorovani.
V situécii, ked’ maju subory s vys$Sou variabilitou vacsiu relativnu pocetnost’ sa hranica sily

testu posiva vyssie, az na pomer 1:5. Ak ma odliSni stredni hodnotu stbor s vy$Sou
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variabilitou, tak sa hranica 80 % sily testu mierne znizuje. V pripade rovhomerné¢ho poctu
pozorovani v porovndvanych siboroch sa tito hranica presiahne len v pripade, ak pomer
rozptylov nie je vyssi ako 1:1,5.

Klasicka analyza rozptylu vo vSeobecnosti dosahovala porovnatelné, az lepSie
vysledky ako Welchova ANOVA, ak bola rozdielna strednd hodnota v stibore s mensou
variabilitou. V pripade rovhomerného poctu pozorovani v siboroch dosiahla asponn 80 %
silu testu pri pomere rozptylov najviac 1:1,75, ¢o je vysSia hodnota, ako v pripade
Welchovej analyzy rozptylu (1:1,5). V ostatnych dvoch pripadoch boli hranice 80 % sily
testu o nieco vyssie (1:2,5). Naopak, ak bola rozdielna strednd hodnota v sibore s vy$Sou
variabilitou, klasicki ANOVA dosahovala 80 % silu testu pri niz§ich pomeroch rozptylov
oproti Welchovej analyze rozptylu.
vSeobecnosti mdzeme povedat’, Ze Welchova ANOVA dosahuje uspokojivu silu testu (80
%), ak nie je pomer rozptylov porovnavanych skupin vyssi ako 1:1,5. O Cosi lepsie je
v tomto porovnani klasicki ANOVA, ktora spol'ahlivo dosahuje silu testu 80 % aj pri

pomere rozptylov 1:1,75.
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Zaver

V diplomovej praci sme sa zaoberali problematikou vzdjomného porovndvania viac
ako dvoch vyberovych siborov a overovanim rovnosti ich parametrov. Hlavnym ciel'om
prace bolo porovnat klasickd verziu analyzy rozptylu a Welchovu analyzu rozptylu,
z hl'adiska robustnosti a sily testu. Na zdklade poznatkov popisanych v teoretickej Casti
prace sme aplikovali metddy analyzy rozptylu a Welchovej analyzy rozptylu na redlne
udaje popisujice cenu pocitacovych zostav. Skimali sme vplyv druhu pouzitych diskov na
vyslednd cenu zostavy. Nésledne sme analyzovali, ako vplyva heteroskedasticita a d’alSie
faktory na robustnost’ a silu testu oboch Statistickych metéod. Na postidenie robustnosti

a sily testov sme miery chyb I. a II. druhu odhadli pomocou Monte Carlo simulécii.

Prva Cast’ prace strucne popisuje sucasny stav skimanej problematiky. Popisali sme
tu zékladnii myslienku analyzy rozptylu, jej histériu a moznosti vyuzitia. Dalej sme sa
venovali téme chyb Statistickych testov. Vysvetlili sme, ako delime chyby testov, ich miery
a pojmy robustnost’ a sila Statistického testu. Popisali sme, ako sa vyuzivaju takzvané

Monte Carlo simuldcie na odhad mier chyb L. a II. druhu.

V druhej kapitole sme urcili hlavny ciel’ prace, spolu s ¢iastkovymi ciel'mi. Tretia
kapitola je venovand metodike, ktord sme vyuzili v aplikacnej Casti prace. V podkapitole
3.1 sme ozrejmili dovody, preco dvojvyberovy t-test nie je vhodny na overovanie rovnosti
strednych hodnét viac ako dvoch vyberovych siborov. Zdoraznili sme jeho vysokd mieru
chyb 1. druhu pri takomto pouziti. V podkapitole 3.2 sme sa venovali dvojvyberovému F-
testu zhody rozptylov, ktory je pouzivany v analyze rozptylu ajeho modifikdcie sa
pouzivaju aj v d’alSich skiimanych Statistickych testoch. V kapitole 3.3 a jej podkapitolach
je podrobnejSie popisana metdda analyzy rozptylu. Zapisali sme model jednofaktorovej
analyzy rozptylu a definovali kI'i¢ové pojmy. Nasledne sme vysvetlili a odvodili rozklad
celkovej variability, na variabilitu spdsobent rozdielnymi Groviiami skimaného faktoru
a variabilitu nghodnych vplyvov. Dalej sme uviedli, ako sa na zdklade tychto zdrojov
variability zostroji testovacia Statistika analyzy rozptylu. Nakoniec sme zndzornili, ako sa
vysledky analyzy rozptylu zapiSu do prehladnej tabulkovej formy. Kapitola 3.4 je
venovand Welchovej analyze rozptylu, ktord je modifikidciou beZnej analyzy rozptylu.
Ozrejmili sme, ako sa v pripade Welchovej analyzy rozptylu zohl'adnuje heteroskedasticita

a zostrojuje sa testovacia Statistika. V kapitole 3.5 sme popisali Kruskal-Wallisov test,
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ktory je vhodnou alternativou k analyze rozptylu, ak nie je splneny predpoklad normality

udajov.

Predpokladom pouzitia analyzy rozptylu — normalite, nezdvislosti pozorovani
a homoskedasticite, je venovana kapitola 3.6. Stru¢ne sme popisali, akymi metdédami je
mozné overit’ normalitu ddajov a preco je dolezité, aby boli testované tdaje navzdjom
nezavislé. Podrobnejsie sme sa venovali predpokladu homoskedasticity (zhody rozptylov).
Uviedli sme viaceré¢ Statistické testy na overovanie homoskedasticity. V kapitole 3.8 sme
uviedli zistenia vedeckych Studii, ktoré¢ sa zaoberali vplyvom poruSenia predpokladov
normality a homoskedasticity na robustnost’ analyzy rozptylu. V praktickej casti sme
vychddzali z metodiky, ktord bola v tejto Casti popisand. Kapitola 3.9 je venovand
simulaénym metédam Monte Carlo. Vysvetlili sme na akom principe funguje a uviedli sme
vSeobecny postup rieSenia pomocou tejto metédy. Nésledne sme sa zaoberali vyuzitim
metéd Monte Carlo v induktivnej Statistike. BlizSie sme sa venovali pouzitiu metdd na
stanovenie mier chyb L. a II. druhu Statitistickych testov a uviedli sme, ako v tomto pripade

postupovat’.

Vo sStvrtej kapitole sme aplikovali poznatky vysvetlené v metodickej Casti prace na
redlne udaje popisujice ceny rdéznych konfiguricii pocitatovych zostav. Analyzou rozptylu
a ndsledne Welchovou analyzou rozptylu sme skimali vplyv druhu pouzitych diskov na
vysledni cenu zostavy. Na vypocty a vizualizdcie nam sluZzil analyticky softvér SAS
Enterprise Guide. Pouzitim beznej analyzy rozptylu sme dospeli k zéveru, Ze pouzity druh
diskov v pocitatovej zostave ovplyviiuje jej vysledni cenu. Rozdielny bol vysledok
Welchovej analyzy rozptylu, kedy sme wusudili, ze druh diskov vysledna cenu

neovplyviiyje.

V kapitole 4.2 a4.3 sme porovnali robustnost klasickej analyzy rozptylu
a Welchovej analyzy rozptylu pomocou Monte Carlo simuldcii. Na generovanie
potrebnych tdajov a stanovenie mier chyb I. a II. druhu sme vyuZili programovaci jazyk

Python a jeho viaceré moduly zamerané na Statistické zist'ovanie.

V analyze sme skdmali, aky vplyv md na silu testov aich robustnost
heteroskedasticita a vztah medzi rozptylmi porovndvanych siborov aich pocetnostami.
Vysledky analyzy moézu sluzit na urCenie toho, pri akych parametroch tddajov je
vhodnejSie pouzit Welchovu analyzu rozptylu a kedy klasickd analyzu rozptylu. Analyzou

sme dospeli k viacerym zaujimavym zisteniam.
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Z analyzy robustnosti a miery chyb I. druhu vyplyva, Ze heteroskedasticita vyrazne
ovplyviiuje spol'ahlivost’ vysledkov analyzy rozptylu. V pripade analyzy rozptylu moézeme
povedat, Ze s rasticou mierou heteroskedasticity (pomerom rozptylov) sa zvacSuje miera
chyb I. druhu. Heteroskedasticita nemd vplyv na mieru chyb 1. druhu pri Welchovej
analyze rozptylu. Aj pri pomere rozptylov 1:30 sa miera chyb I. druhu priblizuje zvolene;j

hladine vyznamnosti.

Podstatny vplyv na mieru chyb I. druhu ma vztah, medzi rozptylmi porovndvanych
stiborov aich pocetnostami. Pri klasickej analyze rozptylu zostdva miera chyb I. druhu
blizka zvolenej hladine vyznamnosti, ak si v porovnavanych stiboroch pocty pozorovani

priamo umerné ich variabilite.

Heteroskedasticita m4 vyznamny vplyv na silu oboch skimanych testov. So
zvySujucim sa pomerom rozptylov sila testu klesa. Klasicka analyza rozptylu dosahuje silu
aspon 80 %, ak pomer rozptylov nepresahuje hodnotu 1:1,75. Welchova analyza dosahuje

80 % silu testu ak nie je pomer rozptylov vacsi ako 1:1,5.

Silu testu vyznamne ovplyviiuje to, ¢i ma odlisna strednii hodnotu subor
s najvacsou alebo najmensou variabilitou. Z tohto dévodu sa odporuca, aby sme odhadli
stredné hodnoty z charakteristik vyberovych stiborov. Vo vSeobecnosti sa da povedat, ze
obe skiimané metddy dosahuji podstatne vyssiu silu testu, ked’ mé odlisnu strednti hodnotu
subor s menSou variabilitou. Tento vplyv je vyraznejs$i pri Welchovej analyze rozptylu.
Hranica 80 % sily testu je v tomto pripade posunutd na hodnotu pomeru rozptylov 1:3 az

1:5, v zavislosti od vzt'ahu medzi rozptylmi porovndvanych siborov a ich poc¢etnostami.

V situdcii, ked’ sa rozhodujeme, ktort z dvoch S$tatistickych metdd pouZit', sa
moZeme riadit’ niekol’kymi odporacaniami.

Heteroskedasticita ma vyznamny vplyv na silu aj robustnost’ oboch testov. Z tohto
dovodu je overovanie predpokladu rovnosti rozptylov délezité pri rozhodovani, ktory test

pouzijeme. Prvym krokom pri vybere testu by tak malo byt overenie zhody rozptylov

porovnavanych stuborov, napriklad Leveneovym testom.

Ak sa testovanim ukaZze, Ze porovndvané sibory maji rovnaké rozptyly alebo je
pomer medzi rozptylmi stiborov najviac 1:1,5, méZzeme pouzit’ klasickll analyzu rozptylu.

V tomto pripade analyza rozptylu dosahuje vysoku silu testu a je robustna.
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V pripade, ak maju porovnavané stibory pomer rozptylov vacsi ako 1:1,5, je lepsie
pouzit’ Welchovu analyzu rozptylu. Oproti klasickej analyze rozptylu dosiahneme vyrazne
mensiu mieru chyb I druhu. V urCitych vysSie spominanych pripadoch méze byt

nevyhodou menSia sila testu.

V préaci pracujeme s mnohymi faktormi, ktoré vplyvaji na robustnost’ a silu testu
metdd analyzy rozptylu. NaSu analyzu by bolo mozné rozsirit aj o dalSie faktory.
Zaujimavé by bolo analyzovat’ robustnost’ a silu testu pri viac ako troch porovndvanych
skupindch. Mohli by sme skiimat’ aj vplyv normality na robustnost’ a silu testov. V tom

pripade by bolo vhodné zaradit’ medzi porovndvané metddy aj Kruskal-Wallisov test.
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Prilohy

1. Tabulka odhadnutych mier 1. druhu

Pocty Pomer ANOVA miera chyb L. Welch miera chyb 1.
pozorovani rozptylov druhu druhu

30:30:30 1:1 0.0482 0.0494
30:30:30 1:1.5 0.0542 0.0496
30:30:30 1:1.75 0.0592 0.052
30:30:30 1:2 0.0592 0.0456
30:30:30 1:2.5 0.064 0.0458
30:30:30 1:3 0.0624 0.0462
30:30:30 1:4 0.0652 0.0492
30:30:30 1:5 0.0738 0.0488
30:30:30 1:6 0.0714 0.0502
30:30:30 1:7 0.067 0.046
30:30:30 1:8 0.0634 0.051
30:30:30 1:9 0.0728 0.054
30:30:30 1:12 0.0778 0.0522
30:30:30 1:15 0.0808 0.0454
30:30:30 1:17.5 0.0848 0.0494
30:30:30 1:20 0.0812 0.0536
30:30:30 1:25 0.087 0.051
30:30:30 1:30 0.0956 0.0518
75:60:50 1:1 0.047 0.044
75:60:50 1:1.5 0.059 0.049
75:60:50 1:1.75 0.082 0.046
75:60:50 1:2 0.081 0.05
75:60:50 1:2.5 0.1 0.049
75:60:50 1:3 0.101 0.039
75:60:50 1:4 0.102 0.052
75:60:50 1:5 0.103 0.05
75:60:50 1:6 0.099 0.053
75:60:50 1:7 0.131 0.065
75:60:50 1:8 0.103 0.045
75:60:50 1:9 0.103 0.036
75:60:50 1:12 0.122 0.059
75:60:50 1:15 0.137 0.049
75:60:50 1:17.5 0.14 0.059
75:60:50 1:20 0.121 0.044
75:60:50 1:25 0.12 0.04
75:60:50 1:30 0.136 0.049
50:60:75 1:1 0.062 0.066
50:60:75 1:1.5 0.041 0.043
50:60:75 1:1.75 0.034 0.044
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50:60:75 1:2 0.048 0.057
50:60:75 1:2.5 0.037 0.047
50:60:75 1:3 0.046 0.055
50:60:75 1:4 0.042 0.041
50:60:75 1:5 0.042 0.043
50:60:75 1:6 0.046 0.048
50:60:75 1:7 0.034 0.047
50:60:75 1:8 0.04 0.051
50:60:75 1:9 0.047 0.046
50:60:75 1:12 0.037 0.055
50:60:75 1:15 0.045 0.051
50:60:75 1:17.5 0.034 0.034
50:60:75 1:20 0.042 0.047
50:60:75 1:25 0.038 0.045
50:60:75 1:30 0.04 0.042
Zdroj: Vlastné spracovanie
2. Tabul’ka odhadnutej sily testov
Poéty pozorovani | Pomer rozptylov | ANOVA sila testu | Welch sila testu | Stredné hodnoty
30:30:30 1:1 0.978666667 0.972]1:0:0
30:30:30 1:1.5 0.946666667 0.981333333 | 1:0:0
30:30:30 1:1.75 0.898666667 0.954666667 | 1:0:0
30:30:30 1:2 0.850666667 0.945333333 | 1:0:0
30:30:30 1:2.5 0.721333333 0.953333333| 1:0:0
30:30:30 1:3 0.505 0.8171:0:0
30:30:30 1:4 0.297 0.653]1:0:0
30:30:30 1:5 0.204 0.607 | 1:0:0
30:30:30 1:6 0.162 0.362]1:0:0
30:30:30 1:7 0.138 0.364 | 1:0:0
30:30:30 1:8 0.086 0.1591:0:0
30:30:30 1:9 0.11 0.171]1:0:0
75:60:50 1:1 1 1]1:0:0
75:60:50 1:1.5 0.999 1]1:0:0
75:60:50 1:1.75 1 1]1:0:0
75:60:50 1:2 0.998666667 0.998666667 | 1:0:0
75:60:50 1:2.5 0.992 1]1:0:0
75:60:50 1:3 0.942666667 0.994666667 | 1:0:0
75:60:50 1:4 0.742666667 0.928]1:0:0
75:60:50 1:5 0.568 0.92]1:0:0
75:60:50 1:6 0.409333333 0.661333333|1:0:0
75:60:50 1:7 0.317333333 0.624|1:0:0
75:60:50 1:8 0.250666667 0.336|1:0:0
75:60:50 1:9 0.229333333 0.336|1:0:0
50:60:75 1:1 1 11:0:0
50:60:75 1:1.5 0.998666667 1[1:0:0
50:60:75 1:1.75 0.994666667 1]1:0:0
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50:60:75 1:2 0.984 1/1:0:0
50:60:75 1:2.5 0.942666667 0.998666667 | 1:0:0
50:60:75 1:3 0.762666667 0.989333333 | 1:0:0
50:60:75 1:4 0.429333333 0.942666667 | 1:0:0
50:60:75 1:5 0.234666667 0.897333333 | 1:0:0
50:60:75 1:6 0.178666667 0.696 | 1:0:0
50:60:75 1:7 0.118666667 0.666666667 | 1:0:0
50:60:75 1:8 0.070666667 0.338666667 | 1:0:0
50:60:75 1:9 0.064 0.302666667 | 1:0:0
30:30:30 1:1 0.988 0.985333333|0:0:1
30:30:30 1:1.5 0.873333333 0.814666667 | 0:0:1
30:30:30 1:1.75 0.810666667 0.710666667 | 0:0:1
30:30:30 1:2 0.733333333 0.617333333 | 0:0:1
30:30:30 1:2.5 0.582666667 0.429333333 | 0:0:1
30:30:30 1:3 0.48 0.332]0:0:1
30:30:30 1:4 0.273333333 0.188|0:0:1
30:30:30 1:5 0.228 0.138666667 | 0:0:1
30:30:30 1:6 0.14 0.102666667 | 0:0:1
30:30:30 1:7 0.153333333 0.101333333 | 0:0:1
30:30:30 1:8 0.109333333 0.076 | 0:0:1
30:30:30 1:9 0.1 0.093333333|0:0:1
75:60:50 1:1 1 1/0:0:1
75:60:50 1:1.5 0.988 0.972(0:0:1
75:60:50 1:1.75 0.973333333 0.906666667 | 0:0:1
75:60:50 1:2 0.944 0.846666667 | 0:0:1
75:60:50 1:2.5 0.838666667 0.657333333 | 0:0:1
75:60:50 1:3 0.725333333 0.504 | 0:0:1
75:60:50 1:4 0.52 0.332]0:0:1
75:60:50 1:5 0.409333333 0.225333333 | 0:0:1
75:60:50 1:6 0.32 0.161333333 | 0:0:1
75:60:50 1.7 0.285333333 0.145333333 | 0:0:1
75:60:50 1:8 0.22 0.120:0:1
75:60:50 1:9 0.210666667 0.092(0:0:1
50:60:75 1:1 1 1/0:0:1
50:60:75 1:1.5 0.997333333 0.996 | 0:0:1
50:60:75 1:1.75 0.986666667 0.981333333 | 0:0:1
50:60:75 1:2 0.974666667 0.958666667 | 0:0:1
50:60:75 1:2.5 0.888 0.84]0:0:1
50:60:75 1:3 0.708 0.652]0:0:1
50:60:75 1:4 0.457333333 0.421333333 | 0:0:1
50:60:75 1:5 0.338666667 0.309333333 | 0:0:1
50:60:75 1:6 0.238666667 0.22]0:0:1
50:60:75 1:7 0.194666667 0.178666667 | 0:0:1
50:60:75 1:8 0.141333333 0.14]0:0:1
50:60:75 1:9 0.126666667 0.124{0:0:1

Zdroj: Vlastné spracovanie
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3. Zdrojovy kod

# Importovanie modulov
import pandas as pd
import numpy as np
import pingouin as pg
import itertools

# Funkcie na vypocet testov
def anovaSimulation(mi_list, sigma2_list, size_list, group_list):

group_list = [gl, g2, g3]

concat_list = []
for iteration, group in enumerate(group_list):
group_level list = []
for elem in group:
group_lst = [iteration, elem]
group_level list.append(group_lst)
concat_list.append(group_level 1list)

list with_factors = list(itertools.chain(concat_list[@],
concat_list[1], concat_list[2]))

factor_list = []
val_list = []
for obs in list with_factors:

factor_list.append(obs[@])
val list.append(obs[1])

df = pd.DataFrame([factor_list, val list]).T
df.columns = ['factor', 'value']
df['factor'] = df[ ' factor'].astype(int)

aov = pg.anova(data=df, dv='value', between='factor")
return aov[ p-unc'][@]
def welchAnovaSimulation(mi_list, sigma2_list, size_list, group_list):

concat_list = []
for iteration, group in enumerate(group_list):
group_level list = []
for elem in group:
group_lst = [iteration, elem]
group_level list.append(group_lst)
concat_list.append(group_level 1list)

list with_factors = list(itertools.chain(concat_list[@],
concat_list[1], concat_list[2]))

factor_list = []

val_list = []
for obs in list with_factors:
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factor_list.append(obs[@])
val list.append(obs[1])

df = pd.DataFrame([factor_list, val_list]).T
df.columns = ['factor', 'value']
df[ ' factor'] = df['factor'].astype(int)

aov = pg.welch_anova(data=df, dv="value', between='factor")

return aov['p-unc'][0]

# Vytvorenie prazdnych vyslednych df
typel_results_df = pd.DataFrame(columns=['Means',
'Sizes’',
'Variances',
'"ANOVA Type I error rate',
'"Welch Type I error rate'])

power_results_df = pd.DataFrame(columns=['Sizes"',
'Variances',
"ANOVA power of test',
'Welch power of test'

D

# Simulacie
n_of_trials = 5000

mi_list = [0, 0, 1]
sigma2_list = [1, 5, 9]
size list = [50, 60, 75]

anova_p_v_results_list []
welch_p_v_results_list []
for iteration in range(n_of_trials):

gl = list(np.random.normal(loc=mi_list[@], scale=sigma2_list[@],
size=size_list[0@]))

g2 = list(np.random.normal(loc=mi_list[1], scale=sigma2_list[1],
size=size 1list[1]))

g3 = list(np.random.normal(loc=mi_list[2], scale=sigma2_list[2],
size=size list[2]))

group_list = [gl, g2, g3]

anova_p_v_results_list.append(anovaSimulation(mi_list, sigma2_list,
size_ list, group_list))

welch_p_v_results_list.append(welchAnovaSimulation(mi_list, sigma2_list,
size list, group_list))

# Ulozenie vysledkov

pv_df = pd.DataFrame()
pv_df[ "ANOVA_p_values']
pv_df[ 'Welch p values']

anova_p_v_results_list
welch _p v _results list

# Vypocet mier chyb I. druhu

anova_typel_error_rate =
len(pv_df[pv_df[ 'ANOVA_p values']«@.05][[ 'ANOVA_p values']])/ n_of_trials
welch_typel error_rate =
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len(pv_df[pv_df[ 'Welch p values']<0.05][[ 'Welch p values']])/ n_of trials

print(anova_typel error_rate)
print(welch_typel error_rate)

part_typel_error_df = pd.DataFrame(columns=['Sizes",
'Variances',
'"ANOVA Type I error rate',
'Welch Type I error rate’

D

sizes = "{0}/{1}/{2}" .format(*size_ list)
variances = "{0}/{1}/{2}".format(*sigma2_list)

part_typel_error_df = part_typel_error_df.append({'Sizes': sizes,
'Variances': variances,
"ANOVA Type I error rate':
anova_typel_error_rate,
'Welch Type I error rate':
welch_typel_error_rate},
ignore_index=True)

typel _results_df = typel results_df.append(part_typel_error_df)
typel_results_df.reset_index(drop=True, inplace=True)
typel _results_df.to_csv('new_typel results anova welch.csv', index=False)

# Vypocet mier chyb II. druhu, sily testu

anova_type2_error_rate =
len(pv_df[pv_df[ 'ANOVA p values']>=0.05][[ 'ANOVA p values']])/ n_of_trials
welch_type2_error_rate =
len(pv_df[pv_df[ 'Welch p values']»=0.05][[ 'Welch p values']])/ n_of_trials

anova_power
welch_power

1 - anova_type2_error_rate
1 - welch_type2_error_rate

part_power_df = pd.DataFrame(columns=['Sizes",
'Variances',
'ANOVA power of test',
'Welch power of test'

D

sizes = "{0}/{1}/{2}" .format(*size_list)
variances = "{0}/{1}/{2}".format(*sigma2_list)
means = "{0}/{1}/{2}".format(*mi_list)

part_power_df = part_power_df.append({
‘Means': means,
'Sizes': sizes,
'Variances': variances,
"ANOVA power of test': anova_power,
‘Welch power of test': welch_power},
ignore_index=True)

power_results_df = power_results df.append(part_power_df)
power_results_df.reset_index(drop=True, inplace=True)
power_results_df.to_csv('new_power_results_anova_welch.csv', index=False)
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