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ABSTRAKT

RAJSKY, Matii§: Porovnanie stanovenia vlastného vrubu poistovne pri konkrétnom zaisteni
Standardnymi metodami a optimalizaciou. Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta
hospodarskej informatiky; katedra matematiky. Veduca diplomovej prace: doc. RNDr. Galina
Horékova, CSc.—Bratislava : FHI EU, 2014, 68 s.

Obsahom diplomovej prace s nazvom ,,Porovnanie stanovenia vlastného vrubu poist'ovne pri
konkrétnom zaisteni Standardnymi metodami a optimalizaciou je navod na vypocet
optimalneho zaistenia, ktoré moze byt pouzité na minimalizaciu maximalnej moznej $kody,
resp. minimalizovaniu pravdepodobnosti krachu. Venuje sa pojmom kolektivny model rizika,
pravdepodobnost’ krachu, zaistenie ako aj potrebnym vztahom, ktorych pouZitie vedie
k odhadu potrebného kapitalu na krytie prevzatého rizika. Praca je rozdelena do Siestich
oblasti. Prva Cast’ je zamerana na uvedenie do problematiky a objasnenie sl¢asného stavu
v poistovnictve. Dalsia kapitola sa venuje definovaniu kolektivneho modelu rizika a mier
rizika VaR aCVaR. Stvrta kapitola sa venuje teorii krachu a vypoétu pravdepodobnosti
krachu explicitne a aproximaciami. V d’alsej kapitole je vysvetleny pojem zaistenie a dva typy
zaistenia — kvotové a surplus. Siesta kapitola sa venuje vypodtu optimalnej hodnoty kvoty,
resp. vlastného vrubu pre typy zaisteni definované v predoslej kapitole. Posledna kapitola
poukazuje na sposoby vyuzitia nadobudnutych vedomosti na troch modelovych prikladoch.
Na modelovanie a vypocty boli vyuzité programy Mathematica 9, Microsoft Excel 2010
a EasyFit.

Préaca obsahuje 12 tabuliek a 8 obrazkov.

Klucové slova: VaR, CVaR, pravdepodobnost’ krachu, zlozeny Poissonov proces, koeficient

korekcie, Brownov pohyb, vlastny vrub, kvota



ABSTRACT

RAJSKY, Matti§: Comparison of determining the retention of insurance in particular
reinsurance with standard methods and optimization. University of Economics in Bratislava.
Faculty of Economic Informatics, department of Mathematics. Supervisor: doc. RNDr. Galina
Horakova, CSc.—Bratislava : FHI EU, 2014, 68 pages.

The content of the thesis entitled ,,Comparison of determining the retention of insurance in
particular reinsurance with standard methods and optimization ,, is a guide to calculate the
optimal reinsurance that may be used to minimize the maximum possible damage with

a certain probability and also to minimize the probability of ruin. The thesis is divided into six
chapters. The first chapter focuses on introducing the issue and clarifying the current situation
in the insurance. The next chapter is devoted to defining of the collective risk model. The
fourth chapter deals with theory of ruin and calculation of the probability of ruin, using not
only exact, but also approximate calculations. The next chapter explains the concept of
proportional reinsurance and two of its types: quota and surplus. The sixth chapter deals with
the calculation of optimal quota and surplus values, which were defined in the previous
chapter. The last chapter highlights the use of acquired knowledge by presenting direct
calculations of issues presented in the previous chapters. Calculations were done in
Mathematica 9, Microsoft Excel 2010 and EasyFit. The thesis contains 12 tables and 8

images.

Key words: Value-at-Risk, Probability of Ruin, Compound Poisson Process, Adjustment
Coefficient, Brownian Motion, Quota, Level of Retention.
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Uvod

Vsetky finan¢né a poist'ovacie institiicie maju jednu spolo¢nt vlastnost’ — pracuju s rizikom.
Kedze nevedia dokonale odhadnut’ budice dianie, nevedia ani predpokladat’, ¢i im dana
finanéna operacia, alebo poistna zmluva, prinesie stratu alebo zisk. Preto je dolezité toto
riziko merat’ a odhadovat. V smernici pre poistné spolo¢nosti Solventnost’ II, ktora podla
najnov§ich odhadov vstipi do platnosti zaciatkom roku 2016, sa ohladom vypoctu
kapitalovych poziadaviek zmienuju hodnoty VaR a CVaR, ktoré stanovujl maximalne mozna
Skodu s urcitou pravdepodobnost'ou za jeden rok. O pravdepodobnosti, Ze poistoviia nebude
mat’ dostato¢ny kapitél na krytie rizika pojednéva aj teoria krachu. Ak tato pravdepodobnost’
bude prili§ velkd, mdze sa poistoviia rozhodnut’ cast’ rizika postapit’ zaistovatel'ovi, ¢im
moéze znizit' pravdepodobnost, ze nebude schopnd vyplacat kapitdlové poziadavky. Je
dolezité vediet’, akej vel'kej Casti rizika by sa mal poistovatel’ vzdat’, aby bola tato zaistna

ochrana optimalna.

V diplomovej préci sa budeme zaoberat' stanovenim hodnét VaR a CVaR ako aj
pravdepodobnosti krachu v réznych ¢asovych obdobiach. Nasledne, pouzitim matematického
aparatu, ukazeme spOsob na vypocet optimalneho zaistenia, ktorym budeme spomenuté

hodnoty minimalizovat’.

V prvej kapitole sa zameriame na uvedenie do problematiky, kde objasnime sucasny stav
Vv poistovnictve. Bliz§ie sa pozrieme na smernicu Solventnost’ Il a zdbraznime vyznam
zaistenia a jeho vyuzivanie.

V tretej kapitole sa budeme venovat definovaniu kolektivneho modelu rizika na zaklade
rozdelenia vysky individualnej Skody a rozdelenia poctu $kod. Uvedieme spdsob vypoctu
mier rizika VaR a CVaR.

V stvrtej  kapitole objasnime pojem  teéria  krachu abudeme sa  venovat
stanoveniu pravdepodobnosti krachu explicitnym vypoétom, ale aj roznymi aproximaciami.

V piatej kapitole vysvetlime zmysel, vyhody a nevyhody proporcionalneho zaistenia, pricom
sa zameriame na dva typy zaistenia: kvétové a excedentné.

V siestej kapitole sa budeme zaoberat’ optimalizaciou zaistenia popisaného v piatej kapitole,

za ucelom hl'adania optimalnej kvoty, resp. vlastného vrubu z pohl'adu poistovatela.



V siedme;j kapitole zhrnieme nadobudnuté vedomosti aplikacne na modelovych prikladoch.
Na modifikované udaje poistovne aplikujeme metddy zndzornené v teoretickej Casti na

vypocet optimalnej kvoty, resp. vlastného vrubu.

Nakoniec porovname nase vysledky so Standardnou vyskou zaistenia a zhodnotime, ¢i je
zaistenie vypocitané spdsobom prezentovanym v diplomovej praci vyhodnejSie na

minimalizaciu maximalnej skody, resp. minimalizovania pravdepodobnosti krachu.

Tato praca vznikla v spolupréci s Ing. Zelinom z CSOB.



1 SUCASNY STAV PROBLEMATIKY

Poistenie a zaistenie su spoloc¢ensky a hospodarsky také dolezité, ze dohlad nad
obozretnost'ou podnikania je vSeobecne povazovany za nutny. Poistovatelia neposkytuju len
ochranu pred buducimi udalostami, ktoré sa mézu ukdzat ako stratové, ale prevadzaja aj
uspory domécnosti na finanéné trhy a do redlnej ekonomiky. Poistovatelia a zaist'ovatelia
musia spliat’ poziadavky solventnosti, aby mohli zaru¢it’ istoty poistnikom. Sti¢asné pravidla
nechavaju ¢lenskym Statom viac priestoru na vnutrostatne odchylky, st menej citlivé na rizika
a stanovuju menej prisny dohl'ad. Preto je zavadzany novy rezim solventnosti.
Solventnost’ Il je Eurdpsky projekt zamerany na reformu reguldcie poistovni, ktord by
poskytovala bezpecnost’ pre poistencov a na podporu trhovej stability. Zohl'adiiuje funkciu
risk manazmentu a alokacie kapitalu v poistnom sektore.
Solventnost’ II modze prispiet’ tym, ze vytvori rovnaké poziadavky pre vSetky poistovne.
Podpori prehibenie jednotného trhu v poistovnickych sluzbach a lepsiu alokéaciu kapitélu.
Zmeny by mali pozitivne pdsobit’ ako na klientov, tak aj na poskytovatel'ov poistnych sluzieb.
Doéraz sa kladie na stlad regulacného kapitalu s ekonomickym. Solventnost’ II ale nie je len o
kapitalovych poziadavkach. Samotny kapitdl nemdze nahradit’ schopnost’ pochopit’, odmerat’
a spravovat’ rizikd a ziadny vzorec alebo model nemdze zachytit’ vSetky aspekty rizika,
ktorému celi poistovatel.
Nova regulacia podporuje vyssiu kvalitu risk manazmentu a zaist'uje, aby odhad regula¢ného
kapitalu bol integrovany so §ir§imi procesmi kapitalového manazmentu.' Metody su zalozené
na stochastickom pristupe merania rizik, pri ktorom na zéklade matematického aparitu
a modelov ur¢ujeme, aké vel'ké riziko moZe dana inStitucia niest’.
Medzi proklamované hlavné ciele projektu Solventnost’ II patria:

e Zvysend ochrana poistencov

e Vicsia zhoda so skutoénym rizikom poistovne

e Sulad medzi finan¢nymi inStitaciami

e Doraz na stanovené principy, ale bez zbyto¢nej zloZitosti

e Odhad celkového stavu solventnosti poistovatelom

e Podobne ako pri Basel, vytvorenie troj-pilierového pristupu prispésobeného na

poistovnictvo

YHM Treasury: Solvency II: a new framework for prudential regulation of insurance in the EU, februar 2006,

http://www.hm-treasury.gov.uk/d/solvencyll_discussionpaper.pdf



http://www.hm-treasury.gov.uk/d/solvencyII_discussionpaper.pdf

e Clenenie kapitalovych poziadaviek do dvoch urovni
o Kapitalova poziadavka na solventnost’ - Solvency Capital Requirement (SCR)
o Minimalna poziadavka na solventnost’ — Minimim Capital Requirement
(MCR)

e Harmonizacia kvantitativnych a kvalitativnych metod pre dohl’ad

V projekte Solventnost’ II budu zavedené nové prvky, s ktorymi sa v minulosti neuvazovalo,
ale ukazalo sa, Ze st potrebné pre ¢o najpresnejsi odhad rizika.

Kym v Solventnosti Isa uvazovalo iba s poistnym a do uréitej miery s trhovym rizikom,
Solventnost’ I zohl'adiiuje okrem uvedenych aj kreditné a operacné rizika.

Dalsim z kl'ai¢ovych prvkov, ktorému budem venovat’ zvysenil pozornost’ aj v nasej praci, je
pravdepodobnostné meranie rizika. Odhad rizika bude zalozeny na vypoéte hodnoty VaR®
s pravdepodobnostnym stupiiom 99,5%.2 Touto hodnotou sa budeme zaoberat’ v d’alsich
kapitolach.

Tretim prvkom pri odhade solventnosti je siivaha ocefiovand v stlade so stalymi trhovymi
principmi. Takato stvaha sa 1i§i od tej v auditovanych tuc¢toch spravovanych pod
Solventnostou I. Tento pristup vyzaduje trhové oceniovanie aktiv a pasiv. Znamena, ze ak boli
upravy vykonané v jednej z poloziek suvahy, ovplyvni to celkovu solventnost podniku,

vypocitant ako €istd hodnotu aktiv (aktiva minus pasiva).4

Poist'ovne si stanovuju ciel’ na vySku vlastnych zdrojov v slvahe tak, aby kryli kapitalovd
poziadavku SCR s urcitou rezervou.

Teoria krachu neponuka dokonalé vysledky, ale moéze poskytnit’ zaujimavy pohlad vd’aka
roznym pripadom, kde moZeme zistit pravdepodobnost krachu explicitne alebo
aproximaciou.

Jeden z pristupov je, ze poistovatelia si stupen SCR vyberaji na trovni 110% az 200%.
Ktomu zvycajne prijimaju dividendovu stratégiu: ak miera SCR presiahne stanovené

kapitalové poziadavky, poistovatel’ vyplati cast’ kapitalu, ktora prevysuje tieto poziadavky

i VaR (Value at Risk) — hodnota v riziku
3 Susanne Raske-Faft: Sglvensy Hf fniraduction: 56:68:2016;
http://www.casact.org/affiliates/csaf/0810/SolvencyllIntroduction.pdf,

* EIOPA: EIOPA Report on the fifth Quantitative Impact Study (QIS5) for Solvency II,
https://eiopa.europa.eu/fileadmin/tx.../reports/QIS5 Report Final.pdf, 14.03.2011



http://www.casact.org/affiliates/csaf/0810/SolvencyIIIntroduction.pdf
https://eiopa.europa.eu/fileadmin/tx.../reports/QIS5_Report_Final.pdf

v dividendach. Ak miera SCR dosiahne ur¢it hranicu (napriklad 250%), tak kapital nad touto

hranicou méze byt vyplateny v dividendéach.’> Dynamické stvaha je ilustrovana na Obr. 1.1.

Zavazky v éase t

SCR = Kapitdlové poZiadavky pre

Wyplata
dividend

solventnost .— 270%
RP = Rizikova prirazka(Risk Margin) SCR3
BE = Najlepsi odhad pasiv(Best Estimate
of Liabilities) 250%
— ._ SCR;
200%
T 130% SCR;| SCR, SCR; SCRs
180% SCRy | SCR;
SCRp
RP, RP2 RPs
RPg
BE, BE; BE; BEs
| >
=0 =1 t=2 =3 Cas t

Obr. 1.1 Dynamicka suvaha v case t. Viastné spracovanie.

Ak poistovatel’ nespiiia kapitalové poziadavky na solventnost, moze sa rozhodnit’ preniest

Cast’ rizika poistného kontraktu, pripadne celého portfélia kontraktov, na inli spolo¢nost’ — na

zaistovatel’a. Transfer rizika poistovatela zaistovatel'ovi sa nazyva zaistenie.

V stcasnosti plni zaistenie vyznamné ulohy, ku ktorym predovsetkym patri:

e Rozdelenie rizika. Je to jeho prioritna uloha a jeho realizacia je podstatou ochrany

poistovatel'a. Zaistenie rozdeli riziko poistené na vysoku sumu na dve (pripadne viac)

Casti, ¢cim bude budica mozna Skoda rozdelend na poistovatela a zaistovatela na

zaklade dohodnutych podmienok.

e ZvySenie kapacity cedenta. Znamena to, ze poistovatel mdze prijat do poistenia

vacsie riziko o prave tu Cast, ktorti bude cedovat zaist'ovatel'om.

e Stabilizacia hospodarenia cedenta. Ekonomicka stabilita vplyva pozitivne na

goodwill poistovacej spolo¢nosti a vytvara doveru v poskytované sluzby. Stcéasna

5 Gerber, U., Loisel, S. 2012. Why Ruin Theory Should Be Of Interest For Insurance Practitioners And Risk

Managers Nowadays. In Actuarial and Financial Mathematics, Belgium, , s. 17-20.



ekonomicka, politickd asocialna klima vo vyspelych ekonomikach sa priklana
k nazoru dosahovat' dlhodobo nizsi, ale stabilny zisk, ako dosahovat’ vysoky, ale
nestabilny zisk.

e Dosiahnutie homogenity kmena. Presunom casti poistnych rizik, ktoré presahuji
urCitd hranicu unosnosti, zo svojho poistného kmena na zaistovatel'a, moze cedent
podstatne znizit' mozné nepriaznivé dosledky kolisania Skodového priebehu.

e Posilnenie solventnosti cedenta. Miera finanénej sily sa uréuje mierou solventnosti.
Dohl'adny organ nad poistovnictvom dohliada na to, aby sa poistoviia nedostala pod
pozadovanu urovenn solventnosti. V opaénom pripade moéze takejto spolocnosti
zastavit’ ¢innost. Zaistenie zniZuje potrebu kapitdlu a rezerv poistovne. Poist'oviia
prevedenim cCasti svojich zévdzkov na zaistovatela, uvolni cast’ vlastnych
kapitalovych zdrojov, ktoré by boli viazané na krytie prijatych rizik.

e Cenotvorba. Zaistovatelia mozu ovplyviiovat poistné sadzby poistnych odvetvi,
ktoré zaistuju. Zaistenie ovplyviiuje aj cenotvorbu nepravidelne sa vyskytujdcich
rizik, napriklad povodni, vichric, zemetraseni a pod.

e Poskytovanie pomoci pri tvorbe a zavadzani novych poistnych produktov. Proces
tvorby produktu je zlozZity a vyrazne sa na iom mdze podielat’ aj zaistovatel. Moze
pomdct’ vylepsit’ dizajn produktov, cenovo spristupnit’ poistné produkty a vylepsit’ ich
ocenenie. Statistické tidaje a expertizy mnohych svetovych zaistovni st rozsiahlejsie

ako udaje poistovni, ked’Zze na poistnom trhu vystupuju dlhsie.’

6 Kratka, Zuzana: Zaistenie. Vydavatel'stvo Ekonom, 2007, s. 43-51



2 CIELE PRACE

Standardné modely zaistenia mnohych poistovacich spolonosti st stanovované na zaklade
odbornych skusenosti poistnych matematikov alebo podl'a zvyklosti, ktoré su zauzivané
medzi poistovatelom a zaistovatelom. Napriek tomu, Zze vplyv stochastiky narasta,
stochastické modely na stanovenie spravnej zaistnej ochrany stile nie su samozrejmostou.
Cielom diplomovej prace je navrhnit pradve taka zaistni ochranu, ktord bude pre
poistovatela optimalna z hladiska minimalizacie pravdepodobnosti krachu a maximalnej
moznej $kody, ktora moze nastat’ s uréitou pravdepodobnost'ou pocas jedného roka a nésledne

toto zaistenie porovnat’ so Standardnou metddou stanovenia zaistnej ochrany.
Pre dosiahnutie tohto ciel'a bolo potrebné si stanovit’ pre rozsiahlost’ témy Ciastkové ciele:

e Uvedenie metdd, ktoré umoznia stanovit’ rozdelenie, ktorym sa bude riadit’ pocet skod
a vyska individuélnej Skody.

e Objasnenie teorie krachu a spdsobu urcenia pravdepodobnosti krachu v urCitom
¢asovom horizonte pomocou zlozeného Poissonovho procesu.

e Vysvetlenie pojmu proporcionalne zaistenie a priblizenie dvoch typov tohto zaistenia:
kvétového zaistenia a zaistenia surplus. Popisanie tychto typov zaistenia a ich skladani
do =zaistovacieho retazca z matematického hladiska vhodnym matematickym
modelom, ktory bude sliZit’ na stanovenie optimalnej vySky zaistenia.

e Aplikovanie vybudovanej tedrie na modelovych prikladoch.

Snahou bude na modifikovanych udajoch jednej poistovne porovnat zaistni ochranu

stanovent na zaklade optimalizacie so §tandardne pouzivanym proporcionalnym zaistenim.

Na triedenie Udajov a jednoduché matematické operacie pouzijeme program Excel 2010 a na
vysvetlenie  priebehu poistnych udalosti pravdepodobnostnymi rozdeleniami vyuzijeme
softvér EasyFit. Na vypocet optimalneho zaistenia a ostatnych délezitych hodnot pouzijeme

program Mathematica 9.



3 KOLEKTIVNY MODEL RIZIKA

Kolektivny model rizika zobrazuje stochasticky model, vd’aka ktorému moézeme posudzovat’
agregatne spravanie urcitého suboru. Prikladom vyuzitia kolektivneho modelu rizika je poistenie
aut. Nevieme, ktory poistenec havaruje a akl vysku Skody spdsobi. Preto nevieme aktl Skodu ma
poistoviia ocakavat vurCitom obdobi. Na zdklade Statistickych udajov vSak mozeme
predpokladat’, aké percento poisteného suboru 4ut havaruje. To vSak nestaci na modelovanie
celkovej skody, ked’ze poistné plnenia st pri roznych poistnych udalostiach r6zne. Preto musime
vytvorit’ stochasticky model vysky jednotlivych §kod. Ked’ ziskame distribliciu rozdelenia vysky
individudlnej Skody a distribiciu rozdelenia poctu $kod, mozeme tieto rozdelenia skladat’.
Vysledkom je kolektivny model rizika, ktory je charakterizovany ndhodnou premennou celkove;j
Skody S*ot,

Definujme preto nahodni premennia S*¥°! ako celkové poistné plnenie poistovatela, ktoré
vyplyva zur€itého portfolia nezévislych poistnych zmlav, ktoré vznikli v jednom obdobi,
spravidla jedného roka. Ozna¢me X; ako premennd, ktora opisuje vySku i-tej Skody a ndhodna
premennu N, ktora charakterizuje pocet $kod. Celkovu skodu moZeme potom vyjadrit’ ako sticet

vSetkych individualnych §kdd, ¢o mézeme vyjadrit’ vzhl'adom na ndhodntl premennti N vztahom

N
kol — .
5= le (3.1)
i=1

Je zrejmé, Ze ak nenastane ziadna poistna udalost’, teda pocet individudlnych $kdd bude nula,
aj celkova Skoda bude rovna nule.

skol=0 ak N=0

Dalej musia byt splnené aj nasledujiice predpoklady: {X;}i2, je postupnost’ nahodnych,
nezavislych a identicky rozdelenych premennych, pricom ndhodnéd premenna N je nezavisla od
{Xi}iz1-

Néhodna premenna, ktora spiiia uvedené predpoklady, ma zlozené rozdelenie.

3.1 Zakony rozdelenia celkovej §kody S*!
V tejto kapitole vysvetlime zékony rozdelenia celkovej Skody pomocou pravdepodobnostnej
a distribucnej funkcie. Vyuzitie jedného zo spdsobov zavisi od konkrétnych rozdeleni vysky
jednotlivej Skody a poc¢tu $kdd. Pravdepodobnostnu funkciu vyuzijeme v pripade, ze obidve
rozdelenia st diskrétne. Pomocou nej vypocitame pravdepodobnost’, Ze celkova Skoda nastane
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v konkrétnej vyske s konkrétnou pravdepodobnost'ou. Distribu¢nd funkcia zovSeobeciiuje
pravdepodobnostni a vyuziva sa pri diskrétnych aj spojitych rozdeleniach. Zobrazuje

pravdepodobnost’, ze celkova skoda nepresiahne vopred stanoventl hodnotu.

3.1.1 Pravdepodobnostna funkcia S*°!
Predpokladajme, ze rozdelenie poctu skod aj vysky Skody sa d& opisat’ pravdepodobnostnou
funkciou. Za tohto predpokladu m6zeme vyjadrit’ jeho pravdepodobnostnu funkciu pgrot (x).

Vyjadrime najprv pravdepodobnostnu funkciu rozdelenia poctu skod:

_(P(N=n) n=0,12,.. (3.2)
pn(n) = { 0 n#012 ..

Nésledne vyjadrime pravdepodobnostni funkciu rozdelenia individudlnej Skody pomocou

nahodnej premennej X;, i = 1,2, ..., N:

px, () = {

Potom pravdepodobnostnu funkciu celkovej Skody pgkot (x) vyjadrime ako pravdepodobnost’, ze

P(X;,=x) x=0
0 x<0

(3.3)
celkova Skoda sa bude rovnat’ hodnote x. Tento pripad nastane, ked’ vo vSeobecnosti nastane
prave n poistnych udalosti, vzhI'adom na ktoré celkova Skoda bude rovna sume x. Tato uvahu

zapiSeme ako:

co

p(skot = x) = P <Z(Skol =xAN = n)) = (Z P(S'=x/N=n)-P(N = n)) (3.4)
n=0

n=0
Pretoze
P(skol — X/N = n) = P(}(1 +X2++X1’l = ,X') = p;(n(X)

Modzeme pravdepodobnostnu funkciu rozdelenia celkovej Skody vyjadrit’ vztahom

Dgkot (x) = z P(N =n) -p¥*(x) prex =1,2,3 .., (3.5)
n=1

Kde py" je n-ta konvolicia rozdelenia, pricom nulta konvolucia py/(x) =1 prex =1

3.1.2 Distribucna funkcia S

Pre vypocet rezerv poistovne nie je az tak dolezité poznat pravdepodobnost, s akou nastane
presnd vySka Skody, ako pravdepodobnost, ze Skoda nepresiahne wurciti vySku.
Pravdepodobnost, ze celkova skoda bude mensia, resp. rovna hodnote x, sa nazyva distribu¢na

funkcia. ZapiSeme ju ako:



Fgrot(x) = P(S*' <x) prex€R (3.6)

Pri¢om tato funkcia ma tieto vlastnosti:
lim Fgrot(x) =0
X——00
lim Fgrot(x) = 1
X—00
Fskot(x) je neklesajica, tj. ak x <y = Fgrot(x) < Fgrot(y)

Fskot(x) je spojita sprava, t.j. lim,_,g+ Fskot(x) = Fgkot(x + h)

Podobne ako pri pgkot (x) odvodime distribuéni funkciu Fgko: (x) pomocou distribucnej funkcie
nahodnej premennej X;, i = 1,2, ..., N, vyjadrenej vzt'ahom
PX;<x) x=0 (3.7)
Fy. = L
%00 = {7 x<0

A rozdelenia poctu skod s pravdepodobnostnou funkciou
_(P(N =n) n=012.. (3.8)
p(n) = { 0 n#012,..
Distribu¢nu funkciu celkovej Skody, ako situdcie, Ze celkova Skoda bude mensia nanajvys rovna
hodnote x, pricom nastane prave n poistnych udalosti méZzeme vzhladom na disjunktnost’
jednotlivych udalosti a vyuZzitim vety o nasobeni podmienenych pravdepodobnostii tito tivahu

zapisat’ takto:

Fgrot(x) = P(S¥l < x) = <Z P(Sk < x AN = n))
n=0

(3.9)
- Zp(skol <x/N=n)-P(N=n)
n=0
Pretoze
P(S¥l' <x/N =n)=P(X; + Xp+...+X, < x) = F5"(x)
mozeme distribu¢ni funkciu rozdelenia celkovej Skody vyjdarit’ vztahom
= . Fin >
F gkot(x) = Z PN =n)- F"(x) x=0 (3.10)
n=0

0 x<0

kde Fy" je n-ta konvolucia rozdelenia, priom nultd konvoliicia Fy'(x) =1 prex =1
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V pripade diskrétneho rozdelenia celkovej Skody mozeme vyjadrit' prepojenie medzi
pravdepodobnostnou a distribu¢nou funkciou celkovej Skody

pskol(X) = Fskol(X) - Fskol(x -1) (3.11)

3.1.3 Momentova vytvarajtica funkcia S*°!
Momentova vytvarajuca funkcia je pre nahodnu veli¢inu X definovana ako stredna hodnota
funkcie eZ*, kde z je pomocny parameter. Pre diskrétnu nahodni veli¢inu je potom
momentova vytvarajica funkcia definovana ako

my@ = ) e p@) (3.12)

X€H

kde p(x) je pravdepodobnostna funkcia veli¢iny X.

Pre spojitt nahodnu veli¢inu X potom momentovu vytvarajucu funkciu definujeme ako

o)

my(2) = f e”Xf (x)dx (3.13)

— 00

kde f(x) je hustota pravdepodobnosti X.

Mozeme odvodit momentovu vytvarajlcu funkciu pre rozdelenie celkovej Skody mgrot(2),

ktora je definovana ako stredna hodnota funkcie ezsk.
Mgkot(z) = E (ez'Sm) (3.14)

Pouzitim vzt'ahu 3.1 mdézeme ndhodnu premenna S*°! vyjadrit ako sudet individualnych $kod

mekot(z) = E(E(e?1e7%2 ..e?XN)) = E((mx(2))V) = E (eln(mx(Z))N) (3.15)

¢o upravime na konecny tvar funkcie

Mgkot(z) = my(In my(2)) (3.16)
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3.2 Zakladné charakteristiky celkovej skody S

V tejto Casti objasnime vypocet zakladnych charakteristik celkovej Skody: strednej hodnoty
a disperzie. Ked’ze existuje viac spdsobov vypoctu tychto charakteristik, uvedieme si ich
vypocet tromi spésobmi: pomocou pravdepodobnostnej, distribucnej a momentovej

vytvarajucej funkcie.

Zagiatoény moment k-teho radu v,(S*°Y) je definovany ako strednd hodnota nahodne;
premennej X* a vypoéitame ho ako A-tu derivaciu momentovej vytvarajicej funkcie v bode
z=0.

Aplikovanim na naSu situiciu sa stredna hodnota celkovej §kody E(S*!) vypotita ako prva
derivacia momentovej vytvarajucej funkcie mSkol(Z), ked parameter z = 0

d 3.17
01 (S51) = - (lmo = E(SY) (310
Disperziu, teda centralny moment druhého rddu vypocitame ako rozdiel zaciatocného momentu

druhého radu a druhej mocniny zaciatocného momentu prvého radu:

2(5%1) = vy (5%) — vE(S*°1) = D($*) (3.18)

Tieto vztahy mozeme odvodit’ aj na zéklade vlastnosti strednej hodnoty a disperzie. Vypocet

momentov nahodnej premennej Sk°!

je zaloZeny na podmienenej pravdepodobnosti dvoch
nahodnych premennych, pre ktoré momenty existuju. V takom pripade pre ndhodné premenné V
a Z plati
E(V)=EEWV/Z)
DWV)=EMDWV/Z)+D(EWV/Z)
Vzhl'adom na to, ze celkovd Skoda je zavisla od poctu Skdd, ktoré st opisané nédhodnou
premennou N, plati
E(S*!) = E(E(S*!/ N)

pricom na zéklade vlastnosti strednej hodnoty moZeme napisat’

n

E(S*'/N=n) =E (in> =n-v;(X)

i=1
A ked’Ze posledny vztah plati pre n = 0,1,2, ..., mdZeme napisat’

E(E(S*!/N)=E(N -v,(X)) = E(N) - E(X)
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Tym sme dokazali, ze

E(S*Y) = E(N) - E(X) (3.19)

Na vypocet disperzie pouzijeme obdobné uvahy.

n

D(S“!/N =n) =E (Z xi) =n- (%) = vE00)

i=1
A potom pren = 0,1,2, ..., plati
D(S*¥!/ N) = N - (v,(X) — vi(X))

Na zaklade ¢oho dostaneme

D(skl) = E (N : (UZ(X) - u%(X))) +D(N - v1(X))

Co modZeme upravit’ na kone¢ny tvar disperzie celkovej Skody

D(s*°!) = E(N) - D(X) + E%2(X) - D(N) (3.20)

Pre vypodet strednej hodnoty a disperzie S¥°' vyuzitim pravdepodobnostnej funkcie
pouZijeme vSeobecny vzorec pre strednti hodnotu E(X) = Y7—ox - p(x) aaplikujme ho na

vypocet strednej hodnoty celkovej Skody:

e}

E(Skoh) = Z X * Pgkot (X)

x=0

(3.21)

Rovnako aplikujeme znamy vzorec pre rozptyl na rozdelenie celkovej Skody:

o o 2 (3.22)
D(Skoh = Z x? “Pgkot (X) — <Z x - pskol(X)>

x=0 x=0

Charakteristiky ndhodnej premennej S*°! vyuzitim distribuénej funkecie vypocitame pomocou
funkcie hustoty, teda jej prvej derivacie

° (3.23)
E(Skoh) = f X+ forot(x) dx

0

D(Skoh = J x? - f kot (x) dx — J X - fglot(x) dx (3.24)
0 0
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Zhrnutie vypoctov strednej hodnoty a disperzie

harakteristiky E ( Skol) D ( Skol)
Sposob
vypoctu pomocou
Charakteristik: E(N) - E(X) E(N) - D(X) + E2(X) - D(N)

priamy vit'ah

Momentovej vytvdarajiicej

. d
funkcie: Emskol(Z) | z=0 U2 (SROI) —vf (SkOl)
Mkol (Z)
Zdkonov rozdelelnia: 2 o © 2
P kot (X) Z X+ Dgkot (X) Z x2 kot (x) — (2 X - pskol(X')>
x=0 x=0 x=0
oo co o) 2
f skot(x) f X f kot (x) dx J x2 - f kot (x) dx — f x - f kot (x) dx
0 0 0

Tab. 3.1: Spésoby vypoctu strednej hodnoty a disperzie ndhodnej premennej S°

3.3 Miery rizika nahodnej premennej s*°!
Kvantily st hodnoty nahodnej premennej, ktoré delia interval hodn6t, ktoré nahodna
premenna nadoblda na a rovnako pravdepodobnych ¢asti s pravdepodobnostou a~t. k-ty
kvantil spojitej ndhodnej premennej je hodnota spojitej premennej, pri ktorej distribu¢na

funkcia dosahuje velkost’ k/a:
Xr
k
PX<x,)=FX<x,)= J fx)dx = o

Najznamejsi kvantil nahodnej premennej, 50-ty percentil, je uz spominana stredna hodnota.

A prave hodnota kvantilov savisi s niektorymi mierami rizika.

3.3.1 Value at Risk
»,Metoda VaR je zalozena na odhadnuti Statistického rozdelenia moznych ziskov, resp. strat
sticasného portfolia. Nasledne sa z tohto rozdelenia vyberie kvantil na pozadovanej hranici
spolahlivosti a tato hodnota predstavuje stratu, ktora s uréitou pravdepodobnostou a Vv

uréitom Gase portfolio nepresiahne.*’

" Narodna banka Slovenska, Prilohy k analyze slovenského finanéného sektora za rok 2013

http://www.nbs.sk/_img/Documents/ Dohlad/ORM/Analyzy/protected/AnalyzaSFS2013 p.pdf
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My tymto nazvom budeme oznacovat’ dve hodnoty: maximalnu moznu stratu a maximalnu
moznu Skodu.
Maximalna mozn4 strata, ktori budeme oznadovat’ ako VaR2*(U(1)), je najvyssia hodnota
poistnych plneni, ktoré bude poistoviia eSte schopnd splacat. Tato udalost mdze nastat’
s pravdepodobnostou & v uréitom casovom horizonte. Smernica Solvency II vo svojich
kvantitativnych poziadavkach stanovila tito pravdepodobnost’ na 99,5%.
Thto skutocnost’ matematicky popiSeme

P(U; £ —VaR.(U;)) =¢ (3.25)
kde U; je prebytok poistovne v ¢ase 1.

Situaciu zobrazuje Obr. 3.1.

/N

1

Strata «VaR(L\1)) 0 E(t\1)) zisk

Obr: 3.1 — maximdlna moznd strata, VaR®S(U;) > 0. Viastné spracovanie.

Ako druht hodnotu Value at Risk uvedieme VaRiS(S¥°'). Mozeme ju definovat ako
najvyssiu moznu Skodu, ktord moze nastat’ s konkrétnou pravdepodobnostou pocas casového
horizontu p. Je odvodend na zaklade uvahy, Ze pravdepodobnost’, ze Skoda bude nadobudat
hodnoty mensie nanajvys rovné ako vopred stanovena hladina maximalnej Skody bola rovna
p. KedZe nepozname rozdelenie U;, na vyjadrenie hodnoty VaRZ’$(U;) pouzijeme
rozdelenie celkovej Skody VaR3™(S*°h).
Prebytok v jednom obdobi charakterizujeme vztahom

U, = Uy + RP - Skot (3.26)
Vzt'ah (3.26) dosadime do (3.25)

P(Uy + RP - S*l < —VaR%®5) =¢ (3.27)
kde U, je prebytok na zaciatku obdobia a RP je rizikové poistné, ktoré sa stanovi ako netto
poistné navysené o rizikovl prirazku.

Nasledne vykoname matematické Gipravy
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P(S*U < U + RP + VaR.(U;)) = 1—¢
Fekot(Ug + RP + VaR (U)) =p (3.28)
Up + RP +VaR.(U,) = x, (3.29)
kde x,, je kvantil rozdelenia celkovej $kody, VaR,(S**) ap =1 —«.
Vzt'ah (3.29) vyjadruje vzt'ah medzi kvantilom nahodnej premennej U; a kvantilom nadhodne;j
premennej S*o! ®

Grafické znazornenie hodnoty VaR, (S*°!) vidime na obrazku 3.2.

F(x)

- %

E(S*°Y) VaR(s*°Y) skoda
+

Obr. 3.2 — maximdlna moznd Skoda VaR, (S koly  Viastné spracovanie.

Napriek tomu, Ze hodnota Value at Risk je v praxi €asto vyuzivand, v konkrétnych situaciach
nemusi byt vzdy postacujica. Jedna sa hlavne o rizikd, ktoré su stochasticky urcené
rozdeleniami s tazkym koncom. Tuto situdciu rieSi hodnota Conditional Value at Risk, ktora

vyzaduje vytvorenie vysSich rezerv a z toho vyplyvajlce zniZenie rizika.

3.3.2 Conditional Value at Risk

Poist'ovacie spolo¢nosti sa snazia vyhnut situécii, v ktorej by ich rezervy nepostacovali na krytie
prevzatych zavizkov. Stale sa zvySujici zaujem o vyuzivanie hodnoty VaR podnietil vznik novej
miere rizika, podmienene;j strednej hodnoty chvostov rozdeleni, CVaR. Tuto hodnotu nazyvame
Conditional Value at Risk alebo tiez Tail VaR, v preklade podmienend hodnota v riziku.
Predstavuje ocakavanu Skodu, ktord moéze byt spdsobend vSetkymi Skodami presahujucich
hodnotu VaR v danom ¢asovom obdobi. Inymi slovami, hodnota CVaR je stredna hodnota
vSetkych moznych hodnét vyssich ako VaR.

Vysku kvantilu CVaR,(S*°") mézeme za predpokladu poznania hodnoty VaR,(S*°!)

8 Prednasky z predmetu Teoria rizika 1
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najjednoduchsie urcit’ napriklad pre spojitit ndhodnu premennu takto:
fxoo X fskoz(x)dx (3-30)
p

CVaR,(S*°) = E(S*°t / S*°t > x,) =

pricom vztah E(S*°'/S*l'> x,) je strednd hodnota vietkych hodndt, ktoré presahuju
kvantil x,,, vztah P(§*°! > x,,) znamena pravdepodobnost’, ze nahodna premenna S*°! bude
vysia ako hodnota kvantilu x,, teda P(S¥! > x,) =1 —p

Vztah medzi hodnotami VaRgPs (S%°1) a CVaR3Ps (S*°Y) je zrejmy z obrazku 3.3.

fekol(x)

|

£(5) VaR,(s"") cvaRr,(s)  skoda

Obr. 3.3 — hodnota VaR3bs (S*°!) a hodnota CVaR 3PS (S¥°!). Vlastné spracovanie.

Analogicky vztah medzi hodnotami VaR2P(U;) a CVaR%"S(U,) vidime na obr. 3.4.

Fu, @) ]

Strata  -CVa ﬁd.fL-'[I,lJ -.'.-'|:| RefLI1]) - El"hlriﬂ

Obr. 3.4 — hodnota CVaR23(U,) a hodnota VaR%PS (U, ). Vlastné spracovanie.

Dalsou mierou rizika, ktor potrebujeme pri optimalizacii, je pravdepodobnost’ krachu.
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4 TEORIA KRACHU

Tedria krachu sa zaobera Studiom stochastickych procesov, ktoré reprezentuju vyvoj prebytku
poistovatela v ¢ase. Prvy ciel' ranych vyskumnikov v tomto odbore, Lundberga (1903)
a Craméra (1930) bol urc¢it’ pravdepodobnost’, ze prebytok nadobudne zaporné hodnoty.
V tychto pracach autori vysvetl'uju, ze pravdepodobnost’ krachu W (U,) v mnohych pripadoch
klesd k nule exponencialne za predpokladu zaciato¢nej rezervy U, > 0. Ak poistovatel
dostdva poistné ¢ v case t avyplaca poistné plnenia odhadnuté pomocou zloZeného
Poissonovho procesu, modzeme vyjadrit horni hranicu pravdepodobnosti krachu
Y(Uy) < e RV, Tento vysledok plati pre vyvoj $kod opisatelny pravdepodobnostnymi
rozdeleniami s Pahkym koncom, tzn. ked’ pravdepodobnost’ velkych $kod klesa dostatocne
rychlo. Tato podmienka je splnend, ak st poistné plnenia ohranicené, o je casto
skuto¢nost'ou v praxi.

Pravdepodobnost’ krachu mozno odhadnut’ v diskrétnom aj v spojitom ¢ase. V tejto praci sa
zameriame na odhad prebytku v spojitom ¢ase.

Pre zovseobecnenie kolektivneho modelu rizika v spojitom ¢ase definujeme niektoré pojmy
a oznacenia.

Prebytok poist'ovne na konci ¢asového useku (0, t), ktory oznacujeme U(Uy; t) definujeme
ako hodnotu pociatoénych rezerv, zvySenych o prijaté poistné v danom obdobi (0, t), ktoré su

zniZené o poistné plnenie v tomto obdobi.

Krach je situacia, ked’ kedykol'vek v ¢ase t > 0 nadobudne prebytok nulovi hodnotu, resp.
klesne do zapornych hodnét, teda U(Uy;t) <0, pre t>0
Ty, definujeme ako ¢as krachu v zavislosti od pociatocného kapitalu, ktory je definovany ako

N, je pocet poistnych udalosti, ktoré nastanu v ¢asovom intervale (0, t)

S, je definovana ako vyska celkového poistného plnenia v ¢asovom intervale (0, t), teda sucet
vSetkych individualnych poistnych plneni X; pre i = 1,2,3 ... v obdobi (0, t)
N

St=X1+X2+X3++XNt= ZXl (41)
i=1
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Stochasticky proces {N,:t >0} ,({X;:t =0}, {S;:t= 0}) je mnozina nahodnych
premennych indexovanych premenou veli¢inou ¢ (zavislych od premennej veliciny t), Ktord v
nasom pripade predstavuje Cas t.
Z uvedeného vyplyva, ze pre dané pociatocné rezervy U, a pravdepodobnost’ krachu v case
t = 1 je prebytok poistovne

U(Uy1) =Uy+ RP; — S, 4.2)

o odpoveda vztahu (3.26), teda S*°! = S;. Pravdepodobnost’ krachu v ¢ase t = 1
budeme oznacovat’

Y(Up; 1) =P(UWUy;1) <0) (4.3)

4.1 Pravdepodobnost’ krachu v spojitom ¢ase pre dlhSie ¢asové periédy

V tejto Casti sa oboznamime s tedriou krachu v spojitom ¢ase. Znamena to, ze poistovia
prijima poistné neustale a poistné plnenic moze nastat’ v ktoromkol'vek okamihu. Vysvetlime
zlozeny Poissonov proces, pomocou ktorého budeme modelovat’ maximalnu moznu Skodu pre
rozne dlhé obdobia, definujeme Lundbergovu nerovnost, pomocou ktorej odhadneme
pravdepodobnost’ krachu vo vzdialenom horizonte a v poslednej Casti kapitoly objasnime dva

spdsoby aproximaécie.

4.1.1 Zlozeny Poissonov proces

Aby sme mohli vyjadrit’ zlozeny Poissonov proces, musime najprv definovat’ nacitaci proces.
Ozna¢me {N,};>, ako nacditaci proces poctu $kod, pricom pre fixni hodnotu t > 0 ndhodna
premennd N; popisuje pocet poistnych udalosti v ¢asovom intervale (0;t). V klasickom
procese rizika je to ndhodné premenné s Poissonovym rozdelenim a naéitaci proces sa nazyva
Poissonov proces.

Nacitaci Poissonov proces {N.};so je proces sintenzitou A, A > 0, ktory reprezentuje
celkovy pocet udalosti, ktoré sa vyskytni do ¢asu t. Tento proces nazyvame nepodmieneny,

lebo vSetky prirastky Casov st nezavislé s exponencidlnym rozdelenim.

Exponenciélne rozdelenie vyjadruje pravdepodobnost’ dizky intervalu medzi dvomi poistnymi

udalostami T;~E(t). Poissonovo rozdelenie vyjadruje pravdepodobnost’ vyskytu urcitého
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poctu poistnych udalosti za jednotku ¢asu, P(N, = n). Tieto dve rozdelenia teda spolu uzko
stvisia. Suvis medzi nimi odvodime na zaklade nasledujlcej Gvahy.

Majme distribu¢ntl funkciu exponencialneho rozdelenia
t
F(t) = fxle"‘xdx, x>0 (4.4)
0

ktora vyjadruje pravdepodobnost’ nastania poistnej udalosti do ¢asu t.

Majme poistné obdobie ako interval (0; 1). V tomto obdobi nastane v priemere A poistnych
udalosti. Nech pravdepodobnostnd funkcia p(n) vyjadruje pravdepodobnost nastania n
poistnych udalosti za poistné obdobie. Potom pravdepodobnost’, ze nenastane poistna udalost’
Vv poistnom obdobi bude

1 i = 45
p(O) =1- f e Mdt =j e Mdt = — [e—u]l = g4 (4.5)
0 1

Ak nastane prave jedna poistna udalost’ a nastane v Case s, kde 0 < s < 1, znamena to, Ze do
konca poistného obdobia (0; 1) uz nenastane Zziadna poistna udalost. Ked’Ze exponencialne
rozdelenie je rozdelenie bez pamiti, mo6Zeme situaciu vyjadrit’ tak, Ze v intervale (0;1 — s)
nenastane poistna udalost’. Potom

1 o) 1
p(1) = ] Ae‘“( Ae‘“dt) ds = f Ae 45e=A(1=9) dg = le~* (4.6)
0 0

1-s

Ked’ chceme, aby nastala prva udalost’ v ¢ase y a druhd v ¢ase s + y, kde s +y < 1, potom

nemdze nastat’ udalost’ v intervale (s + y ; 1), ¢o zapiSeme:

1 1-y 00
p(2) = f le (f Ae=?s <f e dt) ds> dy
0 0 1-s—y 4.7
1 1-y
= f le <f le=%s e‘l(l‘S_Y)ds> dy
0 0

1 /12
= f e *(1—y)dy =—e*
0 2
Hore uvedené vypocty mozeme zovSeobecnit’ a dostaneme
e A

n!

p(n) = (4.8)

W . I3 . . . 9
¢o je pravdepodobnostna funkcia Poissonovho rozdelenia.

o http://stats.stackexchange.com/questions/2092/relationship-between-poisson-and-exponential-distribution
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Obr. 4.1: Graf Poissonovho rozdelenia pre uvedené parametre A10

Pouzime Poissonovo rozdelenie, ktoré opisuje pocet $kod za jedno cCasové obdobie na
vysvetlenie Poissonovho procesu Vv ¢ase t. Nahodna premenna poctu poistnych udalosti do
Casu t, N, je opisana Poissonovym procesom, teda ma Poissonovo rozdelenie s parametrom
At

e " (4.9)

P(N,=n)=e n!

Pre odhadnutie kapitdlu potrebného na krytie $kod potrebujeme zistit’” pravdepodobnost, ze
pocet $kod do cCasu t nepresiahne vopred stanovend hodnotu. Ta bude ekvivalentna
pravdepodobnosti, Ze sucet ¢asovych obdobi do nastania n udalosti prevysi stanovenu
hodnotu.

Tuato pravdepodobnost’ preto mdzeme vypocitat’ vzhl'adom na tivahy o Case a pocte udalosti
dvomi spésobmi. Zo vztahu (4.9) vyjadrime pravdepodobnost, Ze pocet udalosti do Casu t

nepresiahne hodnotu n. Je to distribu¢na funkcia Poissonovho rozdelenia pre pocet skod

P(N; < n) = Fy,(n) = py,(0) + py (D+... +pny,(n) = Z B_M%

4.1

i=0 (4.10)
Exponencialne rozdelenie je Specidlny pripad Gamma rozdelenia, v ktorom n = 1. Teda
konvolucia m identickych exponencialnych rozdeleni X; ~E(4) je Gamma rozdelenie

10 Zdroj:
http://www.boost.org/doc/libs/1 38 0/libs/math/doc/sf and_dist/html/math_toolkit/dist/dist_ref/dists/poisson_di
st.html
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Takze pravdepodobnost’, Ze ¢as do nastania n udalosti bude vyssi ako hodnota t je funkcia

Gamma rozdelenia

t t gn
=1 — —1 — n-1,-1Ax
P(T,>t)=1 fOan(t) dx =1 j; I‘(n)x e Ydx (4.11)
pricom z predchadzajiacich vztahov vyplyva, ze
P(N; <n) =P(T, >t) (4.12)

Poissonov proces ma teda nasledujlce vlastnosti:
o N, =0, Ng=0
o nadobuda len nezaporné celoc¢iselné hodnoty
o je neklesajdci
Pre v <t kvantita N, — N, reprezentuje pocet udalosti, ktoré sa vyskytni v intervale
(v, t). Tento pocet nezavisi od po¢tu poistnych plneni pred zaciatkom tohto intervalu.
o Proces ma nezavislé a stacionarne prirastky
o P(Neyyp =1 /Ny =1r)=1— Ah+o(h)
P(Neyyp=1r+1/N,=1)=Aih+ o(h)
P(N¢yp >1r+1/ N =71) =0(h)
P(Neyp =1+ 1/ N >71)=0(h)
pricom o(h) je funkcia, pre ktoru plati:
}li_I)I(l) o(h) =0
Poissonov proces poctu poistnych plneni {N;};>, budeme nasledne skladat’,, podobne ako pri
zlozenom Poissonovom rozdeleni, s rozdelenim vysky poistnych plneni a dostaneme zloZeny
Poissonov proces s parametrom At celkovych poistnych plneni v dlh§om ¢asovom obdobi.
Nech su splnené tieto predpoklady:
o individualne poistné plnenia tvoria postupnost’ {X;};2; nezavislych a identicky
rozdelenych ndhodnych premennych

o nahodné premenné {X;};2, st nezavislé od poc¢tu plneni N, pre 'ubovolné t > 0.
Pre pochopenie zloZzeného Poissonovho procesu vyjadrime najskor napriklad distribu¢nt

funkciu zloZeného Poissonovho rozdelenia CoPo(A; Fx(x) = 1 — e®*) ato pomocou n-tej

konvolucie vysky Skody Fy(x) vztahom
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o
n

A
Fgror(x) = z e"lﬁ- Fy™(x) x>0

n=1

(4.13)

Pretoze plati, ze Y = X;+...+X,,, X;~E(5) = Y~I'(n,8), hustota funkcie fy(x) je potom

fr(x) = f¥™(x). Konvoldcia identickych exponenciélnych rozdeleni je Gamma rozdelenie

n
fi(x) = x"le=0x x>0

oM

Integrovanim stcinu per partes dostaneme

%) 671
Fr(x) = F3™(x) = f — " ledtgr =1 —J — " le7dt gt
Y X (-1t , (=1

(4.14)
=1—-|—-— —5ttn—1]
[ (n—1)! ¢ X
o sn e—5t
+j —— - (n—- Dt ——dt
, (m—1)! =
6n—1 o 6n—1
=1— —-6x.,n—1 __ f . tn—z -6t dt
R . (-2)! ¢
Opakovanym pouzitim metody per partes dostaneme!!
st
Ft(x) =1—e % Z L_' (4.15)

i=0

a preto zlozené Poissonovo rozdelenie CoPo(4; Fy(x) = 1 — e~%%) ma distribu¢na funkciu,

ktort vyjadrime vztahom
® /ln n- 1xi 5i
Fekor(x) =1 — e~ 8% Z e” ol x>0 (4.16)
n=1 i=0

Na zéklade uvedeného moézeme zovSeobecnit’ vyjadrenie zlozeného Poissonovho procesu
{S:}s0. Pre fixnl hodnotu t = 0 ma S; zloZené Poissonovo rozdelenie s parametrom At.

Funkcia celkového poistného plnenia za urcity ¢as t bude vyjadrend ako

At (ﬂ )”

Fs,(x) = P(S, < x) = Z Y gy x>0

n=0

(4.17)

Zovseobecnenim udajov v Tab. 4.1 dostaneme charakteristiky zlozeného Poissonovho procesu

1 Horakova, G., Mucha, V.: Teoria rizika. Bratislava : Ekonom, 2010, s. 62
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D(S;) = At v,(X) (4.19)
Mg, (z) = eMMx@-1) (4.20)
Distribu¢na funkcia zloZzeného Poissonovho rozdelenia do ¢asu t, v ktorom nahodna
remenna vysky $kod ma exponencialne rozdelenie X~ otom vyjadrime ako
p 4 vysky §kod ma exp ial del X~E (&) pot yjad k
At n T i i
e - (At) xt-6
— -5
Fs,(x)=1-e szz i x>0 (4.21)
n=1 i=0
o o At)t
Distribu¢na funkcia Poissonovho procesu Z e M %
i=0 '
Distribu¢na funkcia zlozeného Poissonovho = At Sy st
_ 1—e‘5"2e"1—|- . x>0
rozdelenia, X~E(6) —~ na b
Distribu¢na funkcia zlozeného Poissonovho 2o M. Q)" il - 6
1—e %% Z : x>0

rozdelenia do Casu t, X~E (6) n!

n=1

i=0

Tab. 4.1: Distribucné funkcie Poissonovho: procesu, zloZzeného rozdelenia a zloZeného rozdelenia do

Casu t, V pripade, Ze individudlna Skoda ma exponencialny zdakon rozdelenia.

4.1.2 Proces prebytku (surplus process)

Prebytok poistovatela, ako jeden zo zékladnych pojmov tedrie krachu je urceny tromi

veli¢inami:

o hodnotou prebytku v ¢ase 0,

. hodnotou poistnych plneni vyplatenych do Casu t,
. hodnotou prijatého poistného do Castu t .

Proces prebytku {U(Uy; t)}sso Vyjadrime nasledujicim vztahom

UUyt) =Uy+c-t—S5, t>0 (4.22)
kde
o U, je hodnota pociato¢nej rezervy,
. S¢ je celkova vyska Skody do Casu t,
o ¢ je konstantna intenzita prijimaného poistného v ¢ase, teda c - t je celkoveé prijaté

poistné do Casu t.
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Obr. 4.2: Graf procesu prebytku*?

Pri urovani procesu prebytku budeme uvazovat’ s niektorymi
zjednodusSujacimi predpokladmi:

o Neuvazuje sa Urok z mozného kladného prebytku poistovne,

vSetky poistné plnenia st vyplatené okamzite po vzniku naroku,
o neuvazujeme d’alsie naklady spojené s procesom poist'ovania,

. neuvazujeme zaistenie.

Pravdepodobnost’, ze prebytok klesne do zapornych hodndt potom vyjadrime ako

P(Uy+c-t—S,<0)=W({Uyt) (4.23)

Z &oho vyjadrime distribu¢ntl funkciu celkovej Skody do ¢asu t:

Dosadenim (4.24) do vzt'ahu (4.21) vyjadrime pravdepodobnost’ krachu do ¢asu t

" i, gl (4.25)
Lp(Uo,t)—e‘a(UOJfCt)Z& Z(U0+C £ 6

Vzt'ah vyjadruje pravdepodobnost’ krachu pre rezervy U, V kone¢nom ¢asovom horizonte.
Na otazku, ako sa vyvija pravdepodobnost’ krachu vo vzdialenom horizonte uvadzame

odpoved’ v nasledujlcej kapitole.

12 Wuthrich, M.V., From Ruin Theory to Solvency in Non-Life Insurance, 2013
http://www.math.ethz.ch/~wueth/Papers/2013_Ruin_Theory.pdf
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4.2 Lundbergova nerovnost’
Predpokladajme klasicky proces rezerv véase t, teda U(Uy;t) =Uy+ct—S;,
pricom celkova Skoda S;~CoPo(A -t,Fx(x)) sa riadi zlozenym Poissonovym rozdelenim,
pricom intenzita prijatého poistného je vicsia ako stredna hodnota ocakavanej Skody. Potom
pre pravdepodobnost’ krachu v nekonec¢nom ¢asovom horizonte plati

(o) e (4.26)

kde R je jediné kladné rieSenie vztahu

c-R=2(m (R)-1) (4.27)
ktory sa nazyva koeficient korekcie.
,,Koeficient korekcie R popisuje mieru rizika pre proces prebytku. Ten je zavisly od dvoch
faktorov a to od celkovej Skody a od prijatého poistného. Ak agregované poistné plnenie
reprezentuje Poissonov proces, koeficient korekcie bude definovany na zaklade Poissonovho
parametra, momentove] vytvarajucej funkcie individudlnych poistnych plneni a vysky
prijatého poistného pre jednotku casu.“*® V klasickom procese rizika je koeficient R

definovany ako jediny kladny koren rovnice

my(R)—1=R-EX)-(1+6) (4.28)

Vlastnosti funkcie g (r):

9(0)=0

g'(r)=4-m(r)-c

9'(0)=4-v,(X)—c, zpredpokladu ¢ > 1 - v;(X) vyplyva, ze funkcia je v okoli bodu nula
Klesajuca

g'(r)=41-my(r) = ﬂ'J.XZ ™. f (x)>0, funkcia g(r) je konvexna, r > 0
0

Na zaklade uvedeného mozeme nacrtnat’ graf funkcie g(r)
g(r) 4

.
-

R r
Obr. 4.3: Graf funkcie g(r) . Vlastné spracovanie.

13 Horakova, G., Mucha, V., Teoéria rizika II. Bratislava: Ekonom, 2008, s.56.
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Vztah (4.28) nema vo vacsine pripadov explicitné rieSenie. Z obr. 4.3 vidime, Ze funkcia g(r)
je kladnéa pre niektort z hodnét r > 0, z ¢oho vyplyva, Ze R < r. AK je zaporna pre niektor(
z hodnét, R > r. Na zaklade tejto skuto¢nosti mdzeme koeficient R urcit’ v rozmedzi horného
a dolného ohranicenia.

Explicitné rieSenie je mozné, ak sa vyska individualnej Skody riadi napriklad exponencialnym

rozdelenim.

Koeficient korekcie, ak vy$ka individualnej §kody sa riadi exponencidlnym rozdelenim
Vyuzitim vztahov v tretej kapitole moézeme vyjadrit' strednt hodnotu a momentovd

vytvarajicu funkciu exponencialneho rozdelenia ako

1
1

mX(Z) = 1
1 _SZ

Tieto vztahy mézeme nasledne dosadit’ do (4.27)

50 (4.29)

V pripade, ze explicitny vypocet koeficienta R nie je mozny, moézeme ho odhadnut

ohranic¢enim zhora alebo zdola, alebo aproximdaciou rozvojom do Taylorovho radu.

Odhad hodnoty koeficienta R vyuzitim rozvoja funkcie do Taylorovho radu

,,Pre funkcie nekonecne vel'a krat diferencovatel'né v bode a, moéZzeme zaviest' nekoneény rad

Z fn(!a) (x — a)"
n=0

n

kde f™(a) je n-ta derivécia funkcie v bode a.
Tento rad sa nazyva Taylorov rad funkcie f abode a. Je to $pecialny typ funkcionalneho
radu, ktorého ¢lenmi si mocninové funkcie, t.j. ide o Specidlny typ tzv. mocninovych

radov.“** Tento rozvoj aplikujeme na funkciu Inm,.(2).

¥ Mojsej, I. Matematické analyza 1 pre informatikov a fyzikov. Kogice, 2012

http://umv.science.upjs.sk/analyza/texty/predmety/MAN3a/moc_rady.pdf
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Znovu pouzijeme vztah (4.27)
c-r+i=4-m,(r)
@+6)-A-E(X)-r+i=4-m,(r)
@+6)-E(X)-r+1=my(r)
Pricom logaritmus pravej alavej strany vztahu vyjadrime rozvojom do treticho stupna
Taylorovho radu
Inm, (r)=In[@+8)-E(X)-r+1]

1

[Inm, (r)] = O ECOT +1((1+ 0)-E(X))

' 1
[Inm, (r)] = {(1+ HEC)T +1((1+ 0)- E(X))lo =(1+6)E(X)

" l 2 2
I =|- . -
nm. (0] . ! ((1+0)-E(X)-r+1)2((1+9) =) ] (=)

Vysledné vzt'ahy pre prirodzené logaritmy pravej a I'avej strany je
D(X) - R?
Inmy(r) =EX)-r i —
(1+60)2E(X)? . R?
2

na z&klade ktorych po Uprave vyjadrime koeficient korekcie vypocitany na zaklade rozvoja do

In[(1+0)EX) - R+1]=1+60)EX)-R-—

Taylorovho radu
20E (X) (4.30)
D) + ((1+OEMX))’

Koeficient korekcie, vypocitany tymto spdsobom, dosadime do vztahu (4.26)

20 (4.31)
YUy <e DC)+((1+0)E))

R

R

a ziskame odhad pravdepodobnosti krachu pre pociatocné rezervy U,.

Horné ohranicenie koeficienta korekcie.
Budeme vychadzat’ zo vztahu (4.27). Momentovud vytvarajlcu funkciu vyjadrime ako integrél

a vyuzitim matematickych tprav dostaneme rovnicu

cC-r+1 =AJ' f (x)e™dx
0
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Rovnaku Gvahu ako v predoslom pripade, rozvoj funkcie do Taylorovho radu moZeme vyuzit
na funkcii e, pricom budeme uvazovat iba prvé tri s¢itance danej sumy a prijaté poistné c
vyjadrime ako stredntt hodnotu zvySent o rizikovUl prirazku AE(X) - (1 + 6)

2,2

2

/1E(X)-(1+9)-R2/1f <1+Rx+R )-f(x)dx—/l

Vzt'ah mézeme d’alej upravovat’
oo

E(X)-(1+6)-Rfo(x)dx+Rfx-f(x)dx+R7fx2f(x)dx—1
0 0

0
2

E(X)-(14+6)-R>=R-EX) +R7E(X2)

Z ¢oho uré¢ime vysledny vztah pre horné ohranicenie koeficienta korekcie R

v1(X) (4.32)
R<20"55

Dolné ohranicenie koeficientu R. Nech ndhodnd premenna vysky poistnych plneni X,
nadobuda hodnoty z intervalu (O;M ). Dokaz je zaloZeny na platnosti vzt'ahu
R < XM 1 X
M M
z ¢oho mdzeme vyjadrit’ dolné ohraniCenie koeficienta, na zdkladne obdobnych Gvah ako

Vv predoSlom pripade
_In(1+6) (4.33)
o M

Z uvedeného vyplyva, ze interval moznych hodn6t koeficientu korekcie R mézeme zapisat

ako

In(1 + 8) <R< 291/18((; (4.34)
V3

Dosadenim horného a dolného ohranicenia koeficientu R do vztahu 4.(4.1 mézeme vyjadrit
pravdepodobnost’ krachu

_zgﬂu _ln(1+9)

4.35
e TEGD° <y(Uy)<e m o (4.39)

Zhrime vedomosti o vypoctoch koeficienta korekcie. V niektorych pripadoch, napr. ked’ sa
vyska Skody riadi exponencidlnym alebo Gamma rozdelenim, mdzeme pouzit pomerne
jednoduchy explicitny vypocet. Ak sa vyska skody riadi rozdelenim, pre ktoré rovnica nema

rieSenie, budeme vyberat’ z dvoch moznosti: horné a dolné ohrani¢enie koeficienta alebo jeho
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aproximécia Taylorovym rozvojom v pripade, ze jeho funkcia je opakovane diferencovatelna.
Interval medzi hornym a dolnym ohrani¢enim koeficienta R je spravidla velky, preto sluzi
tdto metéda len na hruby odhad pravdepodobnosti krachu. Taylorov rad ponika omnoho
presnejsie vysledky, ktoré sa v porovnani s presnym vypoétom rozchadzaju az na tretom
alebo Stvrtom desatinnom mieste.

Nasledujuca tabulka ukazuje rozdiely medzi uvedenymi spdosobmi vypoctu koeficienta
korekcie, pouzitim vztahov (4.26), (4.29), (4.30) a (4.34), kde nahodna premenna vysky $kod

X sa riadi exponencialnym rozdelenim X~E (0,08) a je nastavena rizikova prirazka 6 = 0,15.

Dolné Horné Explicitny
ohranicenie ohranicenie Taylorovrad  vypocet
R 0,005590478 0,012 0,010333692 0,010434783

Vypocet pravdepodobnosti krachu

Rezervy Dolné Honré Explicitny
U ohranicenie ohranicenie Taylorovrad  vypocet
10 0,9456 0,8869 0,9018 0,9009
50 0,7561 0,5488 0,5965 0,5935
100 0,5718 0,3012 0,3558 0,3522
150 0,4323 0,1653 0,2122 0,209
200 0,3269 0,0907 0,1266 0,1241
250 0,2472 0,0498 0,0755 0,0736
300 0,1869 0,0273 0,045 0,0437

Tab. 4.4: Vypocet koeficienta korekcie a pravdepodobnosti krachu. Vlastné spracovanie.

Z tabul’ky vidime, Ze rozvoj funkcie do Taylorovho radu pontika presnej$iu aproximaciu, ako
horné a dolné ohranicenie, ktoré mézeme pouzivat’ len orienta¢ne. S rastom pociatoénych

rezerv, podla o¢akavania, klesa pravdepodobnost krachu.

4.3  Aproximacia pravdepodobnosti krachu

V kapitole 4.1 sme sa oboznamili s exaktnym sp6sobom kalkuléacie pravdepodobnosti krachu.
Tieto metddy st v§ak numericky naro¢né, preto sa mézeme v niektorych pripadoch uspokojit’
aj s menej presnymi metodami. Pre odhadnutie pravdepodobnosti krachu podla specifikacie

Casu t pouzijeme posunuty Gamma proces a nasledovne Brownov pohyb.

4.3.1 Aproximadcia zloZzeného Poissonovho procesu posunutym Gamma
procesom
Budeme vychadzat' z prace Dicksona a Watersa (1993), ktori ukazali, Ze pravdepodobnost’
krachu W(U,, t) pre klasicky proces prebytku, méze byt aproximovana pravdepodobnostou

krachu W, (BU,; at) pre Standardizovany Gamma proces.
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Takze zlozeny Poissonov proces {S(t)};>, budeme aproximovat' posunutym Gamma

procesom {SF¢},5,. Pre t > 0 definujeme

SszstG_*_th

(4.36)

kde {Sf};s0 je Gamma(a, B) proces a x, je konstanta (ktora méze byt kladna alebo zaporna).

Funkcia S; (1) vyjadruje distribuénu funkciu Gamma(a, ) rozdelenia.

Parametre «,f,x, SU stanovené obdobne, ako pri aproximécii posunutym Gamma

rozdelenim, tak, aby pret > 0

at

B
at
D(Sy) = At - v,(X) = 5= D(S£%)
Atvs(X 2
p(Sy) = del )3= T =p(SF%)

(Atv,(X))2  (at)2

Za predpokladu, Ze tieto hodnoty existuju, odvodime z nich hodnoty parametrov
~(ExD)’
- (E(x®))?
E(X?
5, EC)
E(X3)
,, (EC)’
E(X?3)

Vsetky tri parametre su nezavislé od ¢asu t, co mézeme ukéazat’

Xo = AE(X) —

3
(at)% _ 2(Atv,(x))? N _ 4(Atv, ()’ _ 4(v, (0)°

Atvs(X) T (Atvs(0) T (vs0)®

) _ a_t 2 at _ a
At VZ(X) - B2 = :8 T At va(X) = B o w’/‘lvz(x)

At'vl(X)z%t‘i‘th = At'vl(X)_%tszt = szl'Vl(X)_%

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.42)

(4.42)

Ak existuji prvé tri zaciatocné momenty, existuji aj parametre «,f,x, amoZeme

aproximovat proces prebytku
P(UWUyt) <0)=P(S;<U+c-s, pre0<s<t)

Gamma procesom
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P(UPG(Uy,t) <0) =P(SF6C <Uy+c-9)
=P(S¢ +x,1 < Uy +c-5)
= P(S¢ < Uy + (¢ — x0)s) (4.43)
kedze AE(X) = % + x,, prebytok UPG(U,,t) predstavuje pravdepodobnost preZitia v

kone¢nom case, V pripade, Ze proces vyvoja celkovej Skody je opisany Gamma procesom
a ked rizikova prirdzka je *°

6=26 (1 + %) (4.44)

4.3.2 Aproximdcia zloZzeného Poissonovho procesu Brownovym pohybom
Brownov pohyb, pomenovany podl'a Roberta Browna, ktory ho spozoroval v roku 1827, je vo
vSeobecnosti vysvetleny ako chaoticky pohyb vel'mi malych castic v tekutine. Brown zistil, Ze
tento pohyb bol o to rychlejsi, o ¢o boli astice mensie. Statisticku tedriu uverejnil Marian
Smoluchovski av podobnom c¢ase aj Albert Einstein. Brownov pohyb, tiez nazyvany
Wienerov proces sa vyuziva v mnohych vedeckych disciplinach a jeho vyuzitie najdeme aj
v oblasti poistnej matematiky. Specialnym znakom Brownovho pohybu je vel'mi malé stredna

hodnota a disperzia.
Stochasticky proces {W, ,t >0}, kde ¢ je spojity Gas sa nazyva Brownov pohyb, ak st splnené

tieto podmienky:

® WO =0

. {W, ,t >0} mé stacionarne a nezavislé prirastky

o W, ma normalne rozdelenie, kde stredna hodnota je 0 a disperzia ot pre kazdy &as
t>0

O normovanom Brownovom pohybe hovorime, ked’ disperzia 62 = 1.

Oznaéme nahodnt premennt Z, ako rozdiel prebytku U(Uy;t) apociatocnych rezerv U,
Z; =UUxpt) —Uy=ct—S;, t=0 (4.46)
z ¢oho vyplyva, ze Z, = U(Uy; 0) — Uy, =0

Vypocitame jej stredni hodnotu a disperziu tohto procesu
E(Z,) = ct — E(S;) = ct — AtE(x) = tOE(X)A (4.47)

3 Dickson, D.C.M., Waters, H.R.(1993) Gamma Processes And Finite Time Survival Probabilities. Astin
Bulletin 23, 5.259-271
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D(Z;) = D(ct — S;) = D(Sy) = AE(X?)t (4.48)
Moézeme teda pripustit’, ze takto vytvoreny proces {Z;,t = 0} je zalozeny na Brownovom
pohybe.
Nasim cielom je odhadnut’ pravdepodobnost’ krachu pomocou Brownovho pohybu. Ozna¢me
U; = Uy + W, ako Brownov pohyb s posunom, ktory je dany prebytkom U,. Uvazujme
pravdepodobnost’ krachu v ¢asovom intervale (0;t). Pravdepodobnost’ krachu do Casu t
mozeme potom vyjadrit’ ako

WUy 1) =1—dUp 1) = P(T <7) = P(U, < —Up)

Vyjadrime pravdepodobnost’ krachu pomocou nahodnej premennej Z,.
Pravdepodobnost, ze celkova Skoda prevysi prijaté poistné a rezervy, aproximujeme
normalnym rozdelenim pri vyuziti vzt'ahov (4.47) a (4.48)
Uy + OE(X)t
e )

Naopak, pravdepodobnost, ze sucet prijatého poistného a rezervy U, bude postacovat’ na

P(Z, < —-Uy) ~ ® <—

krytie Skody vyjadrime ako
Uy — HAE(X)t) < Uy — 9/1E(X)t>
P(Z >U)z1—CI><— =Q| ——
foe JAE(X?)t JAE(X?)t
Pre pravdepodobnost’ krachu vo vzdialenom horizonte pouzijeme vztah (4.32) a vypocitame
pravdepodobnost’ krachu  W(Uy,7) ako sucet pravdepodobnosti, ze krach nastane

v kratkodobom a dlhodobom horizonte.

Uy + ut 2y Up—ut (4.49)
LP(U,T)=(I><— )+e o2 0.q)(_ >
0 vo?t 02T

Vztahy uvedené vtejto kapitole pouZijeme v pripade, Ze individudlna Skoda bude

kalkulovana v savislosti s proporcionalnym zaistenim.
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5 ZAISTENIE

Zaistenie je Specifickou formou poistenia, pri ktorom poistovatel prendsSa cast rizika
poistného kontraktu na inai poistovaciu spolocnost’ — zaistovatela. Poistné plnenie sa tak
rozdeli, podl'a druhu zaistenia, medzi priameho poistovatela a zaistovatel'a. Za prenesenie
Casti rizika prvopoistovatel podstupuje zaistovatelovi cast’ inkasovaného poistného.
Zaistovatel moéze Cast’ rizika d’alej cedovat, takze nakoniec méze byt riziko chranené
viacerymi poist'ovacimi subjektami so zlozitou Struktirou vzt'ahov a ekonomickych vézieb.
Zaistenie plni vel'mi ddlezitu ulohu v €inosti kazdej poistovne. Zvysuje kapacitu poistovacej
spolo¢nosti, diverzifikuje jej rizikové portfolio, posiliiuje jej solventnost a ekonomicku
stabilitu a umoznuje ziskavat know-how zaistovatela. Z dlhodobého hl'adiska je zaistenie
stabilizujucim prvkom, ktory vyrovnava hospodarenie poistovatelov. Zvlast velky vyznam
ma pre novovznikajuce a malé poistovne, pretoze im umoziiuje mnohonasobne zvysit ich
poistovaciu kapacitu a teda aj ich konkurencieschopnost’.

Medzi vyhody zaistenia pre poistovatel'ov patri:

o Redukcia volatility a ndsledkov z prijatia poistného rizika,
o poskytovanie kapitalovej podpory a flexibilného financovania,
o pristup k expertizam a roznym sluzbam zaistovni, napr. pomoc pri vyvoji novych

produktov, ocefiovani, prijati poistného rizika a riadeni nékladov a §kod.*®

Medzi tlohy, ktoré vzhl'adom na svoju zloZzitost, mnohostrannost’ a medzinarodnu dimenziu

zaistenie plni, patri predovSetkym:

o rozdelenie rizika,

. zvysenie kapacity cedenta,

. dosiahnutie potrebnej homogenity poistného kmena,

o posilnenie solventnosti cedenta,

o poskytovanie pomoci pri tvorbe a zavadzani novych poistnych produktov.

Existuje vel'a sposobov Clenenia zaistenia, my si uvedieme Clenenie zaistenia na fakultativne

a obligatérne, potom na proporcionalne a neproporcionalne.

16 Kratka, Zuzana: Zaistenie. Vydavatel'stvo Ekonom, 2007, str 7-43
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Fakultativne zaistenie je historicky starSie. Dojednava sa individualne pre jednotlive poistné
zmluvy, Cize prvopoistovatel a zaistovatel zvazuji kazdy pripad osobitne, pricom
prvopoistovatel nie je zmluvne povinny prislusni poistnii zmluvu poniknut’ na zaistenie
a zaist'ovatel’ nie je zmluvne povinny ju na zaistenie prijat.

Vyhody fakultativneho zaistenia su:

. Prvopoist'ovatel’ moze zvysit’ svoju poistni kapacitu, bez toho aby musel zasiahnut’ do
obligatorneho zaistenia a niekedy najde zaist'ovatel’a pre rizika, ktoré su povodne oceniované
ako nepoistovatel'né,

o prvopoistovatel’ ponukne na zaistenie iba potrebné pripady a tak si ponechd maximum
z pdvodného poistného,

. rizikd pontknuté na poistenie su preskimane viacerymi odbornikmi,

o zaistovatel’ ma moznost’ ovplyvnit' prvopoistovatel’a pri vytvarani pdvodnej poistnej

zmluvy, navrhnutim Gprav alebo zmien v podmienkach

Nevyhody fakultativneho zaistenia:

o Casto vznikajli oneskorenia pri uzatvarani poistnych zmliv prvopoistovatelom, lebo
musi najprv ziskat’ suhlas zaist'ovatel’a,

o tento typ zaistenia je viac nachylny na vznik réznych chyb a konfliktnych situacii
v porovnani s obligatornym zaistenim,

o prvopoistovatel’ niekedy straca volnost’ pri uzatvarani poistnych zmluv, lebo musi

brat’ do ivahy namietky zaistovatel’a.

Obligatdrne zaistenie je dnes CastejSia zaistna forma nez fakultativne zaistenie. Dojednava sa
pre celé portfélio poistnych zmliv. Ak su splnené podmienky ramcovej zaistnej zmluvy, méa
zaistovatel’ povinnost’ prevziat’ prislusné Casti rizika z jednotlivych poistnych zmlav daného
portfolia. Zaistovatel’ je po uzavreti zaistnej zmluvy v pasivnej roli a neméze individualne
zasahovat’ do uzatvérania jednotlivych poistnych zmlav spadajicich do zaisteného portfolia.
Preto je dolezitd vzajomna dovera: zaistovatel’ veri, Ze prvopoistovatel’ bude postupovat pri
uzatvarani a sprave zaistovaného poistného obchodu kvalifikovane a spravodlivo voci
zaistovatel'ovi. Prvopoistovatel’ sa pritom spolieha, ze zaistovatel bude bez odkladu plnit’
zavéazky v pripade potreby.

Vyhody obligatorneho zaistenia:

o prvopoistovatel’ mozZe uzavriet’ poistny obchod bez pochyb o dostupnosti zaistenia,
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o administrativne naklady su pre obidve strany niz$ie v porovnani s fakultativnym
zaistenim,

. ZmensSuje sa oneskorenie vyplaty poistného plnenia, lebo zaistovatel’ sa nezaobera
jednotlivymi poistnymi pripadmi,

o typickd je kontinuita, ktora casto trva niekolko rokov, ¢im sa zvySuje istota
prvopoistovatel’a a zisk zaistovatel'a

. zaistovatel lepSie diverzifikuje riziko.

Nevyhody obligatorneho zaistenia:

o zaistovatelia sa snazia eliminovat’ svoje rizika roznymi vylukami v zaistnej zmluve,
takZze moze dojst’ ku nedostatocnému zaisteniu,

o ceduje sa vac¢si objem poistného obchodu v porovnani s fakultativnym zaistenim

a prvopoist'ovatel sa ak casto zbavuje vicsej Casti inkasovaného poistného, ako je nutné.

5.1 Proporcionalne zaistenie
Proporciondlne zaistenie znamena, ze poistna suma, poistné plnenie a poistné sa deli medzi
poistovatel'a a zaistovatel'a v ur¢itom, vopred dojednanom pomere. KI'i€ovy je teda pomer,
v ktorom sa v kazdej poistnej zmluve deli povodné poistené riziko medzi poistovatel’a
a zaistovatela ale tiez finan¢né toky — poistné apripadne aj poistné plnenie. Treba
pripomenut, ze tento pomer vSak nezéavisi od vysky skody.

My si ukazeme dva typy proporcionalneho poistenia — kvotoveé a surplus.

5.1.1 Kvotove zaistenie
Kvotové zaistenie je Casto vyuzivany typ proporcionalneho zaistenia, kde sa poistna suma S,
poistné plnenie X a poistné P delia medzi poistovatela a zaistovatel'a s pevne dojednanou
percentualnou sadzbou, ktora je oznaCovana ako kvéta q.
To mdZeme oznacit’ ako
28, =1 —-9q)S, ZX, =1 - X, Zpp=01-9q)P (5.1)
PS, =4S, PXq =X, PP, =qP
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kde #S,,%X, a?P, st v poradi poistnd suma, poistné plnenie a poistné, ktoré prenechd
poistovatel zaistovatelovi a FS,, P X, a PP, st poistnd suma, poistné plnenie a poistné,
ktoré si poistovatel’ ponecha pre seba.

Situaciu si priblizime grafmi vyjadrujicimi pomer ruc¢enia vzh'adom na poistna sumu.

A A
o]
W =
N W

(1-g)s qs

> —>
S S

Obr. 5.1: Grafy rozdelenia poistnej sumy medzi poistovatela a zaistovatela pri kvotovom zaisteni.

Vlastné spracovanie.

Kvoétové zaistenie je administrativne jednoduché, nie je vSak uCinnym néstrojom na
homogenizaciu poistného kmefia. M6zZe zmiernit, ale nie uplne odstranit’ dopady extrémnych
poistnych zmlav.

Rucenie zaist'ovatel’a nie je obvykle ponechané pri aplikacii kvoty v neobmedzenej vyske, ale
je zmluvne obmedzené limitom zaistovatela L. Ak stanovené rucenie zaistovatela prevysi
tento limit, tak maximalna suma, ktora sa bude cedovat, je vo vyske limitu zaistovatel'a. Cast’
poistnej sumy, ktora prevysuje tento limit, pripada poistovatelovi.

Limit zaistovatela vyjadrime tymto spdsobom:

|~

L

— < <

25 _ (1-q)S  pre S<i ps. - qS pre § <

q. L q. L

L pre S>E S—L pre S>E

1-g)X pre s<-- qX pre S<--

" X1 L 1L_q PXq1 = L fq
s X pre S>E (1—3)-X preS>E (5.2)

(1—-q)P pre s<- qP preS<L

P PeL =1, 1Zq PPy = 1L_q

E-P pre S>E (1——)'P pre $ > —

37



Limit zaistovatel'a zndzornime aj graficky z pohl'adu zaistovatela aj poistovatel'a na Obr.
5.2.

A A

- —

o o
w (2]
™~ o

(1-q)s as

\J

-
>

L/(1-q) 5 L/(1-a) S
Obr. 5.2: Grafy rozdelenia poistnej sumy medzi poistovatela a zaistovatela pri kvotovom zaisteni

s limitom zaistovatel'a. Vlastné spracovanie.

Na zéklade vlastnosti strednej hodnoty a disperzie vypocitame konkrétne charakteristiky pre

optimalizéciu.

5.1.2 Zaistenie surplus
V surplus zaisteni, nazyvanom aj excedentné zaistenie vzhl'adom na poistni sumu, prebera
zaistovatel’ pri kazdej poistnej sume tu Cast’ nazyvani excedent, ktora presahuje zmluvne
dohodnuty vlastny vrub prvopoistovatel'a a, pricom a > 0. Pre poistnd sumu S, poistné P,

a poistné plnenie X v tomto pripade pre zaist'ovatela plati

zg _{0 preS < a P _{S preS<a
7 (S—a) preS>a @ a preS > a
; 0 preS<a , X preS < a
Xa = {(S;a)X pre S > a Xa = {%X preS > a (5.3)
0 preS<a P preS < a
2Py ={s-a) PP,=1a
TP preS >« EP preS > «a

Na rozdiel od kvotového zaistenia moze byt pomer pre delenie rizika pri surplus zaisteni pre
kazdu poistni zmluvu iny. Tento typ zaistenia je administrativne zlozitej$i, ale je to dobry
nastroj pre homogenizaciu poistného kmena prvopoistovatela. Poistné zmluvy s nizkymi
poistnymi sumami Kryje z velkej ¢asti, alebo uplne poistovatel, pricom poistné zmluvy

s vysokymi poistnymi sumami st z vicsej Gasti kryté zaistovatelom.*’

7 Cipra, T.: Zajisteni a pienos rizik v poji§tovnictvi. Praha, Grada Publishing, 2004. ISBN: 80-247-0838-8.
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Podobne ako pri kvotovom zaisteni, aj pri surplus zaisteni sa moze uplatnit’ limit zaistovatel’a.
Ten sa vyjadruje ako k-ndsobok vlastného vrubu. Ukazeme vzt'ahy pre zaistovatel’a, vztahy

pre poist'ovatel’a sa daju odvodit’ rovnako ako v predoslom pripade.

0 preS < a
ZSqr =3 —a) prea<S<ak+1)
k-a preS > a(k +1)

( 0 preS<a (54)
I(S_“)X S<a(k+1
ZXa,k:4 5 prea<S<alk+1)
a
k-EX preS > a(k+1)

Pomer ru¢enia vzhl'adom na poistni sumu znazornime na grafoch z pohl'adu poistovatela aj

zaistovatela
A F 3
A{ e
(=] o]
wn v
o ~
ka
B 4 | | ka | -—- T
| | :
| | A
| | |
| | |
£ ' >
a a(k+1) S a afk+1) S

Obr. 5.3: Grafy rozdelenia poistnej sumy medzi poistovatela a zaistovatela pri zaisteni surplus s k-

nasobnym limitom zaistovatela. VVlastné spracovanie.

5.1.3 Spajanie zaistnych ochran surplus a kvéty
V predchadzajucich kapitolach sme si ukazali delenie rizika medzi poistovatela
a zaistovatela v pripade surplus zaistenia a kvotového zaistenia. Ak chceme kombinovat
vyhody oboch zaistnych ochran, m6zeme ich spajat’. V prvom pripade budeme predpokladat,
7e si poistovatel’ zaisti portfélio zmlav zaistenim surplus a nésledne aplikuje kvotove

zaistenie na riziko, ktoré nesie poistovatel’ po aplikacii zaistenia surplus.
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qX preS<a

P —
Xaq = a
q=X preS =«
S
0 preS<a
Ziy ={/S—a
“ {( >X preS > «a (5.5)
S
(1-q@)X preS<a
Zz)(“'q=

a
E(l—q)X preS >«

Druhy pripad by nastal, keby poistovatel’ zaistil portfolio poistnych zmlav kvéotou a nasledne
aplikoval zaistenie surplus na riziko, ktoré nesie po aplikécii kvoty. Toto zaistenie by sme
odvodili obdobnymi vzt'ahmi.

Nasledujuce grafy zobrazuj, aka Cast’ z celkovej poistnej sumy kryje poistovatel’ a aka

Cast’ spada na zaistenie surplus a kvétu.
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Obr. 5.4: Grafy rozdelenia poistnej sumy medzi poistovatela a zaistovatela (vesp. zaistovatelov) pri

kombin&cii zaistenia surplus a kvoty. Vlastné spracovanie.

V nasledujucej kapitole vyuZzijeme vybudovanu teériu pri hl'adani optimalneho nastavenia

proporcionalneho zaistenia.
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6 OPTIMALIZACIA

V zaistovacej zmluve maju cedent a zaistovatel' protichodné zaujmy. Kazdy z nich chce
minimalizovat’ riziko pri vysokom prijme z poistného. Na druhej strane, ked’ze obidve
spolo¢nosti maji spolocné ciele v riadeni rizika, ktoré zdielaju, poistovatel’ a zaistovatel
maji spolocné zaujmy amodzeme ich povazovat za partnerov. Dolezitd podmienka pre
dosiahnutie solventnosti a finan¢nej stability spoc¢iva v minimalizovani maximalnej straty,
ktora moze nastat’ s ur¢itou pravdepodobnost’ou. 18

Cim viac je riziko zaistené, tym viac je prenesené riziko na zaistovatela, ale na druhej strane
sa znizuje ocakavany zisk. Nasim cielom bude nastavit’ najlepSiu stratégiu zaistenia pri

réznych typoch zaistenia, ktorej vysledkom bude minimalizacia hodnét VaR a CVaR .

6.1 Kvotové zaistenie
O kvotovom zaisteni sme uz povedali, ze na znizenie pravdepodobnosti krachu nebude mat’
vel'ky vplyv. Dovodom je, ze podiel zniZzenia maximalnej Skody, ktort moéZe poistovia
dosiahnut’ s ur¢itou pravdepodobnostou je priamo naviazany na podiel poistného, ktoré si
poistovatel’ ponechava pre seba.
V tejto Casti budeme pracovat’ s nasledujucimi oznaceniami:
VaRp( £ S";"l) je maximilna moZnd Skoda, ktord modze vzniknit' poistovatel'ovi
s pravdepodobnost’ou p, ktory je zaisteny kvotou g vratane nakladov na zaistenie.
z I, s néklady, ktor¢ musi poistovatel' uhradit’ zaistovatelovi za krytie rizika kvotovym
zaistenim.
&q je prirazka zaistovatel'a za krytie rizika kvotovym zaistenim.
Pozn. analogické oznacenia budti pouzité pri surplus zaisteni a pri skladani zaistnych ochrén.
Maximalnu moznt Skodu poistovatela po aplikdcii kvotového zaistenia a pripocitani

nakladov na zaistenie mozeme charakterizovat’ ako
VaR,( £ Sk') = VaR,(* skt +71, (6.1)
VaR, (P SE°t) = q - VaR,(S*°h)

Néklady poistovatela na zaistenie sa daju kalkulovat’ r6znymi spdsobmi. My si uvedieme tri

Z nich.

Bzhi Li, Optimal Reinsurance Retentions under Ruin-Related Optimization Criteria, dizertaéna praca, 2008
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Princip strednej hodnoty
Princip strednej hodnoty stanovuje néklady na zaistenie ako stredni hodnotu Skody

zaistovatela rozsirent 0 prirdzku na zaistenie &g

My =E(ZSkY) - (1+%) =1 —qES*) - (1+&)

Ako sme uz uviedli na zaciatku kapitoly, naSim optimalizaénym kritériom je minimalizacia
hodnoty VaR a CVaR. Vieme, Ze derivovanim funkcie mdzeme najst’ extrém tejto funkcie.
Funk¢nou hodnotou druhej derivacie v stacionarnom bode mézeme uréit, ¢i dany extrém je

maximum alebo minimum funkcie.

Aplikujme naSe poznatky na uvedeny vztah
VaR,( & SkoY) = q - VaR,(S¥Y) + (1 — @)E(S*Y) - (1 + &) (6.2)
ktory nésledne zderivujeme podl'a premennej g

dVaR,( £ Sk
aq

— VaRp(Skol) _ E(Skol) _ E(Skol) . Eq

Derivéciou tejto funkcie je konStanta, Co znamena, ze v tomto pripade funkcia (6.2) nema

extrém, preto tymto spdsobom nemdzeme optimalizovat’ kvotu.
Zobrazme tuto situdciu aj graficky. Graf VaR,( % Sk°!) pre kvétu q € (0; 1) je priamka, z
¢oho usudzujeme Ze tato funkcia nema extrém a preto pre tento pripad nie je vhodna na

optimalizéciu.

Princip smerodajnej odchylky
Ako vyplyva z ndzvu, naklady na zaistenie stanovené principom smerodajnej odchylky
vypocitame ako stredni hodnotu Skody zaistovatela naviSeni o &q-tu cast smerodajnej
odchylky.

Mg =E(2SkY) +o( %Sk 8= 1 - ES*) + (1 —¢q) - a(S¥Y) - &, (6.3)

Situacia je analogicka ako v principe strednej hodnoty, pretoze derivacia tejto funkcie bude

znovu konStanta.

Princip disperzie:

42



Extrém funkcie vSak mozeme najst’ pri stanoveni ndkladov na zaistenie pouzitim principu
disperzie. Je to vd’aka vlastnosti disperzie D (aX) = a®D(X).

Stanovenie nakladov pouzitim principu disperzie bude potom
2Ty = E(ZSkY) + D(Z Sk - &g = (1 — QE(S*Y) + (1 — q)% - D(5*Y) - &, (6.4)

Rovnako ako v predchadzajucom pripade, derivaciu funkcie maximalnej straty polozime

rovnu 0, aby sme ziskali stacionarny bod

aVaR, (% skoh)
”aq 2| = VaR,(S*) + E(S*Y) + 2(1 — @) (—1)D(S*) - g, = 0
aVaR,( L skt
paq L= = VaR,(Sk) + E(S*°Y) — 2- D(SkY) - 5, + qD(5*°) -, =0
. 2-D(S*)-&; —VaR,(s*") — E(S*) (6.5)
q = D(skol) . Eq

Vidime, Ze pomocou principu disperzie sme schopni urcit minimum funkcie definovanej
vzt'ahom (6.4).
Nésledne druhou derivaciou ur¢ime, ¢i hodnota g ma v tomto bode maximum alebo minimum
2 P ckol
02VaR, (& Seh)
0%q

Ked'Ze disperzia celkovej Skody, ako aj prirdzka zaistovatela su vzdy kladné hodnoty,

= D(Skm) ’ Eq

moézeme tvrdit, ze pri zaisteni skvlotou q* dosiahneme minimum celkovej $kody
VaR,( & S).

Vidime, ze realizicia vypoCtu je pre kazdodenni prax narofnd. Mézeme vSak vyuZzit
matematicky softvér so schopnostou optimalizacie. Kvoli prehl'adnosti a jednoduchosti sme
vybrali vypoctovy systém Mathematica.

Za predpokladu, ze pozname vSetky hodnoty parametrov okrem vysky kvoty, mozeme v
programe Mathematica pouzit’ funkciu Minimize, ktora zisti minimum funkcie celkovej Skody
a vypocita optimalnu kvotu.

Vstup pre funkciu Minimize mézeme zadat’ ako

Minimjize[q+«VAR + (1 -g) »E5+ (1 -qg) *2xD53xel, {q}] (6.6)
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6.2 Excedentné (surplus) zaistenie vzhPadom na poistna

sumu
V piatej kapitole sme definovali, Ze zaistovatel' prebera pri kazdej poistnej sume Cast’
nazyvanu excedent, ktord presahuje zmluvne dohodnuty vlastny vrub prvopoistovatela «a,

pricom a > 0.

Maximalna mozna Skoda, ktora moze nastat’ pocas jedného obdobia pri surplus zaisteni je

potom
a
VaR,(£S¢") = SVaRy(s* + 711, 6.7)
Aj pri tomto type zaistenia si ukazeme pouzitie principu disperzie.
Princip disperzie:
21, = E(Z k) + D(Z 5koY) -, (6.8)

= (1 - %) E(SkY + (1 - %)2 - D(SkY) - g,

Optimalny vlastny vrub a by sme mohli po¢itat’ rovnakym spésobom, aky bol znazorneny pri
kvotovom zaisteni. Pre minimalizaciu hodnoty VaR,( & Sk?'), resp. CVaR,(%Sk)

vycislenim nakladov na zaistenie pomocou principu disperzie pouzijeme funkciu Minimize

a vztah (6.8)

Minimizela/S+*VAR + (1-a/S) *ES+ (l-a/S)*2+DSxe2, {al1  (6.9)

6.3 Zaistenie surplus + kvota
Pri zaisteni udvoch =zaistovatelov budeme predpokladat, ze poistovatel sa s prvym
zaistovatelom dohodol na zaisteni surplus a nasledne sa s druhym zaistovatelom dohodol na
zaisteni portfélia kvotou.

Vztah pre celkova Skodu vratane nédkladov na zaistenie potom vyjadrime ako
a 6.10

VaR,(& Se'q) = 5+ - VaRy(S*h + Ty q (6.10)

Tri principy stanovenia nékladov na zaistenie budu vypocéitané ako sucet zaistenia surplus

a kvotového zaistenia, ktoré je vSak zniZzené o hodnotu, ktort uz zaist'uje prvy zaist'ovatel’.

Princip strednej hodnoty:

Pl = (1=5) EG*D - (145 +5 (1= DEE) - (1+540) 611
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Princip smerodajnej odchylky:
2 = (1= g(sko! _ 8 geskory. g 2% = koty . & (6.12)
oq = (1) EGS* ) +(1-5)  0(5%) & + 5 (1= QE(S ) + 5

-(1- Q) : O_(SkOZ)Ea,q
Princip disperzie:

z Mgq = (1 - %) E(Sk°Y + (1 — %)2 -D(S*Y - ¢, +%(1 _ q)E(Skol) n (z)z (6.13)

S
’ (1 - q)z ' D(SkOI)Ea,q

Pre zachovanie kontinuity budeme v d’alSich vypoc¢toch nakladov na zaistenie znovu uvadzat
princip disperzie.

V systéme Mathematica vyuzijeme funkciu Minimize na stanovenie optimalneho vlastného
vrubu a optimalnej kvoty pre minimalizaciu celkovej Skody poistovatela

Minimize[qx VAR %xa/S+ (1-a/5) #ES5+ (1-2,/5)*2«DSwe2+a/5+ (1-q) «ES +
+{a/8) 2% (1-q)*2+DSxel, [g, a}]]

Ked'Ze v tomto pripade optimalizujeme dve premenné, ich vzdjomny priebeh sa da zobrazit
na trojdimenzionalnom grafe. VV programe Mathematica na vykreslenie 3D grafu musime
zadat’ funkciu Plot3D

Plot3D[q#« VAR %2/ /5+ (1 -2/5) #ES+ (1-2/5)*2+DS«e? +a /5 (1 -q) «ES+
(a/5)*2% (1-g)*2«D5xel, {a, 0, 100}, {g, O, 1}]

Podobnym spdsobom by sme mohli vyjadrit’ aj opacné poradie zaistenia, o si ukdzeme

v praktickej Casti.
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7  PRAKTICKA CAST

V tejto Casti ukdzeme, ako moézeme vyuzit doteraz nadobudnuté vedomosti aplikacne.
llustrujeme vypocet optimalneho zaistenia a pravdepodobnosti krachu na dvoch modelovych
prikladoch ana zaver vyuzijeme modifikované data jednej poistovne S cielom porovnat

Standardné zaistenie s Nami vypocitanym optimalnym zaistenim.

7.1 Modelovy priklad 1

Majme portfolio poistnych zmlav, v ktorom sa vyska individualnej $kody riadi Gamma
rozdelenim X~I'(5;2) apocet 8kod sa riadi negativne binomickym rozdelenim
N~NBi(150;0,8). Poistna sumu S = 100, prirazka na kvotove zaistenie &, = 0,15, prirazka
na zaistenie surplus ¢, = 0,2 19 a rizikovu prirazku theta = 0,1.

a) Vypotitajme maximalnu celkovi $kodu s pravdepodobnostou 0,995, VaR ¢95(S*°"),
presnym vypocétom a aproximaciou normalnym a posunutym Gamma rozdelenim,

b) Vypocitajme optimalnu kvotu, vlastny vrub pri zaisteni surplus a optimalny retazec

zloZeny z tychto zaistovacich ochran.

RieSenie:

a) Pravdepodobnostna funkcia negativne binomického rozdelenia ma tvar

-1
pn(n) = (n +i 1

>prq”, n=20,12... (1)

Distribuénu funkciu Gamma rozdelenia pouzijeme v tvare (4.15). Potom distribu¢na funkcia

celkovej Skody bude mat’ podla vzt'ahu (4.21) tvar

Fo () = 1 _6xoo n+r—1 Tnmn_16ixi @)
skot{X) =1—e Z( >pq Z ;

r—1

n=1 i=0
Na zéklade tohto vzt'ahu vyjadrime prislusny kvantil pre pravdepodobnost’ p = 0,995, teda
Fgior (VaRo,995(S*7) ) = 0,995 ©)

Strednd hodnotu a disperziu vypocitame na zaklade vzt'ahov (3.19) a (3.20)

BV systéme Mathematica ozanujeme éo=el, & =e2

46



rl—-p) m 150:0,2 5
— 5= o8 2-037°

r(1—p) m+r(1—p) m _150-0,2 5+150-0,2 5—339844
52 p? 5§ 08 4 064 2 7

Na vypocet hodnoty VaRg go5(S*°") vyuzijeme program Mathematica. Pre explicitny vypoget

E(skol) —

D(skol) —

stvisiaci s distribu¢nou funkciou zlozeného negativne binomického rozdelenia pouZijeme

funkciu FindRoot.

Zadajte parametre HBi rozdelenia

r=150;: p=0.8;
Zadajte parametre Gamma rozdelenia

m=5; delta=2;

VAR =

FindRoot|[
1-E*({-deltasxp) =
Eum [Bincmial[n+r-1, r-1]l«p®*r«x{(1l-p) *nx

Som[delta*isxp*i/il, {i, 0, man-1}], {n, 1, 200}] =0.995, {xp, 15}]

ouEeT= [xp - 145.514)

Explicitnym vypoctom sme vypocitali hodnotu VaR0,995(Sk"l) = 145,514 p.j.

Pri aproximé&cii normalnym rozdelenim moézeme vypocitat' stredné hodnoty a disperzie
jednotlivych rozdeleni pomocou vstavanych funkcii systému®® avztahov definovanych
Vv teoretickej cCasti. 99,5-ty percentil celkovej Skody vypocitame pomocou funkcie

InverseCDF.

EX = Mean[GammaDistribntion[m, 1 /delta]]:

EN = Mean [NegativeBinomialDistribntion [r, pl] !

DX = StandardDeviation[GammaDistribontion[m, 1 /delta]] ~2;

DH = StandardDeviation[NegativeBinomialDistribution [r, p]1]1*2:
ES = E{=EN

DS = (EN«=DX +DN=EX{"2)

VAR = Inversecm'[Nomamistribution[Es, D8 ] , 0.995]
outldE= 93.75

cut45= 339.844

Aproximéciou normalnym rozdelenim sme odhadli hodnotu VaRgg9s(S*?!) = 141, 235.

20 pozn. v systéme Mathematica sa stredna hodnota Gamma rozdelenia vypocita ako E(X) = m - §, teda pracuje

1 = m-1
e §-x"T
™I (m)

sa s rozdelenim hustoty Gamma rozdelenia v tvare f(x) =
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Pri aproximacii zlozenym posunutym Gamma rozdelenim musime vypocitat’ zaciatocné
momenty druhého atreticho radu rozdelenia vysky Skody anasledne vypocitat
charakteristiky, ktoré v sulade soznafenim v programe Mathematica oznac¢ime ako
Skol T'(alpha, betha, x0).

EX = Mean [GammaDistribntion[m, 1/delta]l]

EN = Mean[NegativeBinomialDistribution[r, pl] !

DX = StandardDeviation[GammaDistribontion[m, 1 /deltal] 2

DH = StandardDeviation[HNegativeBinomialDistribution[r, p]] ~2;
EX2 = FactorialMoment [GammaDi=stribution[m, 1 /deltal, 2]:

EX3 = FactorialMoment [GammaDistribution[m, 1 /deltal, 3]

ES = Bound [ Mean [GammaDistribntion[alpha, 1 /betha, 1, x0]]1:
DS = (EN«DX +DN=EX*2) ;

auma=4*[Ex2g{Ex2,{1-p}+p}gﬂEx2~{1-p},rg{Exzs{l-p}+p}}f

(3#EX2#2px (1-p) »EX+p*2+«EX3+2(1-p)*2«EX3):
betha=wm;
x0 = EN « EX - alpha / betha:
VAR = InverseCDF [GammaDistribution[alpha, 1/ betha, 1, x0], 0.995]

cut[10T}= 146,208

Aproximéciou posunutym Gamma rozdelenim sme odhadli hodnotu

VaR995(5*°') = 146,208 p j.

Zaver:

Presnou metédou sme stanovili hodnotu VaR ¢95(S*°!) vo vyske 145,514 p.j. Aproximaciou
norméalnym rozdelenim sme hodnotu VaR g5 (S*°") odhadli na 141,235 p.j. a aproximaciou
posunutym Gamma na 146,208 p.j. Vidime, Ze aproximacia posunutym Gamma ponuka
presnejSie vysledky ako aproximacia normalnym rozdelenim, kedZe povodné rozdelenie je

pravostranne zoSikmené.

b) Pre stanovenie optimalneho zaistenia sme vytvorili na zaklade vztahov uvedenych
Vv teoretickej Casti interaktivnu kalkulacku, ktord umoznuje vyber zo Styroch druhov zaistenia:
kvotové, surplus a zaistné retazce kvota + surplus a surplus + kvéta. Optimalne zaistenie

najdeme pomocou funkcie Minimize a vyuzitim vzt'ahov (6.2), (6.9) a (6.13).
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Fadajte zaistnd ochranu: 1=kvéota, 2=surplus, 3=kvdta+surplus, 4=surplus:+kvota
hodnota = 4;
Fadajte PS5 a priraZky
5=100; €1 =0.15; e2=0.2; theta=0.1;
EX = Mean [GammaDistribution[m, 1 /deltal] !
EN = Mean[NegativeBinomialDistribution [r, pl1] :
DX = StandardDeviation[GammaDistribntion[m, 1/deltal]] *~2:
DH = StandardDeviation[NegativeBinomialDistribution [r, pl]~2:
ES =EX+EN:
DS = (EN«DX + DN2EX"2) ;

VAR =
FindRoot[
1-E*(-deltasxp) =
Sum [Binomial[n+r-1, r-1]l+*p?*ra(l-p) *naSum[delta®*isxp*i i, {i, 0, man-1}],
{n, 1, 200}] =0.995, {=p, 15}]
Which[ hodnota ==1,
Minimize[g« VAR + (1 -g) «E5+ (1 -g) *2«DS«el, {q}l,
hodnota == 2,
Minimize[a/S«VAR + (1-a/5) «ES+ (1-a/5)*2«D5xe2, {al}l,
hodnota == 3,
Minimize[g« VAR «a/5+ (1 -g) «E5+ (1 -qg) *“2«DSwel+ge(l-a/S5)«E5+g*2x(l-a/5)"2«D5xe2,
{d, atl,
hodnota = 4,
Minimize[g« VAR #a/5+ (1-a/5)«ES5+ (1-a/5)*2«+D8sc2+a/ /S« (l-g)=«ES5+ (a/5)*2«(1l-g)*2+DSwxel,
{a, akll

Optiméalne zaistenie vzhl'adom na kvoétu, surplus aretazce ztychto zaisteni je zhrnuté
vtabulke 7.1. Vychaddzali sme zexplicitného vypoftu maximalnej Skody

s pravdepodobnost'ou 0,995.

Typ zaistenia Optimalna kvéta, resp. vlastny vrub VaRg g95( P Sgcol) E(PZ.)
Bez zaistenia 145,514 33,9844
Kvota q" = 0,492276 71,63305 20,84347
Surplus a* = 61,9207 90,10329 24,1287
Kvota + surplus q" = 0,492276, o = 22,6466 16,2224 10,9878
Surplus + kvéta q" = 0,180043, a® =61,9207 16,2224 10,9878

Tab. 7.1: Optimalne zaistenie pri minimalizacii maximalnej Skody pre p = 0,995

Zaver:

Vidime, ze v naSom pripade je kvotové zaistenie efektivnejSie na minimalizdciu maximalnej
Skody v porovnani so surplus zaistenim. NajlepSie vysledky vSak dosiahneme spajanim
poistnych ochran, priCom z pohladu poistovatel'a dostaneme rovnaki hodnotu maximalnej

Skody nezavisle od poradia, v ktorom urcité portfolio zmliv zaist'ujeme.
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7.2  Modelovy priklad 2
Majme portfdlio poistnych zmlliv v ktorom vyska individualnej Skody sa riadi Gamma
rozdelenim X~T'(5;0,2), pocet $kod sa riadi Poissonovym rozdelenim N~A(30) a rizikova
prirazka 8 = 0,1. Odhadnime pravdepodobnost’ krachu pre rozne ¢asové obdobia a konkrétne
vysky rezerv U, Brownovym pohybom. Porovnajme s pravdepodobnostou krachu odhadom
Lundbergovou nerovnostou.
Pre odhad pravdepodobnosti krachu v ¢ase T pouzijeme vzt'ah (4.47) a (4.48), ktoré dosadime

do vztahu (4.49)

WU, 1) = @ <_ w> IR g (_ Uy — 76 (X)A) €
v JA-E(X?) T EXDr

Pravdepodobnost’ krachu pre casové obdobia 7 =1,24,8 apociatocné rezervy

U, = 100,200, 400,600,800,1000 potom vypocitame v programe Mathematica.

m=25; delta=0.2; lambda = 30 t=1; theta=0.1; U0 = {100, 250, 500, 1000} ;
DEX=m/delta*2;

ES = m» lambda /fdelta; DS = lambda«m /delta”2 + lambda«m /delta;

ESt = mw«lambda«t //delta; BP = m« lambda« (1 + theta) «t /delta;

xt =RP; sigma ="V m/delta®?2 ;

EX2? = FactorialMoment [GammaDistribuntion[m, 1 /delta]l, 2] EX=m /delta:

1-E*({-deltasxt) «Sum[(E* (-lambdast) « (lambdast) *n/n!) =
Sum[delta®*isxt*i i, {i, 0, man-1}], {n, 1, 200}]:

Brownian = CDE'[NnrmalDistribution[thet.aglambda:E}[*t, {M}] —UU] +

E” (-2« theta«EXTU0/ (EX2)) =
{1—E‘.DF[NGrmalDistribution[theta;rlam.bda*E}{;rt, {".J'Ds s ” UD”

Vypocitané hodnoty porovname s pravdepodobnost'ou krachu uréenu koeficientom korekcie.
Tieto hodnoty stanovime vztahmi (4.34) a (4.35), ¢o jednoducho vypocitame pomocou

softvéru Mathematica

F=2asthetasEX/ (DX+ ((1+ theta) EX) ~2)
Erach =E* (-U0«R)

Z ¢oho dostaneme koeficient korekcie R = 0,0056738.

Jednotlivé pravdepodobnosti krachu v zavislosti od Casu a poc¢iato¢nych rezerv zhrnieme do
tabul’ky 7.2.
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Uo =1 T=2 T=4 T=28 T=0

100 0.182511 0.35589 0.469055 0.499752 0.567011
200 0.007876 0.07541 0.194442 0.247357 0.321502
400 4.02-1078 0.00027 0.014452 0.054131 0.103363
600 4.07 -10717 1.68-1078 0.000202 0.007978 0.033232
800 345-1073%° 1.47-107* 390-1077 0.000586 0.010684

1000 4.26-107°% 4.035-1073* 9.17-1071 0.000018 0.0034349

Tab. 7.2: Pravdepodobnost krachu v zavislosti od ¢asu a velkosti pociatocnych rezerv

Zaver:

Hodnoty pod¢iarknuté a zvyraznené cervenou farbou su tie, ktoré st pre poist'oviiu neziaduce,
lebo pravdepodobnost’ krachu je pre dané Casové obdobie a pociato¢né rezervy vyssia ako
0,005. Pri pociato¢nych rezervach U, = 100 je pravdepodobnost’ krachu prili§ vysoka uz
V prvom ¢asovom obdobi. Pri pociatocnych rezervich U, = 1000 je uz pravdepodobnost’
krachu prijatel'na aj vo vzdialenom horizonte. Z takto ziskanych vysledkov pre konkrétny stav
pociatoénych rezerv mozno vyvodit' patri¢né opatrenia v suvislosti so zaistenim. Ako ich

vyuzit’ budeme ilustrovat’ na rieSeni nasledujucej problémovej situacie.

7.3 Porovnanie nastavenia optimalneho zaistenia s konsStantnou

kvétou

V naSom priklade pouzijeme modifikované Gdaje o 1119 néhodne vybranych poistnych
udalostiach poistenia casco. Uvazujeme, Ze na tomto poisteni bola stanovena Standardna kvoéta
vo vyske g = 0,4. Vysledok porovname s optimalnym proporcionalnym zaistenim v podobe
optimalneho kvotoveho, surplus zaistenia a zloZenie ret'azca z tychto dvoch ochran

a) Stanovme optimalne zaistenie na zaklade modelu rozdelelnia poctu a vysky individualnej
Skody s realizaciou kritéria minimalizacie maximalnej celkovej $kody VaRges(S*°L).
Uvazujme poistni sumu S = 220 p.j., kalkulaciu rizikového poistného podla principu

disperzie, rizikovu prirazku 6 = 0,1 a priraZky na zaistenie {; = 0,15, §, = 0,2.

b) Odhadnime pravdepodobnost’ krachu pre uvedent situaciu a nastavené hodnoty

parametrov zaistenia uvazované v Ulohe a), pre rézne ¢asové obdobia.
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RieSenie:

a) Modifikované vysky $kod sme rozdelili do intervalov pouzitim funkcie Frequency
v programe Excel. Pravdepodobnostné rozdelenie vySky Skody sme pouzitim vytvorenych
intervalov stanovili pomocou programu EasyFit, ktory troma Statistickymi metodami zoradi
rozdelenia podl'a relevantnosti. V naSom pripade vysvetlime vysky $kod trojparametrovym
rozdelenim Gamma, ktoré je podl'a Kolmogorov-Smirnovho testu na tretom mieste, ale ked’ze

nemdézeme zamietnut’ nulova hypotézu, postacuje na vysvetlenie nahodnej premennej X.

Kolmogorov
P . Emirnowv
Distribution Gamma (3P) [£7]

Statistic Rank .
Kolmogorov-Smirnov

Log-Logistic (3P) | 0,13656 1 Sample Size | 9

Gen. Gamma (4P) | 0,16517 | 2 Statstic 0252

fsamma (3p) 02553 | 3 | Rank 3

Normal 0,24521 | 4 o 0.2 0.1 0.05 0,02 0,01

Gamma 0,3465 5 Critical value | 0,3391 | 0,38746 | 0,43001 | 0,4796 | 0,51332
Reject? No No No No No

Lognormal {3P) 0,34685 &

Tab. 7.3: Kolmogorov Smirnov test dobrej zhody

Program EasyFit stanovil rozdelenie vysky $§kod X~I'(m = 0,53469;6 = 4,8346; x, =
6,5341).

Probability Density Function

072 Gamma (3P) ©=0,53469 B=4,8346 ¥=6,5341

0,48

fix)

0.4

0,32-

0,24-

0,16

0,08-

\*\_—l

10 20 a0 40 50

Obr. 7.1: Rozdelenie vysky skody popisané Gamma rozdelenim

Na zéklade udajov, ktoré sme mali k dispozicii spo¢itame poistné udalosti podl'a jednotlivych
dni. Z poctov poistnych udalosti za jednotlivé dni vytvorime pravdepodobnostné rozdelenie,
ktoré znovu uréime pomocou programu EasyFit. Najlepsi odhad poskytuje Poissonovo

rozdelenie.
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Rozdelenie poc¢tu udalosti za rok bude potom N~Po(24,59868)21

Probability Density Function

0,1
0,00
0,08
0,07

0,06

= 0,05
0,04]
0,03
0,02

0,01

oL . . T . d -
2 4 i} g 10 12 14 16 18

Obr. 7.2:Rozdelenie poctu Skod vysvetlené Poissonovym rozdelenim

Teraz, ked madme parametre rozdelenia vysky a poctu §kdd, mdézeme vypocitat’ maximalnu

moznt Skodu, ktora mdze nastat’ s pravdepodobnostou p = 0,995. Na vypocet, rovnako ako

Vv prvom modelovom priklade pouZijeme aproximdciu rozdelenia celkovej Skody zloZzenym

posunutym Gamma rozdelenim v programe Mathematica.

Fadajte parametre Poissonovho a posunutého Gamma rozdelenia
lambda = 24.58794; alfa = 0.53469; beta =4.48346; x00 = 6.5341;
FZadajte zaistnd ochranm: l=kvota Z=surplus 3=kvota:+surplus 4d=surplus:+kvota
hodnota = 4;
£§=220; el=0.2; e2=0.15;
EX¥ = Mean [GammaDistribntion[alfa, beta, 1, x00]1] ;
DX = StandardDeviation [GammalDistribution[alfa, beta, 1, x00]]*2;

EN = Mean[Polis=sonDistribution[lambda]] ; DN = StandardDeviation[PoissonDistribntion[lambda]] *2;

EX2 = FactorialMoment [GammaDistribution[alfa, beta, 1, x00], 2]

EX3 = FactorialMoment [GammaDistribution[alfa, beta, 1, x00], 3]

alpha = (4 «sEN-EX2*3) / (EX3*2); betha = 2«E{2 /EX3; x0 = EN«EX - 2«EN«EX2"2 /EX3;

VAR = ImverseCDF [GammaDistribuntion[alpha, 1 /betha, 1, x0], 0.9%5]

ES = Round [ Mean [GammalDistribntion[alpha, 1 /betha, 1, x0]], 2]

DS = Round [StandardDeviation[GammaDistribntion[alpha, 1 /betha, 1, x0]]*2]:
Which[ hodnota == 1, Minimize[g« VAR + (1-qg) «ES+ (1 -g) *2«+DSsel, {g}].
hodnota == 2, Minimize[a/S5«VAR + (1-a/5) «ES5+ (1-a/5)*2«D5«e2, {a}],
hodnota == 3,

Minimize[g«VAR*a/S+ (1-q) «ES+ (1-q) "2+DSsel+ga(l-a/5) «ES:g*2s(l-a/5) *"2«DS=e2, {q, a}l,

hodnota = 4,

Minimize[g« VAR #a/S+ (1-2/S) «aES+ (1-a/5) *2«DSwe2:a/Sa(l-q)«ES+ (2/S)*2a(1-g) *2+DSxel,

fa, akll
22

2! Rozdelenia po¢tu a vyiky $kod boli modifikované.

1 X

22 Pozn. V programe EasyFit sa pracuje s rozdelenim hustoty Gamma rozdelenia v tvare f(x) = smrem €

x™ 1, Potom vyska celkovej $kody S~T'(alpha, X x0). Vyska individualnej skody X~T'(alfa, beta, x00)

betha’
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Hodnota maximalnej moznej $kody VaRqos(S¥°!) = 344,649 p.j. Pouzitim 3tandardnej
kvoty g = 0,4 by sme maximalnu moznu $kodu zniZili na

VaR,(? Skot) = 0,4 - VaRy 995 (S*°") = 137,8596

Optimalne hodnoty kvoty a vlastného vrubu pre poistnd sumu S = 220, vypocitanych

pomocou nasho modelu, su zhrnuté v tabul’ke 7.4.

Typ zaistenia ~ Optimalna q, a VaRgoos( P S¥Y)  E(PZ)  VaRgqos(F sk
Bez zaistenia 344,649 200,6 344,649
Kvéta q q=20,4 137,8596 92,276 378,183
Kvota q* q — 0,7928 273,2377 193,333 331,740
Surplus a — 185,824 291,109 183,388 334,967
Kvota + surplus g — 0,7548
234,081 176,129 322,058
a— 176,896
Surplus + kvota g — 0,8041
234,081 176,129 322,058
a — 185,824

Tab. 7.4: Minimalizacia hodnoty VaRg go5( ¥ S¥°%)

Vidime, ze v zavislosti od vysky rizika, ktoré poistovatel’ prenechava zaistovatelovi, klesa aj
ocakavand hodnota zisku. Pri $tandardnej hodnote kvoty g = 0,4 by sme dosiahli nizSiu
maximalne moznu $kodu ako v pripade nami vypocitaného optimalneho zaistenia, na druhej
strane by sme vSak dosiahli aj niZ§i o€akavany zisk. Ked’ v§ak vezmeme do tvahy aj naklady
na zaistenie, pri $tandardnej kvote dosiahneme dokonca vyssiu hodnotu VaR ge5( 5 S¥°1),
ako v pripade, ze by sme portfolio poistnych zmlav vobec nepostupili na zaistenie.

Pri zaisteni kvotou sa vSak do tivahy bert r6zne faktory, ktoré sme my neuvazovali, ako napr.
znizenie oCakavane] Skody a ekonomické vyhody na trhu (rozbiehanie nového produktu
apod.).

Nami stanovena optimalna kvéta pontka nizsiu hodnotu VaRg ges( 5 S¥°1) ako optimalny
vlastny vrub pri surplus zaisteni. Dovod je ten, Ze prirazka na kvotové zaistenie je spravidla
vysSia ako prirazka na zaistenie surplus.

sme dosiahli pri kombinéacii surplus a kvotového zaistenia, pricom sa potvrdilo, ze z hl'adiska

poistovatel'a nezalezi na poradi zaistenia. Z hl'adiska zaistovatela ale na poradi moze zalezat.
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b) Pouzitim vztahov (4.47), (4.48) a (6.4) vypocitame strednti hodnotu a disperziu procesu Z;
pri kvotovom zaisteni
pet = (L +OEXA— (1 — QEX)A— (1 — q)2E(X)A- )t — qAE(X)t 1)
oit = q*AE(X*)t 2)
Pre vypocet koeficienta korekcie aplikujeme kvotové zaistenie na vzt'ah (4.30)

__E(X) — (1 - q)*D(X)E (3)
q qu(XZ)

R

¢o dosadime do vzt'ahu (4.49)

Uy +u,t Uy —u,t 4
‘P(UO,T)=¢<—O—'uq>+e_RqU0-<D<—0—Hq> @

Realizujeme (4.49) pre S$tandardni kvotu g = 0,4 ahodnoty kvoty avlastného vrubu
vypocitané optimaliza¢nou metodou v Glohe a). Jednotlivé vysky strednych hodndt Ej

v prvom obdobi si zobrazené na Tab. 7.5.

Vyska kvéty, resp. vlastného vrubu Egz,

q=04 —31,28
q"=0,7928 10,1588
a* = 185,824, S = 220 12,7783

Tab. 7.5: stredna hodnota procesu Z;

Vidime, Ze pre $tandardnti kvétu je stredna hodnota procesu Z; v naSom modeli zaporna.

Pravdepodobnost’ krachu bude potom v porovnani s optimalnou kvotou omnoho vyssia.

Pravdepodobnost’ krachu bez zaistenia aj so zaistenim vypocitame pomocou programu

Mathematica. Uvazujme kvétové zaistenie.
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m=0,53469; delta=1/4.8346; x0 = 6.3711; lambda = 24.59868; t =2; theta=0.1;U0=40; q =0.7928:
etal = 0.15;
EX2 = PactorialMoment [GammaDistribution[m, delta, 1, x0), 2]:
EX = Mean[GammaDistribution[m, delta, 1, x0]]:
DX =maedelta”2:;
mi= ((1+theta) sEXelambda- (1-qg)«EXelambda-etals(1-q)*2«sEX2nlambda) st -gnelambdasEXet:
Si =2« (lambdasm/delta”2 + lambdasm /delta) « t;
R=2«theta+EX/ (DX+ ((1 + theta) EX) ~2);
Rq=2« (EXsatheta- (1-g)*2«DXsetal) / (q*2=+EX2);
lund = E”* (-Rg«U00) ;
1-E”*(-deltasxt) «Sum[(E”* (-lambdast) « (lambdast)*n/n!) «
Sum [(delta*iaxt*1 /1!, {1, 0, man-1}], {n, 1, 200}):

BrownianZaistenie = CDF[Normalbistnbution[mi ’ (‘\/—ST) ] ’ -UO] .
lund « (1 - CDF[Nomalescnbutxon{m . (‘\/;-) ] ’ UO])
Brownian = CDF[Nomalmstnbunon[theta »lambda«EXs t, (V DS« t )] ’ -UO] +

EA (-2 thetasEX+U0/ (EX2)) » (1 -CDF[NomalDlstnbutlon[theta-lambda-BXat, (‘\/DS-t )] uo])

V Tab. 7.6 porovndme pravdepodobnosti krachu pre rozny Cas a rezervy v pripade aplikacie

optiméalneho kvotového zaistenia s hodnotami bez zaistenia.

Uy =1 T=2 T=4
Zaistenie: ziadne q=0792 q=04 | ziadne q = 0,792 | ziadne q = 0,792
20 0,2320 0,1060 0,9285 | 0,3509 0,1898 0,4354 0,2590
30 0,0855 10,0213 0,5661 | 0,1882 0,0675 0,2786 0,1223
40 0,0265 10,0030 0,1289 | 0,0932 0,0205 0,1737 0,0543
50 0,0065 0,0003 0,0076 | 0,0422 0,0053 0,1049 10,0225

Tab. 7.6: Porovnanie pravdepodobnosti krachu so zaistenim optimalnou kvétou a bez zaistenia

Zaver:

Vidime, Ze pri zaisteni optimalnou kvéotou sme dosiahli podstatné znizenie pravdepodobnosti
krachu pre uvedené rezervy asledovany ¢as, pricom rozdiel sa zvidc¢Suje pri narastajicich
pociatocnych rezervach.

Standardna kvéta g = 0,4 viak poskytuje pre dané rezervy nepriaznivé vysledky. Zdovodnit
by sme to mohli rovnako ako v Glohe a). Dalsi délezity faktor, ktory sme nebrali do Givahy, je

provizia od zaistovatel'a, ktora kryje ¢ast’ administrativnych nakladov.
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ZAVER

Diplomova praca sa venuje vytvoreniu optimalnej zaistnej ochrany, ktord sluzi na
minimalizdciu maximalnej moznej Skody, ktora moze nastat’ s urCitou pravdepodobnostou,
ako aj pravdepodobnosti krachu v rozne dlhych ¢asovych intervaloch. Optimalne zaistenie
stanovené spdsobom zn&zornenym v tejto praci je vhodné na znizenie kapitalovych
poziadaviek, vdaka Comu moze poistovatel viazat menej financnych prostriedkov
v technickych rezervach a viac investovat’.

Stanoveniu optimalnej zaistnej ochrany predchadzalo vytvorenie stochastickych modelov na
uréenie hodnoét VaR, CVaR ako aj pravdepodobnosti krachu. Znazornili sme explicitny
vypocéet tychto hodndt, ale aj rézne spOsoby ich aproximacie, ktoré si vhodné pre
jednoduchost’ ich vypoctu a na znizenie vypoctovej sily potrebnej na ich stanovenie.

V poslednej kapitole sme ukézali postup, ktorym moézu byt vedomosti nadobudnuté
v predchadzajicich kapitolach, vyuzité v praxi.

V poslednom priklade sme vyuzili redlne udaje poistenia casco, ktoré sme vysvetlili
pravdepodobnostnymi  rozdeleniami.  Nasledne sme  vypocitali  hodnotu  VaR
a pravdepodobnost’ krachu. Na tieto hodnoty sme aplikovali optimalne zaistenie stanovené
vysvetlenym modelom a porovnali sme vyhodnost' nasej zaistnej ochrany so Standardnou
kvotou. Zaistenie stanovené na zéklade naSho modelu ponuklo zniZenie pravdepodobnosti
krachu ako aj maximalnej moznej $kody s pravdepodobnost'ou 0,995. Ak by dané portfdlio
zmlav bolo zaistené standardnou kvotou, viedlo by to dokonca k zvySeniu pravdepodobnosti
krachu v porovnani s modelom bez zaistenia.

Mozeme preto predpokladat’, Ze zavedenie Standardnej kvoty uvazovanej v naSom pripade by
malo z hl'adiska zabezpecenia solventnosti negativny dopad na portfélio poistnych zmlav.
Pritom ale nevyluCujeme, ze Standardna kvota je vhodna na plnenie ostatnych tloh, ktoré st
uvedeneé v prvej kapitole.

Nami vytvoreny model v§ak mdze byt’ pouzity aj pri inych typoch zaistenia.
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