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Pravdepodobnostné modelovanie
inverznymi distribu  €énymi funkciami:
Modifika ¢né pravidla pre kvantilove

4. z cyklu prezentacii



Dva pristupy ku kvantilovému
modelovaniu

1. Aplikovat ,odskdsané” komplexné elasticke tvary

— pouzi t zname zovSeobecnene tvary

2. Kombinovat jednoduche kvantilove tv
matematického aparatu a dat’ im pri
castiach rozdelenia

— skladanim kvantilového




Modelovanie skladanim kvantilovych
tvarov

> rozdelenia v zakladnom tvare znameho jednoduchého
kvantiloveho rozdelenia

> bez parametrov polohy a stupnice (rozlozenia)

potrebné identifikova t’ tvar zvlast pre Casti rozdeleni
zaklade empirického rozdelenia (dolného a horné
konca)

> mozno modifikovat’ kvantilove funkcie
matematickych operacii (zakladne
kvantilovych funkcii , str. 53 ci

> zvolit vhodneé vahy tymto



Jednoduchy kvantilovy model

F(p)=Q(p) =2+ S(p). . 0<p=1
"
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Zlozeny kvantilovy model

Q(p)=/L+/7,[\Sl(p)+Sz( o< psi
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Zakladné pravidla modifikacie Q-funkcii

e N o o s W M F

pravidlo normovania

pravidlo reflexie

pravidlo s €itania

pravidlo stredového umiestnenia
pravidlo o nasobeni
pravidlo o reciprocite
pravidlo Q-transfor
U-transforma

p -transfo



1. Pravidlo normovania

-()Kp)s(p). 0< p<l
Q(p)w(p) p

Ak S(p) je normovany tvar kvantilového rozdeleni

> ma nulovu strednd hodnotu (median) a jednot
variabilitu (meranu linearnou mierou)

> A je miera stredového umiestneni
hodnota (median)

> I je linearna miera jeho
rozpatie)



Symetricke logistické rozdelenie

e normovany tvar kvantilovej funkcie :

S(p) = In (/1 —p))/(2 In 3), kde 0 <p <

o zakladny tvar kvantilovej funkcie :

S(p)=In (p/(1 -p)), 0 <p<

e vSeobecny tvar kvanti

Q(p) =4 +nIn



2. Pravidlo reflexie

Nova kvantilova funkcia, k povodnej Q(|9) stimerna podra

stredu [P=0,5; x=0]

ma tvar — Q(1 —P) a nazyva sa jej reflexiou.

Q(p) a —-0Q@—-p) suvzajomné refl

Znamena to, ze ak povodné rozdeleni
zoSikmené s predizenym koncom
ziskané podla pravidla reflexie bu
s prediZzenym koncom na lavej s

(funkcie hustot reflexnyc
symetrické, bodovo su



Exponencialne rozdelenie

« zakladny tvar exponencialneho rozdelenia  (Exp):

S(p)=—In(1-p),0<p<1

o tvar reflexie (RefExp):

S(p)=In(p),0<p=s1

—In(1-p) a In

Su
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Kvantilova funkcia exponencialneho (Exp)
a reflexne-exponencialneho rozdelenia (RefExp)
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3. Pravidlo s Citania

st ¢tom dvoch neklesajucich kvantilovych funkcii je

znovu neklesajuca kvantilova funkcia

Q(p) = Q1(p) + Q,(P)

platnost tiez pre zakladne tvary:

S(p) = Si(p) + S,(p)

Si(p) a Sy(p



Sucet Exp a RefExp je logistické
rozdelenie

S(p) = Si(p) + S,(p)

S(p)=—In(1-p), 0<p<1
Syp)=In(p),0<p<1

Ich sucet:;

S(p)=—In(1-p) +1

Po Uprave je logisticke roz

S(p) = In



' Sucet exponencialneho a reflexne-
exponencialneho rozdelenia, t.j. kvantilova

funkcia logistického rozdelenia
5 +

[ T 0

— RefExp

-4 - — Logisticke




4. Pravidlo stredoveho umiestnenia |.

Kvantilova funkcia rozdelenia, ktoré vzniklo su¢tom dvoch
reflexnych kvantilovych funkcii lezi medzi reflexnymi
rozdeleniami a prechadza bodom ich sumernosti

Ak Q(P) = Qu(P) + Qx(P)
pricom Q,(p) a Q,(p) su vzajomn
a zaroven Q1(p) < Qux(p)

Q1(p

podla pravidla plati:




Stredove umiestnenie logistického rozdelenia

e symetrickeé logisticke rozdelenie v zakladnom tvare:

Sp) = S Tt S(P)
SP)=-In(1-p) + In(p),0<p<1
S/(p), S,(Pp) st vzajomné reflexiea Sy

« Kvantilova funkcia Ioglstlckeho r
medzi Exp a RefExp rozdeleni
bodom ich sumernosti
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Logistickeé rozdelenie lezi medzi Exp a RefEXxp
a prechadza bodom ich sumernosti
5 +

(0% T % N SN

— RefExp
-4 — Logisticke




4. Pravidlo stredového umiestnenia Il.

Kvantilova funkcia rozdelenia, ktoré vzniklo su¢tom dvoch
reflexnych kvantilovych funkcu lezi medzi reflexnymi
rozdeleniami.

Ak dame séitancom réznu vahu @ a (1 —®), tvarujeme
vysledné rozdelenie v prospech niektorého z rozdeleni.

Vznikne asymetricke rozdelenie , ktorého kvantilova funkci
lezi medzi reflexnymi rozdeleniami (neprechadza bod
ich sumernosti).

Ak Qp) = Qi(p) + (1 —w) Q;
Q.(p) a Q,(p) su reflexie a

podla pravidla plati:

Qu(p) =



Volbavah o a (1 —w)

Ql(p) a Qz(p) mozu mat lubovolny tvar kvantilového
rozdelenia s ich zakladnymi tvarmi S;(p) a S,(p).

Pre ich vaZeny suget plati:

S(P) =@ S(p) + (1 —w) S(p). kde 0sw =1

rozdelenie je tvarom zoSikmeného rozdeleni

Vahu @ mozno vyjadrit vo vyhodnom tvare pomoco

parametra O, (-1<6<1): @ = (1+0
S podobnou interpretovanostou ako
Dostaneme:

S(p) = (1 +9)/2



Vahy asymetrickeho logistického rozdelenia

o asymetrickeé logistické rozdelenie v zakladnom tvare:
SP)= o S(p) + (1-w) S(p)
SpP)=w[-IN(1-p)]+(1-w)n(p),0<p<1
S(p) = [(1 +9)/2][- In (1 —p)]+[(1 —9)/2][In (p)]
kde -1<0<1, 0

Kvantilova funkcia asymetrického logistickeho
rozdelenia lezi medzi Exp a RefExp rozdeleni

» Tvar a ve l’kost’ jej asymetrie zavisi 0

> Ak 0 = 0 ide o symetrické norm
rozdelenie.

» Logisticke rozdelenie, ne
vyjadrenia DF a funkci
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Kvantilova funkcia asymetrického logistickeho
rozdelenia lezi medzi Exp a RefExp

5
4 +
3
2

— RefExp
— Logisticke




Funkcia hustoty
ZoSikmeného logistického rozdelenia
06 T
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5. Pravidlo o nasobeni

Nasobenim dvoch kladnych kvantilovych funkcii

ziskeme opa t’ kvantilovu funkciu

Q(p) = Qy1(p) x Qx(P)

pre zakladneé tvary:

S(p) = S(p)



Sucinové mocninovo-Paretove rozdelenie
Po(a)xPa(p)

« zakladny tvar mocninoveho (power) rozdelenia PO(a):
Sl(p) — p“, kde a >0, 0<p<1

» zékladny tvar Paretovho rozdelenia Pa(f) :
S,(p) =1/(1-p)#, kde p>0,0<p<1

st ¢inom mochninovo-Paretove rozdelenie :

S(p) = p“/(1 —p)ﬂ  kde >0, a

Po(a)xPa(f) rovnako ako logistické rozdel
formu vyjadrenia DF a funkcie hustoty

Sucinové rovhomerno-Pareto
Specialnym pripadom r



Kvantilova funkcia mocninovéeho (Power)
a Paretovho (Pareto) rozdelenia

Pareto
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Funkcia hustoty mocninovho-Paretovho

rozdelenia (Po x Pa)

0,7 1
(%)
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6. Pravidlo o reciprocite

Kvantilova funkcia pravdepodobnosti D pre prevratenu

hodnotu 1/X nahodnej premennej je prevratenou hodnoto
kvantilovej funkcie v (1 —p).

Ak Y, je P-kvantil prevratenej hodnoty 1/Xp, o

Q(p) = 1K,
Xp = Q(l 4 p)
yp = 1/Q(1 —P

Pravidlo o reciprocite je |



Paretovo rozdelenie ako mocninové
rozdelenie premennej 1/ X

Vyuzitim pravidla o reciprocite Paretovo rozdelenie
mozno definova t’ ako mocninové (power) rozdelenie
prevratenej hodnoty premenne,.

e mocninové (power) rozdelenie ma QF tvaru :

Q(p) =P, kde p>0

e pod la pravidla mozno ziska t' rozdelenie prevra
hodnoty NP:

Ql/x(p) = 1/Xp
Qux(P) = 1Q(1 —p)

- po dosadeni: Ql,x(p) -
¢o je kvantilova funkcia P




/. Pravidlo Q-transformacie

Pravidlo Q-transformacie umoz nAuje pouziva t' transformaciu
kvantilovej funkcie namiesto roznych transformacii
premennej, ma preto rozsiahle pouzitie.

Podla neho:

> ak transformuijica funkcia Z = T(X) je neklesajticou
X, potom T(Q(P)) je kvantilovou funkciou:

QrooP) =T

> ak T(X) je nerasttcou funkciou,
kvantilovou funkciou.



Transformacia kvantilovej funkcie
exponencialneho rozdelenia na Weibullov tvar

tvar transformacie:

T(X) =x# kde §>0,0<p<1
dosadenim do zakladného tvaru exponencialneho
rozdelenia (Exp):

S(P)=-In(1-p),0sp<1
dostaneme kvantilovu funkciu Weibullovho
zakladnom tvare :

TS ) =[=In(1-p}

vSeobecny tvar Weibullovho

Q(p) =4 +




8. U - transforma €né pravidlo

pravidlo dovoluje akukolvek premennu vyjadrit ako Q(u), kde
U je nahodna premenna s rovhomernym rozdelenim

Q(Qu(p)) =X

pre rovnomerneé rozdelenie plati:

Qup) =p,

pretoZe pri rovnomernom rozdelenia O< p <
P=U
premenna X, kde X = Q(U), ma

Uvedena transformacia je z




Symetrické logistické rozdelenie

e normovany tvar kvantilovej funkcie :

S(p) =In (P/(1-p)/(2In3), kde 0 <p<1

o zakladny tvar kvantilovej funkcie :

S(p)=In (p/(1-p)), 0 <p<1

e vSeobecny tvar kvantilo

Q(p) =4 + n In(p/
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9. p - transforma ¢né pravidlo

Podla p-transformacneho pravidla funkcia

Q(H(p))

je kvantilovou funkciou s tym istym oborom funkcny
hodnét ako Q(P) ak:

> H(pP) je neklesajicou normovanou f
>0<p<l1
> plati H(O) = 0a H(1) =



Mocninova (power) transformacia p

Prikladom moze by t mocninova (power) transformacia 9,

tj. p%, pre a > 0, pri Weibullovom rozdeleni :

zakladny tvar kvantilovej funkcie Weibullovho
rozdelenia :

S(p)=[-In(1-p)? kde p>0,0

tvar zovsSeobecneného mocninove
rozdelenia:

S(p) =[=In (1 -
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Zakladné kvantilové tvary znamych
pravdepodobnostnych rozdeleni

' Distribution F(x) S(p) Dist. range
 Exponential ] &7 ~In(1-p) (0, 0)
| Uniform X p (0,1)
Power ‘*L“l p* (0,1), p>0
Pareto 1 ] l (0,0), B>0
(1+x) (1-p)
Weibull l _x; [_ In(1- p)]ﬁ (O._ u::-):, B>0
¢

Extreme value e~ ~In(~Inp) (~0, + )
Logistic l P

I-p




Mozno pouzi t' rOzny tvar vah pre dva
konce rozdelenia:

Ako funkcia p

1- p?(3-2p)

1-p) a p

1- p*(10-15p +6p?)

1-a(p) a «(p)

Ako parametre modelu

(1-«) a

1+ @)

a p(3-2p)
a p°(l0-15p+



Semilinearny stvorparametricky Weibull-Paretov
kvantilovy tvar

(skladanie pouzitim pravidiel modifikacie kvantilovy ch funkcii)

Se(P) f_ln(l_ p) Svioc (P) l: p”
pravidlo o Q-transformacii pravidlo o reciprocite
T (Soe (P) = X7 AR

}

%.B(p)f[—lna— o) Sl

Welbulov
tvar

Qp)




Pravdepodobnostné modelovanie
iInverznymi distribu  €énymi funkciami:
Modifika €éné pravidla pre kvantilové funkcie

Spracovanie Stvrte] z cyklu prezentacii o
kvantilovom modelovani.

Podrobnejsie mozno najst v monografii:

Sipkova, L; Sodomova, E.: Modelovani
funkciami, Vydavate [I'stvo EKO
2007; 175 s.

ISBN 978-80-225-2346-



