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ABSTRAKT

DUBOVSKA, Alrbeta: RieSenie iiloh linedrneho programovania s vyuzitim softvérovych
nastrojov. — Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra
opera¢ného vyskumu a ekonometrie. — Vedaci zavere¢nej prace: doc. Ing. Michaela

Chocholata, PhD. Bratislava: FHI, 2023, 52 stran.

Ciel'om bakalarskej prace je priblizit' oblast’ linearneho programovania, predstavit’ vybrané
typy uloh z tejto oblasti a poukdzat na moznosti ich rieSenia s vyuzitim vybranych
softvérovych nastrojov. Bakalarska praca je rozdelena do piatich kapitol. Obsahuje 7 tabuliek
a 12 obrézkov. Prvd Kkapitola je venovanid operatnému vyskumu, matematickému
programovaniu, linedrnemu programovaniu a metédam rieSenia loh linearneho
programovania. Predmetom druhej kapitoly je formulacia ciel’a prace, tretia kapitola poskytuje
prehl'ad o metodike prace a pouzitych metdodach skiimania — predstavend je formulécia tloh
matematického programovania s osobitnym dérazom na Glohy linedrneho programovania,
pozornost je venovana tiez vybranym typom uloh linearneho programovania vratane
vybranych moznosti ich softvérového rieSenia. V Stvrtej kapitole st prezentované vysledky
rieSenia konkrétnych tloh linearneho programovania vratane popisu ich softvérového riesenia.

Piata kapitola je venovana diskusii. Bakalarsku pracu uzatvara ¢ast’ s nazvom Zaver.

KPiacové slova: opera¢ény vyskum, matematické programovanie, linearne programovanie






ABSTRACT

DUBOVSKA, Alzbeta: Solving of linear programming problems with the use of software
tools. — University of Economics in Bratislava. Faculty of Business Informatics; Department
of Operations Research and Econometrics. — The supervisor: doc. Ing. Michaela Chocholata,
PhD. Bratislava: FHI, 2023, 52 pages.

The aim of this bachelor thesis is to zoom in on area of linear programming, introduce chosen
types of tasks from this area and focus on possibilities of their solving with use of chosen
software tools. Bachelor thesis is divided into five chapters. It includes 7 tables and 12 pictures.
The first chapter is dedicated towards operational research, mathematical programming, linear
programming and methods of solving tasks of linear programming. The subject of the second
chapter is formulating the aim of the thesis, third chapter has overview of methodology of the
thesis and used methods of investigation - introduced is also the formation of tasks
of mathematical programming with special emphasis on tasks of linear programming, attention
is also given to chosen types of tasks of linear programming including chosen options
of software solving. In the fourth chapter we present the results of solving chosen tasks
of linear programming including description of their software result. The fifth chapter is about

discussion. The bachelor thesis is ended with a part called Conclusion.

Key words: operations research, mathematical programming, linear programming
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Uvod

V dnesnej dobe vsetko nieCo stoji ¢i uz Cas, alebo peniaze. Firmy sa snazia najst’
spravny pomer medzi minimalizaciou ndkladov a maximalizéaciou trzieb, tak aby dosahovali
maximalne zisky. Spotrebitelia sa zase snazia najst’ spravny pomer medzi hodnotou voI'ného
¢asu a Casu ur¢ené¢ho na pracu, tak aby mali dostatok penaznych prostriedkov na nakup
¢o najvacsiecho mnozstva tovarov a sluzieb za o najmensiu cenu. VO VSeobecnosti sa vietky
subjekty narodného hospodérstva snazia rozhodnit’ medzi viacerymi moznymi rieSeniami
v rozmedzi uréitych kritérii a najst’ optimalne riesenie. Otazkami optimalizécie sa zaobera
napriklad linearne programovanie.

Linearne programovanie je $pecialny typ matematického programovania, t. j. hl'adanie
optimalnych rieSeni rozhodovacich problémov za predpokladu dodrzania obmedzujticich
podmienok. Teda jednou z metdd opera¢ného vyskumu.

V tejto bakalarskej praci si specifikujeme kazda zo spominanych oblasti: linearne
programovanie, matematické programovanie aj operacny vyskum. Na zaciatku spomenieme
podstatu a historiou operaéného vyskumu. Potom charakterizujeme matematické
programovanie a s nim spojené pojmy: matematické modely a fazy rozhodovacieho procesu.

Nasledne definujeme linearne programovanie a metddy jeho rieSenia. Pozrieme sa
na tvorbu formulacii Gloh matematického programovania a uloh linearneho programovania
vSeobecne, ale aj pre konkrétne typy uloh linedrneho programovania, ktoré neskor pouzijeme
Vv praktickej Casti. Tiez si blizSie popiSeme vybraté spdsoby rieSenia tychto uloh, a to doplnok
Riesitel v MS Exceli a funkciu linprog z kniznice SciPy jazyka Python.

V praktickej Casti budeme riesSit konkrétne typy uloh linearneho programovania,
pre ktoré sme zadefinovali formulacie. RieSit' ich budeme vybranymi softvérovymi

nastrojmi a nasledne porovname vysledky ziskané pomocou nich.



1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahrani¢i

V prvej kapitole sa budeme venovat’ definovaniu a charakteristikdm jednotlivych
pojmov. Predstavime si pojem operaény vyskum, jeho vlastnosti a historiu. Dalej si
charakterizujeme matematické programovanie a jeho Specialny typ, linearne programovanie.
Nakoniec si zadefinujeme metody rieSenia Uloh linedrneho programovania, konkrétne

simplexovl metddu.
1.1 Operacny vyskum

Podrla Jablonského (2007) opera¢ny vyskum nie je len samostatna vedna disciplina,
ale skor pozostava zo suboru viacerych samostatnych disciplin zameranych na analyzu
roznych rozhodovacich problémov. Fabry (2011) dodava, Ze tieto rozhodovacie problémy sa

rieSia vicSinou v zmysle najdenia najlepSieho, tzv. optimdalneho riesenia.

Singla (2016) v medzinarodnom internetovom ¢asopise uvadza, Ze operaény vyskum
je analytické, logické a systematickd metdda rieSenia problémov a rozhodovania, ktora je
napomocna pri riadeni organizécii. Rozdel'uje termin opera¢ny vyskum na pojmy operacny
a vyskum. Pojem operacny opisuje ako fungovanie v urcitom slede alebo pripravenost’
na pouzitie. Slovo vyskum, podla neho znamena systematické skiimanie a $tudium
materialov a zdrojov, s cielom zistit' fakty a dospiet k novym zaverom. Cize operaény
vyskum je aplikécia vedeckych a matematickych technik na $tidium a analyzu problémov,

ktord ndm poskytuje udaje na prijatie rozhodnutia (Singla, 2016).

Podstatu operacného vyskumu je mozné lepsie pochopit’ prostrednictvom terminu:
,Vyskum operacii®. Z tohto nazvu je zrejmé, ze operatny vyskum sa aplikuje vSade tam,
kde ide o problémy tykajuce sa spdsobu vedenia a koordinaciu operacii (t. j. ¢innosti)
Vv ramci organizécie. Povaha organizécie je pri tom nepodstatna, operaény vyskum sa moze
uplatnit’ kdekol'vek, napriklad vo vyrobe, doprave, stavebnictve, telekomunikéaciéch,
finan¢nom planovani, zdravotnej starostlivosti, armade ¢i verejnych sluzbach (Hillier,

Lieberman, 2010).

Vidime, Ze opera¢ny vyskum je vel'mi rozsiahly, ked’ze sa da aplikovat’ na Siroku skéalu
oblasti a kazda z nich ma svoje Specifické problémy. Preto neexistuje jednoznac¢né definicia,

ktord by Uplne vystihovala tato ,,vednu disciplinu“. V zahrani¢nej literatire sa pouzivaja
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alternativne ndzvy: Operational Research (v Anglicku), Operations Research (v Amerike),

Management Science, Operations Analysis, Quantitative Analysis. V Ceskej republike sa

ujal alternativny nazov opera¢na analyza, na Slovensku sa pouzivaji nazvy opera¢ny vyskum

| opera¢na analyza (Fabry, 2011).

Viaceri autori sa zhoduja na tychto zakladnych vlastnostiach operaéného vyskumu (Agarwal,

2019b; Khan, 2019):

Systémova orientacia. Opera¢ny vyskum Studuje situaciu alebo problém ako celok. To
znamena, ze akakol'vek akcia alebo aktivita, ma urcity G¢inok na zvysok organizacie.
Optimalny vysledok jednej Casti systému nemusi byt optimalny pre int cast. Preto
na vyhodnotenie akéhokol'vek rozhodnutia je potrebné identifikovat’ vSetky mozné
interakcie a urcit’ ich vplyv na organizaciu ako celok.

Interdisciplindrny timovy pristup. Opera¢ny vyskum m4 interdisciplinarny charakter
a vyzaduje timovy pristup k rieSeniu problému. Manazérske problémy obsahuju
ekonomické, fyzické, psychologické, biologické, sociologické a inzinierske aspekty.
Ziadny jednotlivec nemodze mat’ dokladné znalosti o vietkych z nich. Vyzaduje si to
mnozstvo l'udi, ktori maju odborné znalosti v oblasti matematiky, Statistiky, inZinierstva,
ekonomie, manazmentu, informatiky atd’.

Vedecky pristup. Na rieSenie problémov opera¢ny vyskum vyuziva vedecké metddy.
Aplikuje ich za Gcelom analyzy a rieSenia zlozitych problémov. Je to formalizovany
proces uvazovania, kde treba jasne definovat’ problém. Teda v tomto pristupe nie je
miesto pre dohady a osobnu zaujatost” osoby s rozhodovacou pravomocou.
Rozhodovanie. Pomocou opera¢ného vyskumu sa zvySuje efektivita manazérskych
rozhodnuti. Operacny vyskum mozeme teda povazovat za rozhodovaciu vedu,
KtorA pomaha manazmentu robit lepSie rozhodnutia. Hlavnym predpokladom

opera¢ného vyskumu je rozhodovanie bez ohl'adu na to, aka je dana situacia.
Rozhodovanie je systematicky proces a pozostava z nasledujucich krokov:

a) Diagnoza problému a stanovenie kritéria. Kritériom moze byt maximalizacia ziskov,
uzito¢nost’ a minimalizacia nakladov atd’.
b) Vyber alternativneho postupu na posudenie.

c) Urcenie modelu, ktory sa ma pouzit’.
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d) Hodnotenie roznych alternativ.
e) Vyber najlepse;j, t. j. optimalnej alternativy.

e Pouzivanie pocitata. Na vyrieSenie zlozittho matematického  modelu
alebo na vykonanie velkého pocétu vypoctov je napomocné pouzitie pocitaca.
Takze pocitac je neoddelitelnou sticast’ou pristupu operacného vyskumu.

e Ciele. Opera¢ny vyskum sa vzdy snaZi najst’ optimalne rieSenie problému. Na tento ucel
su definované a analyzované ciele organizacie. Tieto ciele sa potom pouziju ako zaklad
na porovnanie alternativnych postupov.

e Kvantitativne rieSenie. Poskytnutim kvantitativneho zakladu pre rozhodovanie
opera¢ny vyskum podporuje manazment. Ciel'om je poskytovat’ systematicky a vedecko-
racionalny pristup ku kvantitativnym rieSeniam r6znych manazérskych problémov.

e LDudsky tdsudok. Cudské faktory zohravaju doleziti ulohu pri ur¢ovani kvantitativnych
rieSeni. V niektorych problémoch st prehliadané, ¢o je chyba, S$tadie operacného

vyskumu sa bez l'udskych faktorov nezaobidu.
1.1.1 Historia operacného vyskumu

Prvé naznaky opera¢ného vyskumu sa objavili po¢as druhej svetovej vojny. Mnohé
strategické a taktické problémy spojené s vojenskym usilim boli prili§ komplikované na to,
aby sa dalo ocakavat’ adekvatne rieSenie od jednotlivca alebo dokonca od jednej discipliny.
V reakcii na tieto zlozité problémy boli vedci s rdznym vzdelanim zoskupeni do $pecidlnych
jednotiek v ramci ozbrojenych sil. Tieto timy vedcov zacali spolupracovat’, aplikovali svoje
interdisciplinarne znalosti na rieSenie takych problémov, ako je rozmiestnenie radarov,
riadenie protilietadlovej pal'by, rozmiestnenie lodi na minimalizaciu strat z nepriatel'skych
ponoriek a stratégie protivzdusnej obrany. Ked'Ze tieto timy boli vo vSeobecnosti pridelené
velitelom zodpovednym za vojenské operacie, boli nazyvané ,,timy opera¢ného vyskumu®.

Prirodzene disciplina dostala ndzov operacny vyskum (Ravindran, 2008).

Po vojne nastal priemyselny boom, do popredia sa dostavali problémy spésobené
narastajicou zlozitostou a S$pecializaciou organizacii. Mnohi vedci, ktori pracovali
vV jednotkach vojenského operacného vyskumu, zacali aplikovat metddy operacného
vyskumu na rieSenie problémov réznych odvetvi v tychto organizaciach. Vd’aka tomu

nasledoval podstatny pokrok pri zdokonal'ovani technik opera¢ného vyskumu. Skvelym
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prikladom je simplexova metéda na rieSenie problémov linearneho programovania,
ktord vyvinul George Dantzig v roku 1947. Mnohé d’alsie $tandardné nastroje operacného
vyskumu boli relativne dobre vyvinuté pred koncom 50. rokov 20. storocia (Hillier,
Lieberman, 2010).

Dalsi faktor, ktory dal impulz rastu tohto odboru, bol napor poéitadovej revolucie.
Na rieSenie zlozitych problémov je zvyc¢ajne potrebné enormné mnozstvo vypoctov. Robit’
ich ru¢ne by trvalo vel'mi dlho a to nepripadalo do Uvahy. Preto obrovskym prinosom bol
vyvoj elektronickych digitdlnych pocitacov so schopnost'ou vykondvat’ aritmetické vypocty

miliénkrat rychlejsie, nez to dokaze l'udska bytost’ (Hillier, Lieberman, 2010).

Pokial’ sa na rozvoj opera¢ného vyskumu pozrieme cez jednotlivé Staty, hlavnym
strediskom sa stali Spojené Staty americké a nie Vel'ka Britania, v ktorej boli zaloZené timy
opera¢ného vyskumu. Ked’ze priemysel eSte nebral opera¢ny vyskum vazne, rozhodujici bol
rozdielny pristup oboch krajin ku vyskumu obrany. Anglicko znizovalo vydavky na vyskum
obrany, ¢o viedlo k prepustaniu mnohych pracovnikov opera¢ného vyskumu z armady.
Naopak USA po vojne zvysilo svoj zdujem o vyskum obrany. Potvrdilo sa to vznikom novej
spolocnosti  MORS (Military Operations Research Society), ktora neskor uUzko
spolupracovala s tieZ novozaloZenou spolo¢nostou ORSA (The Operations Research Society
of America). Zacalo narastat povedomie o operacnom vyskume a jeho aplikaciou
do priemyslu vznikol novy pojem management science, na zaklade ktorého sa vytvorila
narodna spolo¢nost’ TIMS (The Institute of Management Sciences) na podporu vedeckych
poznatkov v chdpani a praxi manazmentu. Neskdr sa ORSA a TIMS zlu¢ili do INFORMS
(Institute of Operations Research and Management Sciences), ktory funguje dodnes
(Ravindran, 2008; Theintactone, 2019).

Postupom c¢asu zacali vznikat' narodné spolo¢nosti operacného vyskumu takmer
v kazdej krajine. Eurdpske krajiny vytvorili asocidciu spolo€nosti operaéného vyskumu
EURO, ktorej ¢lenom je aj Slovenska spoloc¢nost’ pre operacny vyskum SSOR. Vsetci
¢lenovia EURA a ostatné narodné spoloc¢nosti operacného vyskumu nepatriace sem, zhriiuje
organizacia IFORS (The International Federation of Operational Research Societies).
ZaloZena bola v roku 1959 na konferencii, ktorej i€astnikmi boli uz spominana spolo¢nost’

ORSA, spolo¢nost’ Vel'kej Britdnie ORS a Francuzska spolo¢nost’ SOFRO. Hlavnym t¢elom
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IFORS je rozvoj opera¢ného vyskumu ako jednotnej vedy a jeho Sirenie vo vsetkych

narodoch sveta (IFORS, 2023; EURO, 2023).
1.2 Matematické programovanie

Hned na zaCiatok treba zdoraznit, Ze matematické programovanie hie je
programovanie v zmysle kodovanie. Nastup matematického programovania nastal
vV pociatkoch rozvoja vypocCtovych zariadeni a slovo ,,program® sa nevztahoval
na pocitacové programy, ako su zname dnes, ale skor na navrhovany plan logistickych
operacii. Preto vznikol trochu métlici nadzov matematické programovanie. Cize v termine
matematické programovanie je ,,programovanie‘ brané ako ,,planovanie” (Williams, 2013;
Singh, Eisner, 2023).

Matematické programovanie je jednou zo zakladnych metdd operaéného vyskumu. Ide
o transformovanie reélnych ekonomickych operécii a procesov do matematickych modelov.
Model vo v§eobecnosti je zjednoduseny obraz realneho systému (Brezina, Ivanicova, Pekar,

2007).
Matematické modely maju tieto vyhody (Jablonsky, 2007):

e ich pouzitie umozni vytvorit’ Struktlru systému a Specifikuje vSetky mozné varianty stavu
systému, ktorych méze byt’ ¢asto neobmedzené mnozstvo,

e modely poskytuju moznost’ analyzovat’ spravania systému v skratenom Gase — procesy
trvajlce v realite dni, mesiace ¢i roky, mézu byt’ simulované na poéitacoch v zlomkoch
sekund,

e s modelmi ide I'ahko manipulovat’ a vykonavat’ vel’ky pocet experimentov pomocou
zmien ich parametrov,

e s konstrukciou a vyuzitim modelu st sice tiez spojené naklady, ale su o mnoho mensie,
skoro az zanedbatel'né oproti ndkladom vznikajucich pri experimentovani s realnym

systémom.
Williams (2013) uvadza, ze motivov na tvorbu matematickych modelov je viacero:

1. Skutoéné budovanie modelu ¢asto odhali vztahy, ktoré mnohym I'ud’om neboli zrejmé.

Vysledkom je, ze sa dosiahne lepSie pochopenie modelovaného objektu.
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2. Po zostaveni modelu je zvyCajne mozné ho matematicky analyzovat, aby sme pomohli

navrhnut’ postupy, ktoré by inak nemuseli byt’ zrejmé.

3. S modelom je mozné experimentovat, pri¢om va¢sinou nie je mozné, priam az neziaduce

experimentovat’ s objektom, pre ktory tvorime model. Bolo by zjavne politicky tazké

a tiez nevhodné experimentovat’ s nekonvenénymi ekonomickymi opatreniami v krajine,

ak by existovala vysoka pravdepodobnost’ katastrofalneho zlyhania. Snaha o takéto

odvazne experimenty by bola prijatel'nejSia na matematickom modeli.

V ramci operacného vyskumu, resp. matematického programovania sa mozno stretnut

s nasledujdcim rozdelenim modelov (Agarwal, 2019a):

e podlaucelu /prospesnosti:

o

deskriptivny/opisny — opisuje nejaky aspekt situacie na zaklade pozorovani,
prieskumov, vysledkov dotaznikov alebo inych dostupnych udajov.
Napr. vysledok prieskumu verejnej mienky,

prediktivny/predpovedajlici — odpoveda na otazku typu ,,6o ak?“, t. j. moze
predpovedat’ urcité udalosti,

normativny/nariad’ujuci — ak bol prediktivny model opakovane tispesny, mozno
ho ur¢it’ ako ,,overeny zdroj“. Na zdklade neho sa mézu vytvarat odporucania

az nariadenia, ¢o by sa malo urobit’, aby sa dosiahol ur¢ity ciel’.

e podla povahy prostredia:

o

o

deterministicky — predpoklada podmienky Uplnej istoty a dokonalého poznania,
stochasticky/pravdepodobnostny — tyka sa situacii, v ktorych nie je mozné
s istotou predvidat’ désledky alebo navratnost’ ur€itych krokov. Je vSak mozné

predpovedat’ rdmec udalosti, ktoré moZzu pri danych krokoch nastat’.

e podla spravania:

o

staticky — nezohladfiuje vplyv zmien, ku ktorym dochadza v horizonte
planovania, t. j. je nezavisly od ¢asu. Tiez v takomto modeli je potrebné iba jedno
rozhodnutie pocas trvania daného ¢asového obdobia,

dynamicky - povazuje €as za jednu z ddlezitych premennych a pripusta vplyv
zmien generovanych ¢asom. V dynamickych modeloch sa v horizonte planovania

vyZaduje nielen jedno, ale séria vzajomne zavislych rozhodnuti.
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Lepsie porozumiet pojem matematické programovanie mozno pomocou popisu
jednotlivych faz rozhodovacieho procesu (Obr. 1.1). V prvom rade si zadefinujeme dve
zakladné role: rozhodovaci subjekt a analytik. Rozhodovaci subjekt, resp. rozhodovatel je
ten, ktory ma rozhodovaciu prdvomoc a zadava problém potrebny vyrieSit'. Analytik je
rieSitelom daného problému. Ak analytik najde rieSenie predstavi ho rozhodovaciemu
subjektu. Ten sa ho rozhodne prijat alebo ho odmietne a vrati analytikovi spolu
S poopravenym zadanim problému na prepracovanie. Je jasné, Ze komunikacia

medzi rozhodovacim subjektom a analytikom hra vyznamnu ulohu (Fabry, 2011).

> Reélny systém

Definicia problému

A
Ekonomicky model |«

A
Implementécia Matematicky model

Rie$enie Ulohy <

A 4

Interpretécia vysledkov
Verifik&cia modelu

Obr. 1.1 — Priebeh rozhodovacieho procesu, Zdroj: (Fabry, 2011)

Rozhodovaci proces moze mat’ tieto fazy (Fabry, 2011; McCombes, George, 2022; Plevny,
Zizka, 2010):

1. Definovanie problému. Najprv treba rozpoznat’ existenciu problému v redlnom systéme.
Jeho vcasné zistenie mdze rozhodovaciemu subjektu pomdct’ zabranit’ uz nenavratnym
dosledkom alebo len uSetrit’ finan¢né prostriedky. Samozrejme, Ze nesta¢i na problém
len upozornit, ale je potrebné dokazat’ problém jasne a presne definovat’.

Vo svete podnikania tento krok zodpoveda napisaniu spravy o probléme, v ktorej dany
problém davame do urcitého kontextu. Pri praktickom vyskume sa zodpovedaju otazky
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typu: Kde a kedy problém vznikd? Koho sa problém tyka? Aké pokusy boli podniknuté
na vyrieSenie problému? Z teoretického hl'adiska sa pozera na to, ¢o uz je o probléme
zname a ako je definovany v odbornych literatdrach.

Formulovanie ekonomického modelu. Ako bolo vyS$Sie spominané, model je
zjednoduSeny obraz reality, takZe popis daného problému nesmie byt prili§ zloZzity a mal
by vystihovat” hlavne jeho podstatné rysy.

Ekonomicky model je verbalny popis problému v readlnom systéme. Najprv potrebujeme
vyjadrit’ ciel’, ktory chceme dosiahnut. Potom procesy, ktorymi mozno ovplyvnit
vysledny efekt. Nakoniec Cinitele, ktoré akymkol'vek spdsobom obmedzuju realizaciu
tychto procesov a my ich v ramci rieSenia daného problému nevieme ovplyvnit’.
Formulovanie matematického modelu. Matematicky model predstavuje zjednodusené
formalizované zobrazenie ekonomickych zakonitosti pomocou matematickych vztahov.
Cize, ak ekonomicky model zapiSeme pomocou matematickych vztahov, dostavame
matematicky model. Jednotlivé Casti ekonomického modelu sa stdvaju parametrami,
premennymi, funkciami, rovnicami, nerovnicami a pod.

RieSenie ulohy. Akonahle je problém vyjadreny pomocou matematickych vztahov,
nie je komplikované ziskat' jeho rieSenie, ktoré je uz len technickou zaleZitost'ou.
Vyberie sa jeden zo Standardnych algoritmov operacného vyskumu a ten sa aplikuje
pomocou niektorého z mnozstva 'ahko dostupnych softvérovych balikov.

Interpretacia vysledkov a verifikdcia modelu. Ak sa ziskané rieSenie ulohy
z predchadzajuceho kroku vyjadri slovne, alebo sa vysvetlia ¢iselné vysledky, hovorime
0 interpretacii vysledkov. Vystup je zvidcSa v podobe pocitacovej zostavy a je
na analytikovi najst’ v nej odpovede na to, ako by sa mal riesit’ dany problém. Nasledne
analytik tieto vysledky odprezentuje terminmi pouzitymi v ekonomickom modeli.
NepouZiva iné terminy ¢i prvky, ktoré zaviedol poc¢as formulacie matematického modelu.
Robi to z dovodu, aby im rozhodovaci subjekt rozumel.

Pred odprezentovanim vysledkov nasleduje verifikacia modelu. Pod verifikaciou sa
rozumie overenie spravnosti a realnosti ziskanych vysledkov zostaveného modelu. Vel'a
analytikov v pripade ziskania takych vysledkov, ktoré u nich vyvolavaju uspokojenie
SO svojou pracou, tento krok vynechavaju alebo podcenia, ¢o moze viest’ k neziaducim
nasledkom. Aj u jednoduchsich modelov mézu byt vysledky ovplyvnené chybnou

formuléciou modelu. Takze sktiseny analytik venuje pozornost’ vSetkym vysledkom,
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a ak najde nezrovnalosti, vrati sa spat” ku kroku, kde zadaval matematicky model
do softvéru, pripadne az k samotnej formulécii matematického modelu.

6. Implementacia. Zavisenim celého rozhodovacicho procesu je zavedenie vysledkov
do realneho systému. Ak teda rozhodovaci subjekt ziskal od analytika vysledky, je
len na nom uviest’ ich do praxe. Ciel'om implementacie je zlepsit’ fungovanie systému.
Teda nasleduje este jeden dolezity krok a tym je kontrola. Kontroluje sa ¢i urobena zmena

naozaj priniesla o¢akavany prinos.

Matematické programovanie zahffia tedriu, pouzitie a vypocCtové rieSenie
matematickych modelov, ktoré pomahaju pri rozhodovani. Podl'a tychto modelov vieme
blizsie $pecifikovat’, 0 ktory druh matematického programovania presne ide. Ak tieto modely
zahfnaju iba linedrne funkcie, t. j. linedrne programovanie; modely, v ktorych vsetky
premenné musia mat celoCiselné hodnoty, t. j. celoCiselné programovanie; modely
zahfnajuce vSeobecnejSie funkcie, t. j. nelinedrne programovanie; modely so spojitymi
aj diskrétnymi hodnotami, t. j. zmie$ané celo¢iselné programovanie; a modely zahfnajuce

nahodné premenné, t. j. stochastické programovanie (Singh, Eisner, 2023).

VysSie bolo uvedené, Ze linedrne programovanie je sucastou matematického
programovania. Potvrdzuji to aj Brezina s Pekarom (2018, s. 17) svojim tvrdenim:
,Matematické programovanie je rieSenie optimalizaénych Uloh s cielom najst extrém
ucelovej funkcie na zdklade stanoveného ciela (kritéria) pri urcitych ohranicujucich
podmienkach. Ak st vsetky vztahy v tilohe matematického programovania linearne (u¢elova

funkcia aj ohrani¢ujiice podmienky), hovorime o linedrnom programovani*.
1.3 Linearne programovanie

Linearne programovanie je jednoduchym pristupom, ktory sa pouziva na zobrazenie
komplikovanych vztahov v redlnom svete pomocou linearnej funkcie. Vykonava sa linearna
optimalizécia tak, aby sa dosiahol najlepsi vysledok minimalizaciou, alebo maximalizaciou
tejto funkcie. Vsetky prvky v matematickom modeli maju navzajom linearny vztah. Dané
linearna funkcia, alebo inak povedaneé ucelova funkcia je linearna v neznamych a obmedzenia
pozostavaju z linearnych rovnic a linearnych nerovnic, resp. ich sustav (Luenberger, Ye,
2016).
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Znamena to, Ze sa v modeli nesmie vyskytovat' ziadna nelinearna zavislost' pouzitych

premennych. Inymi slovami (Plevny, Zizka, 2010):

e vsetky premenné sa vyskytuju len v prvej mocnine,
e nie sU argumentom Ziadnej funkcie (logaritmické, mocninné, exponencialne atd’.),

e nesmu sa nasobit’ medzi sebou.

V tabulke 1.1 m6zeme vidiet’ niektoré vyhody a nevyhody linedrneho programovania.

Vyhody

- umoziuje ¢o najlepSie vyuzit' aktiva podniku. To znamena, ze poskytuje informéciu,
ako optimalne vyuzit’ vyrobné faktory (praca, poda a kapital) a ako a kam ich rozdelit’.

- zlepsuje kvalitu rozhodovania. Rozhodovaci pristup pouZzivatel'a sa v dosledku pouzitia
tejto techniky stdva objektivnejSim a menej subjektivnym.

- odraza bariéry vo vyrobnom procese. Napriklad uréity stroj nedokaze uspokojit’ dopyt,

zatial’ ¢o iny 4no a vie aj uSetrit’ ¢as.

Nevyhody

- ucelova funkcia a ohranicenia musia byt linearne.

- neexistuje zaruka celoc¢iselného riesenia.

- neberie ohl'ad na vplyvy neistoty a Casu.

Tab. 1.1 — vyhody a nevyhody linearneho programovania, Zdroj: Agarwal, 2022
1.4 Metédy rieSenia Uloh linearneho programovania

Rozhodujicim medznikom v historii rieSenia Uloh linedrneho programovania sa stal
rok 1947, kedy George Dantzig vyvinul simplexovli metdodu. Pocas druhej svetovej vojny
jeho modely linearneho programovania pomohli vojenskym silam s problémami v doprave
a planovani. Od objavenia simplexovej metody sa viaceri autori pokusali prispiet’ do tejto
oblasti. Napriklad v roku 1979 sovietsky vedec Leonid Khachian vyvinul elipsoidovu
metddu, ktora mala byt’ revolucna. Casom sa v§ak ukazalo, ze tato metdda, nebola o ni¢ lepSia
ako simplexova metdda. V roku 1984 vedecky pracovnik Narendra Karmarkar vyvinul
Karmarkarov algoritmus, alebo inak nazyvany algoritmus vnatorného bodu, ktory sa ukézal
byt’ Styrikrat rychlejsi ako simplexova metdda pre uréité problémy. Ale simplexova metdda

stale funguje najlepSie pre vacsinu problémov a pouziva sa dodnes (Sekhon, Bloom, 2022).
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Simplexovad metdda sa pouziva na hladanie optimalneho rieSenia Uloh linedrneho
programovania. Predstavuje iteracny postup, ktory skiima len bazické a nie vSetky pripustné
rieSenia. Po urCitom pocte krokov (iteracii) ur¢i optimalne rieSenie alebo poskytne
informaciu, Ze optimalne rieSenie neexistuje. V kazdej iterdcii sa testuje optimalnost
ziskan¢ho pripustného bazického riesenia. Ak nie je optimalne, algoritmus pristupi
ku skiimaniu d’alSieho pripustného bazického riesenia, ktoré nie je horsie ako predchadzajtice
skimané rieSenie. Opakovanie postupu sa ukonci, ak pripustné bazické rieSenie sa urci

ako optimalne alebo sa zisti, ze optimalne rieSenie neexistuje (Brezina, Pekar, 2018).

Simplexovéa metdda obsahuje dva zakladné algoritmy - primarny (priamy) algoritmus
a dualny algoritmus. Existuje par modifikécii ako primarno-duélny algoritmus, primarny
revidovany algoritmus a pod. Dalej si blizsie zadefinujeme zakladné typy (Brezina, Pekar,
2018).

Primarny algoritmus funguje na uz spomenutom principe - po kone¢nom poéte krokov
sa ur¢i optimalne rieSenie alebo sa stanovi, ze optimalne rieSenie Glohy neexistuje. Dualny
algoritmus je postaveny na tom, ze ku kazdému matematickému modelu ulohy linearneho
programovania mozno uréitym sposobom priradit’ iny matematicky model, ktory s nim tzko
stvisi. Toto priradenie sa nazyva dualita (podvojnost, dvojitost’). PGvodny model,
resp. pévodna Uloha linedrneho programovania sa nazyva primarny matematicky model,
resp. primarna tloha. Priradenu ulohu ku pdvodnej ulohe budeme oznacovat’ duélna uloha.
V duélnej Ulohe sa rozhodovacie premenné nazyvaju dualne premenné a oznacuju sa Ui
prei=1,2, .., m(Chovanovd, 2016).

Ku kazdej primarnej tlohe mozno sformulovat’ dualnu Ulohu, alebo naopak (ku duélnej
primarnu). Na ich formulaciu vieme pouzit' pravidla zobrazené v tabulkach 1.2 a 1.3,
ak ohrani¢enia matematického modelu primarnej ulohy st bud’ rovnice, alebo nerovnice

rovnakého typu, popripade ich upravime do tohto tvaru (Chovanova, 2016).

Primarna uloha

Dualna uloha

maximalizovat’

minimalizovat’

koeficienty ucelovej funkcie

prvky pravej strany

prvky pravej strany

koeficienty ucelovej funkcie

i-ty riadok matice
koeficientov

technologickych

i-ty  stlpec  matice

koeficientov

technologickych
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jty stipec matice

koeficientov

technologickych

J-ty  riadok  matice

koeficientov

technologickych

I-té ohranicenie typu ,,<*

i-ta premenna u; > 0

i-té ohranicenie typu ,.>"

i-t4 premenna u; < 0

p—

I-t¢ ohrani¢enie typu ,,=

i-t4 premenna vol'na

j-ta premennd x; < 0

j-te ohrani¢enie typu ,,<*

j-ta premenna x; = 0

j-te ohrani¢enie typu ,,>*

j-ta premenné vol'na

-1

J-te ohranicenie typu ,,=

Tab. 1.2 - pravidla pre primarnu maximaliza¢nu Ulohu a dualnu minimaliza¢nt tlohu,
Zdroj: Brezina, Pekar, 2018

Primarna uloha

Dualna uloha

minimalizovat’

maximalizovat’

koeficienty tcelovej funkcie

prvky pravej strany

prvky pravej strany

koeficienty ucelovej funkcie

i-ty riadok matice technologickych | i-ty  stipec  matice  technologickych
koeficientov koeficientov
jty  stipec matice technologickych | j-ty riadok matice technologickych

koeficientov

koeficientov

i-té ohranicenie typu ,,<*

i-t4 premenna u; < 0

i-té ohraniCenie typu ,,>*

i-ta premenna u; > 0

-

i-t¢ ohrani¢enie typu ,,=

i-t4 premenna vol'na

j-t& premenna x; < 0

J-té ohranicenie typu ,, >

j-td premennd x; = 0

J-té ohranicenie typu ,,<*

j-t& premennd vol'na

—_c

J-té ohranicenie typu ,,=

Tab. 1.3 - pravidla pre primarnu minimaliza¢na Ulohu a dudlnu maximaliza¢nt Glohu,
Zdroj: Brezina, Pekar, 2018
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2 Ciel prace

Cielom préce je priblizit’ oblast’ linearneho programovania. PredovSetkym sa zamerat’
na rieSenia konkrétnych dloh s vyuzitim softvérovych nastrojoch. My sme si vybrali

MS Excel a jeho doplnok Riesitel’ a jazyk Python a jeho funkciu linprog z kniznice SciPy.

Ciel'om teoretickej Casti prace je opisat’ podstatu a historiu opera¢ného vyskumu.
Nasledne charakterizovat’ matematické programovanie a matematické modely. Postupne sa
prepracovat’ az ku linearnemu programovaniu a metodam rieSenia Gloh linearneho
programovania. Potom zadefinovat’ formulacie Uloh matematického programovania a Gloh
linearneho programovania vSeobecne, ale aj pre tri konkrétne typy uloh linedrneho
programovania (Gloha vyrobného planovania, GUloha o vyzive a rezny problém) a popisat’

vybraté moznosti softvérovych rieseni tychto tloh.

V praktickej Casti ilustrovat’ rieSenia uz predtym spomenutych konkrétnych typov uloh
linearneho programovania pomocou doplnku Riesitel’ v MS Exceli a funkcie linprog v jazyku
Python. Na zaver analyzovat a porovnat' rieSenia uloh prostrednictvom vybratych

softvérovych nastrojov.
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3 Metodika prace a metody skimania

Dalej sa pozrieme na formulacie Gloh matematického a potom linearneho
programovania. Tiez si rozoberieme typy Gloh linearneho programovania, konkrétne tlohu
vyrobného planovania, ulohu o vyzive a rezny problém. Nakoniec si predstavime formulacie
konkrétnych dloh linearneho programovania a ukazeme postupy softvérovych rieSeni tychto

uloh.
3.1 Formuléacia ulohy matematického programovania

Formulacia matematického modelu vychadza z presného verbalneho popisu daného
ekonomického problému v podobe ekonomického modelu, jeho hlavné prvky s uvedené
v tabul’ke 3.1 (Fabry, 2011).

Ekonomicky model | Matematicky model | Priklady

maximalizacia mnozstva
produkcie;

ciel ucelova funkcia maximalizacia zisku;
minimaliz&cia nakladov;
minimaliz4cia rizika
mnozstvo produkcie;
velkost’ zisku;

procesy premenné vel'kost’ nakladov;
VyuZitie strojov;
mnozstvo odpadu
obmedzené materidlové
zdroje;

Aké su o ohranicujtce finan¢né zdroje;

[y Cinitele . . , ,
prekazky? podmienky kapacita vyrobnych
technoldgii;
vyuzitie vyrobnych zdrojov
Tab. 3.1 — Prvky ekonomického a matematického modelu, Zdroj: Fabry, 2011

Co chceme
dosiahnut™?

Co mozeme
ovplyvnit'?

Ciel’ (napr. zvysenie zisku podniku) savisi s hlavnym impulzom k vykonaniu analyzy
systému a vac¢sinou prameni z nespokojnosti rozhodovacieho subjektu so sti¢asnym stavom.
V uréitom hodnotovom ukazovateli sa najde extrém a ten sa vyjadri prostrednictvom
tzv. ucelovej funkcie (kritéria). N&strojmi na dosiahnutie ciela sU procesy, ktoré su
realizované v danom systeme (napr. vyrabané vyrobky), a v modeli ich reprezentuju
premenné. Presnejsie by bolo pouzivat’ nazov rozhodovacie premenne (decision variables),
aby sme zdoraznili fakt, Ze prostrednictvom tychto premennych rozhodovaci subjekt
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realizuje svoje rozhodnutia doporuc¢ené analytikom. Naviac tento privlastok pomaha odlisit’
ich od ostatnych premennych ako st doplnkové, umelé, fiktivne a pod. Cinitele (ohrani¢enia)
posobia na prebiehajlce procesy a urcitym spdsobom ich obmedzuju (napr. mnozstvo
vyprodukovanych vyrobkov zavisi od mnozstva materialu a tiez musi reSpektovat’ odbytové
poziadavky). Vyjadruji sa pomocou ohrani¢ujucich podmienok alebo inym nazvom
Struktirne ohranicenia. Vysledkom su vystupy, ktoré predstavuji hodnoty rozhodovacich

premennych (Brezina, Pekar, 2018; Fabry, 2011).

Na zapisanie vSeobecného modelu matematického programovania, zavedieme tieto

oznacenia (Brezina, Ivanicova, Pekar, 2007):

n - pocet rozhodovacich premennych,

m - pocet ohranicujucich podmienok (Struktirnych ohraniceni),

k - pocet ucelovych funkcii,

x; -rozhodovacie premennéj = 1,2,...,n,

fs - reélne funkcie rozhodovacich premennych xy, x,, ..., x,, s = 1,2, ..., k, ktoré opisuju
ciele optimalizécie,

gi - redlne funkcie rozhodovacich premennych x,, x,, ..., x,, i = 1,2, ..., m, ktoré opisuju
ohranicujuce podmienky,

D; - mnoziny tych hodnét redlnych ¢isiel, ktoré moézu nadobudat’ rozhodovacie premenné

Xj, j = 1,2,...,71.

Pri zépise uloh matematického programovania postupujeme na zaklade schémy
v tabulke 3.2.

f1 (xlﬂ x2' ey xn)
Sledované ciele f2(x1, %3, 00y X0) Ucelové funkcie
fk(xlf X2y ey xn)

g1(xq, X2, e, X)) =0

. X1, X0, e, X ) = 0 Struktirne podmienky
Podmienky 920, %2 ) rozhodnutia (Struktarne
Im (X1, Xz, iy X)) =0 ohranicenia)
y xj =0 Podmienky nezapornosti
Specialne podmienky / y P
pre premenné x; € D; Dodato¢né podmienky

Tab. 3.2 — Schéma modelu matematického programovania, Zdroj: Brezina, Pekar, 2018
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Specialne podmienky pre premenné vyjadruju dodatoné predpoklady, ktoré treba
pri konstrukcii tlohy matematického programovania dodrzat. Podmienky nezapornosti ndm
hovoria 0 tom, Ze hl'adané hodnoty rozhodovacich premennych nemé6zu nadobudat’ zaporné
hodnoty (nemozno napr. vyrobit' zaporné mnozstvo nejakych vyrobkov). Dodato¢né
podmienky reprezentuju niektoré Specidlne poziadavky, ktoré je nutné zahrnat

do konstrukcie ulohy matematického programovania (Brezina, Ivani¢ova, Pekar, 2007).
3.2 Formulécia ulohy linedrneho programovania

Linearne programovanie je optimalizaény problém, v ktorom je ucéelovd funkcia
linedrna v nezndmych a ohranicenia pozostavaju z linearnych rovnic a nerovnic. Presna
forma tychto ohrani¢eni sa moze lisit’ od jedného problému k druhému, ale kazda tlohu
linearneho programovania mozno transformovat’ do zakladného tvaru modelu linearneho

programovania (Luenberger, Ye, 2016).
Z&kladny tvar modelu linedrneho programovania (Brezina, Pekér, 2018):

maximalizovat,, resp. minimalizovat’

n
fx)=z= Z Cj X, (3.1)
j=1
<
Z a;jx; {=} b;, i=12,..m, (3.2
j=1 =
xj = 0, j=12,..n (3.3)

kde

¢j - koeficienty ucelovej funkcie, j = 1,2, .1,

a;; - technologické koeficienty sustavy ohraniceni,, i =1,2,..m,j =1,2,..n,
b; - koeficienty pravej strany, i =1, 2,...m,

x.

; - rozhodovacie premenng, j = 1,2, ...n.

Pri rieSeni zodpovedajucich dloh linearneho programovania hl'adame tak hodnotu
rozhodovacich premennych, aby hodnota tucelovej funkcie (3.1) bola maximalna
(resp. minimalna) pri splneni podmienok (3.2) a (3.3). Podmienky (3.2) vyjadruju ¢initele
definovane v ekonomickom modeli ulohy. Kazdému ¢initel'ovi zodpoveda jedna rovnica

alebo nerovnica. TieZ ich oznacujeme ako vlastné obmedzenia. Okrem vlastnych obmedzeni
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pozname dalSie podmienky (3.3), ktoré zabezpecuji nezapornost’ vSetkych premennych.
Premenné v matematickom modeli maju taki ekonomickt interpretaciu, Zze by zaporné
hodnoty neboli vhodné (napr. objem produkcie). Tieto podmienky sa nazyvaju podmienky

nezapornosti (Jablonsky, 2007; Brezina, Pekar, 2018).
Maticovy zapis modelu linearneho programovania (Jablonsky, 2007):

maximalizovat’, resp. minimalizovat’

—

N
Il
ke

vV IIIA e

>
»
—H——
S S
) s

o
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kde

¢’ = (¢4, ¢y, ..., C;) j& N — rozmerny riadkovy vektor koeficientov uéelovej funkcie,
X = (xq,%, ..., %,)T je n—rozmerny stipcovy vektor rozhodovacich premennych,
b = (by, by, ..., byy)T je m —rozmerny stipcovy vektor koeficientov pravej strany,
0=1(0,0,..,00Tjen— rozmerny stipcovy nulovy vektor,

A je matica technologickych koeficientov sustavy ohrani¢eni rozmerov m*n.
3.3 Typy uloh linearneho programovania

V praxi sa stretdvame s rdznymi problémami, ktoré sa definuju ako Glohy linedrneho
programovania. Fabry (2011) zarad’uje medzi z&kladné typy tloh linearneho programovania

nasledujuce:

¢ Uloha vyrobného planovania
e Uloha o vyzive

e Rezny problém

e Optimalizacia portfélia

e Dopravna tloha

e Priradovaci problém

Dalej sa pozrieme $pecidlne na prvé tri typy tloh a ich formulacie.
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3.3.1 Uloha vyrobného planovania (The Production Planning)

Stredobodom tejto ulohy je riadiaci alebo vyrobny systém, povedzme napr. v tovarni
alebo rafinérii. Komodity ako suroviny, material, kapital a praca su vstupy, ktoré p6sobenim
roznych vyrobnych procesov sa premenia na vystup, zvacsa vyrobok. Zakladnym problémom
je tento systém prevadzkovat’ tak, aby sa maximalizoval zisk s pouzitim obmedzenych
zdrojov alebo minimalizovali naklady pri splneni Specifikovanych vyrobnych poziadaviek,

alebo urcita kombinacia tychto ciel'ov (Thie, Keough, 2008).

Specialnym pripadom tejto alohy je Gloha vyrobného planovania s polotovarmi.
Planuje sa v nich nielen produkcia vyrobkov, ale aj polotovarov, ktoré bud’ sluzia k d’alSej

vyrobe, alebo k priamemu predaju (Fabry, 2011).

Vseobecna formulacia Ulohy vyrobného planovania ma takyto tvar (Brezina, Ivani¢ova,
Pekar, 2007):

n
max z(x) = Z CjX;
j=1

n
Zal’ijSbi i=1,2,...,m
j=1

kde

n - pocet druhov vyrobkov,

m - pocet vyrobnych faktorov (surovin, kapacit strojov, pracovnych hodin a pod.), ktoré sa
pri vyrobe pouzivaju,

x; - mnozstvo produkcie j-tého vyrobku, j = 1,2, ..., n,

]

¢; -ocenenie j-teho vyrobku (jednotkovy zisk, cena vyrobku a pod.), j = 1,2, ..., n,

a;j - pocet jednotiek i-tého vyrobného faktora spotrebovaneho na vyrobu jednotky j-teho
vyrobku, i = 1,2,...,m, j =1,2,..,n,

b; - disponibilné mnozstvo i-tého vyrobného faktora, i = 1,2, ..., m.
3.3.2 Uloha o vyzive (The Diet Problem)

Uloha o vyzive je jednou z klasickych ilustracii problému, ktory vedie k modelu
linearneho programovania. Problém sa tyka poskytovania stravy s minimalnymi nakladmi,
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ktora je dostato¢na na to, aby sa clovek uzivil. Jednoducho povedané, aky je najlacnejsi
spdsob kombinovania réznych mnozstiev dostupnych potravin v strave, ktora spiia nutriéné
poziadavky ¢loveka?

V realnom svete sa na vytvorenie matematického modelu tohto problému najprv
zvazuju rozne aspekty problému. Napriklad: Ako urc¢it' zakladné vyzivové poziadavky?
Treba zvazit' vek, pohlavie, velkost a aktivitu nasho subjektu? Meni sa cena potravin
v dosledku sezdnnych a geografickych rozdielov? Ktoré potraviny su dostupné? Ako uréit’

nutri¢né hodnoty tychto potravin (Thie, Keough, 2008)?

Pozrieme sa teraz na jednoduchsiu formulaciu problému vyzivy. Predpokladajme,
ze na trhu je dostupnych n réznych potravin a Ze j-ta potravina sa predava za cenu c;
za jednotku. Okrem toho existuje m zakladnych nutricnych zloziek a na dosiahnutie
vyvazenej stravy musi kazdy jedinec prijat’ aspon b; jednotky i-tej ziviny denne. Kazda
jednotka potraviny j obsahuje a;; jednotiek i-tej Ziviny. Pocet jednotiek potravy j v strave
oznacime x;, ktoré vyberame tak, aby sa minimalizovali celkove naklady (Luenberger, Ye,

2016).

Formul&cia takéhoto zadania tlohy vyzera nasledovne (Brezina, Ivani¢ova, Pekar, 2007):
n
min z(x) = Z CjX;
j=1

n
Zaijxj Zbl i=1,2,...,m
j=1

kde

n - pocet druhov potravin,

m - pocet nutricnych zloziek dolezitych na vyzivu,

Xj - mnozstvo potrebnej j-tej potraviny, j = 1,2, ...,n,

¢; -cenaj-tej potraviny, j = 1,2, ...,n,

a;j - mnozstvo jednotiek i-tej nutricnej zlozky doleZitej na vyzivu, ktoré obsahuje j-ta

potravina, i =1,2,..,m, j =1,2,..,n,
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b; - minimdlne pozadované mnozstvo i-tej nutricnej zlozky doélezitej na vyzivu,

i=1,2,..,m.
3.3.3 Rezny problém (The Cutting Stock Problem)

Rezny problém, alebo Uloha o optimalnom deleni zasob, sa vyznacuje tym, ze existuje
obmedzené mnozstvo zasob origindlnych dielov (dosiek, trubiek, tyci, kotaCov papiera,

ocel'ovych plechov a pod.), ktoré je potrebné rozdelit’ na mensSie Casti (Fabry, 2011).

Existuje niekol’ko variacii rezného problému. Ak kazdy d’alsi kus, ktory chceme ziskat’,
vyZaduje jeden rez, nazyva sa to 1D alebo jednorozmerny rezny problém (One Dimensional
Cutting Stock Problem) Priklady su napr. rezanie papierovych roliek, latkovych roliek
a kovovych ty&i. Ak rezanie zahffia obdiznikovy (tvar narezany na malé obdizniky
pozadovanych velkosti, nazyva sa to 2D alebo dvojrozmerny rezny problém (Two
Dimensional Cutting Stock Problem). Ukazkovym prikladom je rezanie sklenenych tabal

alebo kovovych plechov (Ehsan, 2020).

V bakalarskej praci je d’alej rozoberany jednorozmerny typ. VSeobecna formulacia tohto

typu Ulohy je (Brezina, Ivani¢ova, Pekar, 2007):

n
min z(x) =Z CjX;
—

J

al-jszbi i=1,2,...,m

n
j=1

kde

n - pocet sposobov rezania,

m - poCet druhov menSich Casti, ktoré treba narezat’ z origindlnych dielov,

- mnozstvo originalnych dielov, ktoré treba rezat’ j-tym spésobom, j = 1, 2, ..., n,

Xj

¢; - odpad vznikajlci j-tym sposobom rezania originalnych dielov, j = 1, 2, ..., n,
a;j - pocet menSich Casti i-tého druhu, ktoré sa narez z originalnych dielov j-tym
sposobom rezania,i = 1,2,...,m, j=1,2,...,n,

b; - pozadované mnozstvo mensich Casti i-tého druhu, i = 1,2, ..., m.

29



3.4 Softvérové rieSenia uloh linearneho programovania

Na rieSenie uloh linearneho programovania existuje mnoho softvérovych nastrojov.
V tejto bakalarskej praci sme sa sustredili na dva z nich. Konkrétne doplnok Riesitel’ v MS

Exceli a funkciu linprog z kniznice SciPy v jazyku Python.
3.4.1 Doplnok Riesitel’ v MS Exceli

Excel je tabulkovy procesor od spolocnosti Microsoft. Pouzivatelom umoziluje
formatovat’, organizovat’ a pocitat’ idaje v tabulk&ch. Organizovanim udajov pomocou
softvéru, ako je Excel, m6zu détovi analytici a ini pouzivatelia zjednodusit’ zobrazovanie
informacii pri pridavani alebo zmene dajov. Microsoft Excel obsahuje vel’ké mnozstvo poli
nazyvanych bunky, ktoré st usporiadané v riadkoch a stipcoch. Udaje s umiestnené v tychto
bunkach. Excel je sucastou balikov Microsoft Office a Office 365 a je kompatibilny
s ostatnymi aplikaciami balika Office. Je k dispozicii pre platformy Windows, MacOS,
Android a i0S (Gillis, 2021).

Doplnok Riesitel' patri do Specidlnej sady prikazov, ktoré sa cCasto oznauju
ako nastroje analyzy What-if. Primarne je uréeny na simulaciu a optimalizaciu ré6znych
obchodnych a inZinierskych modelov. Aj ked’ RieSitel nedokaze vyrieSit kazdy moZny
problém, je skutocne uZitocny pri rieSeni vSetkych druhov optimalizaénych problémov,

kde potrebujeme urobit’ to najlepsie rozhodnutie (Cheusheva, 2023).

Spusta sa na karte Udaje kliknutim na tla¢idlo Riegitel’. UkaZe sa nové okno, kde sa
zadavaju parametre RieSitel'a. Nastavuju sa 3 zékladné parametre: icelova funkcia, premenné
modelu a ohrani¢ujuce podmienky. Riesitel najde optimalnu hodnotu (maximalnu,
miniméalnu alebo $pecifikovana) pre vzorec v bunke Ucelovd funkcia zmenou hodndt
v bunkéach Premenné modelu a podlieha obmedzeniam v bunk&ch Ohranicujiice podmienky.
OhraniCujice podmienky umoznuju nasledujuce vztahy medzi odkazovanou bunkou
a obmedzenim: mensi alebo rovny <, va¢si alebo rovny > alebo len rovny =. TieZ ide nastavit’
pre premenné podmienky celo¢iselnosti, binarnost’ a rozdielne hodnoty danych premennych.
Specidlne sa zaznaGuju podmienky nezapornosti a vybera sa metdda, ktorou méa Riesitel
zadany problém vyrieSit. RieSitel pontka tieto metédu rieSenia: simplexovd metodu
pre optimaliza¢né ulohy linearneho programovania, gradientnu metodu pre hladké nelinearne
problémy a evoloény algoritmus pre nehladké nelinearne problémy (Cheusheva, 2023).
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3.4.2 Python a funkcia linprog

Python je pocitacovy programovaci jazyk pouzivany pri vyvoji webovych stranok,
vyvoji softvérov, automatizécii réznych dloh, analyze udajov a vizualizacii udajov. Python
je univerzalny jazyk, ¢o znamend, Ze moze byt pouzity na vytvaranie réznych programov
a nie je Specializovany na ziadne Specifické problémy. Tato vSestrannost’, spolu s jeho
privetivost'ou pre zaciato¢nikov, z neho urobili jeden z najpouzivanejSich programovacich

jazykov sucasnosti (Coursera, 2023).

Python je populérny z viacerych dévodov (Coursera, 2023):

e ma jednoduchu syntax, ktord napodobnuje prirodzeny jazyk, takze je l'ahSie Citatelny
a zrozumitel'ny,

e je vhodny pre zaciato¢nikov, vd’aka comu je obl'ibeny u programatorov na zakladnej
drovni,

e je open source, ¢o znamena, 7z¢ ho mozno bezplatne pouzivat a distribuovat
aj na komer¢né ucely,

e obsahuje archiv modulov a kniZznic — zvézky kodov, ktoré pouzivatelia tretich stran

vytvorili na rozsirenie moznosti Pythonu — st rozsiahle a neustéle sa rozrastaju.

V tejto bakalérskej préci sa zaoberame rieSenim Uloh linearneho programovania, jazyk
Python ponuka viaceré kniznice na rieSenie takychto uloh, napr. SciPy, PULP alebo Pyomo.
My $pecifikujeme kniznicu SciPy (Scientific Python), ktora predstavuje univerzalny balik
pre vedecké vypocty. Obsahuje viaceré submodely, pre nas je zaujimavy submodel
scipy.optimize, ktory sa pouZiva na linedrnu a nelinedrnu optimalizaciu a obsahuje
aj spominanu funkciu linprog.

Funkcia linprog riesi ulohy linearneho programovania v tejto forme (The SciPy community,
2023):
minc’x
x
AypX < byp
AggX = beq

[<x<u

kde x je vektor rozhodovacich premennych; ¢, by, beq, [, u sU vektory; a A, a A4S0 matice.

eqr

31



Funkcia liprog mé takdto syntax (The SciPy community, 2023):

scipy.optimize.linprog (c, A_ub=None, b_ub=None, A _eg=None, b_eq=None,

bounds=None, method="highs’, integrality=None)

kde

c

A ub
b_ub

A _eq
b_eq
bounds

method

= koeficienty ucelovej funkcie

= koeficienty nerovnic l'avej strany ohraniceni

= koeficienty nerovnic pravej strany ohraniceni

= koeficienty rovnic l'avej strany ohraniceni

= koeficienty rovnic pravej strany ohranic¢eni

= urcuje interval pre rozhodovacie premenné. Hovori ndm o tom, akd moze byt’
minimalna a maximalna hodnota rozhodovacej premennej. Preddefinovany prikaz
None sa pouziva, ak nie su ziadne obmedzenia. NajCastejSie sa tento parameter
vyuziva na zabezpecenie nezapornosti premennych prikazom (0,None).

= uréenie algoritmu pouzité¢ho na vyrieSenie problému. Podporované si metody:
‘highs' (preddefinovana), 'highs-ds', 'highs-ipm’, ‘interior-point' (star$ia), 'revised
simplex’ (starsia) a 'simplex’ (star$ia). StarSie metody sa prestali pouzivat’ od verzie
1.11.0. Napr. namiesto metddy 'simplex' sa pouziva metéoda 'highs', ktora je
rychlejsia a spolahlivejsia. Metoda 'highs' si automaticky vyberd medzi ‘highs-ds'
a 'highs-ipm'. Metdda 'highs-ds' riesi ulohu pomocou dualneho simplexového

algritmu a 'highs-ipm' pomocou metddy vnatorného bodu.

integrality = ¢iselnd hodnota oznacujlca typ rozhodovacej premennej:

0: spojita premenna; bez intervalu

1: celo¢iselna premenna; rozhodovacia premenna musi byt celé ¢islo obmedzena
parametrom bounds,

2: polo-spojita premenna; rozhodovacia premenna musi byt v medziach bounds
alebo nadobudnut’ hodnotu 0,

3: polo-celociselna premennd; rozhodovacia premenna musi byt celé Cislo
v medziach bounds alebo nadobudnut’ hodnotu 0.

Standardne st vietky premenné spojité.

Zavolat’ si mozno tieto hodnoty (The SciPy community, 2023):

X

= optimalne hodnoty rozhodovacich premennych,
32



fun = optimalna hodnota ucelovej funkcie,
slack  =rozdiel pravej a I'avej strany ohrani¢eni v tvare nerovnic,
con =rozdiel pravej a l'avej strany ohraniceni v tvare rovnic,
success = True ak algoritmus prebehol Uspesne,
status = ¢iselnd hodnota predstavujlca stav ukoncenia algoritmu:
0: Optimalizacia bola uspesne ukoncena.
1: Bol dosiahnuty stanoveny pocet iteracii.
2: Uloha nema pristupné riesenie.
3: Uloha ma neohrani¢ené rieenie.
4: Vyskytli sa numerické tazkosti.
message = slovny popis statusu,

nit = celkovy pocet iteracii vykonanych vo vsetkych fazach algoritmu.
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4 Vysledky préace

Na zéklade predchadzajlcich informécii a zisteni sa d’alej v praci realizuju vypocty
pre uz vyssie Specifikované 3 typy tloh linedrneho programovania v prostredi MS Excel
pomocou nastroja Riesitel’ a v jazyku Python. Udaje a hodnoty v prikladoch st vymyslené
a slazia len na ukazanie rieSenia tychto uloh a porovnanie rieseni v MS Exceli a jazyka

Python. V Glohe o vyZzive sme ¢erpali udaje zo stranky Lenntech (2023).
4.1 Uloha vyrobného planovania

Ulohy vyrobného planovania st zamerané na navrhovanie takého vyrobného planu,
aby sa dosahoval maximalny zisk, minimélne néklady, maximalne trzby a pod. My sa
pozrieme na priklad s cielom maximalizovat’ trzby, ktory oznac¢ime ako priklad 1. V d’alsom
texte tejto podkapitoly sa budeme venovat’ rieSeniu tohto prikladu — po uvedeni jeho slovnej
formulacie, budeme prezentovat’ jeho matematickt formulaciu a softvérové riesenie (Fabry,

2011).

Priklad 1: Firma vyréba dva druhy drevenych hraciek: skladaci vlacik a stavebné
kocky. Vlacik predava za 10 € a sadu kociek za 20 €. Na vyrobu 1 vlacika potrebuje 2 kg
dreva, 2 plechovky roznych farieb a 2 hodiny rezbarskej prace. Vyroba 1 sady kociek
vyZaduje 3 kg dreva, 5 plechoviek roznych farieb a 1 hodinu rezbarskej prace. Kazdy mesiac
je k dispozicii 900 kg dreva, 1300 plechoviek r6znych farieb a 500 hodin rezbarskej préce.

Firma chce zistit’, kol'’ko ma vyrobit’ jednotlivych hraciek, aby maximalizovala svoje trzby.

RieSenie: Ak chceme z ekonomického modelu, ¢ize len slovného popisu problému,
vytvorit” matematicky model, musime problém vyjadrit matematickymi prostriedkami.

Najprv si zadefinujeme premenné (Smerek, Moucka, 2008).

Premenné: Vystupuju tu dve rozhodovacie premenné:
x, = pocet vlacikov vyrobenych za mesiac,

x, = pocet sad kociek vyrobenych za mesiac.

Presnd definicia vSetkych premennych je nevyhnutnid pre zdverecnl interpretaciu

vysledkov, preto je vhodné stanovit’ i ¢asové obdobie, ku ktorému sa vztahuju (Fabry, 2011).

Z obsahu premennych je zrejmé, Ze musia platit podmienky nezapornosti (Smerek,

Moucka, 2008):
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X1, Xy =0

Pripadali by do uvahy aj podmienky celociselnosti, ale urcitym spésobom komplikuja
rieSitelnost modelu. Ulohy s takymito podmienkami je moZné riesit pomocou $pecialnych
metod celociselného linedrneho programovania. Dalej sa budeme zaoberat’ modelom

bez tejto podmienky (Fabry, 2011).

Utelova funkcia: Akonahle sii zname vietky premenné, je mozné pristipit
k formulacii ucelovej funkcie. V nasom pripade ide o hodnotu trzieb v zavislosti od vysky
produkcie. Trzby sa vo vSeobecnosti vypocitaji ako pocet predanych vyrobkov
vynasobenych ich predajnou cenou. Ak predpokladame, Ze firma predd vSetky vyrobené

hracky, tak mozno funkciu celkovych mesaénych trzieb vyjadrit’ nasledovne:
trzby = 10x; + 20x,

Ohranicujice podmienky: Najprv zaru¢ime, aby sa neprekrocilo mnozstvo dreva,
ktoré je k dispozicii:
2x1 +3x, < 900

Pravé strana nerovnosti predstavuje moznu spotrebu dreva za mesiac. Na l'avej strane

mame sucin dreva potrebného na jednotlivé hraCky a mnozstva danej hracky.
Rovnako zostavime podmienky pre farby a rezbarsku pracu:

2x; + 5x, < 1300

2x; + x, < 500
Uplna formuléacia matematického modelu je nasledovna:

max z(x) = 10x; + 20x;
2x, + 3%, < 900
2x, + 5x, < 1300

2x,+  x, < 500

X1, %X, =0

Pripomenime si v§eobecnti formulaciu Glohy vyrobného planovania:

n
max z(x) = Z CjX;
j=1
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n
Zaijxj Sbl i=1,2,...,m
j=1

Vsimnime si, ze vSetky ohrani¢enia formulécie z prikladu 1 obsahuju nerovnost’ <
tak ako je to zadefinované vo vSeobecnej formulacii tilohy vyrobného planovania, ¢im sa

tento priklad stava typickym prikladom tlohy vyrobného planovania.

Nasim cielom je najst’ optimalny vyrobny plan, pri ktorom firma bude maximalizovat’

svoje trzby. Pod'me sa pozriet’ na rieSenie v prostredi MS Excel.

A B C D E F G H
1 'max vlacik |kocky
2 |cena 10 20 triby 0
3 |wyroba 0 0 spotrebované | nespotrebované
4 zdroje zdroje
5 |drevo 2 3 |=<=| 900 0 900
6 farby 2 5 [==]| 1300 0 1300
7 |praca 2 1 |<=| 500 0 500
g8

Obr. 4.1 - Zapis ulohy vyrobného planovania do MS Excelu, Zdroj: vlastné spracovanie

Najprv na zéklade formulacie matematického modelu sme vytvorili tabulku (Obr. 4.1).
Druhy riadok v tejto tabulke zodpoveda koeficientom ucelovej funkcie, Cize cenam
jednotlivych vyrobkov. Dalsi riadok zase poétu vyrobenych, resp. predanych vyrobkov.
KedZe sa doteraz ni¢ nevyrobilo, tak sa sem zatial' zapisali nuly. NiZSie sme zaznacili
ohrani¢ujiice podmienky aj so znamienkami nerovnosti. Pridaju sa dva stipce spotrebované
a nespotrebované zdroje. Do stipca spotrebované zdroje sme vypoéitali kol’ko daného zdroja
sme pouZili na vyrobu oboch vyrobkov. Ked’Ze v bunkach B3 a C3 st nuly, aj tu ndm musia
zatial’ vyjst nuly. Pouzili sme funkciu SUMPRODUCT, vynasobili sme mnozstvo vyrobnych
zdrojov s poCtom vyrobenych vyrobkov, napr. v bunke F5 sa pouzil takyto vzorec:
=SUMPRODUCT(B5:C5,B3:C3). Trzby Vv bunke F2 sme vypocitali rovnakym spdsobom
len namiesto ohrani¢enia vyrobného zdroja sme pouzili predajnu cenu. Vzorec bude takyto:
=SUMPRODUCT(B2:C2,B3:C3). V stipci nespotrebovanych zdrojov porovndvame Fava
a pravu stranu jednotlivych ohranicujucich podmienok. Ukazuje, ¢i sme vyuzili vSetky

zdroje, alebo nam este nejaké ostali. Zistili sme to jednoduchym spésobom - odpocitali sme
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pouzité mnozstvo zdrojov na vyrobu od disponibilného mnozstva jednotlivych vyrobnych
zdrojov. Napr. v bunke G5 bude vzorec takyto: =E5-F5.

Na ndajdenie rieSenia sme pouzili doplnok Riesitel’, ktory mozno vidiet’ na obrazku 4.2.
Do ucelovej funkcie sme zadali bunku F2 zodpovedajicu trzbam. Zaznacili sme, ze ich
chceme maximalizovat. Premenné su pocet vyrobenych vyrobkov (bunky B3:C3).
Ohranicenie je, aby spotrebované zdroje (bunky F5:F7) nepresiahli disponibilné mnozstvo
jednotlivych vyrobnych zdrojov (bunky E5:E7). Tiez sme zaznacili podmienky nezapornosti

a vybrali metodu rieSenia Glohy. V nasom pripade sme pouzili simplexovi metodu.

Parametry Resitele X
Ugelova funkee: 5Fs2| 1
Hledat: (@) pax () Min () Hodnota: o

Proménné maodelu:

5B653:5C53

¥

Cmezujicl podminky:

SFS5 <= SES5 .
SFS6 <= SESE Piidat
SFS7 <= SEST
Zménit
Ddstranit

Vynulovat vie

Macist nebo uloZit

Mastavit podminky nezapornosti

Wyberte metodu Simplexova metoda bl MoZnaosti
feieni -

Metoda reseni

Simplexovou metodu zvalte pro linearni optimalizacni problémy, Gradientni metodu pro hladké
nelinearni problémy a Evolucni algoritmus pro nehladké nelinearni problémy.

Mapovéda Reiit Tavrit

Obr. 4.2 - Zapis ohranicujticich podmienok v nastroji Riesitel’, Zdroj: vlastné spracovanie
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A B C D| E F G H

1 |max vlacik |kocky

2 |cena 10 20 triby 5500

3 |\vyroba | 150 | 200 spotrebované | nespotrebované
4 zdroje zdroje

5 |drevo 2 3 |==| 900 500 0

& |farby 2 5 [==]| 1300 1300 0

7 |praca 2 1 [|==| 500 500 0

a

Obr. 4.3 - Vysledok ulohy vyrobného planovania, Zdroj: vlastné spracovanie

Na obréazku 4.3 sa nachadza optiméalne riesenie, ktoré vypocital nastroj Riesitel'. Mozno
zneho vycitat spotrebu dreva, farieb aj rezbarskej prace (bunky F5:F7), mnozstvo

vyrobenych vyrobkov (bunky B3:C3) a maximalne trzby (bunka F2).

Navrhovany plan vyroby: Optimalnym vyrobnym planom je vyrabat' 150 kusov
vlac¢ikov a 200 sad kociek za mesiac. Na ich vyrobu sa spotrebuje 900 kg dreva,
1300 plechoviek réznych farieb a 500 hodin rezbarskej prace. Spolo¢nost’ vyuziva naplno

svoje zdroje, ked’Ze jej ziadne nezvysia, a dosahuje maximalne trzby v hodnote 5 500 €.

Pozrime sa teraz na rieSenie tejto ulohy pomocou jazyka Python. Vyuzijeme funkciu
linprog z kniznice SciPy uz spominanu v kapitole 3.4.2. V tejto kapitole bolo spominané,

ze tato funkcia podporuje len minimalizacné tlohy, tak sme prerobili nasu formulaciu takto:

min —z(x) = — 10x; — 20x,

IA

900
2%, + 5x, < 1300
2X1+ Xo < 500

2x,+ 3x,

Teraz sa mdze pristapit’ k tvorbe zdrojového kodu v jazyku Python (Obr. 4.4).
Koeficienty ucelovej funkcie sme vlozili do premennej cena. Premennd lava_strana
zodpoveda lavej strane naSich nerovnic a premenna prava_strana zodpoveda pravej strane
nerovnic. Parametre A_eqab_eq sme nepouzili, ked’Ze nasa formulacia neobsahuje rovnice.
Ponechali sme preddefinovani metodu highs, ktord vyriesila tlohu pomocou duélneho

simplexoveho algoritmu. Nechali sme si vypisat’ vSetky rozhodovacie premenné a rozdiely
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pravych a 'avych stran ohraniéeni. Upravili sme G¢elova funkciu na kladnt hodnotu, tak aby

interpretacia davala zmysel.

# vlioczenie funkcie z kniznice

from scipy.optimize import linprog

# koeficienty ucelovej funkcie
cena = [-10,-20]

# lava strana nerovnic

lava strama = [[2Z, 3],
[2,5],
[2,1]]

# prava strana nerovnic

prava_strana = [%00,
1300,
S00]

# riesenie ulohy

opt = linprog(c=cena, & ub=lava_ strana, b ub=prava_ strana)

print ("Cptimalny vyrobny plan:™)

print ("Vliacikov sa wyrobi: ", opt.x[0])

print ("Sad kociek =sa wyrobi: ", opt.x[1])

print ("Hespotrebuje sa ", opt.slack[0], " kilogramov dreva™)

print ("Hespotrebuje sa ", opt.slack[l], " plechoviek farieb™)

print ("Hespotrebuje sa ", opt.slack[2], " hodin rezbarske]j prace™)
print ("Pri danom vyrobnom plane firma dosiahne trzby ", -opt.fun, " €")

Obr. 4.4 - Zdrojovy kod ulohy vyrobného planovania v jazyku Python, Zdroj: vlastné

spracovanie

Cptimalny wvyrobny plan:

Vliacikov sa wvwyrobki: 150.0

Sad kociek sa wvwyroki: 200.0

Hespotrebuje sa 0.0 kilogramov dreva

Hespotrebuje sa 0.0 plechoviek fariebk

Hespotrebuje sa 0.0 hodin rezkbarske] prace

Pri danom vyrobnom plane firma dosiahne trzby S500.0 €

Obr. 4.5 — RieSenie v prostredi IDLE

Na obrazku 4.5 je rieSenie tlohy pomocou jazyka Python. Optiméalne by sa za mesiac
malo vyrobit’ 150 kusov vlacikov a 200 sad kociek. Na vyrobu sa spotrebuje vsetko drevo,
vSetky plechovky farieb aj vSetky moZné hodiny rezbarskej prace. Ak firma bude postupovat’

podrla tohto vyrobného planu, dosiahne maximalnu hodnotu trzieb 5 500 €.
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4.2 Uloha o vyZive

Uloha o vyzive stvisi s nutriénymi poziadavkami jednotlivca. Sleduje sa pocet kalorii,
mnozstvo Vitaminov, mineralov, tukov a pod. My sa zameriame na ulohu s mnoZzstvom

vitaminov v ovoci, ktory ozna¢ime ako priklad 2 (Jablonsky, 2007).

Priklad 2: V ekonomike existuju len 3 druhy ovocia (jablka, broskyne, hrusky),
ktorymi sa dopliaju potrebné vitaminy. Tabulka 4.1 obsahuje udaje o mnoZstve vitaminov
Vv miligramoch v jednom kuse ovocia a mesacny limit vitaminov, ktoré potrebuje ¢lovek
na normélne fungovanie. Cena jablka je 0,50 €/ks, broskyne 0,40 €/ks a hrusky 0,45 €/ks.
Za predpokladu, Ze vitaminy sa nedaju prijat’ z inych potravin, je potrebné zistit’ kol'’ko a aky

druh ovocia potrebuje ¢lovek mesacne zjest’, tak aby minimalizoval svoje ndklady?

Vitamin Jablko Broskyna Hruska Mesacny limit
A 0,005 0,016 0,002 0,6

Bl 0,02 0,01 0,01 1,4

B2 0,01 0,02 0,01 1,6

B6 0,05 0,02 0,02 2

Tab. 4.1 — Vitaminy v miligramoch na jeden kus jednotlivého ovocia

Dalej sa pozrieme na riesenie prikladu 2, ktorého slovna formulécia je rozpisana vyssie.

Nasledovat’ bude matematicka formulacia, softvérové rieSenie a interpretacia vysledkov.

Riesenie: Premenne:
x; = pocet kusov jablk za mesiac,
x, = pocet kusov broskyn za mesiac,

x3 = pocet kusov hrusiek za mesiac.
Tieto premenné musia spiiiat’ podmienky nezapornosti:
X1,X2,%X3 =0
Ukelova funkcia: Minimalizujeme naklady na nakup jednotlivych druhov ovocia:
min z(x) = 0,5x; + 0,4x, + 0,45x5

Ohrani¢ujice podmienky: Mesa¢ny limit nam predstavuje najmenSie mnozstva
jednotlivych vitaminov, ktoré by mal ¢lovek z uvedenych troch druhov ovocia v strave prijat,
aby mohol normalne fungovat’, ¢iZze napr. podmienka pre vitamin A bude vyzerat takto:
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0,005x; + 0,016x, + 0,002x3 > 0,6
Celkova matematicka formulacia tejto tlohy po zohl'adneni ohrani¢ujucich podmienok

pre d’alSiu trojicu vitaminov i podmienok nezapornosti ma potom nasledujuci tvar:

min z(x) = 0,5x; + 0,4x, + 0,45x;
0,005%; + 0,016x, + 0,002x; > 0,6
0,02, + 0,01x, + 0,015 > 1,4
0,01, + 0,02, + 0,01x; = 1,6
0,05x; + 0,02x, + 0,02x; > 2

X1,%X2,%X3 =0

Pozrime sa teraz na rieSenie v MS Exceli. Zhotovili sme tabul'ku podl'a tabul’ky 4.1
a pridali sme riadky cena jednotlivych ovoci v €/ks a mnozstvo potrebné mesacne zjest.
Stipce sme pridali tiez dva. Prvy udava, aké je skutoéné mnozstvo prijatych vitaminov
z danej kombinacie ovoci. Prenasobuje mnozstva skonzumovanych druhov ovocia
S obsahom daného vitaminu (v mg) v 1 ks prislusného druhu ovocia. Druhy porovnava
mesacny limit so skutoénym mnozstvom prijatych vitaminov a ukazuje mnozstvo vitaminov,
ktoré by sme pri danej kombindcii prijali navySe. Hlavnou ulohou je minimalizovat’ ndklady
na kapu ovocia, ktoré s vyjadrené si¢inom mnozstva ovocia a cien jednotlivych ovoci,
za predpokladu, ze vitaminy sa nedaju prijat’ z inych potravin. PouZité vzorce moZeme vidiet

na obrazku 4.6.

A B C D E F G
mesaény
vitamin | jablko |broskyfa| hruska limit v skutofné mnoistvo vitaminov vitaminy navyse
1 i
2 A 0.005 |0.016 0.002 |0.6 =S0UCIN.SKALARNI(B2:D2,9B$7:3D%7) |=F2-E2
3 Bl 0.02 0.01 0.01 1.4 =50UCIN.SKALARNI(B3:D3,5B57:5D57) |=F3-E3
4 B2 0.01 0.02 0.01 1.6 =50UCIN.SKALARNI(B4:D4,5B57:5D57) |=F4-E4
5 B6 0.05 0.02 0.02 |2 =50UCIN.SKALARNI(B5:D5,5B5$7:5D57) | =F5-E5
6 |cenavE/ks|0.5 0.4 0.45
7 |mnoistva |40 60 0 naklady |=SOUEIN.SKALARNI(B6:D6,$857:5057)|
8

Obr. 4.6 - Uloha o vyzive v MS Exceli, Zdroj: vlastné spracovanie
Poznamka: SOUCIN.SKALARNI je SUMPRODUCT len v ¢eskom preklade.

RieSenie sme ziskali pomocou nastroja RieSitel. Do ucelovej funkcie sme zadali
naklady (bunka G7), ktoré chceme minimalizovat. Premenné zodpovedaji mnoZstvu ovocia

(bunky B7:D7) a ohrani¢enia: mesa¢ny limit (bunky E2:E5) ma byt mensi ako skuto¢né
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mnozstvo prijatych vitaminov (bunky F2:F5). Tiez sme zaznacili podmienky nezapornosti

a vybrali simplexovi metodu.

A B C D E F G

vitamin |jablko|broskyfia | hruska mE_SE?m? Skutmj:né P‘HHUESWD vitamin‘f
1 limit vitaminowv navyse
2 |A 0.005 0.016| 0.002 0.6 1.15 0.56
3 B1 0.02 0.01 0.01 14 1.4 1]
4 |B2 0.01 0.02 0.01 1.6 1.6 0
5 Bo 0.05 0.02 0.02 2 3.2 1.2
& cenavEks 0.5 0.4 0.45
7 'mnoistvo 40 60 ] | naklady .
8

Obr. 4.7 — Vysledok rieSenia tlohy o vyzive, Zdroj: vlastné spracovanie

Z obrazku 4.7 vieme vy¢itat' rieSenie ulohy. Mesagne by sme mali zjest’ 40 jabik,
60 broskyn a ziadnu hrusku (bunky B7:D7), aby sme ziskali vSetky potrebné vitaminy.
Vitaminov B1 a B2 (bunky G3, G4) ziskame presné mnozstvo, vitamin A (bunka G2)
0 0,56 mg viac a vitaminu B6 (bunka GS5) az o 1,2 mg viac. Bude nas to stat 44 €
(bunka G7).

Riesenie v jazyku Python bude obdobné ako v predchéadzajucej Ulohe. Zase sme
upravili formuléaciu, ked’Ze sme narazili na d’al§i nedostatok funkcie linprog. Prerobili sme
znamienka nerovnosti > na <, ked’ze funkcia linprog podporuje len tento typ nerovnosti.

Formulacia bude vyzerat’ nasledovne:

min z(x) = 0,5x; + 0,4x,+ 0,45x;
—0,005x; — 0,016x, — 0,002x; < —0,6
—0,02x; — 0,01x, — 0,01x; <—1,4
—0,01x; — 0,02x, — 0,01x3 < —16
—0,05x; — 0,02x, — 0,02x; < -2

X1,X2,%X3 =0

V zdrojovom kdde jazyka Python sme vloZili do premennej cena koeficienty ucelovej
funkcie, do premennej lava_strana 'ava stranu nerovnic a do premennej prava_strana pravu
stranu nerovnic. Ulohu sme vyriesili dualnym simplexovym algoritmom, ktory vybrala
preddefinovand metdda highs. Nechali sme si vratitt hodnoty ucelovej funkcie,

rozhodovacich premennych a rozdiely pravych a 'avych stran nerovnic.
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File Run Window Help
wvlozenie funkcie z kniznice

from scipy.optimize img t linprog

# koeficienty ucelovej funkcie

cena = [0.5,0.4,0.45]

# lava strana nerovnic

lava strana = .005,-0.016,-0.002],
.02,-0.01,-0.01],
.01,-0.02,-0.01],
.05,-0.02,-0.02]1
rovnic

[-0.6,

-1.4,

-1.8,

Edit Format Options

#

# prava strana
prava strana =

# riesenie ulohy

opt = linprog(c=cena, R ub=lava strana,

b ub=prava_ strana)
= ktor

vocia,

jest: ")
, OpL.x[0], "Es™)
a: ", opt.x[1], "ks")
ka: ", opt.x[2], "ks")

D jate vitaminy: ")
"o
" ﬁc

, opt.slack[O],

opt.slack[l],
" mg
" mg

print ("V.
print ("Pri o

)

"y
"y
"y

",opt.fun," €")

 |DLE Shell 3.10.4

Edit Shell Window Help

Python 3.10.4 (tags/v3.10.4:9d38120, Mar
AMDE4) ] on win32
Type "help™, "copyright"™,

File Debug Options

"credits"™ or "

RESTART:
Cptimalne mnozstvo owvocia,

C:\Users\Alzbeta\Desktop
ktore treba
mesacne zjest:

Jablko: 39.9595955559595555

Broskyna: e0.00000000000001L ks

Hruska: 0.0 ks

HNavyse prijate vitaminy:
Vitamin A 0.5600000000000002
Vitcamin Bl 0.0 mg

Vitamin B2 0.0 mg

Vitamin B6 1.2000000000000002
Pri danej kombinacii zaplatime

mg

mg
44.0 £

Obr. 4.8 - Zdrojovy kéd a rieSenie ulohy o vyzive, Zdroj: vlastné spracovanie

Zdrojovy kod a optiméalne rieSenie Ulohy je na obrazku 4.8. Mézeme vidiet,

ze mnozstva jednotlivych ovoci su zapisané v desatinnych ¢islach, ¢o z hl'adiska interpretacie

nie je moc vyhovujuce.

Upravili sme zdrojovy kdd a pridali sme do funkcie linprog parameter integrality

na povolenie iba celoCiselnych hodnét pre rozhodovacie premenné, ktory bol blizsie

popisany v podkapitole 3.4.2. Pre lepSiu prehladnost sme pridali aj zaokrihlenie

na 2 desatinné ¢isla vo rozdieloch l'avych a pravych stran jednotlivych ohraniceni.

Na obrazku 4.9 mozno vidiet upraveny zdrojovy koéd a nové rieSenie danej tlohy.

Optimalne mnoZstvo ovocia za mesiac je 40 jabik a 60 broskyii. Pri danej kombinécii ovocia

sa prijme presne miniméalne potrebné mnozstvo vitaminov B1 a B2. Vitaminu A ziskame

0 0,56 mg viac a vitaminu B6 az o 1,2 mg viac. Zaplatime minimalne naklady 44 €.
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File Edit Format Run Options Window Help 4 IDLE Shell 2.10.4
# vlcozenie funkcie z kniznice
from scipy.optimize imy linprog
# koeficienty ucelovej funkcie

File Edit Shell Debug Options Window Help
Python 3.10.4 (tags/v3.10.4:9d38120, Mar

cena = [0.5,0.4,0.45] AMDE4) ] on win32

# lava strana nerovnic Type "help", "copyright™, "credits"™ or ™

lava_strana = [[-0.005,-0.01¢,-0.002], B
[-0.02,-0.01,-0.017, ============== RESTART: C:\Usersz\hAlzbeta
[-0.01,-0.02,-0.01], Cptimalne mnozstvo ovoclia, ktore trebka
[-0.05,-0.02,-0.02]] mesacne zjest:

# prava strana nerovnic Jaklko: 40.0 ks

Broskyna: 60.0 ks

prava_ strana = [-0.6,
-1.4, Hruska: 0.0 ks
-1.6, Navyse prijate vitaminy:
-2] Vitamin A 0.56 mg
# riesenie ulohy Vitamin Bl 0.0 mg
opt = linprog(c=cena, & ub=lava strana, Vitamin B2 0.0 mg
b_ub=prava_strana, integrality=l) Vitamin Bé 1.2 mg

Pri danej kombinacii zaplatime 44.0 €

print ("Cptimalne mnozstvo ovocia, ktore treba ")
print ("mesacne zjest: ") e
prin >: ", opt.x[0], "ks")

prin a: ", opt.x[1], "k=s")
prin a: ", opt.x[2], "k=")

prin n

1jate vitaminy:

round {opt.slack[0],2), " mg")

print ("Vitam L

print ("Vitam 1", round(opt.slack[1l],2), " mg")
print ("Vitam 2", round({opt.slack[2],2), "™ mg")
print ("Vitam ", round{opt.slack[3],2), " mg")
print ("Pri danej kombinacii zaplatime ",opt.fun,™ €")

Obr. 4.9 — Upraveny zdrojovy kod a riesenie Ulohy o vyZzive, Zdroj: vlastné spracovanie
4.3 Rezny problém

Reznym problémom sa prvykrat zacal zaoberat’ priemysel s papierom. Kotice papiera
sa vyrabali s pevne stanovenou Sirkou, ale odberatelia poZadovali aj menSie velkosti.
Hladalo sa rieSenie ako rezat koti¢e na menSiu Sirku, aby sa splnili poziadavky

a minimalizovalo sa mnozstvo odpadu (Neos Guide, 2023).

Dalej si ukazeme ako sa riesi takyto typ Glohy, ktory oznadime ako priklad 3. Uvedieme
jeho slovnu formulaciu, vysvetlime tvorbu matematického modelu zodpovedajlcej ulohy

linedrneho programovania a jej softvérové rieSenie.

Priklad 3: Papiernicka firma ma dvojmetrovu $tandardnt formu na vyrobu kotti¢ov
papiera. Potom vyrobené kotice orezava podl'a objednavky. Posledna objednavka bola
500 ks kotucov Sirky 1 m, 1 200 ks sirky 80 cm a 700 ks sirky 40 cm. Akym sp6sobom méa
firma orezat' $tandardnu velkost' kottca, tak aby minimalizovala odpad? Maximéalna

povolena Sirka odpadu je 20 cm.

Predtym ako pristupime ku samotnej formulacii danej tlohy, potrebujeme zistit’, akym

spdsobom mozno profily s dizkou 200 cm rezat’ tak, aby boli splnené podmienky zo zadania.
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Vytvorili sme tabul’ku 4.2, ktora bude sluzit’ ako podklad. Nazyva sa plan rezania resp. rezny

plan (Brezina, Pekér, 2018).

Sirka Sposoby rezania Pozadovany
kotuca S1 S2 S3 S4 S5 S6 pocet kusov
100 cm 2 1 0 0 0 500
80 cm 0 1 0 2 1 0 1200
40 cm 0 0 2 1 3 5 700
Odpad 0 20 20 0 0 0

Tab. 4.2 — Rezny plan

Sposob rezania S1 znamend, Ze z dvojmetrovej Standardnej Sirky kotii¢a nareZeme
2 kusy 100 cm Sirokych kotacov a nezostane ndm ziaden odpad. Sposobom S2 zase
narezeme 1 kus 100 cm Sirokého kotica a 1 kus 80 cm Sirokého kotuca a ostane nadm odpad
Siroky 20 cm. Vyznam ostatnych spdsobov mozeme interpretovat’ analogicky (Smerek,

Moucka, 2008).

Rozhodovacie premenné budu ukazovat’ pocty rezani podla sposobu S1, S2, S3, S4,
S5 a S6 (iné kombinacie rezani neexistujd, tak aby sme nepresiahli maximalne povolend
Sirku odpadu). Uéelova funkcia bude oznaGovat mnozstvo odpadu v cm vznikajuceho
z daného spdsobu rezania. Ohrani¢enia zase mnozstvo kotucov urcitej $irky. Potom mozno

na zaklade zadanych podmienok vytvorit’ taktito formuléciu ulohy:

min z(x) = 20x, + 20x;
2x1 + Xy + X3 = 500
Xo + ZX4 + x5 = 1200

2x3 + x4 + 3x5+ 5x6 = 700

X1, X2,X3,X4,Xs5,Xe =0

Po matematickej formulécii llohy sa méze pristapit’ k hl'adaniu rieSenia danej ulohy.
Do Excelu sme zadali tabul’ku 4.2. Pridali sme navySe nulovy riadok: pocet rezani a navyse
stipec: narezany pocet kusov, ktory obsahuje funkciu SUMPRODUCT. Tento stipec nasobi
pocet spdsobov rezani s potom kusov vznikajlicich danym rezanim a povie nam kol'ko
narezeme koti¢ov urditej Sirky. Zvagsili sme tabul’ku este o jeden stipec: prebytok kotiicov.
Porovnava pozadovany pocet kusov v objednavke a skuto¢ny pocet narezanych kotacov.

V Riesiteli sme do ucelovej funkcie vlozili minimalny odpad (bunka J7). Premenné su pocet
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rezani (bunky B7:G7) a ohrani¢ujice podmienky su rovnosti medzi pozadovanym (bunky

H3:H5) a narezanym poétom kusov kottcov (bunky J3:J5). Tiez sme oznacili podmienky

nezapornosti a zvolili simplexovd metodu.

A B C D E F G H ] K
1 Eirka kotida Spdsoby rezania PoZadovany Marezany |Prebytok
2 51 52 s3 s4 55 S6 potet kusov potet kusov | kotacov
3 100 cm 2 1 1 0 0 ] 500 " 500 ]
4 80 cm 0 1 0 2 1 ] 1200 " 1200 ]
3 40 cm 0 ] 2 1 3 700 " 700 ]
6 Odpad 0 20 20 0 0
7 |potetrezani| 250 0 0 600 0 20 min .odpad | 0

Obr. 4.10 - Vysledok riesenia rezného problému, Zdroj: vlastné spracovanie

Vysledok ziskany pomocou nastroja Riesitel’ je zobrazeny na obrazku 4.10. Firma

oreze 250 kotucov prvym spdsobom rezania, 600 Stvrtym a 20 Siestym. Takymito rezaniami

nezostane Ziaden odpad a ziska sa presny pocet objednanych koticov kazdej Sirky.

Teraz si ukazeme rieSenie cez jazyk Python. Tak ako v predoslych dvoch tlohach

aj Vv tejto tlohe sme vyuzili funkciu linprog. Do premennej cena sme vlozili koeficienty

ucelovej funkcie. Premenné lava_strana a prava_strana zodpovedaju v tomto pripade lave;j

a pravej strane rovnic, nie nerovnic. Tak sme tieto premenné pridali do parametrov A_eq

a b_eq. Pouzili sme preddefinovand metddu highs, ktoré vyriesila tdlohu pomocou duélneho

simplexoveého algritmu. Nechali sme vypisat hodnoty Ucéelovej funkcie, premennych

a rozdielov pravych a Tavych stran rovnic. Takisto aj tu sme pouzili iny prikaz na vypisanie

hodndt. Namiesto slack sme pouzili con, ktory zodpoveda vrateniu rozdielu v rovniciach.

Obrézok 4.11 zobrazuje zdrojovy kdéd a vysledok riesenia rezného problému.

Optiméalny rezny plan je 250 rezani prvym spdsobom, 600 rezani drunym a 20 Siestym.

Nebudeme mat’ prebytok kotu¢ov a ani nevznikne Ziaden odpad z rezani.
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File Edit Format FRun Options Window Help

# vlozenie funkcie =z kniznice

o~

# koeficienty ucelove]
cena = [0,20,20,0,0,0]
# lava strana rovnic
lava strana = [[2,1,1,0,0,0],
(0,1,0,2,1,0],
[0,0,2,1,3,5]1

funkcie

# prava strana rovnic

prava_strana = [500,
1200,
TOO]

# riesenie ulohy

opt = linprog(c=cena, A eg=lava_strana,
b_eg=prava_ strana)

print ("Optimalny rezny plan:™)

print ("pocet rezani 1. sposcbom: ", opt.x[0])
print ("pocet rezani 2. sposchbom: ", opt.x[1l])
print ("pocet rezani 3. sposckhom: ", opt.x[2])
print ("pocet rezani 4. sposckhom: ", opt.x[3])
print ("pocet rezani 5. sposchom: ", opt.x[4])
print ("pocet rezani 6. sposchom: ", opt.x[5])

print ("Prebytok kotucowv ")
print ("100cm siroky kotuc: ",
print ("80cm =siroky kotuc: ", opt.con[l])
print ("40cm =siroky kotuc: ", opt.conl[2])
print ("Pri danom reznom plane firma bude™)
print ("mat odpad ",opt.fun, " cm")

opt.con[0])

 |DLE Shell 3.10.4

File

>

ez

Edit Shell Debug Options Window Help

Python 3.10.4 (tags/v3.10.4:5d3812

AMDE4) ] on win32

Type "help™, "copyvright™, "credits
EESTRRET: C:“Users\hAlzbeta®

Cptimalny rezny plan:

pocet rezani 1. sposcbom: 250.0
pocet rezani 2. sposckbom: 0.0
pocet rezani 3. sposckbom: 0.0
pocet rezani 4. sposckom: 600.0
pocet rezani 5. sposckhom: 0.0
pocet rezani €. sposckom: 20.0

Prebvtok kotucowv

100cm =siroky kotuc: 0.0

B0cm siroky kotuc: 0.0

40cm siroky kotuc: 0.0

Pri danom reznom plane firma bude
mat odpad 0.0 cm

Obr. 4.11 - Zdrojovy kod a riesenie rezného problému, Zdroj: vlastné spracovanie
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5 Diskusia

Ked si porovname vysledky ziskané doplnkom RieSitel v MS Exceli a funkciou
linprog v jazyku Python zistime, Ze vysledky su identické. Co nam aj malo vyjst, ked'ze sme
v oboch pripadoch pouzili simplexova metodu. V MS Exceli sme aplikovali primarny
simplexovy algoritmus a v jazyku Python dualny simplexovy algoritmus. Ide o rovnaku

metddu, ale iny algoritmus.

Hlavny rozdiel medzi dvoma pouzitymi postupmi vypoétov predstavuje nie tak ¢asova
naro¢nost’ vypoctu, ale technické zrucnosti pri praci, hlavne v jazyku Python. Pomocou
jazyka Python ziskame rovnaké hodnoty ako v MS Exceli, av§ak Python vyzaduje, aby mal
pouzivatel’ ur¢ité skusenosti s programovanim. Tiez je potrebné poznat syntax funkcie

linprog, jej jednotlivé parametre a ako zadat’ prikazy, ktoré nam vratia pozadované hodnoty.

V MS Exceli je to jednoduchsie. V doplnku Riesitel’ sa nastavuji zakladné parametre,
ktoré sa nazyvajii rovnako ako pri formulacii matematického modelu ulohy. Cize, ak
pouzivatel' vie vytvorit formulaciu, rieSenie tlohy v tomto programe by malo byt

bezproblémove.

Jediny problém moéze nastat’ pri prezentacii vysledkov. V MS Exceli sa zmenia bunky
obsahujuce rozhodovacie premenné a tucelova funkciu, inak vysledok je rovnaky
ako zapisanie zadania Glohy do tabulky. CiZe uZ pri tvorbe tabul’ky musi pouzivatel’ mysliet’
na to, aby aj nezainteresovana osoba sa vedela vyznat’ v danej tabulke. V jazyku Python sa
pouzivatel’, po zadani spravnych parametrov funkcie, moze vyhrat’ s vzhadom vystupu a dat’

vypisat’ hodnoty, ktoré st naozaj potrebné pre d’alSie pouZivanie.

Existuje mnoho dalSich softvérovych ndastrojov alebo kniznic jazyka Python,
ktoré dokazu najst’ rieSenia tloh linearneho programovania. V tejto bakalarskej praci sme
prezentovali iba niektoré. Je len na rieSitel'ovi problému vybrat’ si ti moznost, ktord mu

najviac vyhovuje.
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Zaver

Ciel'om bakalarskej préace bolo priblizit’ oblast’ linearneho programovania, predstavit
vybrané typy uloh z tejto oblasti a poukdzat’ na moznosti ich rieSenia s vyuzitim vybranych
softvérovych nastrojov. Stanoveny ciel’ bol splneny, nakol'’ko sme vyriesili 3 konkrétne tillohy

pomocou doplnku Riesitel’ v MS Exceli a pomocou funkcie linprog jazyka Python.

V teoretickej ¢asti sme opisali podstatu a historiu operaéného vyskumu. Dalej sme sa
venovali matematickému programovaniu a matematickym modelom. Naésledne sme
charakterizovali linedrne programovanie a metddy rieSenia tloh linearneho programovania.
Potom sme zadefinovali formulédcie pre vybraté typy uloh linearneho programovania

a popisali vybraté moznosti rieSenia uloh softvérovymi nastrojmi.

Praktickd c¢ast’ bakalarskej prace je venovana ukdzke vyuzitia linearneho
programovania, ktord pozostavala zo slovnej i matematickej formulacie réznych
rozhodovacich problémov a ich softvérového riesenia. V tejto Casti sme riesili tri r6zne typy
uloh, konkrétne ulohu vyrobného pldnovania, tlohu o vyzive a rezny problém, v MS Exceli
pomocou doplnku Riesitel’ a v jazyku Python pomocou funkcie linprog z kniznice SciPy.
Pri oboch nastrojoch sme pouzili simplexovii metodu, v MS Exceli sa aplikoval skor

primarny simplexovy algoritmus a v jazyku Python zase dualny simplexovy algoritmus.

Porovnanim vysledkov oboch sposobov sme zistili, Ze vysledky danych tloh su
totozné. Rozdiel spociva v naroku na technické zrucnosti pri praci s jazykom Python.
Vypocet pomocou funkcie linprog predpokladé urcité znalosti tejto funkcie ako jej syntax

a prikazy na vratenie poZadovanych hodnot.
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