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1 Pojem a vyznam elasticity funkcie

Matematika svojou schopnostou sledovat zavislosti medzi premennymi
veli¢inami nadobudla zasadnu do6lezitost nielen v prirodnych a technickych odboroch,
ale 1 v ekonomickych disciplinach. M6éZeme povedat’, Ze rozvoj mnohych z nich
bol podmieneny i rozvojom matematiky. Naopak, tieto discipliny a v ostatnom
case najmé ekonomia davaju stale nové podnety pre rozvoj novych matematickych
teorii, resp. rozvoj uz existujucich. Pri svojej praci sa ekondm stretdva s mnohymi
teoretickymi problémami, ktorych rieSenie mdze mat znaCny prakticky vyznam.
Jednym z délezitych fyzikalnych, ale i ekonomickych pojmov je elasticita.

Elasticita je slovo gréckeho pdvodu a znamena pruznost, ohybnost, ale aj
povolnost, poddajnost. V mechanike sa za pruzné poklada teleso, ktoré sa pri
pdsobeni vonkajsichsil deformuje aktoré nadobtidapovodny tvar, ak tieto sily prestanu
posobit. Pod deformiciou telesa sa rozumie pomerna zmena jeho rozmerov,
napriklad pri ty¢i jej dizka.

Ak nejaka sila stlaci jeden meter dlhu ty¢ o jeden centimeter, tak té ista sila stlaci
ty¢ (s tymi istymi mechanickymi vlastnost'ami) dlhu 10 cm iba o jeden milimeter.
V oboch pripadoch sa dizka tye skrati o jedno percento.
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V oblasti funkcii ekonomickej analyzy pod elasticitou ekonomickej funkcie
fy = f{x) rozumieme Cislo, ktoré udava schopnost’ zavisle premennej y reagovat’ na
zmeny nezavisle premennej x.

Derivacia funkcie sa definuje ako limita pomeru zmeny zavisle premennej y k

zmene nezavisle premennej x, pricom sa zmena nezavisle premennej x blizi k nule.
Matematicky zapis ma tvar

£'@=1lim Y = fim f(“Asz_f(x) O

Ax—0 Ax Ax—0

V matematike sa zmena hodnoty funkcie fpri malej zmene jej premennej x o dx
aproximuje hodnotou diferencidlu df = f "(x)-dx. Pritom f "(x,) je hodnota derivacie

funkcie f'v bode x (pozri obr. ¢. 1). Formalne m6zeme pisat’ derivaciu funkcie f'ako
podiel diferencialov: f '(x) = df/dx.

Obr. ¢. 1

(f)

Pri funkcii dvoch premennych f(x, y) treba brat’ do Givahy malé zmeny oboch

premennych. Zmena hodnoty funkcie f sa aproximuje totalnym diferencidlom, ktory
ma tvar

df =f -dx+f" .dy. Symbol /', resp f P je hodnota parcialnej derivacie funkcie f
podla x, resp. y v bode P o stradniciach (x, y) (pozri obr. ¢&. 2).
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Obr. ¢.2

Pri funkeii n premennych f(x, x,, ... X ) ma totalny diferencial tvar
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Zmeny v definicii (1) su absoldtne, nie pomerné. Preto vypovedacia hodnota
derivécie nie je pri aplikaciach vzdy ,,stopercentnd®. Ukaze to nasledujuci priklad.

Uvazujme funkciu dopytu x(p) = —40p +560 v troch roznych situaciach, pri
ktorych sa zvysi cena vzdy o 0,5pj/jm. Ukazalo sa nasledujtce (porovnaj tab. €. 1): vo
vSetkych troch pripadoch reaguju kupujtci na zvysenie ceny o 0,50 pj/jm ,,rovnako*:

znizia nakup o 20 jm.

Pri blizSom skimani pomernych (percentualnych) zmien sa vSak ukaze, ze tu v
ziadnom pripade nejde o ,,rovnaké® spravanie sa.

mensi ako rast rastu ceny

ceny

Tab. &. 1

(a) (b) (c)
Doterajsia cena p 1,00 pj/jm 7,00 pj/jm 13,00 pj/jm
Zmena ceny Ap 0,5 pj/jm 0,50 pj/jm 0,50 pj/jm
Nova cena p + Ap 1,50 pj/jm 7,50 pj/jm 13,50 pj/jm
Pomerna zmena +50,0 % +7,14 % +3,85 %
Doterajsie mnozstvo x 520 jm 280 jm 40 jm
Zmena mnoZstva Ax -20 jm —20 jm -20 jm
Nové mnozstvo x + Ax 500 jm 260 jm 20 jm
Pomerna zmena -3,84 % —7,14 % -50,0 %

pokles pokles mnozstva pokles

mnozstvaje  je proporcionalny mnoZzstva je

vacsi ako rast
ceny
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Zatial’ ¢o v pripade (a) nastalo pomerne vysoké (50 %) zvysenie ceny (z 1,00
pj/jm na 1,50 pj/jm), v pripade (b) pri zvySeni ceny zo 7,00 pj/jm na 7,50 pj/jm je to
7,14 % zvysenie a v pripade (¢) je to iba 3,85 % zvySenie.

Nieco podobné sa stalo aj pri znizeni nakupov o 20 jm. V pripade (a) sa nakup
znizil o 3,84 % (zo zakladu 520 jm), v pripade (b) o 7,14 % (zo zakladu 280 jm)
a v pripade (¢) 0 50 % (zo zakladu 40 jm).

Ale situacia, v ktorej kupujtci reaguje na 50 % zvySenie ceny s 3,84 % znizenim
nakupu (pripad (a)) je ina, ako v pripade (¢), ked kupujtci reaguje na 3,85% zvysenie
ceny s 50 % znizenim nakupu. Pripad (b) ukazuje na ,,vyrovnanu“ reakciu: zvySenie
ceny, ako aj znizenie nakupu maju rovnaku odozvu (totiz 7,14 %). Iba stale rovnaké
hodnoty absolutnych zmien (Ap = 0,5; Ax = —20) diferencialneho podielu (dx/dp =
—40) vo vsetkych troch pripadoch zvadzaju ku konstatovaniu o ,,rovnakom* spravani
sa pri zmenach.

Ciselné hodnoty diferencialneho podielu ako miera zmeny mozu viest' k nesprav-
nej interpretacii, pretoze ni¢ nehovoria o zmene vychodiskovej urovne premennych.

Preto bude vhodné volit taktl mieru zmeny, ktora odstrani tieto nedostatky. Je to
elasticita funkcie.

2 Vypocet elasticity funkcie
Zakladna idea vedica k odstraneniu spomenutych nedostatkov je v tom, Ze
odteraz sa namiesto absolutnych zmien (napriklad Ax, Ap) dosadia do vzt'ahu (1)

pomerné (alebo percentualne) zmeny (napriklad Ax/x, Ap/p).

Priklad 1. Ak priblizne 50 % (= Ap/p) nérast ceny (porovnaj vyssie uvedeny pripad
(a) zapricini —3,84 % znizenie mnozstva, tak podiel

Ax
relativr}a zmena mnozstva _ x _-384% 00768 @)
relativna zmena ceny Ap 50%
p

dava v priemere na jedno percento zmeny ceny pripadajicu relativnu zmenu ceny
mnozstva: 1 % zvySenim ceny poklesne mnozstvo dopytu o (priemerne) 0,0768 %.
Pomer (2) sa nazyva ,.elasticita x vzhladom na p*.

Priklad 2. Pre funkciu dopytu x(p) = — 40p +560 (porovnaj tab. ¢. 1) dostaneme
v pripadoch (a), (b), (c) s prihliadnutim na skuto¢nost, Ze teraz x je zavisla (a p je
nezavisla) premenna, nasledujice hodnoty elasticity mnozstva x vzhl'adom na cenu p:

_ —3,84% = 1,14%

a) g, = =-0,0768 (b) &,.=
( ) DX 50% ( ) D

_ 500
>0% =-12,987

:—1 C e =
7,14% ©) & 3,85%
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Vidno, ze kupujuci v réznych oblastiach funkcie dopytu reaguji na vzdy
1 % zmenu rozdielne ,,prudko®: v pripade (a) klesne mnozstvo o menej ako 0,1 %
(,,neelasticky* dopyt), v pripade (b) o prave 1 % (,,plynuly* dopyt) a v pripade (c)
temer o 13 % (,,elasticky* dopyt) (pozri tab. ¢. 1).

Definicia 1. Nech je dana funkcia /> y = f(x). Ak sa v bode (x, f{x)) zmeni nezavisle
premennd x o Ax, tak sa hodnota fzmeni o Af. Pomer € f,x relativnych (percentual-
nych) zmien Af/fa Ax/x

A S+ AY)
e — J __JX
m A Ax
X X

sa nazyva (oblukova) elasticita funkcie f'vzhl'adom na x v intervale <x; x + Ax>.

Oblukova elasticita sa pre analyzu elastického spravania sa v 'ubovol'nom bode
oblasti definicie javi ako neprakticka a neprehl’adna. Je preto vhodnejsie, tak ako pri
prechode od diferenc¢nych podielov Af/Ax k diferencidlnym podielom df/dx, prejst
aj pri pojme elasticity od diferen¢nych podielov A7 Ax k diferencialom df/dx . Takto
dostaneme analogicky k definicii 1 pojem elasticity pouziteIny v ekonomickej tedrii,
ktory ma prednost’ jednoduchsicho vypoctu.

Definicia 2. Nech je f spojite diferencovatelna funkcia nezavisle premennej x.
Potom sa pomer ¢, relativnych zmien dfff a dx/x nazyva (bodova) elasticita
funkcie fvzhladom na x (v bode x):

dr
e =) (x20: f£0) 3)

Explicitny vypocet elasticity sa dostane jednoduchou tipravou vzorca (3) pomocou
vztahu df = f"(x).dx do tvaru

X . X .
37 —f (X)ﬂ—x) (x;tO, f¢0)

it @
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€ je funkcia, takzvana funkcia elasticity. Nezavisld premennd je na dru-
hom mieste v indexe. € e = & (x). Ak sa pocita elasticita funkcie / y = flx)
v bode x,, vypocita sa najprv funkc1a elasticity a potom sa do nej dosadi za

X hodnota X,

Veta 1. Ciselna hodnota elasticity €, funkcie f{x) vzhl'adom na x udava, o kol'ko
percent sa (priblizne) zmeni hodnota funkcie f{x), ak sa nezavisle premenna x zmeni
o0 jedno percento.

Uplne analogicky sa di pojem elasticity preniest na funkciu s # nezavisle
premennymi f{x , x,, ... x ), pricom sa skiuma iba zmena jednej nezavisle premenne;j x,
a ostatné premenné sa nemenia (podmienka ceteris paribus, v skratke c. p.).

Ak sa oznaci relativna zmena nezavisle premennej x, ako dx/x, a iou vyvolana zmena

funkcie f* (c. p.) ako LA (prico df —aj:

i

dx je parcidlny diferencial), dostane

sa podl'a (3) analogicky

T Ay, oe f o GeS*0) (5)
xi
Veta 2. Ciselna hodnota parcidlnej elasticity € e funkcie fix,, x,, ... x ) vzhl'adom

na x, udava, o kol'ko percent sa (priblizne) zmeni hodnota funkc1e f(x 1 Xy e X)), K
sa nezavisle premenna x, zmeni o jedno percento a ostatné nezavisle premenné sa
nemenia.

3 Eulerov vzt’ah homogenity

Pre homogénnu funkciu f'existuje znamy vztah medzi jej parcidlnymi derivaciami
a jej stupfiom homogenity . Funkcia f(x , x,, ... x,) je homogénna stupiia r, ak plati

f(hx,, Ax,, ... Ax)) = M. fix,, x,, ... x ) pre vSetky A a vSetky x X . (6)

r 2" r 2’ ]

Ak sa obe strany (6) zderivuju podl'a A, dostaneme podl'a pravidla derivacie zloZenej
funkcie vyraz

of 6(M1)+ N of ox)_ of N of ey ()
a(}\‘XI). on a(M,1) o a(kxl) . a(}bx") =T . Lreee X,

Vztah (7) plati pre kazdé A > 0 a teda aj pre A = 1. Ak dosadime A =1 do (7), plati
identita
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P A/ A xn.(;i: L (X%, ) ®)
xﬂ

o, ox,

Vztah (8) sa nazyva Eulerova reldcia homogenity.
4 Elasticita produkénej funkcie

Produkéna funkcia predstavuje zavislost’ objem produkcie z v uritom vyrobnom
procese od vyrobnych faktorov x ,x,,.... x . Zapisujeme jufiz =f(x,X,,.... X ).

Elasticita produkénej funkcie dava syntetickii informaciu o vztahu medzi
priemernym a marginalnym produktom, ktord pre urcitu uroven fixného vstupu
predstavuje vztah medzi zmenou celkového produktu a zmenou variabilného vstupu.

Jednou z naj¢astejsich pouzivanych produkénych funkcii je Cobbova-Douglasova
produkéna funkcia, ktora ma tvar

0= gK°L™ 9)

kde QO (produkcia), L (praca) a K (kapital) su vyrobné faktory, g je parameter.

Na zaklade Statistickych udajov spracovatel'ského priemyslu USA v rokoch 1899
az 1922 sa jej parametre stanovili takto: O = 1,01 K27 L7,

Produkéné funkcie sa daju pouzit’ nielen v makroekondmii, ale aj na niz§ej trovni
hospodarstva, napriklad na trovni vyrobného podniku. Existuje Siroka trieda
produkénych funkcii a zlozitd matematika okolo nich (pozri [2], 7. kapitolu). My
sa budeme zaoberat’ len tymi produkénymi funkciami, ktoré ,,zvladne jednoducha
matematika.

Budeme uvazovat iba o produkénej funkcii v tvare

Q=00 1) =ap;" 57 ™ (@>0;7>0) (10)

kde Q je vystup a ri je vstup i-té¢ho faktora.

Funkcia (10) je homogénna funkcia. Jej stupeit homogenity » je rovny suctu
vSetkych jej exponentov: r=a,ta,*. +a.

Parciélna elasticita vystupu Q vo funkcii (10) vzhl'adom na i-ty vstupny faktor 7,
(nazyvana aj produkcnd elasticita i-tého faktora) je podla (5)

0
on,

-1 7,
=ar". . .ar . ‘ =gq, (1)

]’;
8Qr A [ n a a a
(24 1 i n
0 ayr®. . L

z ¢oho
SQ,xl+ SQ!x2+ . SQ,);,: r (12)

240
ISSN 0323-262X ISSUE 2, CISLO 2/2010



EKONOMICKE ROZHCADY/ECONOMIC REVIEW  VOLUME, ROCNIK 39./2010

Ako miera relativnej zmeny I'ubovol'nej produk¢nej funkeie fix, x, ... x ), ak sa
v8etky vstupy x,, x,, ... X, zmenia o t0 isti percentudlnu sadzbu (t. j. ak st nasobené
tym istym faktorom k), definuje sa tzv. skalova alebo hladinova elasticita:

dr
o L4 (13)
SR A f

o

Ciselna hodnota &) udava, o kolko percent sa zmeni vystup, ak sa ,hladina
produkcie® zmeni o jedno percento. Teda ak €., = 1 vedie proporcionalne zvySenie
vSetkych vstupov napriklad o 2 % ku zvySeniu vystupu o 2 % (vtedy sa hovori o
konstantnom skalovom vynose).

Prig;, > 1 (resp. €;,< 1) sposobi proporciondlne zvysenie vSetkych vstupov nadpro-
porcionalny (resp. podproporcionalny) rast vystupu /. Hovori sa pritom o rastucich
(resp. klesajucich) skalovych vynosoch.

Priklad 5. Nech su dané nasledujiice Cobbove-Douglasove produkéné funkcie

a) O =5L".K"b) Q=3L"K"¢c) Q=8L"K"

Skalové elasticity su suctom exponentov:

a) &y, = b) &y, = ¢) &, = 0,5

Ak sa naprlklad zdvojnasobi praca L a sucasne kapital K, bude platit’:

a) vystup sa zdvojnasobi (konstantny Skalovy vynos), pretoze 2! = 2,

b) vystup sa zoStvornasobi (rastuci Skalovy vynos), pretoze 2* = 4,

¢) vystup vzrastie priblizne o 41 % (klesajuci §kalovy vynos), pretoze 2%~ 1,41421.

5 Ocenenie vstupov a rozdelenie produktu

Podl'a tedrie hranicnej (marginalnej) produktivity je kazdy vstup oceneny
hodnotou jeho hrani¢nej produktivity. Nech je napriklad ,,mzdova sadzba* (cena
faktora, faktorové kusové naklady) i-t€ho vstupu dana ako k, = const. Potom sa (podl’
c. p.) do i-tého vstupu vlozi tol’ko, aby parcialna hramcna produktivita oQ)or;
(vynasobena trhovou cenou p ziskaného produktu) vykazovala hodnotu k, vztahom

Rk i=1,2,.n (14)
8r

Z mnozstva i-tého vstupu sa teda nasadi tol’ko, aby trhova hodnota s ,,poslednou*
jednotkou vstupu ziskaného produktu zodpovedala prave ocenenie nakladu k.
Ocenenie nakladu tymto spdsobom ur¢i vlozené mnozstvo r, kazdého produkéného
ndkladu a tym aj celkovy objem produkcie Q = Q (7 ... 7).
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0
Niéklad i-tého vstupu FR, je podla (14) FR,= k.1 = pl..r.—Q a tym celkovy

naklad FR je stcet or,
FR=FR+... +FR, :p.rl.a—Q +p.rz.a—Q +.. .+p.rn.6—Q (15)
or, or, or,

Naklad vsetkych vstupov je podl'a (15)

Y 00 _
FRZFR1++FR,’=I’1§+F2%++F”E pl‘ep:1 (16)
Nastol'uje sa otdzka, nakol'ko je s pomocou vstupov r,,...r, vyrobeny vystup
O(r ,...r,) pohlteny ocenenim vstupov.
Budeme uvazovat' o stupni r homogénnej produkénej funkcie Q = Q(r,,...r).
Podl'a Eulerovej relacie homogenity (8) plati

o o, of

X ——+X,. co X, =1 f(x,x,. . X, (17)
1 axl 2 axz n ax” f ( 1°72 )
a zo (16) bezprostredne nasleduje
FR=r.Q(r,...r ). (18)

To znamena, ze sucet FR vsetkych vstupov homogénnej produkénej funkcie
je umerny dosiahnutej hodnote produktu Q. Koeficient timernosti je stupenl
homogenity 7. Takto zavisi odpoved na prave polozent otazku (pri homogénnych
produkénych funkciach a pri oceniovani podla hrani¢nej produktivity) od vysky
stupfia homogenity 7:

a) V pripade konstantnych skalovych vynosov (ak je » = 1) dostavame z (18)

FR=Q(r,,..r.). (19)
Celkova hodnota produkcie je (nezavisle od objemu produkcie) spotrebovana
ocefiovanim vstupov.

b) V pripade rastucich skalovych vynosov (ak je » > 1) dostavame zo (18)

FR>Q(r,...r). (20)
Ziskana hodnota produkcie nestaci na to, aby sa vSetky potrebné vstupy ocenili podl'a
ich hrani¢nych produktivit. Na dosiahnutie rovnovazneho stavu by musela byt cena
nizsia ako hodnota hrani¢nej produktivity.
¢) V pripade klesajucich skalovych vynosov (ak je » < 1) dostavame z (18)

FR<Q(r,...r). 2n
Po oceneni vSetkych vstupov podl'a hrani¢nej produktivity zostava zisk.

Pre podiel nakladu FR/Q i-tého vstupu na hodnote celkovej produkcie Q plati
podla (15) a (11) pre l'ubovol'né (aj nie homogénne) produkéné funkcie vzt'ah
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N T A T Sx,r,- (22)

t. j. podiel nakladu i-té¢ho vstupu na hodnote celkovej produkcie je rovny produkéne;j
elasticite i-tého vstupu.
Pomer nékladov FR/FR, dvoch F'ubovol'nych vstupov i, k sa dostane z (22) delenim:

FR

FRi _ Q _ o,

FRk FRL SQ!rk (23)
0

t. j. pomer nakladov dvoch 'ubovolnych vstupov je rovny pomeru ich produkénych
elasticit.

Ak je produk¢nd funkcia Q(r,,...r,) homogénna stupfia r, da sa podla (18) a (15)
vypocitat’ aj podiel ndkladu FR/FR i-t¢ho vstupu na celkovom naklade vstupov:

o0
FR[ _ la,/; _8Qa"x 24
FR r.Q r 24)

Teda podiel nakladu FRi/FR i-tého vstupu na celkovom néklade vstupov je rovny
podielu produkénej elasticity i-t€ho vstupu a stupna homogenity.

Priklad 5. Nech je dana Cobbova-Douglasova produkéna funkcia stupiia r» = 1:
O=c.L*.KP=4.L% K (L je vstup prace, K je vstup kapitalu, O je vystup).
Vystupna cena nech je p = 1 pj/jm. Vypocitajte podiel nakladov prace a kapitalu.
Riesenie. Celkova odmena prace FR, je podl'a teorie hrani¢nej produktivity
FR, = 19 28.L° " K*»=28.1" K"
oL
Celkovy naklad kapitalu (tiroky) je
FR, = K.a—Q =K.12.L" K "=12.1" K"
oK
Celkovy naklad vstupov je

FR = FR;+ FRx = 4.L" K = Q.

Podiely ndkladov na celkovej hodnote produkcie su
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FR, 28L"K"™

0 = 4107 03 =07 = € = QA
FR L2 LYK%

QK = 4L0’7K0’3 = 0,3 = 8Q,K = B

70 % hodnoty produkcie pripada na odmeny za pracu a 30 % na naklady kapitalu.
Celkovy produkt je spotrebovany na ocenenie vstupov.
Pomer nakladov faktorov je podla (23)

FR, _28L"K™ 28 &, o 07
FR, 12LK™ 12 e,, B 03

t. j. naklady prace a naklady kapitalu su v pomere 7:3. Pretoze FR = Q, su podiely
nakladov na celkovom naklade tie isté¢ ako na hodnote produkcie, totiz o a f.

6 Zaver

Pre dant vyrobu je adekvatna prave jedna produk¢na funkcia. Ak to nie je funkcia
(10), treba pouzit’ zlozitejSiu matematiku. Premenné a k nim patriace parametre
sa uruju metdédami matematickej Statistiky. Nahodné vykyvy vo vyrobe vedu k
odchylkam od skuto¢nej hodnoty parametrov. Aby sa odchylky minimalizovali, tre-
ba spracovat udaje za vel’a obdobi. NajlepSie za tie obdobia, ked’ sa nahodné vykyvy
nevyskytli. Preto je uréenie parametrov produkénej funkcie naro¢na tiloha

Jednoducha matematika okolo Cobbovej-Douglasovej funkcie (10) poukazuje na
to, Ze sa oplati poznat' vstupy, ktoré vstupuji do vyroby a aj parametre, ktorymi
sa na vyrobe podielaju. Vstupy na podnikovej Grovni mozu byt praca, material,
energia atd’. Vstupy musia byt na sebe nezavislé. Zisti sa to korela¢nou analyzou,
vychadzajucou z udajov o nakladoch na vstupy. Dalsi krok je uréovanie parametrov
produkénej funkcie. Pouzivajii sa pritom regresné metody. Ak sa vyraz (10)
zlogaritmuje, prejde do tvaru

InQ=1na,+ta lnr+a lnr+. +a lnr, (25)

a na ten sa daju pouzit’ bezné algoritmy a programy na multilinearnu regresiu.

Pri tvorbe ekonomickych modelov plati pravidlo: adekvatny model sa da zostavit
iba na zaklade udajov ekonomiky, stabilnej po¢as mnohych rokov. Nemusi sa pritom
pouzit’ prave algoritmus (25), ale musia byt’ k dispozicii patri¢né udaje. Je to naro¢na
uloha, ktora sa neda vyriesit' v tomto ¢lanku.
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Uspesnost’ praktickej aplikacie elasticity sa prejavi napriklad v marketingu, pri
odhade zmeny dopytu po tovare vzh'adom na zmenu jeho ceny na trhu. Je zname, Ze
trhova cena neodraza iba vyrobné naklady a naklady na odbyt. Preto pri urcovani
parametrov produkcénej funkcie treba medzi vstupy zaradit' okrem vyrobnych
nakladov aj naklady na odbyt, naklady na reklamu atd’. Samozrejme, produkéna
funkcia nemusi byt prave Cobbova—Douglasova, ale da sa dobre aproximovat’ touto
funkciou.
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