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VIACKRITERIALNE BIMATICOVE HRY A PODMIENKY
OPTIMALNOSTI KARUSHA-KUHNA-TUCKERA

MULTICRITERIA BIMATRIX GAMES AND KARUSH-KUHN-
TUCKER CONDITIONS

Zuzana Cickovd, Patricia Holzerovd, Pavel GeZik

Abstrakt

V tedrii hier su bimaticové hry zakladnou hrou dvoch hracov, ktorou modelujeme
neantagonisticky konflikt. Stanovenie equilibria v danych hrach je vSak pomerne
komplikovanym problémom. Na rozdiel od Standardnych bimaticovych hier, viackriteridlne
bimaticové hry umoziiuji do rozhodovania zapojit’ vd¢Sie mnozstvo rozhodovacich kritérii
pre oboch hracov, Co sice priblizuje tieto hry poziadavkam praxe, sucasne vsak este viac
komplikuje moznosti ich rieSenia. V oboch pripadoch je stanovenie rovnovaznych stratégii
hracov vo vSeobecnosti pomerne komplikované. Pre oba typy tloh vSak mozno zapisat
podmienky optimalnosti Karusha-Kuhna-Tuckera. Prispevok je zamerany na formulaciu
tychto podmienok, ¢o vedie k tlohe nelinearneho programovania, ktort mozno pouzit na
stanovanie rovnovaznych stratégii hra€ov v bimaticovych hrach.

KUPacové slova: viackriteridalne hry, podmienky optimalnosti Karusha-Kuhna-Tuckera

Abstract

In game theory, bimatrix games are a basic two-player game by which we model non-
antagonistic conflict. However, determining the equilibrium in the given games is a rather
complicated. In contrast to standard bimatrix games, multi-criteria bimatrix games allow us to
increase the number of criteria for both players in the decision-making process, which
although brings these problems closer to practical requirements, but at the same time
complicates their solving possibilities even more. In both cases, the determination of
equilibrium strategies of the players are generally quite complicated. However, for both types
of problems, the Karush-Kuhn-Tucker conditions can be written down. The paper is aimed at
formulating these conditions. The result is a nonlinear programming problem, which can be
used to determine the equilibrium strategies of players in bimatrix games.

Keywords: multicriteria games, Karush-Kuhn-Tucker conditions

1 UvVoD

V teorii hier st viackriteridlne hry (hry s vektorovymi funkciami platieb) povazované za
roz$irenie Standardnej jednokriteridlnej hry. RozSirenie spo¢iva v mnozstve kritérii, ktorymi
sa hraci ohodnocuju vysledky svojich rozhodnuti. Zatial’ o pri klasickych hrach hraéi zvazuju
len jedno rozhodovacie kritérium (jednu funkciu platieb), pri viackriterialnych hrach moézu
mat’ hraci viac kritérii, ktoré ovplyviiuju ich rozhodovanie (viac funkcii platieb). RieSenie
viackriteridlnych konfliktnych situacii vychadza z principov jednokriteridlnych hier, ¢i uz ide
o hry v normalnom tvare, alebo tvare charakteristickej funkcie (Chobot, 1986).



Prvykrat termin vektorové funkcie platieb pouzil vo svojej praci Blackwell (1956), ktory
blizsie popisal problém viackriteridlnych hier. Na rieSenie takychto hier bolo navrhnutych
niekol’ko moznosti. Shapley a Rigby (1959) vo svojej praci ,,Equilibrium Points in Games
with Vector Payoffs* predstavili zékladny koncept hl'adania rovnovaznych bodov. Jednym zo
znamych sposobov rieSenia viackriteridlnych hier je proces parametrizacie, spoc¢ivajuci v
transformacii viackriterialnej hry na jednokriterialnu (Chobot, 1986). V roku 1994 uviedli
autori Kru$§ a Bronisz (1994) koncept skalarizacie (Skalovania) hier, ktory spociva v
priradovani véh jednotlivym kritéridam hracov. Nakol'ko vSak analytikom nie su tieto vahy
vopred zname a ich spravne priradenie jednotlivym kritériam méze byt diskutabilné a zlozité,
autori Voorneveld, Grahn a Dufwenberg (2000) prisli s ndvrhom idealnych rovnovah
(stratégii). Tie predstavuju strategické profily, ktoré st odolné voci jednostrannym odchylkam
hracov bez ohl'adu na vyznam pripisany kritériam. Jednoduchost’ ich navrhu rieSenia spociva
v tom, Ze hornd hranica poctu skalarizécii je zdroveil maximalnym poctom kritérii hracov.

Vo vSeobecnosti viackriteridlne rozhodovanie patri k najzlozitejSim rozhodovacim procesom.
Nie je pren charakteristicky len pocet kritérii ale aj vztah medzi nimi a tieto kritéria sa
zvycajne nedaji jednoducho kvantitativne séitat’ (Ztina 2010).

Podmienky Karusha-Kuhna-Tuckera (KKT) (tiez zname ako podmienky Kuhna-Tuckera) su
pomienkami optimalnosti pouzivané v oblasti rieSenie nelinearnej extremalizacie
s obmedzeniami (Fendek a Fendekova, 2008), (Akhbari a kol., 2015). Podmienky KKT boli
povodne pomenované po Haroldovi W. Kuhnovi a Albertovi W. Tuckerovi, ktory uverejnili
podmienky v roku 1951 (Kuhn a Tucker, 1951). Podmienky nezavisle uviedol William
Karush vo svojej diplomovej praci v roku 1939.

2 PODMIENKY OPTIMALNOSTI KARUSHA-KUHNA-TUCKERA
PRE BIMATICOVE HRY

Bimaticova hra je hra, kde vystupuju dvaja ucastnici (hraci). Kazdy z hracov voli nezavisle
(bez informacie o vol'be protihraca) jednu z kone¢ného poctu variantov spravania (stratégii).
Predpoklada sa, Ze zaujmy hra€ov nie st diametralne protikladné, t.j. zisk jedného z hracov
nemusi byt’ sprevadzany stratou druhého a hraci st inteligentni. Otazkou je akl stratégiu ma
hra¢ zvolit’ tak, ze volbou inej stratégie nemdze zvysit svoj zisk (Goga, 2013, Chobot
a kol.,1991).

Bimaticova hru mozno formalizovat’ takto: Nech P={1,2} je mnozZina hracov, z ktorych kazdy
ma konenlil mnozinu stratégii (X — hrd¢ 1, Y — hrac 2}, t.j. hrd¢ 1 voli xe X, hra¢ 2 voli yeY.
Mnozinu vsetkych vysledkov hry mozno oznacit’ ako (X, y) € X X Y. Jednotlivé prvky mnozin
X a'Y mozno usporiadat’ pomocou koneéného poctu prirodzenych ¢isel (prvky mnoziny X: i =
1, 2, ...m a prvky mnoziny Y: j = 1, 2, ...n). Hodnoty hry pre hra¢a 1 mozno zapisat do
matice Amwm={aij}, kde ajj udava platbu hraca pri vysledku (i,j). Vysledky hry pre hraca 2
zapisujeme do matice Bnm={Dbji}}, kde bj udava platbu hraca 2 pri vysledku (i,j). Ak
neexistuje rieSenie hry v Cistych stratégiach, h'addme rieSenie hry v stratégiach zmieSanych

Postup pri rieSeni bimaticovych hier:

1. Eliminujeme dominované stratégie
2. Najdeme stipcové maxima v matici A ariadkové maxima v matici B', a
identifikujeme rovnovazny bod (rovnovazne body), ak:
a) rovnovazny bod je prave jeden, potom je to rovnovazne rieSenie hry
b) existuje viac rovnovaznych bodov a jeden z nich dominuje ostatné, potom je tento
bod rovnovaznym rieSenim



C) existuje viac rovnovaznych bodov a ani jeden nie je dominantny, hl'adame riesenie
hry v zmieSanych stratégiach
d) rovnovazny bod neexistuje, hl'adame riesenie hry v zmieSanych stratégiach
Ak neexistuje rieSenie hry v Cistych stratégiach, hladame rieSenie hry v stratégiach
zmieSanych, tj. uré¢ime pravdepodobnostné rozdelenie vyberu stratégii oboch hracov.

m
ZmieSana stratégia hrada 1: m-rozmerny vektor X, in =1x>0,i=12,..m
i=1

n
Zmiesana stratégia hraca 2: n-rozmerny vektor y, Z y;=1y;20,j=12,.n
=1

m
Mnozina zmieSanych stratégii hraga 1: S_ = {XZ x =1,x >0,i=1, 2,...m}
i=1

>

Mnozina zmieSanych stratégii hraca 2: S, = {y, y;=1y,20,j=12,. n}

j=t

Ak volby stratégii X ay su nezavislé ndhodné javy, potom stredna hodnota platby
(definovana na SyxS;) hraca I:

Zzau XY =x'A

i=1 j=1

a hraca 2:

ZZ i XY =x'

i=1 j=1
Rovnovazny bod bimaticovej hry je taka dvojica X” € S_ a y© €S, pre ktoru plati:
Rovnovazne stredné hodnoty platieb:
v, = El(x(o),y(o))a v, =E, (x‘o),y(o))

dvojica (x(@, y(©) méze byt rovnovaznou stratégiou hracov vtedy a len vtedy, ak x(© a
y©@su rieSeniami Gloh linearneho programovania (Cickové a Zagiba, 2018):

Hrac 1 Hrac 2
maxzzau |y(0) maxZZb X(O)
i=1 j=1 i=1 j=1
> x =1 (1) 2y =1 @)
i=1 j=1
X 20,i=12,.m y;20,j=12,..n

Lagrangeove funkcie pre dané tlohy majt takyto tvar:



L(x,u;) = — i i ly](o) +uy (i X — 1) (3)

i=1j=1 i=1
m n
L) == ) > by | Dy -1 @
i=1j=1 j=1
Podmienky optimalnosti Karusha-Kuhna-Tuckera mozno potom zapisat’ takto:
n
ajy® —u; <0,  i=12
l]yj ul— ) l=14,....,Mm (5)
j=1
n
xi(o) Z aUyJ(O) u, |=0i=12,..,m (6)
j=1
m
Dm=1 ™
i=1
X = 0, i = 1,2, e, m (8)
m
Z bﬁxi(o) —u, <0, j=12,...,n 9)

m
}’1(0) <Z bjixi(O) - uz) =0, j=12,..n (10)
i
n
j=1

yj =0, j=12,..,n (12)

Po upravach (uvedené v Ci¢kova a Zagiba, 2017) mozno formulovat’ tlohu kvadratického

programovania:
m n m n
max Z Z aijXiyj Z Z b]l iYji — — Uz (13)

i=1 j=1 i=1j=1
Za podmienok
n
Z ay;—u <0, i=12,..,m (14)
j=1

ixi =1 (15)



x; =0, i=12,..,m (16)

m
Y by -, <0, j=12,.m (17)
i=1
n
Dy=1 (18)
j=1
y; =0, j=12,..,n (19)

RieSenim tejto ulohy ziskavame rovnovazne stratégic x(@ a y(©@. Hodnoty hry hracov
predstavuju u; a u,. Optimalnou hodnotou ucelovej funkcie je 0, pricom vSak dany model
nezohl'adiiuje dominované rieSenia.

3 PODMIENKY OPTIMALNOSTI KARUSHA-KUHNA-TUCKERA
PRE VIACKRITERIALNE BIMATICOVE HRY

Aj napriek tomu, Ze sa viackriteridlne hry od bimaticovych liSia, ich formulacia prebieha
obdobne.

Predpokladajme, Ze hra¢ 1 zvazuje pri svojom rozhodovani | navzajom protichodnych kritérii.

Hodnoty hry pre hra¢a 1 vk-tom kritériu moZno zapisat do matice A®) = a(k), kde

U- ) udava platbu hraca pri stratégiach (i,j),1=1,2,...m,j=1,2,..n, k=1, 2, ...I. Nech hrac¢
2 zvazuje pri rozhodovani r navzijom protichodnych kritérii. Vysledky hry pre hraca 2
zapiseme do matice B(®) = bfjs), kde b( ) udava platbu hraca 2 pri stratégiach (i,j) i =1, 2,
.m, j=1,2,..n, s=1,2, ....I.

Podla (Isermann, 1974) dvojica (x(©,y(®) méze byt rovnovaznou stratégiou hracov vtedy
a len vtedy, ak existuju parametre ay, s > 0,k = 1,2,....1,s = 1,2,....1, také, Ze x(© je
rieSenim ulohy linearneho programovania:

> P ma

i=1 j=1s=
. (20)
>y=1
j=1
Vi 2 0,j=12,.m

ay© je rieSenim tlohy linearneho programovania:
m n
akafjk)xlyj(o) - max
i=1 j=1k=1

m
i=1

,(i=12,..m

(21)



Ulohy su tlohami linedrneho programovania, problémom vsak je (tak ako v predchadzajucom
pripade), ze nepozname y(o) ax©. Obdobnym postupom mozno formulovat’ Lagrangeove
funkcie pre dané tlohy a podmienky optimélnosti Kuhna-Tuckera, a zapisat’ modifikované

podmienky:

m n l
ZZ z a x(o)al(]k)yj(o) Uy (22)
i=1 j=1k=1
m n
zz xObEy© = u, 23)
i=1 j=1s=1

n 1

ZZ WyO® —y; <0,i=12,..m (24)

j=1k=1

<

m
Z BbPx® —u, <0,j =12, .m (25)
i=1s=1
m
in -1 (26)
=1

Zn:y]' =1 27
=1

x;>0,i=12..m (28)
y;20,j=12..n (29)
a,>0k=12,..1 (30)
Bs>0,s=12,..1 (31)

na zaklade ktorych moZzno formulovat tlohu kvadratického programovania:

Zzza x®aly© +Zzzﬁs OpEy O gy, (32)

i=1 j=1k= i=1j=1s=

s cielovou hodnotou ucelovej funkcie 0.

4 ZAVER

Podmienky optimalnosti Karusha-Kuhna-Tuckera st vo vSeobecnosti pouzivané na
identifikaciu lokalnych extrémov v Ulohach nelinearneho programovania. Aj ked’ ich priame
analytické vycislenie méZe byt niekedy problematické, ¢asto su v r6znych formach stcastou
iteraCnych extremalizaCnych metéd. V prispevku sme prezentovali formulaciu tychto
podmienok pre najdenie rovnovaznych stratégii v bimaticovej hre. Dany pristup sme rozsirili
pre pripad viacerych kritérii hracov.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0427/20
Viackriteridalne modely tedrie hier v ekonomii a politolégii a v ramci rieSenia grantovej
ulohy VEGA 1/0339/20 VyuZitie skrytého Markovovho modelu vo finanénom modelovani.



Pouzita literatura

1.

10.

11.

12.

13.

AKHBARI, M., SADI-NEZHAD, S. 2015. Equilibrium Solution of Non-cooperative
Bimatrix Game of Z-Numbers. In Bulletin of the Georgian National Academy of
Sciences, ro¢. 9, 2015, ¢. 1.

BLACKWELL, D. 1956. An analog of the minimax theorem for vector payoffs.
Pacific Journal of Mathematics, vol.6, 1956, ¢. 1, s. 1-8.

CICKOVA, Z., ZAGIBA, M. 2017. Podmienky optimalnosti Karusha-Kuhna-
Tuckera a bimaticové hry. Aplikacia vybranych modelov tedérie hier pri rieSeni
niektorych ekonomickych problémov Slovenska: 1. vedecky workshop k rieSeniu
projektu Vega ¢. 1/0351/17: zbornik z workshopu, Bratislava. EKONOM, s. 1-7.
FENDEK, M., FENDEKOVA, E. 2008. Mikroekonomickd analyza. Bratislava: lura
Edition, spol. sr. o.

GOGA, M. Teoria hier. 2013. Bratislava.lura Edition. ISBN 978-80-8078-613-7.
CHOBOT, M. 1986. Teoria hier arozhodovania. Bratislava: Vysoka Skola
ekonomicka.

CHOBOT, M.,TURNOVEC, F.,, ULAgIN, V. 1991. Teoria hier a rozhodovania.
Alfa, 1991.

ISERMANN, H. 1974. Proper efficiency and the linear vector maximum
problem. Operations Research, ro¢. 22, 1974, ¢. 1, s. 189-191.

KRUS, L., BRONISZ, P. 1994. Onn-person noncooperative multicriteria games
described in strategic form. Annals of Operations Research, ro¢. 51,1994. ¢. 2, s. 83-
97.

KUHN, HW , TUCKER, A.W. 1951. Nonlinear programming. Proceedings of 2nd
Berkeley Symposium. Berkeley: University of California Press. p. 481-492.
SHAPLEY, L. S., RIGBY, F. D. 1959. Equilibrium points in games with vector
payoffs. Naval Research Logistics Quarterly, ro¢. 6,1959, ¢. 1, s. 57-61.
VOORNEVELD, M., GRAHN, S., DUFWENBERG, M. 2000. Ideal equilibria in
noncooperative multicriteria games. Mathematical Methods of operations research,
ro¢. 52, 2000, ¢.1,s.65-77.

ZUNA, P. 2010. Vojensky rozhodovaci proces a pokro¢ilé metody manaZerského
rozhodovani. https://vojenskerozhledy.cz/kategorie-clanku/teorie-a-
doktriny/vojensky-rozhodovaci-proces-a-pokrocile-metody-manazerskeho-
rozhodovani

Kontaktné udaje

doc. Ing. Zuzana Ci¢kova, PhD.

Ekonomické univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 830, email: zuzana.cickova@euba.sk

Ing. Patricia Holzerova, PhD.

Ekonomické univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 826,email: patricia.holzerova@euba.sk

Ing. Pavel Gezik, PhD.

Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 820

email: pavel.gezik@euba.sk



https://vojenskerozhledy.cz/kategorie-clanku/teorie-a-doktriny/vojensky-rozhodovaci-proces-a-pokrocile-metody-manazerskeho-rozhodovani
https://vojenskerozhledy.cz/kategorie-clanku/teorie-a-doktriny/vojensky-rozhodovaci-proces-a-pokrocile-metody-manazerskeho-rozhodovani
https://vojenskerozhledy.cz/kategorie-clanku/teorie-a-doktriny/vojensky-rozhodovaci-proces-a-pokrocile-metody-manazerskeho-rozhodovani
mailto:zuzana.cickova@euba.sk
mailto:patricia.holzerova@euba.sk
mailto:pavel.gezik@euba.sk

UKAZKA VEKTOROVEHO MODELU S KOREKCNYM CLENOM
V SOFTVERI EVIEWS

SHOWCASE OF A VECTOR ERROR CORRECTION MODEL IN
EVIEWS

Addm Csdpai
Abstrakt

V tomto ¢lanku ukdzeme moznosti pouzitia VEC modelov pomocou EViews. Ako priklad
analyzujeme vplyv exportu, priamych zahrani¢nych investicii a tvorby hrubého kapitalu na
ekonomicky rast v Mad’arsku. Testujeme stacionaritu ¢asovych radov pomocou ADF testu,
preskimame konitegraéné vzt'ahy, testujeme pritomnost’ autokorelacie a stabilitu modelu, ako
aj slabu exogénnost’ parametrov matice prispésobenia. Na konci ¢lanku odhadneme dlhodobu
rovnicu a interpretujeme nase zistenia.

Kludové slova: VEC, HDP, EViews

Abstract

Abstract in English. In this paper we show the possibilities of using VEC models in EViews.
As an example, we analyze the effect of export, foreign direct investment and gross capital
formation on economic growth in Hungary. We test the stationarity of the time series using
ADF test, examine cointegrating relationships, test the existence of autocorrelation and model
stability, as well as weak exogeneity of the parameters of the adjustment matrix. At the end of
the paper, we estimate the long run equation and interpret our results.

Keywords: VEC, GDP, EViews

1 UVOD

V tomto clanku analyzujeme vplyv exportu, priamych zahraniénych investicii a tvorby
hrubého kapitdlu na ekonomicky rast v podmienkach Mad’arska. Tento vplyv analyzujeme
pomocou vektorového modelu s korekénym ¢lenom (d’alej VEC). Popiseme sposob odhadu
takéhoto modelu v softvéri EViews a ukaZeme vystupy z neho. Clanok ma 2 kapitoly. V prvej
kapitole uvedieme ciel naSej prace, metodiku skiimania a popisujeme pouzité data a spdsob
ich upravy. V tretej kapitole najprv analyzujeme pouzité ¢asové rady, testujeme stacionaritu a
vyberieme si optimalny podet oneskoreni pre VEC model a testovanie kointegracie. Dalej,
testujeme autokoreldciu nahodnych zloZiek a stabilitu modelu. Nasledne testujeme slabu
exogénnost’ jednotlivych koeficientov matice prisposobenia. Na konci tejto kapitoly
interpretujeme nase zistenia a odhadneme dlhodobu rovnicu. Zéaver ¢lanku obsahuje zhrnutie
nasich vysledkov.

2 METODOLOGIA PRACE A METODY SKUMANIA

Cielom tohto ¢lanku je odhadnut’ vplyv exportu, priamych zahrani¢nych investicii a tvorby
hrubého kapitalu na rast HDP v podmienkach Mad’arska.



Na analyzu vplyvu tychto premennych na HDP najprv v programe EViews odhadneme
neohrani¢eny VEC model so Styrmi endogénnymi premennymi a s jednym oneskorenim. Na
konci prace testujeme slabu exogénnost’ parametrov a odhadneme dlhodobu rovnicu s
korekénym ¢lenom. Nas model sme zostavili podla prace Abdalla a Abdelbaki (2014).

Export (export), priame zahrani¢né investicie (fdi) a tvorbu hrubého kapitalu (gcf) uvadzame
vo forme ich percentudlneho podielu na HDP. Premenna HDP (gdp) vyjadruje rast hrubého
doméceho produktu. Premenné nie su zlogaritmované. V modeli okrem endogénnych
premennych je zaradend aj exogénna umela premennd (dummy). Pre odhad modelu pouzijeme
Stvrtrocné data pre Mad’arsko v obdobi 2000:Q01 — 2018:Q4.

3 VYSLEDKY

Nasu analyzu za¢neme testovanim stacionarity. Stacionaritu casovych radov testujeme
v EViews pomocou rozsireného Dickeyho-Fullerov testu (ADF-test), pomocou ktorého
testujeme vSetky endogénne premenné v modeli. Vysledok testu ¢asového radu ,,export” je
zobrazeny na obrazku 1.

Obr. 1: ADF test bez diferencie - export

Null Hypothesis: EXPORT has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 5 (Automatic - based on SIC, maxlag=11)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic 0.446490 0.8081
Test critical values: 1% level -2.598416

5% level -1.945525

10% level -1.613760

Zdroj: vlastné spracovanie

Ostatné premenné sme testovali tym istym sposobom a zistili sme, Ze Casové rady su
integrované 1. radu. Ako priklad opét’ uvedieme vysledky ADF testu rady export, ktoré sme
diferencovali. Vystup zo softvéru EViews je na Obrazku 2.

Obr. 2: ADF test s 1 diferenciou - export

Null Hypothesis: D(EXPORT) has a unit root
Exogenous: None
Lag Length: 4 (Automatic - based on SIC, maxlag=11)

t-Statistic Prob.*

Augmented Dickey-Fuller test statistic 2483111 0.0136
Test critical values: 1% level -2.598416

5% level -1.945525

10% level -1.613760

Zdroj: vlastné spracovanie



Dal§im predpokladom pouzitia VEC modelu je to, Ze premenné musia mat aspofi jeden
spolo¢ny kointegracny vzt'ah. Existenciu tohto vzt'ahu testujeme pomocou Johansenovho testu
kointegracie. Podl'a informacnych kritérii si zolime 2 oneskorenia. Vysledky su zobrazené na
Obrazku 3.

Podl'a Pantulovho principu si podla lambda-trace Statistiky vyberieme najnizSi variant
kointegracii a schém, priCom neberieme do uvahy prvu a piatu schému, ked’ze neobsahuju ani
trend, ani uroviovl konstantu v kointegratnom vztahu. Po zohl'adneni tychto skuto¢nosti si
vyberieme druht schému s po¢tom kointegraénych vztahov 1.

Obr. 3: Johansenovho test kointegrdacie

Date: 06/08/20 Time: 07:06
Sample: 2000Q1 2018Q4
Included observations: 73
Series: GDP EXPORT FDI GCF
Lags interval: 1 to 2

Selected (0.05 level®) Number of Cointegrating Relations by Model

Data Trend: None None Linear Linear Quadratic
Test Type No Intercept Intercept Intercept Intercept Intercept
No Trend No Trend No Trend Trend Trend
Trace 1 1 2 1 2
Max-Eig 0 1 1 1 1

*Critical values based on MacKinnon-Haug-Michelis (1999)

Zdroj: vlastné spracovanie

Obr. 4: Kointegracnd rovnica

1 Cointegrating Equation(s): Log likelihood -9555.9771

Normalized cointegrating coefficients (standard error in parentheses)
GDP EXPORT FDI GCF C
1.000000 0.931101 -0.273313 0.894158 -97.39523
(0.13697) (0.05925) (0.61520) (23.1187)

Adjustment coefficients (standard error in parentheses)

D(GDP) -0.226330
(0.06954)

D(EXPORT) -0.037629
(0.01747)

D(FDI) 0.130836
(0.16496)

D(GCF) -0.002465
(0.01026)

Zdroj: vlastné spracovanie



Johansenovho testom kointegracie otestujeme aj druhti schému a dostaneme kointegra¢nu
rovnicu, ktora vidime nizsie na Obrazku 4. Z vysledkov je vidno, ze podl'a podielu parametrov
a ich rozptylov parameter “gcf’ nie je Statisticky vyznamny ani na 10%-nej hladine
vyznamnosti.

Obr. 5: LM test autokoreldcie

VEC Residual Serial Correlation LM Tests
Date: 06/08/20 Time: 11:24

Sample: 2000Q1 2018Q4

Included observations: 74

Null hypothesis: No serial correlation at lag h

Lag LRE* stat df Prob. Rao F-stat df Prob.

1 16.89550 16 0.3924 1.063505 (16, 187.0) 0.3930
2 9797004 16 0.8770 0605376 (16,187.0) 08772

Zdroj: vlastné spracovanie

Obr. 6: Stabilita modelu

Roots of Characteristic Polynomial

Endogenous variables: GDP EXPORT FDI
GCF

Exogenous vanables:

Lag specification: 1 1

Date: 06/08/20 Time: 07:09

Root Modulus
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
1.000000 1.000000
0.851501 0.851501
0.641047 - 0.286750i 0.702258
0.641047 + 0.286750i 0.702258
0.609985 0.609985
0.440692 0.440692

VEC specification imposes 3 unit root(s).

Zdroj: vlastné spracovanie

Nasu analyzu pokra¢ujeme odhadom VEC modelu, ktory odhadneme s 1 oneskorenim. Tak
isto ako v pripade VAR modelov aj tu je dolezité zistit’, ¢i je v modeli pritomna autokorelécia.
Vysledky LM-testu prezentujeme na Obrazku 5.

Vidime, Ze v modeli nie je pritomnd autokorelacia. Prejdeme teda na testovanie stability
modelu. Je doblezité poznamenat’, Ze v naSom VEC modeli potrebujeme mat’ 3 jednotkové
korene, nakol’ko méme 4 endogénne premenné a 1 kointegracny vztah, priCom ostatné
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hodnoty nemo6zu lezat mimo jednotkového korena. Tato podmienka je splnend, ako to
moézeme vidiet’ nizsie na Obrazku 6.

Este predtym, nez testujeme slabil exogénnost’ parametrov, skimajme rezidualy VEC modelu,
ktoré su graficky zobrazené na obrazku 8.

Podl'a tychto grafov moézeme identifikovat vyznamny negativny vykyv v 2009:Q1 v
rezidudloch HDP, exportu a tvorby hrubého kapitalu. Predpokladame, ze tento vykyv bol
spoosbeny finanénou krizou. Dalsie néhle pozitivne a negativne vykyvy identifikujeme v
priamych zahrani¢nych investiciach v obdobiach 2016:Q1 a 2017:Q1. Aby sme zmiernili tieto
vplyvy, zavedieme exogénnu umeld premennt (dummy) do modelu, ktord nadobudne hodnotu
jedna v spomenutych kvartaloch a nulu v kazdom ostatnom obdobi. Nasledne model testujeme
doteraz pouzitymi testmi. Vysledkom zavedenia umelej premennej je vyrazne zlepSenie
hodnot koeficientu determinacie modelu a po testovani dospejeme k zaveru, ze model je lepsi
po zaradeni umelej premennej. UZ mdzeme testovat’ koeficienty matice prisposobenia.

Obr. 7: Rezidualy VEC modelu

VEC Residuals
GDP Residuals EXPORT Residuals
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Zdroj: vlastné spracovanie

Po odhade modelu testujeme slabu exogénnost’ koeficientov matice alfa, teda matice
koeficientov prisposobenia. Testujeme koeficienty zvlast’ aj spolo¢ne pomocou LR testu. Ked’
parametre testujeme zvlast’ tak iba prva rovnica ma $tatisticky vyznamné koeficienty.

Avsak ked jednotlivé koeficienty testujeme spolu, tak koeficienty st Statisticky vyznamné aj
na 0.01 %-nej hladine vyznamnosti. Dostaneme teda vysledny tvar VEC po testovani slabej
exogénnosti, ¢o prezentujeme na Obrazku 8.

Predtym, nez vysledky interpretujeme, treba si pripomenut’, ¢ vo VEC modeli dlhodobu
rovnicu treba interpretovat’ opaénymi znamienkami nez maju parametre v softvéri EViews.
Diferencované premenné spolu s umelou premennou nam udavaju kratkodoby vztah medzi
rastom HDP, exportom, priamymi zahrani¢nymi investiciami a tvorbou hrubého kapitalu.
Vidime, Ze koeficient korigujici chybu v modeli je bud’ nula alebo mé zdporné znamienko, ¢o
svedci o stabilite modelu. Odchylka exportu od dlhodobej rovnovahy v predchadzajucom roku
sa koriguje rychlostou 2,66%. Z vysledkov dlhodobej rovnice vyplyva, Ze z dlhodobého
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hl'adiska rast podielu exportu a tvorby hrubého kapitdlu mé negativny, pricom rast podielu
priamych zahrani¢nych investicii ma pozitivny vplyv na hospodarsky rast v podmienkach
Mad’arska v obdobi 2000:Q1 az 2018:Q4. Treba si vSak poznamenat, ze parametre nie su
Statisticky vyznamné na 5 %-nej hladine vyznamnosti.

Obr. 8: VEC model

Cointegration Restrictions:

B(1,1)=1, A{1,1)=0, A(3.1=0, A(4,1)=0
Convergence achieved after 18 iterations.
Restrictions identify all cointegrating vectors
LR test for binding restrictions (rank = 1)

Chi-square(3) 16.81568
Probability 0.000771
Cointegrating Eq: CointEq1
GDP(-1) 1.000000
EXPORT(-1) 1.582853
(0.24004)
[4.53513)
FDI(-1) -0.2760824
(0.14448)
[-1.21685]
GCF(-1) 2.530854
(1.51817)
[ 1.87205]
c -1832.6273
(67.2112)
[-2.23443]
Error Correction: D(GDP) D{EXPORT) D(FDI) D(GCF)
CointEq1 0.000000 -0.026646 0.000000 £.0000C0
(0.00000) (0.00683) (0.00000) {0.00000)
[NA] [-3.84308) [NA] [NA]
D{GDP(-1)) 0.620501 -0.023476 -0.044021 0.007875

(0.10931)  (0.02488)  (0.24534)  (0.01445)
[5.67657] [-0.93083) [-0.17943]  [0.54492]

D{EXPORT(-1)) 0230334  0.852781 1.263705  -0.083625
(0.41954)  (0.09500)  (0.84183)  (0.05547)

[-0.57048] [6.80724]  [1.34204]  [-1.51308]

D(FDI(-1)) -0.048357  0.005447  0.450304  -0.004155
(0.05309)  (0.01234)  (0.12118)  (0.00714)

[-0.858680] [0.44139] [3.79102]  [-0.58207]

D(GCF{-1)) 0.386404 0002082  -1.086843  0.546856

(1.12862)  (0.25797) (253311}  (0.14821)
[0.24237] [0.38044] [-0.77645] [ 4.33516]

DUMMY 2368240  -1.246872  -5.428063  -0.852504
(2.27075)  (0.51903)  (5.00853)  (0.20021)
[-1.04203] [-2.40233] [-1.06523]  [-3.17282]

R-squared 0.372457 0.563027 0.271477 0.475848

Zdroj: vlastné spracovanie

Pomocou tohto modelu mézeme dlhodoby vzt'ah odhadnut ako jednorovnicovy model.
Prikazom v softvéri EViews si ziskame odhad nahodnych zloziek z VEC modelu, pomocou
ktorych nésledne odhadneme jednorovnicovy model s oneskorenymi ndhodnymi zlozkami
z dlhodobého vzt'ahu. Vysledny model vidime na Obrazku 9.



Obr. 9: Dlhodoby model

Dependent Variable: GDP
Method: Least Squares
Date: 06/08/20 Time: 12:45
Sample: 2000Q1 2018Q4
Included observations: 76
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 193.6273 4.86E-12 3.99E+13 0.0000
EXPORT -1.582953 3.09E-14 -5.12E+13 0.0000
FDI 0.276924 8.93E-15 3.10E+13 0.0000
GCF -2.839854 1.17E-13  -2.42E+13 0.0000
ECT 1.000000 1.86E-14 5.37E+13 0.0000
R-squared 1.000000 Mean dependent var 7.017996
Adjusted R-squared 1.000000 S.D. dependent var 12.25817
S.E. of regression 1.63E-12 Akaike info criterion -51.38846
Sum squared resid 1.88E-22 Schwarz criterion -51.23512
Log likelihood 1957.761 Hannan-Quinn criter. -51.32718
F-statistic 1.07E+27 Durbin-Watson stat 0.125697
Prob(F-statistic) 0.000000

Zdroj: vlastné spracovanie

4 ZAVER

Nasim cielom je zistit' vplyv exportu, priamych zahrani¢nych investicii a tvorby hrubého
kapitalu na hospodarsky rast v Mad’arsku pomocou vektorového modelu s korekénym ¢lenom
v obdobi rokov 2000:Q1 az 2018:Q4. Dospejeme k zaveru, Ze z dlhodobého hladiska rast
podielu exportu a tvorby hrubého kapitdlu ma negativny, pricom rast podielu priamych
zahrani¢nych investicii ma pozitivny vplyv na hospodarsky rast. Praca je tiez ukéazkou
moznosti vyuzitia softvéru EViews pre tvorbu a testovanie VEC modelov.

Pouzita literatura
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RESENI ROZSAHLYCH DOPRAVNICH PROBLEMU
SOLVING LARGE TRANSPORTATION PROBLEMS

Ing. Marek Daniel

Abstrakt

Cilem tohoto zkoumani je zjistit, jak rozsahlé dopravni problémy jde fesit v fadech minut,
popfipad¢ hodin, a jaky software na toto FeSeni pouzit. Jsou zde popsany a otestovany
programy MPL, Matlab a Python. Testovani probihalo do rozmérti 1500x1500 pro ulohy se
stejné dodavateli a odbérateli, pro tlohy s méné dodavateli do rozméra 600x3000. Na
vSechny testy byl pouzit stejny pocita¢ a pro kazdou velikost tlohy byl test proveden na péti
riznych setech dat. Jako nerychlejsi vychazi Matlab (tlohu 1000x1000 fte$i primérné
141,5s), ale kvili jeho velkym naroklim na pamét pocitace se jako nejvhodnéjsi program
ukazuje MPL.

Kli¢ova slova: rozsdhly dopravni problém, MPL, Matlab, Python

Abstract

The aim of this research is to find how large transportation problems can be solved in the
manner of minutes or hours and which software is the most suitable for doing so. The
programmes and introduced and tested — MPL, Matlab and Python. The testing was done up
to the size 1500x1500 for problems with the same number of suppliers and customers, for
problems with less suppliers up to 600x3000. All testing was done on the same computer
and for each size of the problem 5 different data sets were tested. Matlab appears to be the
fastest option (solving 1000x1000 on average 141,5s), however MPL seems to be more
suitable due to the large computer memory requirement by Matlab.

Keywords: large transportation problem, MPL, Matlab, Python



1 UVOD

Cilem tohoto vyzkumu je zjistit nejefektivnéjsi zplsob feSeni rozsdhlych dopravnich
problémi. Pocatky zkoumani této ulohy linearniho programovani sahaji do 30. a 40. let 20.
stoleti. Od té doby az do sedmdesatych let byl dopravni problém a metody na jeho feSeni
intenzivné zkoumany, poté vSak nastal Gtlum kviili rozvoji vypocetni techniky, protoze bylo
jednodussi ho feSit obecné jako jiné ulohy linedrniho programovani. Jaké jsou tedy dnes
moznosti feseni tohoto problému?

Pro zptesnéni vysledkd je kazda velikost dopravniho problému testovana na péti riznych
setech dat. Rychlost feSeni dopravniho problému bude porovnavana ve tfech programech.
Jedna se 0 MPL, Matlab a Python. Prvni dva zminéné jsou programy s profesionalnimi fesiteli
uloh line4rniho programovani, ptfesto jsou oba velmi rozdilné. O vSech tfech budou uvedeny
zakladni informace, jejich vyhody, nevyhody a popsan zdrojovy kod, ktery je k méfeni
rychlosti pouzit. Porovnany budou ve tiech kategoriich — malé ¢tvercové tlohy do rozméra
100x100, velké ¢tvercové ulohy a tlohy, kde je mén¢ dodavateld nez odbératelt.

2 TEORIE DOPRAVNIHO PROBLEMU

Cilem klasického dopravniho problému je naplanovani piepravy néjakého zbozi nebo
materidlu od dodavateli (zdroje) k odbératelim (pozadavky) pfi minimalizaci celkovych
nakladt vynaloZenych na tuto piepravu. Je zde pouzita stejna definice a oznaceni, jako uvadi
Lagova a Jablonsky [1]. V tloze je definovano m dodavateli D, D,,...,D, s kapacitami

jejich zdroji &, a,,..., a, an odbérateli O,,O,,..., 0

mezi kazdou dvojici dodavatele a odbératele je kladn€ ocenéna a tato cena predstavuje
vypocitané¢ ndklady na pfepravu jednoho kusu zbozi mezi touto dvojici. V modelu bude
oznacena jako Ci» i=12,....m, j=12,...n. Mnozstvi zbozi piepravovaného mezi

m

s pozadavky b, b,,...,b,. Pieprava

n

dodavatelem a odbératelem je definovan jako xij,i=1,2,...,m,j=1,2,...n. Formulace

matematického modelu obecného dopravniho problému vypadé nasledovné.

Minimalizovat:

m n
Z:ZZCinij,

i=1l j=1

za podminek:



3 DOBA HLEDANIi OPTIALNIHO RESENI

3.1 Historie rychlosti hledani optimalniho FeSeni

V roce 1951 predstavil G. B Dantzig [2] upravenou verzi simplexové metody na feSeni
dopravniho problému, které se také fika PSTM (primal simplex transportation method) nebo
MODI (modified distribution method) — modifikovana distribu¢ni metoda. O tii roky pozdéji
ptisli A. Charnes a W. W. Copper s takzvanou stepping-stone method [3]. Oproti MODI byla
tato metoda leh¢i na uchopeni a efektivnéjsi na pocitani uloh malych rozsahii. Pro vétsi ulohy
byla ovSem stale lepsi MODI.

S rozvojem vypocetni techniky, programovacich jazykli a programovani obecné se
v Sedesatych a sedmdesatych letech védci snazili piijit s co nejefektivnéjsi implementaci diive
vyvinutych algoritm. Na konci Sedesatych let byla obecné povazovana za nejlepsi
implementace od Forda a Fulkersona [4], ktera feSila dopravni problém o rozmérech 30x 220
v pruméru za 4 minuty a 58 sekund na pocitac¢i IBM 704. Tato implementace dokazala vyftesit
problémy o velikosti m-+n <8000.

Pielom v tomto zkoumani prinesli Glover a kolektiv [5], ktefi v roce 1974 pfisli
s implementaci MODI, kterd byla devétkrat rychlej§i nez doposud zndmé kody —
OPHELIE/LP a Out-of-kitler. Béhem porovnavani byli velmi disledni, nebot' nejenze
porovnavali rychlosti hledani optima na riznych velikostech tloh, ale 1 na riznych pocitacich.
Hlavni testy byly provadény na prvogenera¢nim superpocitaci CDC 6600, ale porovnani bylo

vvvvvv

3.2 Parametry pocitace pro vypocty

Aby byly vysledky porovnatelné s vysledky zjiSténymi na jinych pocitacich, uvedu zde
nékolik zakladnich parametrii o pocitaci, na kterém testy probihaly.

Operacni systém: Microsoft Windows 10 Enterprise, x64

Procesor: Intel Core i5-3570 CPU @ 3.40GHz, 4 fyzicka jadra, 4 logicka jadra

RAM: 8 GB

Virtudlni pamét’: 26,8 GB

3.3 Malé ¢tvercové ulohy

Jako prvni sérii meéfeni jsem zvolil malé ctvercové ulohy, tedy takové, kde m=n
a m,n<100. V Tabulce 1 jsou uvedeny celkové Casy potiebné pro feseni ulohy. Sloupec

MVB piedstavuje celkovy cas potfebny pro vyfeSeni ulohy metodou vnitinich boda
Vv Matlabu. Sloupec DSM referuje na dudlné simplexovou metodu ve stejném programu.
Vsechny uvedené Casy jsou prumér z péti méfeni. Nikdy se vSak méteni neodchylila vice nez
0 10 % od uvedeného primeéru, a to plati pro vSechny testované rozméry ve vSech pouzitych
programech.



5 Matlab
rozmeéry MVB DSM MPL | Python

5x5 0,010 | 0,024 | 0,047 | 0,005
10x10 | 0,048 | 0,056 | 0,100 | 0,065
20x20 | 0,019 | 0,058 | 0,343 | 0,476
40x40 | 0,065 | 0,094 | 1,253 | 4,884
60x60 | 0,040 | 0,070 | 2,540 | 19,808
80x80 | 0,057 | 0,086 | 4,678 | 46,147

Tabulka 1: Cas feSeni v sekundach pro malé étvercové tlohy

Jak je z Tabulky vidét, do Gloh rozmértit 20x 20 fesi vSechny programy tlohu pod 1 vtefinu.
Poté mizeme vidét, ze Cas potfebny pro feSeni v Pythonu prudce stoupa. To, ze bude Python
hor$i nez Matlab a MPL, bylo ocekdvano, protoze se zde data nedrzi v zaddném specidlnim
formatu a ani nevyuzivd zadné speciadlni balicky pro feseni uloh linearniho programovani.
MPL je trochu pomalejsi nez Matlab, ale rozdil neni tak signifikantni jako rozdil u Pythonu.

3.4 Velké ¢tvercové ulohy

Ob¢ metody pro Matlab vykazovaly pro malé ulohy témét shodné ¢asy a MPL o trochu vyssi,
ale ne o tolik. V Tabulce 2 jsou prezentovany vysledky méfeni pro mnohem vétsi tlohy.
Uvedené hodnoty jsou opét primér z péti méfeni krom¢ hodnot oznacenych hvézdickou.
Z diivodu jejich extrémni délky byly otestovany pouze na jednom setu dat.

Matlab
rozmery MVB DSM MPL | Python
100100 | 0,127 0,13 7 20,9
200x200 | 0,463 | 0,427 27,8 236
400x 400 2,9 3,1 1125 2229

600x600 | 10,4 | 125 | 265 | 7890

800x800 | 66,1 | 173 | 460 | 20367*
10001000 | 1415 | 4618 | 698 | 40937*
1250x1250 | chyba | chyba | 1080 | 82354*
1500x1500 | chyba | chyba | 1375 |[147521*

Tabulka 2: Cas feseni v sekundach pro velké &tvercové tlohy

Jako nejlepsi zplsob feSeni se zdd byt metoda vnitinich bodli implementovana v Matlabu,
ktera je vice nez Ctyfikrat rychlejsi nez MPL pro ulohy 1000x1000. Pro vétsi tlohy vsak
feSeni v Matlabu skon¢i chybou, jelikoZ nestaci velikost RAM a virtudlni paméti k vytvoreni
matice strukturnich koeficientii. Tento problém se dé feSit koupenim lepSi paméti do pocitace,
ale velikost matice strukturnich koeficientli neroste imérné velikosti ulohy. Naptiklad pro
ulohu 100100 ma matice strukturnich koeficientti dva miliony prvkd. Pro ,,dvojnasobnou
ulohu 200x200 je to Sestnact miliontt prvki, tedy pokud se rozméry zvétsi dvakrat, pocet
prvkll matice se zvétsi osmkrat.

Pokud odhlédneme od problému s paméti, jako druhy nejlepSi zptisob vypada dualné
simplexovd metoda v Matlabu, ale pfi bliz§Sim zkoumani mizeme vidét, ze narlst ¢asu pro
feSeni touto metodou roste rychleji nez pro MPL. Toto pozorovani je 1épe vidét v Grafu 1, ve



kterém nejsou zobrazeny hodnoty pro Python, jelikoz by pak z grafu nebylo mozné vycist nic
0 Matlabu a MPL.
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Graf 1: Zavislost délky feseni na rozmérech ¢tvercové ulohy

grafu je na vodorovné ose rozmér lohy, na svislé ose ¢as v sekundach. Pro jednotlivé metody
feseni jsou vyneseny body z Tabulky 1 a Tabulky 2 a jsou propojeny pieruSovanou carou,
ktera predstavuje odhad chovani mimo zkoumané body. Pro tlohy 600x600 a vétsi to
vypada, Ze Casova narocnost feSeni MPL roste témét linearné k rozmértim ulohy. Oproti tomu
doba feSeni dudlné simplexovou metodou v Matlabu roste na tomto useku mnohem strméji.
Ztejmé zde dochazi k tomu, ze Matlabu uZ k vypoctu nestati RAM pamét’ a pouziva virtudlni
pamét, a proto dochazi ke zpomaleni vypoctu. D4 se tedy ocekévat, ze pro ulohy kolem
rozmértt 1300x1300 a vice by bylo MPL lepsi nez dualné simplexova metoda z Matlabu.

3.5 Ulohy s méné dodavateli

Jako posledni set dat k méfeni jsem vybral ,,obdélnikové™ ulohy, kde je méné dodavateld nez
odbératelid. To je pro dopravni problém v praxi typictéjsi podoba, naptiklad automobilové
spolecnosti zfejm& budou mit méné zavodl na vyrobu nez prodejen automobilli nebo
obchodni fetézce budou mit omezené pocty skladi, odkud bude pokracovat distribuce do
jednotlivych supermarketi. Jako pomér dodavatelit k odbératelim jsem zvolil 1:5, tedy
n =5m. Vysledky jsou ukazany v Tabulce 3.



5 Matlab
rozmeéry MVB DSM MPL | Python

5x25 0,054 | 0,085 | 0,123 | 0,013
10x50 0,034 0,07 0,390 | 0,170
20x100 0,340 | 0,071 1,4 1,8
50x 250 0,121 | 0,145 91 32,9

100x500 | 0,531 | 0,741 351 322
200x1000 3,8 6,4 145,1 2985
400x2000 | 118,2 | 347,7 | 562,4 | 28120*
600x3000 | chyba | chyba | 1288,7 | 98765*

Tabulka 3: Cas feseni v sekundach pro obdélnikové tlohy

Stejné jako pro ¢tvercové tlohy i zde je nejrychlej$i metoda vnitinich bodi z Matlabu. Avsak
pro nékteré ulohy jiz nenajde feSeni opé€t kviili matici strukturnich koeficientd. To by nemélo
byt piekvapivé, nebot tato matice pro tlohu 1250x1250 ma zhruba 3,9 miliardy prvku
a pamét’ na to nestacila, pro tlohu 600x3000 to je 6,48 miliardy prvki, a tedy pamét’ nemutize
stacit ani zde.

Data z Tabulky 3 budou opét piehlednéji vidét v Grafu 2, kde je na svislé ose ¢as v sekundach
a na vodorovné ose pocet dodavateld (rozmér m). Body v grafu znazoriuji métfeni z Tabulky
a prerusované ¢ary jsou odhady mimo naSe méfeni. Odhady pro MVB a DSM pro ulohy
vétsich rozmérd nez 400x 2000 mohou byt dost neptesné kviili malému mnozstvi dat.
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Graf 2: Zavislost délky feseni na rozmérech obdélnikové ulohy

3.6 Zjisténi

Jako nejrychlejsi metoda feseni se ukazuje pouziti funkce linprog v Matlabu s feSenim
metodou vnitinich bodid. Ma vSak zasadni nedostatek — ukladani matice strukturnich
koeficientli, coz vede k omezeni rozméri feSitelnych uloh. Nejvétsi matice strukturnich
koeficientii, se kterou Matlab na testovacim pocita¢i dokdze pracovat, ma piiblizn¢ 3,57
miliardy prvki, coz odpovida ¢tvercové tilloze 1214 x1214 nebo obdélnikové 492 x 2460.



Co se tyCe dudln¢ simplexové metody v Matlabu, je pro vSechna méfeni pomalej$i nez
metoda vnitinich bodli a ma stejnou nevyhodu, jelikoz je také omezena maximalni velikosti
matice strukturnich koeficientl. Neni proto divod tuto metodu pii libovolnych rozmérech
ulohy preferovat.

Zajimavym zjiSténim o Matlabu je fakt, Ze €as na nacteni dat a tvorbu matice strukturnich
koeficient (v Tabulce 4 jako cas na pripravu) je nékolikanasobné krat$i nez ¢as na vlastni
feSeni funkci linprog a to pro obé pouzité metody.

. Cas na | Cas feSeni | Cas feSeni
rozmety piipravu| MVB DSM
100x100 0,03 0,1 0,1
200x 200 0,07 0,4 0,4
400x 400 0,41 2,5 2,7
600x 600 1,28 9,2 11,3
800x800 6,33 59,7 166,5

10001000 | 18,44 123,1 443,3

Tabulka 4: Cas na piipravu a feseni v Matlabu

Pro tulohy, ktery jiz Matlab nezvladne, je nejleps§i moznosti MPL. U c¢tvercovych
i obdélnikovych tloh to vypada, Ze jeho vypocetni ¢as roste linearné s rozméry tulohy, takze
muzeme doptfedu docela dobfe odhadnout ¢as, jaky bude na vypocet potieba. Oproti Matlabu
drtivou vétSinu Casu, ktery MPL potiebuje k ziskani feSeni, trvd nacitani dat z Excelu.
Samotné feSeni pak trva jen zlomek Casu, jak lze vidét v Tabulce 5, kde jsou jednotlivé Casy
uvedeny v sekundéch.

rozmery (j:a s na ?avs na
pfipravu | feSeni
100x100 6,97 0,03
200x 200 27,6 0,14
400x 400 1117 0,87
600x 600 262,7 2,40
800x800 | 454,3 5,43
1000x1000 | 689,3 8,70
12501250 | 1065,7 | 14,87
15001500 | 1352,7 | 22,55

Tabulka 5: Cas na p¥ipravu a feseni v MPL

Je moZné, Ze nacitani dat ze sofistikovanéjSich databazovych programi, jako napiiklad SQL,
by mohlo byt rychlejsi nez nacitdni z Excelu. Dalsi vyhodou oproti Matlabu je, ze kod
potiebny k feSeni je vyrazné kratsi a intuitivnéj$i. Neni také potfeba psat si nové funkce pro
nacteni dat a pro vyrobu matice strukturnich koeficientd.
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Reseni pomoci zde pouzitého kodu pro Python je pro vétsi ulohy fadové asové naroéndjsi,
ale na rozdil od Matlabu nepotiebuje tolik paméti a dokdze spolehlivé fesit i ulohy, na které
jiz Matlab nestaci. Navic je oproti ostatnim dvéma programtim zdarma.
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MOTIVACNE ASPEKTY K STUDIU NA VYSOKEJ SKOLE:
KOMPARACIA EKONOMICKY VS TECHNICKY STUDIJNY SMER

MOTIVATION ASPECTS TO STUDY AT THE UNIVERSITY:
COMPARISON ECONOMIC VS. TECHNICAL STUDY PROGRAM
Andrea Furkovd

Abstrakt

Prispevok skuma charakteristiky motivacie k Stadiu na vysokej Skole u Studentov dvoch
vysokych $kol ato Fakulty informatiky a informacnych technolégii Slovenskej technickej
univerzity v Bratislave a Fakulty hospodarskej informatiky Ekonomickej univerzity
V Bratislave. Hlavnym cielom bolo overit hlavni hypotézu rozdielnych motivacnych
aspektov Studentov s ekonomickym a technickym zameranim $tadia, resp. zistit,, ¢i je mozné
najst’ Statisticky vyznamné rozdiely medzi tymito dvomi skupinami $tudentov vo faktoroch
vonkajsej ako aj vnlitornej motivacie.

KPucové slova: vnutorna motivdcia, vonkajsia motivacia, motivdcia k Studiu
Abstract

The paper examines the characteristics of motivation to study at university among students of
two universities, namely the Faculty of Informatics and Information Technologies of the
Slovak University of Technology in Bratislava and the Faculty of Economic Informatics of
the University of Economics in Bratislava. The main goal was to verify the main hypothesis
of different motivational aspects of students with an economic and technical focus of study,
that is, to find out whether it is possible to find statistically significant differences between
these two groups of students in the factors of external as well as internal motivation.

Keywords: internal motivation, external motivation, motivation to study

1. UVOD

Konanie kazdého cloveka je motivované mnohymi faktormi, ktoré¢ dodavaju energiu
ludskému konaniu, zameriavaju ho urCitym smerom, radia jeho priebeh, ovplyviiuji
prezivanie cCloveka ajeho vztahy kostatnym l'udom. Dve zakladné kategérie tohto
Vv sucasnosti velmi frekventovaného psychologického pojmu st vnatornd a vonkajSia
motivacia (Druzka, 205; Laszlo, 2004; Ziakova a Balogova, 2012). Pojem vnitorna motivacia
mozeme chapat ako stav kedy jednotlivec nie€o robi alebo sa uci pre vlastnu potrebu,
Z vlastného zaujmu, pre vlastné poteSenie, atd. Zdrojom vnuatornej motivacie su hlavne
poznavacie potreby, osobné hodnoty, tuzby alebo stanovené ciele. Medzi motivy vonkajsej
motivacie zarad'ujeme napriklad financné ohodnotenie, iné materidlne vyhody, pozitivou
socidlnu klimu v praci alebo Skole, atd’.

Ciel'om tohto prispevku bolo preskumat’ charakteristiky motivécie k $tadiu na vysokej
Skole u $Studentov dvoch vysokych §kol a to Fakulty informatiky a informaénych technologii
(FIIT) Slovenskej technickej univerzity (STU) v Bratislave a Fakulty hospodarskej

! Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej tilohy VEGA 1/0193/20 a VEGA 1/0211/21.



informatiky (FHI) Ekonomickej univerzity v Bratislave. Hlavnym ciel'om bolo overit’ hlavna
hypotézu rozdielnych motivacnych aspektov Studentov ekonomickych a technickych vied,
resp. zistit', ¢i je mozné najst Statisticky vyznamné rozdiely medzi tymito dvoma skupinami
Studentov vo faktoroch vonkajSej ako aj vnutornej motivacie. Vychadzali sme z predpokladu,
ze hlavnymi faktormi vonkajSej motivacie Studenta pre Studium na vysokej Skole su rodicia,
priatelia, potreba ziskania dobre platenej prace po ukonceni Studia, potreba dobrého
spolocenského postavenia po absolvovani Studia a perspektiva lepsej buducnosti. Ako faktory
vnutornej motivacie sme zvolili zal'ubu v predmete Studia, tazbu Studovat’ dany odbor, tizbu
zlepSit' si poznatky v danej oblasti, ziskanie novych skusenosti, priatelov a tuzbu
osamostatnit sa. Cielom bolo taktiez kvantifikovat vyznamnost rozdielov medzi
odpoved’ami dvoch skupin $tudentov prostrednictvom analyzy rozptylu (ANOVA). Ako
zékladny zdroj informacii pre dany vyskum sme zvolili dotaznikovi formu ziskania
informaécii.

Zaujimavy prieskum o volbe vysokej $koly zrealizovala pre STU v Bratislave
agentiira GfK (Growth from Knowledge, 2017). Na rozdiel od nasej analyzy, prieskum bol
cieleny uz na stredoSkolskych Studentov planujicich vysokoskolské studium. Z vysledkov
vyplynulo, Ze pri vybere vysokej Skoly zohravaji najvyznamnejsiu rolu kritéria: potencialne
uplatnenie, osobna skusenost’ alebo referencie pri vybere konkrétnej univerzity, prepojenie
studia s praxou, potencidlne uplatnenie sa s primeranym prijmom. Silny vplyv na vnimanie a
vyber vysokej $koly ma aj osobna sktisenost’ ako su navsteva Skoly, referencie alebo navsteva
akcie ,,dia otvorenych dveri®.

Struktura tohto prispevku je nasledujiica: empirickii ¢ast prispevku  spolu so
ziskanymi vysledkami obsahuje druha kapitola a prispevok je ukonéeny zaverom a zoznamom
literatary.

2. MOTIVA(VJN,E ASPEKTY K STUDIU NA VYSOKEJ SKOLE —
EMPIRICKE VYSLEDKY

Vyskumnua vzorku vyskumu tvorilo celkovo 113 $tudentov denného $tadia — respondentov.
Z toho 64 respondentov tvorili Studenti Fakulty informatiky a informacnych technologii
(FIIT) Slovenskej technickej univerzity v Bratislave, obory bakalarskeho $tadia Informatika a
Pocitatové a komunika¢né systémy a siete. 49 respondentov tvorili Studenti z Fakulty
hospodarskej informatiky (FHI) Ekonomickej univerzity v Bratislave, odbory bakalarskeho
Stidia ManazZérske rozhodovanie a informacné technoldgie a Hospodarska informatika.
Studenti boli osloveni formou dotaznika® a vietci §tudenti boli §tudentami treticho ro¢nika
daného bakalarskeho Studia. Pre vyskum boli zamerne zvolené tieto dve skupiny Studentov,
tj. Studenti s ekonomickym zameranim (FHI) a Studenti s technickym zameranim (FIIT) aby
bolo mozné overit hlavni hypotézu rozdielnych motivacnych aspektov Studentov tzv.
humanitnych a technickych vied. Ako potencidlne motivacné faktory pre Stidium na vysoke;j
Skole sme zvoli faktory vnutornej ako aj vonkajSej motivacie. Vychadzali sme z predpokladu,
ze hlavnymi faktormi vonkajSej motivacie su rodicia, priatelia, potreba ziskania dobre platenej
prace po ukonceni $tadia, potreba dobrého spoloCenského postavenia po absolvovani Studia,
perspektiva lepSej budlcnosti. Ako faktory vnutornej motivacie sme zvolili zalubu
v predmete Stadia, tuzbu Studovat’ dany odbor, tuzbu zlepsit’ si poznatky v danej oblasti,
ziskanie novych skusenosti, priatelov a tiZbu osamostatnit’ sa. Okrem tychto zikladnych
faktorov vnutornej a vonkajSej motivacie k stidiu na vysokej Skole dotaznik obsahoval aj
otazky tykajuce sa hlavne dovodov pre vyber konkrétnej univerzity/fakulty ako aj otdzky
suvisiace so spokojnostou, resp. nespokojnostou Studenta so Studium a vyberom Skoly.

2 Prieskum bol vykonany v roku 2016 (Furkova, 2016).



Z priestorovych dovodov neuvadzame Uplné znenie dotaznika (t.j. znenie otazky a mozné
odpovede) a venujeme pozornost’ vybranym ziskanym vysledkom?®.

Za najvyznamnejSie faktory vonkajSej motivacie boli u oboch skupin identifikované
rovnaké faktory ato perspektiva lepsej budicnosti a ziskanie dobre platenej prace. Avsak
vyznamné rozdiely nachddzame vo hlavnych faktoroch vnitornej motivéacie. U Studentov FHI
sa pri otazke ,,Aky bol Vas hlavny dovod pre Stadium na vysokej Skole?* faktory vnutornej
motivacie takmer voObec nevyskytovali, tychto Studentov motivuju prevazne potencialne
finan¢né a materidlne vyhody po ukonceni Skoly. Na druhej strane, Studenti FIIT okrem
potencidlnych finan¢nych a materidlnych vyhod st vyrazne motivovani aj svojimi zal'ubami
a teda predmet Studia ako dlhodoba zal'uba Studentov (faktor vnitornej motivacie) ma pre tito
skupinu rovnako vyznamné postavenie ako najvyznamnejsie faktory vonkajSej motivacie.

Dalej nas zaujimalo ako vyznamné boli jednotlivé faktory k $tudiu vonkajsej
a vnutornej motivacie. Studenti vyjadrili vplyv jednotlivych faktorov na $kéle od 1 po 5 (1 -
ziadny vplyv, 5 - velmi vyznamny vplyv) avysledky prezentujeme prostrednictvom
histogramov (graf 1 az graf 10). Navyse s cielom kvantifikovat’ vyznamnost’ rozdielov medzi
odpoved’ami dvoch skupin Studentov sme sa rozhodli vyuzit’ metédy kvantitativnej Statistiky
— analyzu rozptylu — ANOVA. V nasledujicej casti sa blizSie pozrieme na vysledky
vzt'ahujice sa na jednotlivé motivaéné faktory. Vzhl'adom na limitujici rozsah prispevku,
graficka prezentaciu vysledkov (histogramy) a vysledky analyzy rozptylu uvedieme iba pre
motivacné faktory, pre ktoré boli zistené Statisticky vyznamné rozdiely medzi skupinami
Studentov.

Najskor sa zameriame na vysledky faktorov vonkajSej motivacie. Z vysledkov pre
motivaény faktor ,,bol som motivovany rodicmi (okolim, strednou skolou, atd’)* dedukujeme,
ze rodi¢ia ako motivacny faktor bol rovnako vyznamny pre obe skupiny Studentov. Tento
zaver potvrdzuju aj vysledky analyzy rozptylu pre tento faktor. Medzi Studentami FHI a FIIT
nie su Statisticky signifikantné rozdiely v odpovediach na dant otdzku. Obdobné vysledky
ako v predchadzajucom pripade sme ziskali pre faktor ,studium odporucali priatelia
(Studenti, resp. absolventi daného Studia)*. Vysledky analyzy pre dany faktor potvrdzuja, Ze
obe skupiny Studentov povazujui tento motivaény faktor za rovnako vyznamny, t. j.
nenachadzame Statisticky signifikantné rozdiely medzi odpovedami tychto dvoch skupin
Studentov. Vyssie sme uz uviedli, Ze ,,ziskanie dobre platenej prdce po ukonceni Studia‘ bolo
hlavnym motivaénym faktorom pre obe skupiny Studentov a zistili sme, ze tento aspekt je
rovnako dolezity motivacny faktor pre Stidium na vysokej Skole pre Studentov ekonomického
ako aj technického zamerania. Dalsim skimanym faktorom vonkaj$ej motivacie bolo
wZiskanie dobrého spolocenského postavenia po absolvovani studia®. Ako vysledky naznacuju
(pozri graf 1), vramci tohto skimaného faktora zistujeme, ze rozdiely medzi skupinami
Studentov su Statisticky vyznamné na 10 % nej hladine vyznamnosti. Poslednym skiimanym
faktorom vonkajSej motivacie bol faktor ,perspektiva lepsej buducnosti“. U Studentov FIIT
ako aj Studentov FHI sa tento faktor medzi odpoved’ami na otazku ,,Aky bol Vas hlavny
dovod pre studium na vysokej Skole?* vyskytoval najcastejSie. Vysledky pre tento faktor
potvrdzuji skuto¢nost’, Zze medzi odpoved’ami dvoch skupin Studentov nie je Statisticky
vyznamny rozdiel.

¥ Uplné znenie dotaznika ako aj vietky vysledky st k dispozicii na poziadanie autora.



Graf 1 Histogram a ANOVA ,ziskanie dobrého spolo¢enského postavenia po absolvovani

Studia“
a) FHI b) FIIT
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o ' Analyz
arozptylu (ANOVA)
Zdroj variability SS df MS F P-value F crit
Medzi skupinami 5,61823 1 5,61823 3,514136 0,063476  3,926607
V ramci skupin 177,4614 111  1,598751
Spolu 183,0796 112

Ako faktory vnltornej motivacie sme skiimali: ,,predmet Studia bol moja zaluba“,
,wvzdy som tuzil Studovat dany odbor*, ,studiom som si chcel zlepsit' poznatky v danej
oblasti®, ,,ziskanie novych skisenosti, priatelov a ,tuzba osamostatnit sa“. Na zaklade
vysledkov (pozri grafy 2 az 6) mozeme konStatovat’, ze pre vSetky tieto motivacné faktory
nachadzame Statisticky vyznamné rozdiely medzi Studentami FHI ako zéastupcami
ekonomického zamerania a Studentami FIIT ako zastupcami technického smeru. Vel'mi
vyznamné rozdiely st pre ,.predmet studia bol moja zaluba*, ,vidy som tuzil studovat’ dany
odbor* a ,,studiom som si chcel zlepsit poznatky v danej oblasti. Tu je zjavné, ze Studenti
FIIT st vyznamne motivovany aj tymito faktormi, o predmete $tidia, t. j. o informatike
a informacnych technolégiach maji uz pred nastupom do Skoly istd predstavu, je to ich
zaluba, chcd sa v danej oblasti zdokonalovat a venovat sa tomuto $tadiu. Studenti FHI
naopak faktorom ,predmet studia bol moja zaluba®, a ,,vzdy som tuzil studovat dany odbor*,
pripisuji nizku vyznamnost’ a skor su motivovany ako sme uZ uviedli faktormi finan¢ného
a materialneho charakteru.

Graf 2 Histogram a ANOVA , predmet $tidia bol moja zaluba*
a) FHI b) FIIT
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Analyza rozptylu (ANOVA)

Zdroj variability SS df MS F P-value F crit




Medzi skupinami 60,51946 1 6051946 53,47514 433E-11 3,926607
V ramci skupin 125,6221 111 1,131731
Spolu 186,1416 112

Graf 3 Histogram a ANOVA ,,vzdy som tuzil Studovat’ dany odbor*
a) FHI b) FIT
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Analy
zarozptylu (ANOVA)
Zdroj variability SS df MS F P-value F crit
Medzi skupinami 21,03153 1 21,03153 16,38964 9,57E-05  3,926607
V ramci skupin 142,4375 111 1,283221
Spolu 163,469 112

Graf 4 Histogram a ANOVA ,stadiom som si chcel zlepsit’ poznatky v danej oblasti‘
a) FHI b) FIT
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Analyza rozptylu (ANOVA)

Zdroj variability SS df MS F P-value F crit
Medzi skupinami 14,14665 1 1414665 12,92794 0,000484  3,926607
V ramci skupin 121,464 111 1,09427

Spolu 135,6106 112

Graf 5 Histogram a ANOVA , ziskanie novych skiisenosti, priatel’ov*
a) FHI b) FIIT
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Analyza rozptylu (ANOVA)

Zdroj variability SS df MS F P-value F crit
Medzi skupinami 4,381084 1 4381084 3,003012 0,085887  3,926607
V ramci skupin 161,9375 111 1,458896

Spolu 166,3186 112

Graf 6 Histogram a ANOVA ,,tiizba osamostatnit’ sa*
a) FHI b) FIIT

0 0
1 2 3 4 5 5 1

Analyza rozptylu (ANOVA)
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Zdroj variability SS df MS F P-value F crit
Medzi skupinami 11,2877 1 11,2877  6,152917 0,01462  3,926607
V ramci skupin 203,6327 111  1,834528

Spolu 214,9204 112

Dalsia skupina dotaznikovych otdzok bola zamerana na motivaéné aspekty v stvislosti
s vyberom univerzity/fakulty. Medzi potencialne dévody sme zaradili nasledujuce faktory:
prestiz univerzity/fakulty, lokalita univerzity/fakulty, poniukané programy, vyucujuci ucitelia,
zvladnutelnost danej Skoly. Az 49 % Studentov FHI uviedlo ako hlavny dévod pre vyber
univerzity ponukané programy (pozri graf 7a) astudentov FIIT najviac oslovuje prestiz
univerzity/fakulty (pozri graf 7b), takto sa vyjadrilo az 59,4 % respondentov. Na zaklade
grafu 7 mozeme skonstatovat, ze motivacéné faktory suvisiace z vyberom $koly sa medzi
sledovanymi skupinami §tudentov odlisuju.

Posledna skupina dotaznikovych otdzok suvisela so spokojnostou S$tudentov so
studiom. Na otazku ,,Na zaklade Vasich skusenosti vybrali by ste si inu Skolu pre Studium
Vasho odboru?* odpovedalo ,,ano* 26,5 % Studentov FHI a 34,4 % Studentov FIIT. Cize za
spokojnejich $tudentov v suvislosti s vyberom $koly moézeme povazovat’ studentov FHI. Co
sa tyka spokojnosti Studentov s vyberom Studijného odboru, mézeme na zéklade odpovedi na
otazku ,,Na zaklade Vasich sktisenosti vybrali by ste si uplne iny odbor pre Vase studium?*
konstatovat’ vacsiu spokojnost’ u Studentov FIIT kde az 85,9 % sa vyjadrilo, Ze by si nevybrali
uplne iny odbor pre stadium. U studentov FHI to bolo vyrazne menej a to 46,9 %.



Graf 7 Vysledky prieskumu na otazku ,,Aky bol Vas hlavny dovod pre vyber

univerzity/fakulty?*

a) FHI

Dana univerzita/fakulta sa mi
zdala 'ahko zvladnutel'na

Lokalita univerzity/fakulty

AY

= Ponukané programy

. . Iné
Prestiz univerzity/fakulty

b) FIT

Dana univerzita/fakulta sa mi

Ine zdala Tahko zvladnutelna

Ponukané programy

Lokalita univerzity/fakulty Prestiz univerzity/fakulty

3. ZAVER

Analyza bola zamerand na aspekty vnutornej a vonkajsSej motivacia k §tidiu na vysokej Skole.
Ako zékladny zdroj informacii sme zvolili dotaznikovu formu ziskania informacii, do ktorého
boli zahrnutych 113 S$tudentov dvoch fakalt ato FHT Slovenskej technickej univerzity
v Bratislave FHI Ekonomickej univerzity v Bratislave. Hlavnym ciel'om bolo overit hypotézu
o rozdielnych motivaénych aspektov Studentov tzv. humanitnych a technickych vied, resp.



zistit, ¢i je mozné najst Statisticky vyznamné rozdiely medzi tymito dvoma vysokymi
Skolami vo faktoroch vonkajSej ako aj vnutornej motivacie. Zistili sme, ze  ako
najvyznamnejSie faktory vonkajSej motivacie boli u oboch skupin identifikované rovnaké
faktory a to perspektiva lepSej buducnosti a ziskanie dobre platenej prace. AvSak vyznamné
rozdiely sme identifikovali v hlavnych faktoroch vnutornej motivacie. U Studentov FHI sa pri
otazke ,,Aky bol Vas§ hlavny dovod pre Studium na vysokej Skole?* faktory vnutornej
motivacie takmer voObec nevyskytovali, tychto Studentov motivuju prevazne potencialne
finan¢né a materidlne vyhody po ukonceni Skoly. Na druhej strane, Studenti FIIT okrem
potencidlnych finan¢nych a materidlnych vyhod st vyrazne motivovani aj svojimi zal'ubami
a teda predmet Studia ako dlhodoba zal'uba Studentov (faktor vnitornej motivacie) ma pre tito
skupinu rovnako vyznamné postavenie ako najvyznamnejSie faktory vonkajSej motivacie.
V ramci empirickej Casti sme preskimali aj motivaéné aspekty v stvislosti s vyberom
univerzity/fakulty a vyhodnotili sme spokojnost’ Studentov so Sttdiom.

Pouzita literatira

1. DZUKA, J. 2005. Motivacia a emécie ¢loveka. Prefovska univerzita, 167 s.

2. FURKOVA, A. 2016. Motivatné aspekty k 3tadiu na vysokej $kole. Pedagogické

vzdelavanie ucitelov EU v Bratislave.

3. GFK. GROWTH FROM KNOWLEDGE 2017. Motinacia Studentov pre Stidium na
STU. Sprava z kvalitativneho prieskumu. Dostupné:
https://www.stuba.sk/buxus/docs//stu/informacie_o/stu/organy_akademicke samospr
avne/zasadnutia_vedenie/11_Analyza PR_na STU priloha_1 2019-06-05.pdf
[20/10/2022].

LASZLO, K. 2004. Motivécia v eduka¢nom prostredi. Banska Bystrica: UMB. 90 s.
ZIAKOVA, E. a BALOGOVA, B. 2012. Vonkaj$ia a vnlitornd motivacia k tadiu
socialnej prace. In Vyzvy atrendy vo vzdelavani v socidlnej praci. Zbornik
prispevkov z medzinarodnej vedeckej konferencie, s. 158 — 167.

o~

Kontaktné udaje

doc. Ing. Andrea Furkova, PhD.

Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky
Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava

Tel: (421 2) 67 295 832

Email: andrea.furkova@euba.sk



https://www.stuba.sk/buxus/docs/stu/informacie_o/stu/organy_akademicke_samospravne/zasadnutia_vedenie/11_Analyza_PR_na_STU_priloha_1_2019-06-05.pdf
https://www.stuba.sk/buxus/docs/stu/informacie_o/stu/organy_akademicke_samospravne/zasadnutia_vedenie/11_Analyza_PR_na_STU_priloha_1_2019-06-05.pdf
mailto:andrea.furkova@euba.sk

MINIMALIZACII RIZIKA MESKANIA SPOJOV POMOCOU FUZZY
CISIEL

MINIMIZING THE RISK OF CONNECTION DELAYS USING FUZZY
NUMBERS

Dalibor Gonda, Tomad$§ Majer

Abstrakt

Problémom planovania vo verejnej autobusovej doprave je zoradit' dany subor spojov na
minimalny poéet turnusov, ktoré spiiiaju viaceré dodatoéné obmedzenia. Optimalizacia po&tu
turnusov bola prevedend vo viacerych optimalizacnych cykloch. Najskor bol minimalizovany
pocet autobusov, nasledne pocet prazdnych prejazdov a v zaverecnej faze je potrebné
minimalizovat’ riziko meskania spojov. Planovanie prichodu spoja v Case zvySujucej sa
hustoty dopravy je ovplyvnené mnohymi faktormi, ktoré mozZno zaradit do kategorie
nahodnych udalosti. Nahodné javy so sebou prinasaju urcity stupen neistoty, ktory je mozné
kvantifikovat’ pomocou fuzzy ¢isel.

KUPucové slova: fuzzy cislo, rozvrhovanie vozidiel, optimalizacia

Abstract

The planning problem in public bus transport is to sort a given set of connections into the
minimum number of shifts that satisfy several additional constraints. The optimization of the
number of shifts was carried out in several optimization cycles. First, the number of buses
was minimized, then the number of empty trips, and in the final phase it is necessary to
minimize the risk of delays in connections. Planning the arrival of a connection at a time of
increasing traffic density is influenced by many factors that can be classified as random
events. Random phenomena bring with them a certain degree of uncertainty, which can be
quantified using fuzzy numbers.

Keywords: fuzzy number, vehicle scheduling, optimization

1 UVOD

V poslednych rokoch sledujeme stile narastajuci pocet aut na cestach, predovsetkym
Vv blizkosti vac¢Sich miest. Narast individudlnej mobility obyvatel'stva na Slovensku potvrdili
Pucher a Buehler (2005). Dovodom tohto negativneho javu je okrem in¢ho aj rozSirovanie
vystavby obytnych domov do uzsieho ¢i SirSieho okolia miest. Jednou z moznosti ako znizit
preplnenost’ ciest je zvySenie atraktivity hromadnej dopravy prostrednictvom postupného
zavadzania integrovanej dopravy (Mervart a Novak, 2020). Pod integrovanou dopravou sa
rozumie harmonizacia prevadzky mestskej hromadnej dopravy, primestskej dopravy,
regionalnej dopravy. K tomu je potrebnd optimalizacia a koordinacia verejnej hromadne;j
dopravy pomocou zjednotenych cestovnych poriadkov a jednotnej prestupne;j tarify. Jednym
z efektov vyuzivania integrovanej dopravy je aj zniZenie spotreby energie a tvorby emisii
(Pettersson & Frisk, 2016). Integrovand doprava je pomerne rozSirend predovSetkym
Vv krajinach zapadnej Casti Eurdpskej unie, kde medzi rokmi 1995 a 2013 klesla energeticka
naroc¢nost’ dopravy o 7,4%, kym v rovnakom obdobi vo vychodnej Casti Eurdpskej tnie stipla
0 21,4% (Andrés & Padilla, 2018). Ako sme uz uviedli, dolezitym prvkom zavadzania



integrovane] dopravy je planovanie jednotlivych spojov a optimalizacia turnusov pre
jednotlivé vozidla. V ramci integracie dopravy je potrebné minimalizovat’ meskanie spojov,
predovSetkym v bodoch prepojenia roznych typov hromadnej prepravy obyvatelov.
Stanovenie dopravného planu zavisi od réznych kvantitativnych a kvalitativnych kritérii
ovplyviiujicich proces prepravy, ktoré sa v mnohych pripadoch nedaji presne urcit. Je to
spdsobené nerovnomernost'ou tokov cestujucich, ktora ovplyviiuje vyber dopravnych sluzieb.
Multikriteridlna analyza je uCinnym nastrojom rozhodovania pri vybere vhodnej alternativy
v zavislosti od réznych kvantitativnych a kvalitativnych kritérii (Stoilova & Munier, 2021).
Jednou z moznosti ako zvladnut’ neistotu pocas rozhodovacieho procesu je aplikacia fuzzy
isel. Podla (Duri§ et al, 2021) fuzzy &isla umoziuju zniZenie poétu premennych
sposobujucich neistotu prichodu spoja pri zachovani maxima informacii, ktoré vstupné udaje
nesu. Preto sa Fuzzy tedria stala vel'mi populdrnou a Siroko pouzivanou, predovsetkym kvoli
jej schopnosti relativne jednoducho pracovat’ s nepresnymi informaciami (Kolacek &
Matulova, 2018).

2 MATEMATICKY MODEL

Spojom nazveme usporiadanu $tvoricu (cody, cpry, mod,, mpry), kde cod,, je ¢as odchodu
z prvej zastavky mod;, (miesto odchodu) a cpry, je Cas prichodu do poslednej zastavky mpry,
(miesto prichodu) spoja k.

Jednotlivé elementy matice M = {m(u,v)} predstavuju Cas potrebny na prazdny prejazd
autobusu zo zastavky u do zastavky v.

Spoj j mdze byt obsluhovany tym istym autobusom po spoji i, ak plati:
cod; = cpr; + m(mpr;, mod,) (1)
Teda spoj j mdze byt obsluhovany autobusom, ktory ukoncil obsluhu spoja i na zastavke

mpr;, ak sa stihne presunut’ na zastivku mod; dostato¢ne rychlo nato, aby stihol zaciatok
obsluhy spoja j. Budeme tomu hovorit,, Ze spoj j moze nasledovat’ za spojom i a znacit' i < j.
Turnusom vozidla nazveme takll postupnost’ spojov iy, iy, ..., I, ktoré moézu byt obsluzené
jednym autobusom. Pre postupnost’ spojov iy, i, ..., i, musi platit’

i1<i2<“‘<ik
Turnus predstavuje jednodnovy rozvrh prace pre jeden autobus.

Rel4ciu naslednosti spojov < méZeme reprezentovat’ pomocou digrafu G = (S, E), kde S je
mnozina spojov a E je mnozina moznych spojeni spojov do turnusu

E={@)lies,jeS i<j}

Nech § = {1,2,3,...,n} je mnoZina spojov. Potom bindrna premenné x;; bude vyjadrovat, ¢i
bude (x;; = 1) alebo nebude (x;; = 0) spoj j obsluhovany bezprostredne za spojom i jednym
autobusom v jednom turnuse.

2.1 Minimalizacia po¢tu potrebnych autobusov

Cielom optimalizacie je rozdelit mnozinu spojov S do ¢o najmensicho poc¢tu turnusov tak,
aby kazdy spoj patril prave do jedné¢ho z nich. Tym dosiahneme najmensi pocet autobusov.
Mnozina spojov obsahuje n spojov. Ak by ziaden spoj nemohol nasledovat’ po niektorom
inom, tak by sme potrebovali n autobusov, pretoze kazdy turnus by mohol obsahovat’ iba
jeden spoj. Tento pripad by nastal v pripade, ak by vSetky hodnoty premennej x;; boli rovne



nule. Je zrejmé, Ze poCet potrebnych autobusov bude klesat’ s po¢tom pripadov, ked’ x;; = 1,
priCom s kazdou hodnotou x;; = 1 uSetrime jeden autobus. Na zéklade uvedeného pocet
autobusov p mozno vyjadrit’ vztahom

D =N — X j)eE Xij 2)

Potom matematicky model na rieSenie problému s minimalnym poctom turnusov by teda mal
tvar:

za podmienok YieeXij < lprej=1.n 4)
YiajpeXij < lprei=1.n (5)
x;j € {0,1} pre vietky i,j = 1..n (6)

Matematicky model (3) az (6) predstavuje model prirad’ovacieho problému, ktory bude davat
celociselné riesenie aj bez podmienky (6), ktora moze byt nahradena podmienkou:

x;j = O0prevsetky i,j =1..n (7)
Uloha navrhnat' turnusovy plan s minimalnym poétom autobusov bez d’alsich poziadaviek je
teda rieSite'na v polynomidlnom case.
2.2 Minimalizacia po¢tu potrebnych autobusov

VyrieSenim modelu (3) az (6) sme zistili potrebny pocet autobusov, oznaéme ho symbolom T.
Ak zachovanie tohto poctu vynutime pridanim $trukturdlnej podmienky, mézeme ucelovu
funkciu zmenit’ a minimalizovat’ sucet prazdnych prejazdov. Model by mal potom tvar:

Minimalizuj Y. . ek Xij m(mpr;, mod;) (8)
za podmienok YigpeeXij < 1lprej=1..n 9)
YjijpeXij < lprei=1.n (10)

YijijeeXij = IS =T (11)

x;j € {0,1} pre vSetky i,j = 1..n (12)

2.3 Koncept fuzzy mnoZiny

Fuzzy mnozinu mozZno interpretovat’ ako mnoZinu, ktord prvkom prirad’uje neurcitost’ v
podobe tzv. miery prislusnosti (Duriadova et al., 2011). Fuzzy mnoZina A je mnoZina prvkov
x €U (U je tzv. univerzum), kde kazdému z nich je priradeny stupenn prislusnosti p,(x),
ktorej hodnoty sa pohybuju v intervale (0;1). Fuzzy mnoZiny sa mozu stotoznovat
s funkciou

pa(x):U - (0; 1),
ktor nazyvame funkcia prislusnosti fuzzy mnoziny A.

Definicia: Nech je danda mnoZina U, ktorGi nazyvame univerzum. Potom fuzzy mnoZinou
A € U rozumieme takdl mnoZinu, ktord je definovana zobrazenim

ta:U — (0; 1).
Pre kazdé x € U nazveme hodnotu u,(x) stupen prislusnosti prvku x k fuzzy mnozine A.



Napriek moznosti stotoznit' fuzzy mnozinu A s funkciou prislusnosti u, budeme rozliSovat’
medzi fuzzy mnozinou A a jej funkciou prislusnosti. Fuzzy mnozinu budeme vnimat’ ako
usporiadant dvojicu, ktort formalne zapiSeme v tvare

A= {(x,ua(x)); x € U}

Tvar a parametre funkcie prislusnosti mézu byt v jednotlivych pripadoch stanovené na
zéklade praktickych skusenosti alebo znamych vlastnosti analyzovaného javu.

Zadefinujeme eSte d’alSie dolezité pojmy, ktoré st potrebné pre vymedzenie pojmu fuzzy
¢islo.
Definicia: Nech A je fuzzy mnozina prvkov x € U. Potom

e ostri mnozinu Supp A = {x € U; u,(x) > 0} nazyvame nosi¢om fuzzy mnoziny;

e ostru mnozinu Ker A = {x € U; u4(x) = 1} nazyvame jadrom fuzzy mnoziny,

e ostru mnozinu A, = {x € U; u,(x) > a} nazyvame a-rezom fuzzy mnoziny.

3 OPERACIE S FUZZY CIiSLAMI

Definicia: Fuzzy mnozinu A definovani na mnozine realnych ¢isel R nazyvame fuzzy cislo,
ak spliia nasledujuce vlastnosti:
(i) Ajenormalna,tj. existuje x € R také, Ze py(x) =1
(i) a-rezy A, supre vietky a € (0, 1) uzatvorené intervaly;
(iii)  nosi¢ Supp A je ohranic¢end podmnozina mnoziny R.

Definicia: Fuzzy Cislo A sa nazyva LR fuzzy Cislo, ak jeho funkcia prislusnosti je dana
predpisom

1 x €{a,b)
—x) x €{a—a,b)

—
Q
S

R(x_b> x €{(a,b + B)
0 inde

=

(
L
pa(x) =
I
\

kdea,b € R,a, 8 > 0.

Funkcie L a R sa nazyvaju tvarové funkcie a Cisla a, 8 su l'ava, resp. prava neurcitost. LR
fuzzy cisla budeme oznacovat A = (a,b,a,f)r. Vyznaénym typom LR fuzzy cisel su
linearne fuzzy Cisla, ktoré dostaneme pre linedrne tvarové funkcie L(x) = R(x) =1 — x.
Lineéarne fuzzy ¢isla st bud’ trojuholnikové (a = b), alebo lichobeznikové (a # b).

HA(’:} A

A=(a, b, a,f)

A= a =] b+f




Obrazok 1 Lichobeznikové fuzzy ¢islo A = (a, b, a, )

Veta 1: Standardnym suétom LR fuzy &isel
Ay = (ay, by, a1, B)ir a Az = (az, by, a2, B2)1r
je LR ¢islo
A; @ A; = (ay +az, by + by, a0 + az, Br + B2)ir
Poznamka: Standardnym stétom dvoch linearnych fuzzy &isel je linearne fuzzy &islo.

LCava (pravd) neurcitost’ suctu dvoch linedrnych fuzzy cisel je suctom Tlavych (pravych)
neurcitosti s¢itovanych fuzzy cisel, a teda pri postupnom sc¢itovani viacerych ¢isel dochadza
k zvagSovaniu neurcitosti — vysledok je dost’ ,,rozmazany“. Tomuto javu pri s€itovani sa da
predist’ pomocou t-noriem. Da sa dokazat’, ze pre kazda t-normu T, pre ktort plati T < T,
(Lukasiewiczova t-norma) apre kazdG spojiti archimedovsk(i t-normu s konkavnym
aditivnym generatorom plati

A; ©r Ay = (a1 + ay, by + by, max(ay a,), max(By, B2)-
Podrobnejsie o t-normach v Klement et al (2000).
3.1 Usporiadanie fuzzy cisiel
Pre usporiadanie fuzzy c¢isel existuje viacero metod, z ktorych uvedieme:

e usporiadanie podla a-rezov,
e usporiadanie podla ¢iselnych charakteristik.

Usporiadanie fuzzy ¢isel pomocou a-rezov vychadza z relacie usporiadania definovanej na
mnozine uzatvorenych intervalov (a-rezy st uzatvorené intervaly).

Definicia: Hovorime, Ze fuzzy ¢islo A je mensie alebo rovné podl'a a-rezov ako fuzzy cislo
B, oznacujeme A <, B, ak plati

Va € (0,1): A, < B,.

Ak naviac plati A <, B a A # B, potom fuzzy ¢islo A je mensie ako fuzzy ¢islo B podla a-
rezov.

Usporiadanie fuzzy ¢isel podla ¢iselnej charakteristiky spociva v tom, fuzzy ¢isla nahradime
redlnymi ¢islami, ktoré ich z urCitého hl'adiska najlepsie vystihuju.

Definicia: Nech A = (a, b, a, B) je linearne fuzzy ¢islo. Pre median m, fuzzy ¢isla A plati

2a+2b—a+p
my = 4 .

Definicia: Hovorime, Ze fuzzy ¢islo A je mensie alebo rovné fuzzy ¢islu B vzhl'adom k ich
medidnom, oznacujeme A <,, B, ak platim, < mp.

Definicia: Nech A = (a, b, a, B) je linearne fuzzy &islo. Pre tazisko t, fuzzy Cisla A plati



. _ 3b*—3a* + % —a® + 3bf — 3aa
AT 32b—2a+a+p)

Definicia: Hovorime, Ze fuzzy ¢islo A je menSie alebo rovné fuzzy ¢islu B vzhl'adom k ich
taziskam, oznacujeme A <; B, ak platit, < tg.

4 PRICHOD A ODCHOD SPOJA VYJADRENY POMOCOU FUZZY

CISIEL
Cielom d’alSieho kola optimalizacie je rovnomerne rozlozit’ riziko meskania medzi jednotlivé
turnusy. Prichod spoja je zatazeny védcSou ¢i menSou mierou neistoty. Tuto neistotu
vyjadrime tak, Ze ¢as prichodu spoja vyjadrime pomocou obdiZnikového fuzzy &isla

C= (C1; 2, ﬁ)

kde c; bude predstavovat’ najskorsi ocakavany prichod spoja, pre ktory plati u-(t) =1 a c,
bude predstavovat’ najneskorsi ocakavany prichod spoja, pre ktory plati p.(t) = 1. Hodnota
¢, — a je najskor§$i mozny prichod spoja a hodnota c, + f je najneskor$i mozny prichod
spoja. Na obrazku 2 su znazornené zékladné moznosti, ktoré moézu nastat’ vzhladom na
tarifny prichod predchadzajiceho spoja (tp) a tarifny odchod nasledujiiceho spoja.

tp to

Obrazok 2 Prichod a odchod spoja

Z obrazku 2 vyplyva, Ze v pripadoch b) aZ e) je potrebné pomocou fuzzy cisla vyjadrit’ aj
odchod nasledujticeho spoja. Moznosti a) a b) povazujeme za pripady s malou mierou rizika
oneskoreného odchodu nasledujuceho spoja. Ostatné moznosti povazujeme za pripady
s velkou mierou rizika meskania odchodu nasledujuceho spoja. Uvedenym spdsobom budu
ohodnotené¢ vsetky spoje v danom turnuse. Tym budu rozdelené turnusy na dve skupiny.
turnusy s malou mierou rizika meSkania; turnusy s vel’kou mierou rizika meskania. Nasledne
bude realizované kriZenie turnusov tak, aby novo navrhnuté turnusy mali ¢o najmensiu mieru
rizika meSkania spojov.



5 ZAVER

Cielom je vytvorit’ turnusy tak, aby sme minimalizovali celkovy pocet zmeskanych spojov
(pri zadanej fuzzy hladine). Samozrejme bez navySenia potrebného poctu autobusov a
vodiov a len s miernym navySenim vel'kosti prazdnych prejazdov.

Ak za spojom, pri ktorom je velké riziko meskania, nie je mozné urobit’ dlhsiu pauzu a
meskanie sa prenesie aj na v poradi druhy spoj, je vhodné zabezpecit’ dlhSiu pauzu aspon za
druhym spojom tak, aby sa znizilo riziko prenesenia meskania aj na treti spoj. Prave toto sa
budeme snazit’” dosiahnut’ krizenim turnusov. Takymto prekrizenim moze vzniknut alebo
narast’ vel'kost’ prazdneho prejazdu medzi spojmi. Prejazd ale zéroven skracuje pauzu medzi
spojmi a tak kritérium minimalizacie prazdnych prejazdov nie je v protiklade s
maximalizéciou pauzy medzi spojmi.

Pod’akovanie
Tento prispevok vznikol vd’aka podpore grantu VEGA 1/0776/20 " Obehové rozvrhy vozidiel
V podmienkach neurcitosti".
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KONSTRUKCE KOMPOZITNIHO INDIKATORU NA ZAKLADE
ANALYZY OBALU DAT

COMPOSITE INDICATOR CONSTRUCTION BASED ON DATA
ENVELOPMENT ANALYSIS

Jakub Hanousek

Abstrakt

Kompozitni idikatory jsou popularni nastroj pro hodnoceni komplexnich systému, kde
jednotliva kritéria mazou byt velice rtiznoroda. Samotny vypocet kompozitniho indikatoru
mize byt do jisté miry zkreslen rozhodovatelem. Tento ptispévek ukazuje, jak vypocitat
kompozitni indikator nezavisly na rozhodovatel. Vypocet kompozitniho indikatoru je
realizovan skrze model analyzy obalu dat. Takto ziskany kompozitni indikator je dale
podroben testu robustnosti.

Klucové slova: Kompozitni idikdtory, analyza obalu dat, robustnost

Abstract

Composite indicators are a popular tool for evaluating complex systems where individual
criteria can be very diverse. The calculation of the composite indicator itself may be biased by
the decision-maker to some extent. This post shows how to calculate a decision maker
independent composite indicator. The calculation of the composite indicator is implemented
through the data envelopment analysis model. The composite indicator thus obtained is
further subjected to a robustness test.

Keywords: Composite indikators, data envelopment analisys, robustness

1 UVOD

Pomeétovat, vytvafet Zebficky, poradi, byt schopen vyhodnotit jednotlivé varianty. Tato
potieba je lidstvu znadma né¢kolik tisic let. Za timto ucelem vznikla celd védni disciplina teorie
rozhodovani.

Do teorie rozhodovani bezesporu nalezi i kompozitni indikatory. Kompozitni indikator je
bezrozmérny index, ktery vznikne agregaci jednotlivych kritérii. Samotna konstrukce
kompozitniho indikatoru vSak mize byt do zna¢né miry zavisla na rozhodovateli. Takto
vytvoteny kompozitni indikator mize byt zkreslujici. Tento ptispévek ukazuje postup
vypoctu kompozitniho indikétoru, ktery je nezavisly na rozhodovateli, a tudiz maximalné
objektivni. Kompozitni indikator bude konstruovan prostfednictvim modelt analyzy obalu
dat.

2 VYPOCET KOMPOZITNICH INDIKATORU

M¢éjme mnozinu kritérii K. Tuto mnozinu rozdélme na maximaliza¢ni kritéria X a
minimalizaéni kritéria Y . Vytvofime skupiny podobnych kritérii podle jejich charakteristiky.
Skupiny kritérii dle charakteristiky budeme =znacit indexem b. V ramci zachovani
homogenity hodnocenych jednotek, jednotky rozdélime do skupin dle urcitého klastrovaciho



kritéria. Tyto skupiny budeme znagit indexem p . Timto zpiisobem dostaneme matice X ™ a
Y,

Xy X e X |

o ®
X Xm2 an_
Yu Yoo oo Vi |

i e @
Y Ymz - Yoor

Dil¢i kompozitni indikatory ziskame na zakladé vysledkti z modelu (3).

Minimalizovat: 6,
Za podminek: Z XPPAP 48P =0PxP, j=12,..,n,
i=1,#q
S YEAR P =y, k=2 ®
i=1,i=q
AP =0,

q

AP >0,8% >0,s" >0, j=12..,n k=12,.,ri=12..,m

Vysledny kompozitni indikator ziskame agregaci vysledkl dil¢ich kompozitnich indikatori
pomoci modelu (3), kde matice X a Y jsou definovany nasledujicim vztahem.

1 1 1
XP =]t yee= 4)
1 R I

3 TESTOVANI ROBUSTNOSTI VYSLEDKU

Jednim z potencionalnich problémti modeli analyzy obalu dat je robustnost vysledkd.
Hodnoty jednoho z kritérii mohou zasadné ovlivnit vysledky celého modelu.



Tato prace navrhuje, jak zméfit silu dil¢ich kompozitnich indikatora pti vypoctu vysledného
kompozitniho indikatoru pomoci korelace. Korelace je métena Pearsonovym korelacnim
koeficientem. Algoritmus vypoctu je predstaven nize.

Necht' 1.”° je celkovy kompozitni indikator i-é jednotky ve skuping p .
Pro k=1..,r:
Vypust’ dil¢i kompozitni indikator k z datasetu.

Pro i=1,....,m spoéti celkové kompozitni indikatory 1" pro jednotlivé jednotky ve skupiné
p.
Pro k, =0,1,....,r-1a k, =k, +1,k +2,...,r, spocti korelaci rkflkz mezi vektory indexu | Pkig

| p,—k;

Jsou-li korelace nizké, znamena to, ze vysledny kompozitni indikator dosazeny vypoctem
modelem analyzy obalu dat je robustni. Zadny dil¢i indikator neovlivituje zasadné dosazené

vysledky.
S
r= = - . (5)
\/_ (Xi _)_(J \/Z(Yi _)_/j
4 ZAVER

Cilem pfispévku bylo definovat vypocet kompozitnich idikatordt nezavislych na
rozhodovateli. Pro vypocet kompozitniho indikatoru byl zvolen model analyzy obalu dat.
V ptispévku bylo ukézano, jak je mozné vypocitat dilé¢i kompozitni indikatory. Dale byl
navrzen postup, jak z dil¢ich kompozitnich indikatoru ziskat vysledny kompozitni indikator.

Pro vysledny kompozitni idikator byl navrhnut algoritmus pro test robustnosti. Vypocet testu
robustnosti je realizovan pomoci Pearsonova korelacniho koeficientu. Jsou — li ziskané
korelace nizké. Znamena to, ze piislusna kritéria, ¢i dil¢i kompozitni indikatory jsou mezi
sebou odlisné. V takovém piipadé mize jedno kritérium, ¢i dil¢i kompozitni indikator
zasadné ovlivnit vysledky. Pokud jsou korelace vysoké, vysledky jsou robustni a zadné
kritérium ¢i dil¢i kompozitni indikator vysledky zadsadn€ neovliviuje.

Dalsi pfedmét vyzkumu bude tyto navrzené algoritmy otestovat na realnych datech.

Podékovani:

Clanek vznikl za podpory projektu IGA F4/42/2021 Interni grantové agentury Vysoké $koly
ekonomické v Praze.
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PRIESTOROVA ANALYZA VYSLEDKOV TESTOVANIA 9
Z MATEMATIKY V OKRESOCH SR PRED A PO COVID-19*

SPATIAL ANALYSIS OF THE TESTING 9 RESULTS FROM MATHS
IN DISTRICTS OF SR BEFORE AND AFTER COVID-19

Michaela Chocholata

Abstrakt

Predmetom prispevku je priestorova analyza priemernej vykonnosti ziakov v okresoch SR na
baze vysledkov Testovania 9 z matematiky v obdobi pred a po pandémii Covid-19, t.j.
v rokoch 2019 a 2022. Prispevok aplikuje explorata¢nu analyzu priestorovych dat (ESDA)
ako su box-mapy, Moranov rozptylovy diagram, lokdlna Moranova | Statistika a lokalna
Gearyho c statistika. Vysledky potvrdzuju pokles priemernej vykonnosti ziakov v sledovanom
obdobi a umoziiuju odhalit’ priestorové prepojenia medzi jednotlivymi okresmi.

KPucové slova: Testovanie 9, exploratacnda analyza priestorovych dat, priestorova
autokorelacia

Abstract

This paper deals with the spatial analysis of the average performance of pupils in the districts
of SR based on the results of Testing 9 in Mathematics in the period before and after the
Covid-19 pandemic, i.e., in 2019 and 2022, respectively. The paper applies exploratory spatial
data analysis (ESDA) such as box-maps, Moran's scatter plot, local Moran's | statistic and
local Geary's c statistic. The results confirm the drop in the average performance of pupils in
the observed period and allow revealing the spatial linkages between individual districts.

Keywords: Testing 9, exploratory spatial data analysis, spatial autocorrelation

1 UVOD

Po dvoch rokoch pandémie Covid-19 sa v Skolskom roku 2021/2022 opét uskuto€nilo
celoslovenské testovanie Ziakov 9. ro¢nika zakladnych $kol a 4. ro¢nika gymnazii a strednych
Sportovych §ko6l s osemroénym vzdeldvacim programom zname pod ndzvom Testovanie 9.
Riadny termin Testovania 9 2022 bol 6. aprila 2022 z predmetov matematika, slovensky jazyk
a literatira, madarsky jazyk a literatira a 7. aprila 2022 z predmetu slovensky jazyk a
slovenska literatira na Skolach s vyucovacim jazykom inym ako slovenskym (Narodny tstav
certifikovanych merani vzdelavania, 2022a). Cielom Testovania 9 je jednak porovnavat
vykony Zziakov v testoch, ako aj ziskat’ obraz o vykonoch Ziakov na vystupe zo ZS.

Predmetom prispevku je porovnanie vykonnosti ziakov pred a po pandémii Covid-19 (..
vroku 2019 avroku 2022) v jednotlivych okresoch Slovenska na zaklade priemernych
vysledkov Testovania 9 z matematiky s vyuzitim nastrojov priestorovej analyzy dat.

Struktura prispevku je nasledujica: po Gvode nasleduje ast’ venovana metodologii, v ktorej
predstavime vybrané nastroje exploratatnej analyzy priestorovych dat (ESDA), empiricka
Cast’ a prispevok uzatvara zaver.

! Prispevok bol spracovany v ramci rieenia grantovych tloh VEGA 1/0193/20 a VEGA 1/0211/21.



2 VYBRANE NASTROJE ESDA

Na preskimanie priestorovej Struktury analyzovanych regidnov mozno vyuzit pristupy
exploratacnej analyzy priestorovych dat (ESDA), kde patri napr. znazornenie pozorovanych
hodn6t na mape. Hoci niektoré mapy (hapr. box-mapy) umoznuju identifikovat' urcité
priestorové vzory, zhluky hodnét, extrémne hodnoty ¢i odl'ahlé hodnoty, neposkytuju vsak
informaciu o $tatistickej vyznamnosti zhlukovania. Dal§im krokom ESDA je preto spravidla
analyza priestorovej autokoreldcie na globdlnej i lokdlnej uUrovni. Pojem priestorova
autokorelacia oznacuje koreldciu premennej s jej priestorovo posunutou hodnotou, ¢o
indikuje, ze geograficky blizke regiony st vzajomne prepojené. Globalne Statistiky poskytuju
informaciu o priestorovej autokorelacii z globalneho hl'adiska, t.j. ide o jednu hodnotu pre
cely analyzovany subor dat. Lokalne Statistiky poskytuju informaciu o priestorovej
autokorelacii pre jednotlivé analyzované regiony (okresy). Medzi najéastejSie pouzivané
Statistiky patria Moranovo |, Gearyho ¢ a Getisova-Ordova G Statistika. Vel'mi Casto sa
mozno stretnit’ s grafickym zndzornenim pomocou Moranovho rozptylového diagramu,
ktorého vodorovna os obsahuje analyzovanu premennt a zvisld os jej priestorovo posunuté
hodnoty. Tento diagram obsahuje okrem hodnoty globélnej Statistiky aj hodnoty lokéalnych
Statistik a je rozdeleny do Styroch kvadrantov, z ktorych dva zodpovedaju pozitivnej
autokoreldcii (pravy horny a l'avy dolny) a dva zodpovedaji negativnej autokorelacii (pravy
dolny a l'avy horny). S ohl'adom na empiricku ¢ast’ prispevku predstavime lokalnu Moranovu
| Statistiku a lokalnu Gearyho c Statistiku.

Vztah pre vypocet lokdlnej Moranovej | Statistiky pre jednotlivé regiony (okresy) je
nasledovny (Anselin, 1995):

=— i ] (1)

kde symbol x; oznacuje hodnotu analyzovanej premennej v regione i, X oznacuje vyberovy
priemer, N je pocet analyzovanych regionov a w; s prvky priestorovej matice vah W
rozmeru N x N zodpovedajuce dvojici regionov i, .

Lokélna Gearyho c Statistika vychadza zo Stvorcovych diferencii, resp. nepodobnosti
(rozdielnosti). Nizke hodnoty tejto Statistiky oznacujii pozitivnu priestorovli autokorelaciu
(podobnost’), kym jej vysoké hodnoty svedCia v prospech negativnej autokorelacie

(rozdielnosti). Lokalnu Gearyho S$tatistiku mozno zapisat’ v tvare (Anselin, 2019; Fischer
a Wang, 2011; Furkova, 2019):

Ci =D Wy (% —x)° (2)
i

kde X, oznacuje hodnotu analyzovanej premennej v regione i (i=12,...,N) asymbol

W,; oznaCuje prvky priestorovej matice vah W.

3 EMPIRICKE VYSLEDKY ANALYZY

Predmetom prispevku je priestorova analyza vysledkov Testovania 9 z matematiky za
jednotlivé okresy Slovenskej republiky (SR) pred apo pandémii Covid-19, t]. analyza
vysledkov z roku 2019 a 2022. Priemerné vysledky dosiahnuté v 79 okresoch SR boli ziskané
z Narodného ustavu certifikovanych merani vzdelavania (2019, 2022b). Analyza bola



zrealizovana vo vol'ne dostupnom softvéri GeoDa (Geoda, 2022). Mapa v podobe .shp stiboru
pre okresy Slovenskej republiky bola stiahnuta z webovej stranky Freemap Slovakia (2015).

Obr. 1 obsahuje box-mapy ilustrujiice vykonnost’ Ziakov v Testovani 9 pred a po pandémii
Covid-19 (MAT19 a MAT22) ako aj rozdiel medzi vysledkami vroku 2019 a 2022
(M19_M22) v jednotlivych okresoch Slovenska. Box-mapa umoziuje rychlu a efektivnu
identifikaciu odlahlych hodnét a priestorovych vzorcov — ide v podstate 0 rozsireni verziu
kvartilovej mapy na Sest’ kategorii, ¢o umoziuje samostatna identifikaciu dolnych a hornych
odl'ahlych hodnét. Je zrejmé, ze priemerna vykonnost’ ziakov v jednotlivych okresoch v roku
2022 bola v porovnani s rokom 2019 niz$ia, najvacsi pokles priemernej vykonnosti mozno
pozorovat’” v okrese Medzilaborce, najmensi v okrese TurCianske Teplice. Z hladiska
vykonnosti v obidvoch analyzovanych obdobiach sa najlep$ie umiestnili Ziaci z okresu
Bratislava I, najhorsiu priemernt vykonnost’ sme zaznamenali v obidvoch obdobiach v okrese
Gelnica.

Obr.1: Box-mapy vykonnosti ziakov v Testovani 9 z matematiky v roku 2019 (MAT19), 2022
(MAT22) a rozdielu vo vykonnosti pred a po pandémii Covid-19(M19_M22)

Hinge=1.5: MAT19

- Lower outlier (2) [44.700 : 46.950]
B <25% (18) [46.950 : 58.650)

|| 25%-50% (19) [58.650 : 63.600]
|| 50%-75% (20) [63.600:66.450] ¢ /
B > 75% (19) [66.450 : 78.150] '
I uoper outiier (1) [78.150 : inf]

Hinge=1.5: MAT22

Lower outlier (1) [31.900 : 34.300]
B <25% (19) [34.300 : 47.950) " ‘_
{ 2

| 25%-50% (19) [47.950:53.100) A< U5 S% A

| 50% - 75% (20) [53.100 : 57.050) /
>75% (19) [S7.050 : 70.700]

I upoer outiier (1) [70.700 : inf)

Hinge=1.5: M19_M22

Il Lower outiier (1) [2.700 : 3.500)
B <25% (19) [3.500 : 8.300)
]

| 50% - 75% (20) [9.800 : 11.500]
B > 75% (19) [11.500 : 16.300)
I upoer outiier (1) [16.300 : inf)

Zdroj: vlastné spracovanie v GeoDa

Na vizudlne posudenie lokalnych priestorovych asociacii mozno vyuzit' Moranov rozptylovy
diagram znazorneny na Obr. 2 pre vysledky testovania v obidvoch uvazovanych obdobiach.
Pri vypocte bola pouzitd matica vah typu kral'ovna (viac o maticiach vah pozri napr. Furkova,
2013). Hodnoty globalnej Moranovej | Statistiky 0,429, resp. 0,485 naznaCuju existenciu
globdlnej pozitivnej priestorovej autokoreldcie. Na baze hodndt lokalnych Moranovych
| Statistik mozno identifikovat’ okresy s pozitivnou priestorovou autokoreldciou typu vysoka-
vysoka (pravy horny kvadrant), resp. nizka-nizka (lavy dolny kvadrant), pricom zvy$né dva


https://geodacenter.asu.edu/software/downloads

kvadranty obsahuju okresy, ktoré maju zaporny priestorovy vztah so svojimi susednymi
okresmi (ide teda o okresy s negativnou priestorovou autokorelaciou).

Obr. 2: Moranove diagramy pre vysledky Testovania 9 z matematiky v roku 2019 (MAT19) a
2022 (MAT22)

Moran's |: 0.429 Moran's | 0.485

280
1
3.10
1

1.80

lagged MAT19
lagged MAT 22

-0.80

320
40

T T L T T

T T m L L T
'-3.20 -2 -0.80 0.40 160 280 '-3.40 -210 -0.80 0.50 1.80 3.10
MAT19 MAT22

Zdroj: vlastné spracovanie v GeoDa

Obr.3 obsahuje zhlukové mapy skonstruované na zéklade lokalnej Moranovej | Statistiky pre
vysledky Testovania 9 v jednotlivych rokoch, ktoré umoziujt identifikovat’ okresy, resp. ich
zhluky so statisticky vyznamnou priestorovou autokorelaciou (hladina vyznamnosti 0,05). Je
zrejmé, Ze pocet okresov so Statisticky vyznamnou pozitivnou priestorovou autokoreldciou
(vysoka-vysoké a nizka-nizka) bol znacne vyssi ako pocet okresov so Statisticky vyznamnou
negativnou priestorovou autokoreldciou. Za zaujimavy mozno povaZovat napr. vyvoj
vykonnosti v okresoch Malacky a Spisska Nova Ves. Kym okres Malacky bol v roku 2019
okresom s pozitivnou priestorovou autokorelaciou typu vysoka-vysoka, vroku 2022 bol
identifikovany ako okres so Statisticky vyznamnou negativnou priestorovou autokorelaciou
typu nizka-vysoka. Znamena to, ze kym v roku 2019 bola priemerna vykonnost' Ziakov
Vv tomto okrese porovnatelne vysoka ako v okolitych okresoch (uvazujeme maticu vah typu
kralovna), v roku 2022 bola uZ Statisticky vyznamne niZSia ako v susednych okresoch.
V pripade okresu Spisskd Nova Ves bola situacia odlisna - v roku 2019 islo o okres so
Statisticky vyznamnou negativnou priestorovou autokoreldciou typu vysokd-nizka, co
naznacuje odliSnu uroven v porovnani s okolitymi okresmi, v roku 2022 vSak moZzno hovorit’
uz o Statisticky vyznamnej pozitivnej priestorovej autokorelécii typu nizka-nizka.

Podobnost’, resp. nepodobnost’ jednotlivych okresov z pohl'adu priemernej vykonnosti Ziakov
vV Testovani 9 z matematiky moZno znézornit' na bdze vyuzitia hodnét lokalnej Gearyho
Statistiky — zhlukové mapy pre analyzované obdobia st na Obr. 4. V pripade lokalnej Gearyho
Statistiky teda rozliSujeme tri pripady pozitivnej lokalnej priestorovej autokorelacie, a to
okrem typov vysoka-vysokd a nizka-nizka tieZ tzv. typ ind v pripade, Ze hodnoty v
analyzovanej dvojici okresov su sice z hladiska ich velkosti podobné, jedna z nich je vSak
niz8ia ako strednd hodnota, druhd naopak vysSia ako strednd hodnota. V pripade negativnej
lokalnej priestorovej autokorelacie vsak vzhl'adom na sposob vypoctu tejto Statistiky (2) nie je
mozné Specifikovat, ¢i ide o negativnu autokorelaciu typu vysoka-nizka alebo nizka-vysoka.



Na zéklade zndzornenych vysledkov je zrejmé, ze kym ako okresy so Statisticky vyznamnou
pozitivnou priestorovou autokorelaciou typu vysoka-vysoka su identifikované vacsinou ,,iné*
okresy ako v pripade lokalnej Moranovej | $tatistiky, pri okresoch so Statisticky vyznamnou
pozitivnou priestorovou autokoreldciou typu nizka-nizka mozno pozorovat vicsiu ,,zhodu*
s vysledkami dosiahnutymi na baze Moranovej | Statistiky. Podobnost’ vysledkov mozno
pozorovat’ tiez v pripade identifikovania okresov so Statisticky vyznamnou negativnou

priestorovou autokorelaciou.
Obr.3: Zhlukové mapy na zaklade lokdlnej Moranovej statistiky pre vysledky Testovania 9 z

matematiky v roku 2019 (MAT19) a 2022 (MAT22)
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Zdroj: vlastné spracovanie v GeoDa

Obr.4: Zhlukové mapy na zdaklade lokalnej Gearyho Statistiky pre vysledky Testovania 9 z
matematiky v roku 2019 (MAT19) a 2022 (MAT22)

Local Geary Cluster Map: okresy, C_MAT19 (999 perm)
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Zdroj: viastné spracovanie v GeoDa



4 ZAVER

Ciel'om prispevku bola priestorova analyza priemernej vykonnosti ziakov v okresoch SR na
baze vysledkov Testovania 9 z matematiky v obdobi pred a po pandémii Covid-19, t.j. v
rokoch 2019 a 2022. Okrem posudenia priestorového rozlozenia okresov z pohladu
vykonnosti ziakov na baze box-map boli vyuzité tiez zhlukové mapy skonstruované na baze
lokalnej Moranovej | Statistiky a Gearyho c Statistiky. Pritomnost’ Statisticky vyznamnej
pozitivnej globalnej priestorovej autokorelacie indikuje dolezitost skumat polohu
analyzovaného okresu v geografickom priestore. Vysledky preukazali nizSiu uroven
vykonnosti ziakov v postpandemickom obdobi v porovnani s obdobim pred pandémiou
aumoznili Specifikovat’ podobnost, resp. rozdielnost’ jednotlivych okresov z pohladu
analyzovanej vykonnosti ziakov. Je zrejmé, ze na vykonnost ziakov malo vplyv okrem
pandémie Covid-19 tiez viacero inych faktorov, ako napr. socialna situacia (velkost’ prijmu,
resp. nezamestnanost’), ale tiez vztah rodi¢ov k vzdelaniu. Predmetom d’alSicho vyskumu by
preto mohla byt konstrukcia priestorovych ekonometrickych modelov so zahrnutim
relevantnych vysvetl'ujucich premennych.
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SOFISTIKOVANE HEURISTIKY PRO APROXIMACI PARETOVY
FRONTY NAVRHU VEREJNEHO OBSLUZNEHO SYSTEMU

SOPHISTICATED HEURSTICS FOR APPROXIMATION OF PARETO
FRONT OF PUBLIC SERVICE SYSTEM DESIGNS

Jaroslav Janacek, Marek Kvet

Abstrakt

Prispévek referuje o vysledcich vyzkumu v oblasti pouziti metaheuristik a hyperheuristik pro
ziskani dobré aproximace Paretovy fronty navrhii vefejného obsluzného systému s dvéma
konfliktnimi kritérii.

KUlucové slova: Paretova fronta, Metaheuristika, Hyperheuristika, verejné obsluzné systémy

Abstract

The contribution reports on results of a research in the field of usage of metaheuristics and
hyperheuristics for obtaining a good approximation of Pareto front of public service system
designs with two conflicting criteria.

Keywords: Pareto front, Metaheuristic, Hyperheuristic, public service systems

1 UVOD

V tomto pfispévku se zabyvadme vefejnymi obsluznymi systémy, v kterych je sluzba
jednotlivym uzivateliim poskytovana z n€kolika vhodné rozmisténych stredisek [2, 3, 4, 5, 6,
9, 13, 19]. Systémové kritérium bézné pouzivané pro hodnoceni daného rozmisténi
obsluznych stredisek byva primérna doba dostupnosti poskytované sluzby, tj. doba, za kterou
Z nejblizsiho stiediska s volnym obsluznym vozidlem toto pfesune na misto, kde je zapotiebi
poskytnout sluzbu. Vyhradni napliovani systémového kritéria vytvaii nefér situaci pro
minority uzivateld hodné vzdéalenych od vétSich aglomeraci. Proto je pii navrhovani
vetejného obsluzného systému Casto vznasen poZadavek, aby pocet uZivatell, resp. jejich
pozadavk, za jistou ¢asovou hranici T byl co nejmensi. Toto férové kritérium je v konfliktu
s vySe uvedenym systémovym kritériem, tj. ¢im je mensi hodnota jednoho kritéria, tim vétsi
bude hodnota druhého. Vzhledem k vzajemné neporovnatelnosti obou kritérii, neni mozno
vytvofit jednu ucelovou funkci jako kombinaci obou kritérii a potom feSit lohu navrhu
vefejného obsluzného systému jako béZnou umistovaci Ulohu. Protoze vysledny ndvrh
vetejného obsluzného systému se systétmovym a férovym kritériem je véci politického
rozhodnuti hledajiciho politicky unosny kompromis mezi benefitem primérného uzivatele
systému a disutilitou uzivatela patticich k postizené minorité, mize byt vysledkem exaktniho
zpracovani dané ulohy jen reprezentativni série navrhil systému, kde je lepsi hodnota jednoho
kritéria vyvazovana horS§i hodnotou druhého kritéria. Idealnim vysledkem exaktniho
zpracovani ulohy by byla takzvana Paretova fronta. Paretova fronta je takovd mnozina
vzajemné se nedominujicich feSeni, Ze kazdé jiné ptipustné feSeni Ulohy je dominované
neékterym feSenim obsazenym v Paretové fronté. Slovy, Ze jedno feSeni dominuje druhé,
rozumime stav, kdy dominujici feSeni nemé ani jednu z hodnot obou kritérii horSi nez
dominované feSeni a navic je alespon v jednom z kritérii lepsi [7, 8, 10].



I samotny exaktni vypocet optimdlniho navrhu vefejného obsluzného systému s jedinym
kritériem je pro bézny rozsah obsluhovaného regionu pocetné¢ znacné ndro¢ny. Exaktni
vypocet Paretovy fronty je za piedpokladu koneCnosti mnoziny vSech pfipustnych feseni
mozny, ale je zaplacen mnohonasobnym opakovanim vyse uvedeného exaktniho vypoctu, kdy
jedno z kritérii je optimalizovano za piedpokladu, ze hodnota druhého nepiekroci zadanou
mez [8]. Casova naro¢nost ziskani Paretovy frontu navrhii vefejného obsluzného systému
inicializovala vyzkumny projekty APVV-19-0441 a VEGA 1/0216/21 zaméfené na ziskani
dostate¢né presné aproximace Paretovy fronty s vynaloZzenim akceptovatelného vypocetniho
¢asu. Doposud dosazené vysledky jsou shrnuté v nasledujici ¢asti tohoto ptispévku.

2 FORMULACE ULOHY NAVRHU VEREJNEHO OBSLUZNEHO
SYSTEMU S NAHODNYMI POZADAVKY NA OBSLUHU

Predpokladame, Ze feSenim ulohy je vybrani p umisténi obsluznych stfedisek z m moznych
umisténi v obsluhovaném regionu, kde ndhodné pozadavky na obsluhu mohou vznikat
v kterémkoliv z n umisténi uzivatelt systému. UZivatel j generuje pozadavek na obsluhu
nakladd s frekvenci bj. Dobu potfebnou k poskytnuti sluzby uzivateli j z mozného umisténi
sttediska i oznacime tjj. Pfipustné feSeni tlohy miize byt modelované m-rozmérnym vektorem
y nula-jednotkovych rozhodovacich proménnych y;, i = 1, ..., n, kde proménna y; nabyde
hodnoty 1 ma-li byt v mozném umisténi i vybudovano stfedisko a hodnoty 0 v opacném
ptipadé. Piipustnost feSeni y je dana podminkou, ze pravé p rozhodovacich proménnych
nabyde hodnoty 1. V piipadé Z muze byt feSeni modelovano seznamem P = {i: i € {1, ..., n},
yi = 1} Mnozina vsech ptipustnych feseni Y je specifikovana definici (1).

Y={y:ye{0,l}m,iyi=p} (1)

i=1

Pti formulaci systémové ucelové funkce vyjadiujici primérnou dobu, za kterou k uZzivateli
dorazi sluzba znejbliz§iho volného stfediska, musi byt zohlednéno, Ze se jedna o
distribuovany systém hromadné obsluhy sp linkami obsluhy, které v okamziku vzniku
pozadavku u uZzivatele ] nemusi byt volné. Tuto charakteristiku systému hromadné obsluhy
budeme modelovat pomoci pravdépodobnosti s, ...., qr, kde gk je hodnota pravdépodobnosti,
ze k-té Casove nejblizsi stiedisko obsluhy bude to nejblizsi volné. S vyuzitim predpokladu, ze
pravdépodobnosti i, ...., gr jSOU V celém regionu pfiiblizné stejné, miZeme systémovou
ucelovou funkci definovat vyrazem (2), kde symbol min{ay, ...., an} 0znacuje k-tou nejmensi
hodnotu z hodnot ay, ...., an.

f.(y) = ibjiqk-mink{tij ti=l..,m y; =1} (2)

Férova ucelova funkce byla v nasi studii formulovana jako pozadavek, aby pocet pozadavki
na sluzbu za hranici T od nejbliz§iho umisténého stiediska byl co nejmensi. Zde bude férova
ucelova funkce definovand vyrazem (3).

f,(y) :ibj.max{o, sign(mindt, :i=1...,m, y, =1}-T)} 3)

Paretova fronta PF pro minimaliza¢ni Glohu s dvéma konfliktnimi kritérii f; a f, je mnozina
feSeni specifikovana zapisem (4), kde Y je mnozina vSech unikatnich feseni, tj. feSeni pro
ktera plati bud’ f1(x) = f1(y) a nebo f2(x) = fa(y).

PF = {y eY: (vxeY)( fl(y) < fl(x) nebo fz(Y) <f, (X))} (4)



ProtoZe Y i Y jsou kone¢né mnoziny, uvazovana Paretova fronta bude téZ kone¢na mnozina
vzajemn¢ nedominovanych feseni, a proto kazdé feseni z Y bude dominované alespoii jednim
prvkem z PF.

3 APROXIMACE PARETOVY FRONTY

Paretovu frontu budeme aproximovat mnoZinou vzdjemné nedominovanych feeni y', ....,
y"oNPSS yspotadanych vzestupné podle hodnot f,. Reseni y* budeme nazyvat levym hrani¢nim
feSenim a y""°°° pravym hrani¢nim feSenim v dané aproximaci. Pro aproximujici mnozinu
budeme pouzivat oznaCeni NDSS a pro pocet prvkl této mnoziny noNDSS. Otazka méteni
kvality dané aproximace byla fesena v [12, 15], kde jako mira kvality byla navrzena plocha
pod schodovitou klesajici funkei, jejiz hodnoty jsou postupné fi(yh), ..., fi(y"NP>5?1), a kde

plocha oznacena jako NDSS_Area muze byt vycislena podle vztahu (5).

noNDSS-1

NDSS _Area = > (f,(y")~ f,(y"™ ) (f,(y") - f,(y")) ()
kL
Aby hodnota NDSS_Area byla konzistentni mira kvality aproximace Paretovy fronty, je tieba,
aby hodnota NDSS_Area byla vétsi anebo rovna hodnoté vypocitané podle (5) pro Paretovu
frontu. V [12, 15] bylo ukazano, Ze postadujici podminkou je aby f(y') bylo feSenim ulohy
(6) a f1(y"*">%) byla hodnotou optimalniho feseni Glohy (7).

min{f,(y) 1y eY} (6)
min{f,(y):y €Y} (7)

Na zaklad¢ vysledkt doporucujeme u iterativnich algoritmii inicializovat pocate¢ni NDSS
exaktnimi hrani¢nimi feSenimi z Paretovy fronty misto heuristicky ziskanymi feSenimi ulohy

(6) a (7).

Pokud je NDSS udrZzovana ve vySe uvedeném tvaru a inicializovana hrani¢nimi prvky
Paretovy fronty, tak nasledujici jednoprichodovy algoritmus je pro libovolné ptipustné feseni
X € Y schopen rozhodnout, zda feSeni je dominovano nékterym z prvki sou¢asného NDSS a
nebo jestli je to feSeni, které zlepsi (zmensi) NDSS_Area. Algoritmus aktualizace NDSS
pracuje nésledujicim zptisobem:

Nejdfive je uréeno maximalni k < noNDSS pro_které plati f(x) > fo(y¥). Pokud fo(x) >
fo(y"NP53), potom je x dominovano fesenim Y™ °°° a je vyloudeno z aktualizace.

V opaéném piipadé pokraduje algoritmus zjisténim zda fi(x) > fi(y¥). V tomto piipads je x
dominovano feSenim Y* a je rovnéZ vylouceno z dalsiho zpracovani. Pokud fy(x) < fi(y¥), tak
je feSeni X vsunuto jako k+1 vy prvek do NDSS. Nakonec jsou probirdna feeni y AR
y"NPSS 3 pokud fy(x) > fi(y'), tak je FeSeni y' vylouceno z NDSS a pocet noNDSS je

aktualizovan.

Uvedeny algoritmus umoziuje vyuzit jakoukoliv posloupnost piipustnych feSeni ulohy
k postupnému zlepSovani Paretovy fronty.

4 ZAKLADNI OPERACE NA MNOZINE PRIPUSTNYCH RESENI Y

Vsechny dale zkoumané piistupy k ziskani dobré aproximace Paretovy fronty navrha
vefejnych obsluznych systémi jsou zaloZeny na prozkoumavani okoli daného feseni y. Okoli
soucasného feSeni y na mnozin€ Y jako topologicky pojem je ur€eno mnozinou povolenych
operaci, kterymi je moZno dané feSeni ménit a také podminkami, za kterych je moZno
povolenou operaci aplikovat. V prezentovaném vyzkumu vyuzivame jako jedinou povolenou



operaci tzv. 1-1 vyménu umisténi i stiediska, které je soucasti soucasného feSeni za umisténi |
stfediska, které soucasti feSeni neni.

Pro vypocet hodnot ucéelovych funkci f; a f, zménéného feseni Ize pouzit rychly algoritmus o
slozitosti O(rn), ¢imz se prozkoumani okoli daného feSeni vyrazné zkrati. Podminky,
redukujici velikost zkoumaného okoli daného feSeni mohou byt stanoveny jednak na zakladé
omezeni hodnoty kombinované ucelové funkce v tvaru a;.fi(x) + ax.fo(x) a nevyuzitych
umisténi stiedisek na zaklad¢ redukce mnoziny moznych nepouzitych umisténi sttedisek C =
{i=1, ..., my;= 0}, které je mozné pouzit pii vymeéne.

Uvedena operace vymeény spolu s piipadnou redukei ptislusného okoli byla pouzita pro navrh
dvou zakladnich metod prohledavani. Prvni znich je perturbacni algoritmus startujici
Z vychoziho feSeni, kterym je inicializované tzv. soucasné feseni. Okoli soucasného feseni je
prohledavano spolu s vyhodnocovanim kombinované ucelové funkce wi.fi(X) + wa.fo(X) a
podle aplikované strategie, je-li nalezeno feSeni s lepsi hodnotou kombinované funkce nez
hodnota soucasného feSeni, je proveden piechod k tomuto feSeni, které se stane novym
souCasnym feSenim. Tento postup je opakovan, dokud prozkoumévané okoli poskytuje
moznost piechodu k feseni s lepsi hodnotou kombinované funkce. Druhd metoda nazyvana
»path relinking® [1, 16] postupuje po nejkratsi cesté mezi dvéma piipustnymi feSenimi po
povrchu m- rozmérné jednotkové krychle. Jeden posun v daném sméru ze soucasného feseni
je proveden vybranim vymény minimalizujici hodnotu kombinované funkce.

Reseni vyhodnocovand vjedné i druhé metodd predstavuji posloupnost kandidatt pro
aktualizaci NDSS.

5 SCHEMATA ZLEPSOVANI NDSS

V ramci prezentované¢ho vyzkumu bylo vyvinuto a testovano nékolik schémat aplikaci metod
Z ptedchozi sekce pro zlepSovani NDSS.

Prvni schéma [14] spocivalo v pouziti prostého smérového prohledavani, kde nandhodné
vygenerované feSeni byl pouzit vyménny algoritmus minimalizujici lokélni ucelovou funkci
Af1(X) + (1-1).f2(x), kde s malym krokem byla ménéna hodnota parametru A.

Dal$im schématem [17] bylo pouziti adaptivniho algoritmu, ktery na zdklad¢ informace o
predchozich uspésich a neuspésich prohledavani s jistou pravdépodobnosti ménil parametr A a
1 Vychozi feSeni smérového prohledévéni.

vvvvvv

podle tohoto schématu za¢ina s malou mnozinou NDSS obsahujici pouze dva prvky a to
hrani¢ni feseni zParetovy fronty. Dale jsou pro k = 1, ..., noNDSS-1 probirany a
ZEracovavany dvojice y y" '~ za neustalé aktualizace NDSS. Pokud po zpracovani dvojice y ,

ziistane Y nezménéné, posune se zpracovavana dvojice o jedno umisténi v soucasné
NDSS K vy$§imu indexu. Zakladni cyklus tohoto schématu skonci zpracovanlm dVOche
ynoNDSSL - ynoNDSS - 74k ladni cyklus je opakovén pro ziskanou NDSS od dvojice y*, y° dokud
neni vycerpan vypocetni ¢as urceny pro beh algoritmu. Vlastni zpracovani dvojice y ykJrl
muze byt realizovdno vice zplisoby. Prozatim byly testované postupy smérového
prohledavani v nékolika smérech a moznym omezenim pfechodu k nékterym sousednim
feSenim. Kromé¢ toho byly testované postupy, které obsahovaly prvky metody simulated
annealing [18]. Také bylo testované pouziti ucici se hyperheuristiky, ktera volila vhodnou
metodu smeroveho prohledavani na zaklad¢ informace ziskané ze zpracovani ptedchozich

dvojic y, y<*



6 VYSLEDKY VYPOCETNICH EXPERIMENTU

Oba dva zminéné postupy byly implementovany v jazyku java a testovany na osobnich
pocitacich s 11th Gen Intel® Core™ i7 11700KF procesor s parametry: 3,6 GHz a 16 GB
RAM. Jako testovaci ulohy byly pouzity benchmarky odvozené z existujicich zdravotnich
zachrannych systému jednotlivych samospravnych krajii SR. Tyto benchmarky jsou oznaceny
dale uvedenymi jmény sidel samospravy a zkratky uvedené v zavorkdch jsou pouzity
k oznaceni vysledkt vztahujicich se k jednotlivym krajim: Bratislava (BA), Banska Bystrica
(BB), Kosice (KE), Nitra (NR), Preov (PO), Tren¢in (TN), Trnava (TT) and Zilina (ZA).
Exaktni Paretovy fronty pro jednotlivé kraje byly pievzaty z [7, 8] a piislusna plocha
PF_Area a pocet ¢lenti noPF Paretovy fronty je spolu s parametry p a m jednotlivych uloh
uvedena v tabulce 1.

Tabulka 1. Popis benchmarku

Region m p noPF | PF_Area
BA 87 14 34 569039
BB 515 36 229| 1002681
KE 460 32 262| 1295594
NR 350 27 106 736846
PO 664 32 271 956103
TN 276 21 98 829155
TT 249 18 64 814351
ZA 315 29 97 407293

Vysledky numerickych experiment pro jednotlivé pristupy (Semi_SA a Hyperheuristika)jsou
uvedeny v tabulkach 2 a 3 a pro vétsi prehlednost misto absolutni velikosti plochy vysledné
aproximace jsou uvedeny pouze relativni odchylky (gap) od plochy exaktni Paretovy fronty.

INDSS _ Area—PF _ Area|
PF _ Area

gap =100* (8)

Tabulka 2. Vysledky metody Semi_SA pro riizné parametry zahiivani podle schématu T= aT

Basea | BA | BB | KE | NR | PO | TN | TT | ZA
1.0 02 104120414 ]07]01)] 00
1.5 22 104 112 /0406 |07 ]06]|01
1.7 22 | 051107 08|07 ]06]|01
1.8 211051407 |18 |07 |07]0.2
1.9 27 10512 )08 |10|07]06 |01
2.0 31,104 ]11]11 03|07 ]05]01

Tabulka 3. Vysledky metody Hyperheuristiky pro riizné pocate¢ni hodnoty Score

Score| BA | BB | KE| NR | PO | TN | TT | ZA
1 1.47| 0.95| 3.04| 0.99| 1.20] 4.37| 0.06] 1.25
10 1.47] 1.14] 3.14| 0.99| 0.85| 4.37| 0.00] 1.25
100 1.47] 1.08] 3.23| 0.99| 1.08| 4.37| 0.00] 1.25




7 ZAVER

Vypocetni experimenty prokazaly velkou uspéSnost schématu postupného zjemmovani
kombinovaného jak s hyperheuristikou nastavujici jednotlivé algoritmy smérového
prohledavani, tak i s metaheuristikou typu simulated annealing. Pii vhodném nastaveni
parametril uvedenych metod je mozné dosdhnout takové aproximace Paretovy fronty, Ze se
v kritériu kvality az na vyjimky lisi nejvySe o 2% od exaktni Paretovy fronty.

Dalsi vyzkum v této oblasti bude zaméfen na metody ladéni parametrii hyperheuristik a
metaheuristik a piipadné na vytvareni jinych strategii prohledavani.
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ZLOZKY MEpZINARODNEJ INVESTICNEJ POZICIE A ICH VYVOJ
VO VZTAHU K HDP V OBDOBI ZMIEN V EKONOMIKE

COMPONENTS OF THE INTERNATIONAL INVESTMENT POSITION
AND THEIR DEVELOPMENT IN RELATION TO GDP DURING A
PERIOD OF CHANGES IN THE ECONOMY

Miroslava Janosova

Abstrakt

Prispevok skima vzt'ah hrubého domaceho produktu (HDP) ako ukazovatel'a vyjadrujaceho
ekonomicky rast krajiny a medzinarodnej investicnej pozicie (MIP) a jej jednotlivych zloziek.
Dosiahnuté¢ vysledky potvrdzuju existenciu prepojenia medzi medzinarodnou investicnou
poziciou a hrubym domacim produktom, ¢o sa potvrdilo aj pri samotnych zlozkach
medzinarodnej investi¢nej pozicie. Tieto vysledky st porovnatelné aj s ekonomickou tedriu a
rovnako aj s inymi medzinarodnymi $tadiami, ktoré uvadzame v prispevku.

KPucové slova: medzinarodna investicna pozicia, priame zahranicné investicie, hruby domaci

produkt

Abstract

The paper examines the relationship between gross domestic product (GDP), as an indicator
of a country's economic growth, and the international investment position and its individual
components. The results obtained confirm the existence of a relationship between the
international investment position and GDP, which was also confirmed for its components.
These results are comparable with both economic theory and other international studies.

Keywords: International Investment Position, Foreign Direct Investment, Gross Domestic
Product

UvVOoD

V tomto prispevku sa venujeme ukazovatel'u medzinirodnej investi¢nej pozicie, ktory je
suvahou zahrani¢nych aktiv a pasiv krajiny a v mnohych pripadoch sa pouZiva na meranie
stupiia financ¢nej otvorenosti krajiny. Rovnako je aj uzitoénym nastrojom na monitorovanie
finan¢nej stability. V Uvodnej kapitole pontikame prehlad prac autorov, ktori sa snazia
zhodnotit’ zmeny V tokoch vybranych foriem kapitalu, a prehl'adu prac, v ktorych je potvrdena
vzajomna prepojenost medzi tokmi finanéného kapitalu a ekonomického rastu. V druhej
kapitole poskytneme komparativnu analyzu vyvoja jednotlivych zloziek ukazovatela MIP
a ich vztahu k hrubému domacemu produktu na Slovensku.

1 PREHLAD VEDECKYCH PRAC

Nasledujaca cast’ prispevku je prehladom vedeckych prac, ktoré sa aktualne venuju
problematike medzinarodného pohybu kapitdlu, ku ktorému dochddza v dosledku



dynamickych zmien v globalnej ekonomike. Prispevok autorky Petrikova (2022), analyzuje
stiCasnu situaciu vo svetovej ekonomike v roku 2020, ktora je spdsobena energetickou krizou
v dosledku zlyhania dohdéd OPEC, politickych konfliktov, ale aj v ddosledku COVID-19.
Autorka sa zamerala na Statisticki analyzu dopadov pandémie COVDI-19 na platobnt
bilanciu a MIP Ruska, ktora v sthrnnej podobe odzrkadluje vysledky zahranicnej
ekonomickej aktivity krajiny a porovnava ich s globalnou krizou v roku 2008 a zavedenim
medzinarodnych finanénych sankcii po roku 2014. Kolosok akol. (2018) svoj vyskum
zamerali na vplyv verejnej politiky na vztah medzi HDP a MIP a jej vybranymi zlozkami a to
konkrétne priamymi portféliovymi investiciami a inymi investiciami Ukrajiny a to v kontexte
snahy Ukrajiny o eurdpsku integraciu. Vysledky, ktoré dosiahli v danom vyskume naznacuju,
ze Sokové zmeny v Struktare MIP boli sposobené predovsetkym politickymi a ekonomickymi
faktormi v krajine a rovnako boli aj vysledkom nesystematickej verejnej politiky Ukrajiny.
Korelacna analyza, ktoru pouzili na vyhodnocovanie poukazala na vyznamny vztah medzi
HDP a investiciami a to najmé portféliovymi a priamymi. Autori Andries, Chiper, Ongena
a Sprincean (2022) poukazuju na to, ze vonkajSia nerovnovéha zohravala kI'icova tlohu
Vv obdobi pred globalnou finan¢nou krizou a bola pri¢inou naslednych otrasov. Zdoraziujua, ze
nerovnovaha bezného uctu sa po krize zmensSila av§ak nerovnovédha medzinarodnej investicie
pretrvava. V prispevku rovnako skumaju aj doésledky cistych zahraniénych pozicii na
systémové riziko. Tento vyskum realizujii na vzorke 450 bank, ktoré sa nachadzaju v 46
vyspelych, pricom uvadzaji, Ze tieto banky mozu znizit' svoje vystavenie sa systémovému
riziku tym, ze si udrzia svoje veritel'ské pozicie voci zvysku sveta. Autori Slepecky a kol.
(2022) skumaju tradicnych a ESG akciovych indexov na cistit medzinarodni investi¢nu
poziciu krajiny. Vysledky ich deskriptivnej Statistiky ukazuju, Ze indexy ESG su volatilnejSie
ako tradi¢né a vyuzitim analyzy ANOVA Sstatisticky nevyznamné. Ich vysledky zéaroven
ukazuju, Ze tradicné a ESG akciové indexy nemajii vyznamny vplyv na Cistl medzinarodna
investi¢nu poziciu a poskytuji odporucania na zlepSenie ramca zodpovedného investovania.
Zaujimavym prispevkom je aj praca autorky Knap (2019), ktord dava do vztahu vplyv
starnutia populacie a medzinarodnl investi¢nl poziciu Pol'ska. Vysledky jej Studie ukazuju,
ze ocakavany intenzivny postup starnutia populacie prispeje do roku 2065 k zvySenému
dopytu po zahrani¢nom kapitali, k ¢oraz zapornejsej medzinarodnej investi¢nej pozicii, ale aj
K nepriaznivym zmenam v samotnej Struktire zahrani¢nych pasiv. Zjej vysledkov je
zaujimavé aj poznanie, ze prilev zahrani¢ného kapitalu, ktory bude spdsobeny starnutim
populacie sa nemusi premietnut’ do oakavaného zvysenia tempa hospodarskeho rastu, ale
prave naopak zvySujlica negativna medzindrodnd investi¢na pozicia moéze byt prekazkou
rozvoja ekonomiky. Autorka Knap (2020) pouzila aj deskriptivnu Statistickii analyzu na
posudenie Specifického ukazovatel'a medzindrodnej investi¢nej pozicie na identifikovanie
globalnych platobnych nerovnovah z pohladu tokov azasob vrokoch 2000-2017. Z jej
analyzy vyplyva, Ze po vypuknuti globalnej finan¢nej krizy sa rovnovaha globalnych tokov
znizila, zatial’ ¢o nerovnovaha globalnych zasob sa prehibila. Maciejczyk-Bujnowicz (2016)
vo svojej praci poskytuje zhodnotenie zmien v tokoch vo vybranych formach kapitalu naprie¢
¢lenskymi krajinami Europskej tUnie. Tieto krajiny rozdelila do dvoch skupin a to clenské
krajiny v eurozoéne a ¢lenské krajiny mimo eurozony. Vysledky jej analyzy poukazuji na
vyrazne rozdiely medzi vyspelymi a rozvojovymi krajinami. Okrem tejto analyzy zhodnotila
Vv prispevku aj medzinarodnu investi¢nu poziciu Pol'ska na pozadi vybranych krajin strednej
a vychodnej Eurdpy a ¢lenov eurozény. Okrem vysSie spominanych prispevkov je aktualne
publikovanych viacero prac, ktoré sa zameriavaju na zhodnotenie medzinarodnej investi¢nej
pozicie v kontexte aktudlnych udalosti pre viaceré ekonomiky sveta ako napriklad praca
autorov Yosifov (2020), Zhang (2019) alebo Durkali¢ a Cur¢i¢ (2019). Pri $tadiu vedeckych
prac sme sa zamerali aj na prace, ktoré sa zameriavaji na potvrdenie vzajomného vzt'ahu
ekonomického rastu vyjadreného prostrednictvom makroekonomického ukazovatela HDP



a MIP pripadne vybranych zloziek tohto ukazovatel’a a to najma PZI. Prepojenie medzi PZI
a ekonomickym rastom bolo popisané aurCené uz predstavitelom neoklasickej tedrie
Solowom (1957). Pozitivny vztah medzi PZI a ekonomickym rastom predpokladal v praci aj
Romer (1986). Autor Borensztein (1998) uvadza, ze interakcia medzi PZI a ekonomickym
rastom je zavisla aj od charakteristik hostitel'skej krajiny a jej urovne technologického
pokroku a l'udského kapitalu. Okrem tychto autorov aj iné empirické $tadie ako napr. Chan
(2000), Pelinescu a Radulescu (2009), Pece a kol. (2015).

2 KOMPARATIVNA ANAgYZA VYVOJA ZLOZIEK
MEDZINARODNEJ INVESTICNEJ POZICIE

Ukazovatel’ MIP je charakterizovany ako stuhrn zahrani¢nych aktiv a pasiv. Tento ukazovatel’
je vyuzivany aj na postdenie finan¢nej otvorenosti krajiny, ale aj na sledovanie financ¢nej
stability krajiny. Vykazovanie MIP ajej zloziek podlicha 6 vydaniu Manualu platobne;j
bilancie a investi¢nej pozicie voéi zahraniCiu, ktoré je aktualizaciou 5. vydania. Zavedenie
tohto nového manualu v krajinach Eurdpskej tGnie bolo vroku 2014, aje koordinované
Eurdpskou centralnou bankou a Eurostatom. MIP mo6zeme rozdelit’ na aktiva a pasiva, ktoré
su tvorené priamymi investiciami v zahrani¢i (majetkovy kapital a reinvestovany zisk, ostatny
kapital), portfoliovymi investiciami (majetkové cenné papiere, dlzobné cenné papiere),
ostatnymi investiciami (obchodné tvery, po6zicky, hotovost’ a vklady, ostatné aktiva) a
rezervnymi aktivami. Narodna banka Slovenska vykazuje ukazovatel MIP na mesacénej,
Stvrtrocnej arofnej baze. V nasledujucej Casti prispevku si popiSeme vyvoj pasiv MIP
zobrazené na Obrazku 1 a jej jednotlivych zloziek v priebehu sledovaného obdobia od roku
2005 do roku 2021. Pri¢om vidime, ze pocas celého sledovaného obdobia MIP rastla, avSak
niektoré jej zlozky v poslednych uplynulych rokoch zaznamenali pokles. Zo zobrazenych dat
mozeme vidiet, ze iSlo o prilev priamych zahrani¢nych investicii a portféliovych investicii,
ktoré tvoria najvacsiu ast’ medzindrodnej investi¢nej pozicie. K tomuto poklesu doslo presne
v rokoch 2019 — 2021 ¢o moézeme pripisat’ globalnym ekonomickym zmenam vo vztahu
k pandémii COVID-19 aj vo vztahu k vojne na Ukrajine. Zaujimavym pozorovanim je, ze
vel'mi vyrazny ndrast prilevu je zaznamenany pri Finan¢nych derivatoch, ktoré predstavuji
financné néastroje viazané na konkrétny finanény néstroj, ukazovatel' alebo komoditu,
prostrednictvom ktorych sa da na finan¢nych trhoch obchodovat’ s konkrétnymi finanénymi
rizikami.

Obrazok 1 Vyvoj pasiv MIP a jej zloziek v rokoch 2005 — 2021v mil. EUR

HHHHHHM” 1B

s = . 3 ‘
I Ostatné investicie - pasiva |19 049{14 95118 872{20 365|30 422 24 194123 875|126 12326 352|130 10444 165|53 155(53 728,58 429 447J

| m Priame investicie - pasiva (2803032 204{36092/39 923{41 196|42 262|46 490|47 022[48 04147 280[50 067]57 469/60 351/63 582]65 756/65 396]65 512|

Zdroj: Spracované na zaklade dat NBS



Tieto obchody s finanénymi sa povazuji za samostatné transakcie a nie za sucast” hodnoty
podkladovych obchodov, na ktoré sa mdézu viazat. Ide o transakcie a pozicie v opciach,
futures, swapoch, terminovanych devizovych obchodoch, tverovych derivatoch a
zabudovanych derivatoch. Pod finan¢né derivaty by mali byt’ zaradené aj platby dodatocnych
zaloh typu futures. Ako mézeme vidiet’ prilev tychto finan¢nych derivatov na Slovensko bol
v roku 2020 na trovni 934 mil. Eur a v roku 2021 bol tento prilev na trovni 3 128 mil. Eur ¢o
predstavuje 234% nérast.

3 ZAVISLOT MEDZINARODNEJ INVESTICNEJ POZICIE A
HOSPODARSKEHO RASTU

Tento prispevok vyuziva makroeckonomické udaje Slovenska za obdobie rokov 2005 — 2021
pricom ide o obdobie, za ktoré je vykazovand Statistika ukazovatela Medzinarodnej
investi¢nej pozicie podl'a metodiky BPM6. Udaje st ziskané z databazy Narodnej banky
Slovenska. Hlavnymi premennymi je HDP a MIP-pasiva, pricom MIP-pasiva sme si rozlozili
aj na jej jednotlivé zlozky a teda Priame zahrani¢né investicie-pasiva, Porfolio investment —
pasiva, Finan¢né derivaty — pasiva a Ostatné investicie — pasiva.

Ako nam naznacuje ekonomicka tedria Medzinarodnej investi¢nej pozicie ateda jej
jednotlivych zloziek maju tendenciu sa vyvijat’ rovnakym smerom ako hruby domaci produkt.
To znamena, Ze ak PZI rasti tak HDP ma tendenciu rast’ tiez.

Z vysledkov korelacie uvedenych v Tabulke 1 vidime, Ze sa ndm potvrdil na§ predpoklad
0 vyvoji jednotlivych ukazovatel'ov rovnakym smerom, pricom mdzeme vidiet, ze existuji
silné korelacie medzi hrubym domacim produktom a pasivami medzinarodnej investi¢nej
pozicie, priCom tieto silné korelacie st hlavne medzi hrubym domacim produktom
a priamymi zahraniénymi investiciami, portfolio investment a ostatnymi investiciami.
Korelacia medzi HDP a finan¢nymi derivatmi na zaklade korelacnej analyzy vykazuje stredne
silnt zavislost.

Tabulka 1 Korelacia medzi HDP a pasivami MIP a jej jednotlivymi zloZkami

Portfolio

HDP - hruby Priame [investme |Financné |Ostatné

domadci MIP - investicie {nt - derivaty - |investicie

produkt pasiva pasiva pasiva pasiva pasiva
HDP - hruby domaci produkt 1.000000 |0.941820|0.984056| 0.927010| 0.421411| 0.808295
MIP - pasiva 0.941820 | 1.000000| 0.966332| 0.923355| 0.582624| 0.944751
Priame investicie - pasiva 0.984056 | 0.966332| 1.000000| 0.929288| 0.420768| 0.849987
Portfolio investment - pasiva 0.927010 | 0.923355|0.929288| 1.000000( 0.399101| 0.759833
Financné derivaty - pasiva 0.421411 | 0.582624|0.420768| 0.399101| 1.000000( 0.710194
Ostatné investicie - pasiva 0.808295 | 0.944751|0.849987| 0.759833| 0.710194| 1.000000

Zdroj: Spracované za zaklade dat z NBS

4 ZAVER

Sucasny vyskum prispieva teoretickymi konceptami, ktoré stt vhodné ako podnety k d’alsim
uvaham. Zdoraznuje ulohu zahrani¢ného finanéného kapitalu ¢i uz v podobe priamych
zahrani¢nych investicii alebo inych zloziek medzinarodnej investi¢nej pozicie a to vo vzt'ahu
ku globalnym ekonomickym zmenam a k hrubému domacemu produktu. Tak ako viaceré



Stadie tento vztah medzi HDP a MIP pripadne PZI potvrdzujt Pelinescu a Radulescu (2009);
Borensztein (1998), Pece a kol. (2015) tak aj na analyze dat pre Slovensko sa nam ten vztah
potvrdil korelacnou analyzou.

Tento prispevok bol vypracovany v ramci rieSenia projektu: VEGA 1/0628/20 ,,Medzinarodna
investicnd pozicia a jej vztah k ekonomickému rastu - mozny ukazovatel' vonkajSich
nerovnovah krajiny* a VEGA 1/0668/22 ,Migracia a striecbornd ekonomika: Ekonomické,
politické a pravne dosledky rieSenia problému starnutia a migracie populacie v krajinach EU*
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POUZITI ZOBECNENYCH ADITIVNICH MODELU PRO PREDIKCI
CEN OJETYCH VOZU

USING GENERALIZED ADDITIVE MODELS TO PREDICT USED
CAR PRICES

Dominik Kaviik:

Abstrakt

Trh ojetych automobill je typem trhu s vyraznou informacni asymetrii mezi kupujicim a
prodavajicim. Potencialni prodavajici miize chtit vyuzit dostupné informace z nabidek
automobill, stejné jako kupujici, aby zjistil, jak ocenit sviij viiz v ptipad¢ koupé€ nebo prodeje.
K modelovéani a ptredpovédi ceny na zdkladé uvedenych atributi vozidla jsou v této studii
pouzity zobecnéné aditivni modely. Data odhalila nelinearni vliv stafi vozidel a jejich
najetych kilometri na vyslednou cenu.

Kli¢ovd slova: aditivai modely, trh ojetych aut, Skoda
Abstract

The used-car market is a type of market with significant information asymmetry between the
buyer and seller. The potential seller might want to use the available information from the car
listings as well as the buyer to find out how to evaluate their car in case of the purchase or
selling. Generalized additive models are applied to model and predict the price based on the
vehicle’s listed attributes. The data revealed non-linear propagation of the effect of vehicles
age and its mileage on the resulting price.

Keywords: additive models, used-car market, Skoda

1 INTRODUCTION

This study aims to model and predict the price of used Skoda vehicles on the market in the
Czech Republic. The used-car market is specific for the information asymmetry between the
buyer and seller. The quality uncertainty on the market affects the resulting price that, in the
end, affects the average quality and condition of the offered used cars put on the market.
There is an assumed non-linear relationship between the price of a vehicle and its features.
Generalized Additive Models (GAM) are used in the analysis to capture the relationships. The
data are retrieved from the used car advertisement server Sauto using web scraping techniques
in R. The study is structured as follows. The methodology section describes the model used to
predict used Skoda price. The data section describes the procedures necessary to obtain the
original data from the primary source. The empirical section describes the model equation and
the estimation result, which are presented graphically in partial dependence plots for all
continuous and factor variables. The conclusion section contains the results summary.

! This research project was supported by Grant No. IGA F4/27/2020 of the Internal Grant Agency, Faculty of Informatics and
Statistics, Prague University of Economics and Business



2 METHODOLOGY

Generalized additive model (GAM) of authors Hastie and Tibshirani (1987) is used to predict
Skoda vehicle price. In general, GAM model has the following form:

Vi =Bo+ f(xi,l) + f(xi,z) + -t f(xi,k) +u; @Y

In this analysis, the function f(-) used to model the vehicle’s price will be a natural cubic
spline which from all splines are the smoothest interpolators, as noted by Wood (2006). See e.
g. Green and Silverman (1993) for a proof of this statement.

GAM model will help to uncover possible non-linearities in the models feature. To do exactly
this, the natural cubic splines will be used to fit Generalized additive model is used to capture
any non-linearity in the model’s feature. To model the non-linearity in the continuous
variables, | decided to use natural cubic splines, as did e. g. Cao, Valois, and Goldberg
(2006).

The predictive power of GAM model will be tested against the OLS benchmark, with the
following population regression function

Vi =Potxip +xi5+ 0+ f(xi,k) +u;, 2

by comparing the predictions against the values from the test sample, which is later described
in the next section. The metric used to evaluate the prediction will be RMSE:

n A~
RMSE — Z (ytrain - ytest)
n

i=1

To be able to test the hypothesis, that one prediction is better then another, the test-train split
is repeated for multiple random seeds, in order to obtain a distribution of the above-mentioned
metric.

3 DATA

The price and vehicle features are retrieved from the used-car advertisement server Sauto. The
data are obtained algorithmically using iterative APl GET requests to the database from
which the web retrieves the values. Due to the limitation of the total number of listings the
API can provide at once, the iterative requests are sent for every offered car model
respectively. Those are then merged into the final data set. A few outliers were present and
consequently removed. The cleaned dataset contains information from a total of 18417

listings. The data are then randomly split into the testing and training sample in the 75:25
ratio. The following variables were retrieved from the listings:



«  continuous variables
—  Price
—  Mileage
—  Vehicle age
«  categorial variables
—  Diesel
- SuvV
—  First owner
—  Automatic transmission
—  Superb (model name)
— Air condition
—  Service history

4 EMPIRICAL PART
The generalized additive model (GAM) is estimated in the following functional form.

price; = fi, + f(mileage) + f(age) + diesel + SUV + owner + automatic + AC + history
+u (3)

where “u” stands for the random disturbance term. The natural cubic splines were chosen as
the smoother for age and mileage, each with 5 degrees of freedom. To make the interpretation
of this model easier, the partial dependence plots are used further in the empirical part. The
partial dependence plots in the following figure represent the effect of each explanatory
variable as a function of the feature’s value.
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In the figure on the left, there is an apparent switch in the magnitude of the effect of the
vehicle’s age on its price. It appears to be stronger if the vehicle is not older than 10 years.
The marginal effect of the additional year then diminishes once the vehicle is older than 10
years up until the age of 20.

Based on the point estimates, the data suggests that the effect becomes positive, which might
suggest an effect of rarity, but since there are fewer data points for age there is also high
uncertainty which is represented by the wider confidence interval for age > 20. Due to this
fact, it is not possible to evaluate whether the rarity effect exists. The effect might very well
be decreasing for vehicles older than 20 years.

The figure on the right displays the negative effect of mileage on the vehicle’s price. This
finding is not by any means surprising. On the other hand, the effect’s non-linear propagation
across the mileage values is. The line decreases somewhat rapidly up to 100,000 km
compared to the rest of the line beyond this threshold. The price is relatively sensitive to an
additional kilometer, but the effect of the marginal increase in mileage above the threshold is
lower.

The effect of the categorical variables is summarized in the figure below. the service history
and first owner are statistically insignificant.
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The predictive performance of GAM model is tested against the prediction obtained using
OLS. The RMSE is calculated from the predictions which are compared to the actual value of

price from the test sample. the GAM model’s RMSEgay = 96218.83 which is lower than

that of OLS: RMSEq;s = 104335.4, Simulating RMSE’s from a thousand different test-train
splits allowed to test the hypothesis of equality of means between GAM RMSE and OLS
RMSE. Based on the p-value from the standard ANOVA test, the hypothesis of equality of
the means between each group was rejected. The RMSE of the GAM is significantly lower,
hence the predictions from GAM are better compared to the benchmark.

5 CONCLUSION

In this study, the price of used Skoda vehicles was modelled and predicted using the original
data from the used car advertisement server. A generalized additive model (GAM) with
natural cubic splines estimated a non-linear relationship between the vehicle’s age and
mileage. There appears to be a threshold of 100.000 km, after which the effect of an
additional kilometer diminishes. There is a threshold of 10 years in the variable age. From the
point estimates, the slope became positive for vehicles older than 20 years. However, there

were fewer data points in the age > 20 region, which increased the estimated standard error.
Hence, there is no conclusion about the effect of rarity. The predictive power of GAM was
superior to those obtained by the OLS. By simulating multiple test-train splits of the data and
re-estimating the models, the average RMSE of the GAM model was significantly different
and lower than the one of OLS.
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FUNKCIONALNA ANALYZA ROZPTYLU: PRIPADOVA STUDIA
Z POTRAVINARSKEHO PRIEMYSLU

FUNCTIONAL ANALYSIS OF VARIANCE: CASE STUDY FROM
FOOD INDUSTRY

Peter KniZat

Abstrakt

Technologicky pokrok v informaénych systémoch poskytol moznost’ zaznamenavat’ vel'mi
velké subory dat, ktory tiez umoznuje meranie fyzikalnych alebo socialnych fenoménov
presnejSim spdsobom. Data v takychto viacrozmernych stboroch sa daju transponovat do
matematickych, tzv. funkciondlnych, objektov pre pozorované vzorky. Statisticka
terminologia uréena na spracovanie tohto druhu viacrozmernych matematickych objektov sa
nazyva analyza funkciondlnych dat. V tomto ¢lanku predstavime teoreticky ramec, ktory
transponuje realne data na funkcionalne a definuje tieto matematické objekty v statistickej
metode analyzy rozptylu. V pripadovej Studii Z potravinarskeho priemyslu ukdzeme aplikaciu
tohto teoretického ramca na pozorované data, ktorej cielom bude overenie, ¢i je mozné urcit
obsah tuku vo vzorke misa na zaklade spektralnych absorbancii meranych infracervenym
analyzatorom.

Krucové slova: analyza funkciondlnych dat, splajnova expanzia, funkciondlna analyza
rozptylu, spektrometrické data

Abstract

The technological progress in information technology provided the ability of recording very
large datasets that offers the opportunity to observe phenomena in a more accurate way. The
information in such high-dimensional datasets allows such data to be transposed to a
collection of mathematical, also called functional, objects for observed samples. The
statistical terminology designated to deal with this kind of high-dimensional mathematical
objects is called functional data analysis. In this article, we outline a theoretical framework
that transposes a real data into functional and defines these mathematical objects in the
statistical methodology of analysis of variance. In the case study from the food industry, we
demonstrate the application of this theoretical framework on observed data, of which the aim
is to evaluate the fat content in a meat sample based on its absorbance spectrum measured by
infrared analyzer.

Keywords: functional data analysis, spline expansion, functional analysis of variance,
spectrometric data

1 UVOD

Téma analyzy funkcionalnych dat je v Statistike velmi neddvny fenomén, ktory sa
vV poslednych desatroCiach intenzivne skumal. Hlavna charakteristika funkcionality
V pozorovanych datach nastiva za predpokladu ak je mozZné opisat’ pozorovanu Struktiru
vzoriek dat matematickou funkciou tak aby nepriS$lo k neziaducej strate variability
V pozorovanych datach.



Jednou z prelomovych $tadii aplikacie analyzy funkcionalnych dat v Statistickej linearnej
regresii je (Cardot a kol., 1999). V tejto studii je predstaveny teoreticky ramec, ktory definuje
matematické objekty v matici nezavislych premennych s koreSpondujicimi funkcionalnymi
regresnymi parametrami, ktoré st vypocitané odhadom pouzitim metédy minimalizacie
najmensich Stvorcov, a skalarnou zavislou premennou.

Podobna struktira pre funkciondlne data je navrhnutd vo vedeckej Stadii (Ferraty akol.,
2002), stym, ze Statisticka regresia je predstavena Vv neparametrickej forme, tzv. formou
jadrovej (kernel) funkcie, a aplikovana na spektrometrické data.

(Ramsay a kol., 2005) sa rozsiahle venuje problematike transponovania realnych dat do
matematickych objektov pomocou metéd vyrovnavania (smoothing) dat aich aplikécie
v statistickych linearnych regresnych modeloch. V d’al$ej knihe (Ramsay a kol., 2009) su tieto
metddy aplikované v softvéroch R a MATLAB.

Zamerom tohto ¢lanku bude predstavit’ teoreticky ramec, ktory transponuje redlne data na
funkcionalne a definuje tieto matematické objekty v Statistickej metdde analyzy rozptylu. V
pripadovej §tidii z potravinarskeho priemyslu nasim cielom bude aplikovat’ tento teoreticky
ramec na pozorované data a overit, ¢i je mozné urcit’ obsah tuku vo vzorke médsa na zdklade
spektralnych absorbancii meranych infracervenym analyzatorom.

2 THEORETICKE VYCHODISKA

V tejto kapitole predstavime teoreticky ramec pre transponovanie realnych dat na
funkcionalne a funkcionalnu analyzu rozptylu (ANOVA).

2.1 Funkcionalne data

Standardne, zo $tatistického pozorovania ziskame maticu realnych &isel vo forme X; j» kde
j=1,..,p reprezentuje pocet pozorovanych nezavislych nahodnych premennych,
a koreSpondujuci vektor redlnych Cisel y;, ktory reprezentuje zavisli premennt, obidve

pozorované pre vzorky i = 1, ..., n.

Matematicke funkcie s interpolovane do matice redlnych cisel X;; pre kazdi pozorovanu
vzorku i, takze p-rozmerny priestor realnych ¢isel sa mapuje do nekonecného, alebo
funkcionalneho, priestoru. Zapis pre takto maticu funkcionalnych premennych je y;(t), kde
i =1,..,n reprezentuje pocet funkcii vzoriek a t je kontinuum, na ktorom moézu byt dané
vzorky pozorované.

Pre transponovanie realnych dat do funkciondlnych je mozné pouzit rézne typy
matematickych funkcii. V tejto §tadii pouzijeme metodu expanzie bazickych splajnov, tzv. B-
splajnov, ktora je linearna kombinacia splajnovych kriviek By,. Takze y;(t) je mozné vyjadrit
vo forme bazickych splajnovych kriviek nasledovne (Ramsay a kol., 2005)

K

1i(0) = Z cBo(t), 1=1,..,L—1 (1)
k=1
kde Bj su ciastkové polynomy radu m, ktoré s spojené Vv bode uzla tj, kde L — 1 je pocet
uzlov a Kje pocet kriviek v expanzii. Poftom kriviek v expanzii kontrolujeme stupen
vyhladenia dat. Vektor koeficientov ¢, moze byt vypocitany odhadom pouzitim Standardnej
metddy minimalizacie najmensich Stvorcov. Podrobny popis teoretického ramca splajnovych
expanzii je poskytnuty v (De Boor, 2001).



Aplikacia Statistickych metdd regresie a analyzy rozptylu, ktoré skiimaja sposob akym mozno
variabilitu pozorovanych redlnych dat vysvetlit' pozorovanymi funkciami, je pouzitelna na
analyzu funkciondlnych dat. Takuto Struktiru moézeme formalizovat do nasledovného
funkcionalneho modelu

vi=fu@®)+e i=1,..,n )

kde ¢; je vektor nahodnych chyb, ktory ma normalne rozdelenie s priemerom 0 a konStantnou
Standardnou odchylkou .

2.2 Funkcionilna analyza rozptylu

Konvenéna analyza rozptylu moéze byt rozSirena do funkcionalnej formy definovanim
splajnovych expanzii v kritériu minimalizacie najmenSich Stvorcov. V analyze rozptylu
zavisla premenna je funkciondlna a nezavisld premenna je skaldrna. Dal3i rozdiel je, Ze
regresné parametre maju funkcionalnu formu, takze B(t) si pozorovate'né na kontinualnej
doméne t.

Terminologiu mézeme sformalizovat’ nasledovne. Takze mame pocet pozorovanych funkcii
N,, v kazdej kategorii ¢ = 1,...,C a model pre i-ta funkciu v c-tej kategorii, oznaceny ako
y:c(t), (Ramsay a kol., 2005), je

Vie(®) = u(t) + ac(t) + &(t) ®)
kde funkcia u(t) je celkovy priemer pre vietky N funkcie, N = ¥:¢_; N,. a.(t) st $pecifické
efektové funkcie, ktoré reprezentuju odchylky od celkového priemeru pre kazda kategoériu C.
Funkcia nahodnych chyb &;.(t) je nevysvetlena variacia Specificka pre i-tu funkciu pre kazdu
kategoriu C.

Aby bolo mozné vypocitat odhadom S$pecifické efektové funkcie pre jednotlivé kategorie,
obmedzenie ¥¢_; a.(t) = 0 pre vietky t musi byt splnené.

Rovnicu (3) mozno predefinovat’ nasledovne (Ramsay a kol., 2005). Matica X;cy; s rozmermi
N x (C + 1) pre i-ta funkciu v c-tej kategérii ma hodnoty 1 ak funkcia spada do danej

kategorie a 0 v opacnom pripade, kde stipec j pre celkovy priemer funkcii ma hodnoty 1.
Funkcionalne regresné koeficienty f;(t) si definované ako pB;(t) = u(t),B,(t) =

a1 (0) ... Ber1 (0) = ac (D), takze B;(t) = (u(t), ay(b), ...,ac(t))T. Model v rovnici (3) je
ekvivalentny s nasledovnym modelom
C+1
Yie(®) = ) Xaeyj(®) + &ie(®) @
j=1
Kazda funkcia zavislej premennej y;.(t) a funkciondlne regresné koeficienty £;(t) mézu byt
vyjadrené v splajnovej expanzii nasledovne

Ky Kﬁ
Vie(t) = Z CO(t),  B;j(O) = Z Bjx i (t) (5)
k=1 k=1

kde 6, (t) je K,-rozmerny vektor, ktory obsahuje splajnové krivky, a matica C;, s rozmermi
N x K, obsahuje koeficienty expanzie splajnovych Kriviek pre y;.(t). Podobne () je Kg-
rozmerny vektor, ktory obsahuje splajnové krivky, a matica Bj, s rozmermi (C + 1) X Kp
obsahuje koeficienty expanzie splajnovych kriviek pre f;(t).



Kritérium najmengich $tvorcov (KNS) pre vypocet odhadom p;(t), rozsirené do
funkcionalnej formy (Ramsay a kol., 2005), je

N¢ +
KNS ﬁ,(t) iz f yie(t) — Czlx(w)jﬁ,(t) dt (6)
c=1i=

Aby bolo mozné vypocitat' odhadom f;(t), minimalizaciou kritéria najmenSich Stvorcov,
obmedzenie C+1 2 B;(®) = 0, ekvivalentné s Y.¢_; a.(t) = 0, pre vietky t musi byt’ splnené.
Detailny popis Vypoctu je uvedeny v (Ramsay a kol., 2005).

3 VYSLEDKY

V tejto Casti aplikujeme teoreticky ramec uvedeny V predchadzajicej Casti na pozorované
data. PouZzijeme data, ktoré pochddzaji zo skumania kontroly kvality v potravindrskom
priemysle, tzv. spektrometrické data. Detailny popis dat, tzv. Tecator data set, je na webovej
stranke http://lib.stat.cmu.edu/datasets/tecator.

Kazda vzorka v subore dat reprezentuje kisok misa s réznym obsahom tuku, ktory je merany
v percentach, kde mame celkom 215 vzoriek. KoreSpondujlice merania Spektralnych
absorbancii pre kazdu vzorku misa boli zaznamenané pomocou analyzatora, ktory pracuje na
principe infraervené¢ho prenosu. Pre kazdi vzorku bolo zaznamenanych 100 spektralnych
absorbancii.

V prvom kroku transponujeme pozorované realne data pre 100 premennych, spektralnych
absorbancii, na funkcionalne data pre kazdi vzorku misa. Pouzijeme expanziu bazickych
splajnov definovant v rovnici (1) s ¢iastkovymi polynomami 3-teho radu s r6znym pocétom
bazickych kriviek (5, 10, 20 a 30). Graf 1 zobrazuje vyhladenie pre jednu vzorku maésa.

Graf 1: Jedna vzorka méisa
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Graf 1 ukazuje, ze pri vyhladeni pozorovanych dat dochddza len k minimalnej strate
variability s porovnanim s funkcionalnymi datami ak pouzijeme 20, alebo viac, bazickych
kriviek v splajnovej expanzii. V d’alsej analyze pouzijeme splajnovi expanziu s 30-timi
bazickymi krivkami. Takze mame y;(t),i =1,...,215 funkcii vzoriek misa, ktoré su
pozorovatel'né na kontinualnej doméne t.

Vzhl'adom na stanoveny ciel’ tohto prispevku, pokracujeme s vyuzitim metodologického
aparatu uvedeného v kapitole 2. Hlavnou otazkou je preskimat, ¢i obsah tuku v mése je
mozné vysvetlit' na zaklade merani spektralnych absorbancii.

Funkcie vzoriek médsa rozdelime do 5-tich kategoérii podl'a obsahu tuku v méase. Rozdelenie do
kategorii je stanovené autorom anie je zalozené na ziadnom Statistickom modeli alebo
expertize v danej problematike. Tiez vytvorime maticu X(;.); podl'a definicie v rovnici (4).

Tabul'ka 1: Kategorie — pocet funkcii vzoriek misa podl'a obsahu tuku

Kategoria Obsah tuku v mise v % (OTM) | Pocet funkcii v kategorii
1 0<0TM <10 77
2 10<0TM < 20 61
3 20<0TM < 30 36
4 30<0TM <40 23
5 40 <OTM <50 18

Zdroj: Vlastné vypracovanie

Po aplikovani modelu v rovnici (3), vypoétom odhadované parametre st zobrazené graficky
v nasledujacom grafe, kde pIné ¢iary znazoriuju odhadované profily fi(t) + @.(t) pre 5
kategorii a preruSovana Ciara je odhadovany celkovy priemer fi(t) pre vsetky N funkcie
vzoriek misa.

Graf 2: Odhadované funkcionalne parametre
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Graf 2 ukazuje, Ze odhadovany profil pre kategoriu 2 je takmer zhodny s odhadovanym
celkovym priemerom funkcii, ale odhadované profily pre kategorie 1, 3, 4 a 5 sa odchyl'uju od
odhadovaného celkového priemeru funkcii. Na zaklade tejto grafickej vizualizacie
predpokladame, Ze spektralne absorbancie méZu byt’ determinant pre obsah tuku v mése.

4 ZAVER

Ciel'om tejto Stidie bolo predstavenie teoretického ramca analyzy funkcionalnych dat a jeho
nasledné aplikovanie v praxi. V pripadovej Stadii zo skimania kontroly kvality
V potravinarskom priemysle sme pouzili merania spektralnych absorbancii, ktoré boli
zaznamenan¢ pomocou infraCervené¢ho analyzéatora, na aplikdciu teoretického ramca na
pozorované data. V prvom kroku pozorované realne data jednotlivych vzoriek skumani boli
transponované do funkcionalnych, pomocou metddy expanzie bazickych spaljnov. Nasledne
sme predstavili teoreticky ramec pre funkcionalnu analyzu rozptylu a demonstrovali aplikaciu
Vv pripadovej Studii, ktorej cielom bolo objasnit’, Ze ¢i obsah tuku vo vzorke mésa je mozné
vysvetlit na zaklade merani spektralnych absorbancii. Funkcionalna analyza rozptylu a
grafické vyobrazenie odhadovanych parametrov modelu ukazali, Ze obsah tuku mdze byt
vysvetleny spektralnymi absorbanciami.

Avsak, d’alSia analyza je potrebna na vyhodnotenie $tatistickej vyznamnosti odhadovanych
funkcionalnych Specifickych efektov pre jednotlivé kategorie aich odlisnosti od
odhadovaného celkové priemeru pre vSetky funkcie vzoriek mésa.
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ODHAD DYNAMICKEHO EFEKTU CLENSTVA V EU POMOCOU
GRAVITACNEHO MODELU

ESTIMATION OF THE DYNAMIC EFFECT OF EU MEMBERSHIP
USING A GRAVITY MODEL

Brian Konig

Abstrakt

Clanok sa zaobera odhadom efektu ¢lenstva v EU na bilateralny obchodny tok pomocou
gravitaénych modeloch. Doéraz je kladeny na komparaciu odhadu statického a dynamického
efektu ¢lenstva. Z vysledkov dosiahnutych v aplikac¢nej ¢asti ¢lanku mozno predpokladat’, Ze
efekt Clenstva v eurdpskej Ginii ma Statisticky vyznamny dopad na bilateralny obchodny tok
obchodujucich krajin. V pripade kontroly dynamického efektu clenstva je celkovy efekt
0 takmer 10 percentudlnych bodov vyssi, ako v modeli so statickym efektom.

KPucové slova: gravitacny model, dynamicky, ¢lenstvo v eurdpskej unii

Abstract

The article deals with estimating the effect of EU membership on bilateral trade flow using
gravity models. Emphasis is put on the comparison of static and dynamic membership effect
estimates. From the results obtained in the application part of the article, it can be stated that
the effect of membership in the European Union has a statistically significant impact on the
bilateral trade flow of trading countries. While controlling for the dynamic effect of
membership, the total effect is almost 10 percentage points higher as compared to the model
with a static effect.

Keywords: gravity model, dynamic effect, EU membership

1 UVOD

Vstup do EU je vyznamnym krokom v dejindch jednotlivych eurdpskych krajin. Kazda
krajina pred vstupom do EU zvazovala vyhody a zavézky, ktoré jej zo vstupu do EU budu
vyplyvat’. Jednou z ekonomickych vyhod ¢lenstva v EU je vol'ny obchod medzi krajinami EU
a zvy€ajne vyhodnejSie obchodné dohody so zvySkom sveta, akoby krajina bola schopna
vyrokovat’ sama o sebe bez Clenstva v EU. Uvedena skuto¢nost’ ma zvyc¢ajne pozitivny dopad
na zahrani¢ny obchod ¢lenskej krajiny EU. Poznanie vplyvu ¢lenstva v EU na zahrani¢ny
obchod je dolezité ako pre potencidlne pristupové krajiny do EU, tak aj pre krajiny, ktoré
zvazuju odchod z EU. Vstup ¢lenstva do EU sa nemusi hned’ Uplne premietnut’ do nérastu
bilateralneho obchodu, ale moéze skor dochddzat k postupnému prispdsobovaniu obchodu
¢lenstvu v EU. Tato hypotézu mozno overit pomocou kontrolovania dynamického efektu
¢lenstva v EU. Ciel'om prispevku je odhadnut’ a porovnat’ staticky a dynamicky efekt ¢lenstva
v EU na bilateralny obchod.

2  METODOLOGIA
Gravitatny model zahranicného obchodu je historicky spédjany s holandskym ekonémom
Janom Tinbergenom, ktory tento koncept predstavil v roku 1962 (Tinbergen, 1962). V tejto



Casti budeme uvazovat’ s gravitatnym modelom odvodenym z dopytovej strany ekonomiky
podl'a Andersona a van Wincoopa (2003) zalozeného na Anderson (1979).

Ak takto upraveny vztah (1.14) nasledne dosadime do vztahov (1.8) a (1.9) ziskame
Strukturalnu podobu gravitacného modelu Andersona a Wincoopa (2003) v tvare:

EY 1-0
(2.1)

7Y,
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kde Xjj su bilaterdlne obchodné toky zkrajiny ido krajiny j; Yw je prijem sveta
(resp. produkcia); Y je domaca produkcia krajiny i; Ej su celkové vydavky krajiny j; &;
reprezentuje bilateralne obchodné néaklady medzi krajinami ia j; o je elasticita substiticie
medzi tovarmi z jednotlivych krajin;

Rovnicu (2.1) mozno rozlozit' na dve &asti. Cast mimo zatvorky, hovoriacu o hypotetickej
urovni obchodu, ak by neexistovali obchodné naklady, bariéry a za predpokladu rovnakych
cien. Druha Cast’ pozostava z obchodnych bariér, resp. ndkladov a multilateralnych rezistencii.
Obchodné néklady tjj st v literatire Casto aproximované geografickymi premennymi a
premennymi reprezentujucimi politiku zahraniéného obchodu ako napr. vzdialenost, cla,
spolo¢ny jazyk, dohody o vol'nom obchode, existencia spolo¢nej hranice atd’. Vztah (2.2)
vyjadruje vnutorni multilateralnu rezistenciu importéra j, ktord hovori o naro¢nosti vstupu na
trh importéra j. Rovnica (2.3) reprezentuje vonkajSiu multilateralnu rezistenciu a ta vyjadruje
narocnost’ vstupu exportéra i na trh. Multilateralne rezistencie budi aproximované pomocou
fixnych efektov premenlivych v rozmeroch imporér - Cas, exportér - ¢as a importér-exportér
(Harrigan, 1996; Baier a Bergstrand, 2007). Na odhad parametrov bude pouzity pseudo-
Poissonov estimator maximalnej vierohodnosti PPML (Silva a Tenreyro, 2006)

2.1 Odhad multilateralnych rezistencii pomocou fixnych efektov

V prvej Casti preskimame vSeobecne vplyv ¢lenstva v EU na bilateralny tok obchodu na
celom ¢asovom intervale. KedZe budii v modeli pouZité tri typy fixnych efektov (importér —
Cas, exportér — Cas, importér — exportér) vSetky premenné, ktoré si premenlivé iba v tychto
troch rozmeroch budi absorbované fixnymi efektmi, a teda nebude mozné odhadnat’ ich
vplyv priamo (vSetky premenné, ktoré su Specifické pre jednu z obchodujucich krajin a su
premenlivé v Case ako napr. HDP, velkost' populacie atd.; rovnako aj vSetky premenné
premenlivé iba v rozmere importér — exportér napr. vzdialenost, kolonidlne vézby, spolocny
oficidlny jazyk atd’.). Multiplikativny gravitacny model moZno zapisat’ v tvare:

Xijt = exp(Bieuoq;, + Gij + Vie + 60)€ij e (2.4)

kde t je index Casu; x;; . teraz reprezentuje bilateralny obchodny tok z krajiny j do krajiny i
(uz nie normalizovany pomocou HDP krajin ako v predchadzajicom pripade); ¢;; su fixne
efekty v rozmere importér — exportér. Ked’ze prispésobenie obchodného toku medzi krajinami
na zmenu obchodnej politiky alebo obchodnych nédkladov moze trvat’ istd dobu, viaceri autori
(napr. Baier a Bergstrand, 2007; Bergstrand, Larch a Yotov, 2015) odporacaju pouzit' na
odhad gravitatného modelu namiesto po sebe iducich rokov ¢asové intervaly (intervaly troch,
Styroch, resp. piatich rokov).



3 DATA

Ako zavisla premenna bude pouzity bilateralny import tovarov databazy DOTS (Direction of
Trade Statistics) medzinarodného menového fondu. Databdza pokryva tudaje o bilateralnom
obchode za 184 krajin, pricom ro¢né udaje su k dispozicii od roku 1948 az po sti¢asnost’
zhruba s dvojroénym oneskorenim. Udaje st publikované v americkych dolaroch. Import bol
zvoleny za zavisli premennu z toho titulu, ako uvéadzaju viaceri autori (napr. Yotov a kol.,
2016), ze tidaje o importe su zvycajne spolahlivejSie ako udaje o exporte, pretoze importy do
krajiny st 0 mnoho viac monitorované v porovnani s exportom (najma kvoli clu). Okrem toho
v DOTS databaze je viacej pozorovani importu ako exportu, a preto budeme vyuzivat' ako
zavisli premennt import vyjadreny v americkych dolaroch (USD). Za ucelom nasej analyzy
boli pouzité udaje za roky 1950 - 2015 pre 138 najvacsich obchodnych partnerov EU v roku
2015, pricom medzi nimi sa nachadza vietkych 28 statov EU. Udaje o zmluvach o volnom
obchode (fta) boli cerpané z databazy Egger, Peter H. and Mario Larch (2008), ktora okrem
iného obsahuje aj informacie o colnych uniach a dohodach o ekonomickej integracii. Rok
2015 bol zvoleny kvoli tomu, Ze vac¢sina premennych je pouzitych z databdz franctizskeho
centra pre vyskum a expertizy o svetovej ekonomike CEPII (databazy Gravity a GeoDist),
ktoré poskytuje rozne databazy (okrem in¢ho aj databédzy sluziace k tvorbe gravitaénych
modelov). Databaza ,,Gravity* obsahuje informacie za obdobie rokov 1948 — 2015, pri¢om
poskytuje zhruba 70 premennych za 224 krajin. Informécia o ¢lenstve v EU je pouZita prave z
tejto databazy.

4 ODHAD DYNAMICKEHO EFEKTU CLENSTVA V EU POMOCOU

GRAVITACNEHO MODELU

V tejto Casti porovndme staticky a dynamicky odhad efektu ¢lenstva v EU na bilateralny
obchod ziskané z gravitatnych modelov. V jednotlivych modeloch budeme popri ¢lenstve
v EU kontrolovat’ aj vplyv premennej reprezentujucej fta. V prvom kroku budeme skimat, ¢i
efekt Clenstva v EU je v Case stabilny alebo sa meni v zavislosti od skimaného obdobia.

Na zaklade vysledkov v tabul’ke (Tabul'ka 1) mozno konStatovat’, Ze efekt Clenstva

Vv EU na bilaterdlny obchod nebol v Case stabilny, ale suvisel so Specifikami jednotlivych
obdobi. Do roku 1990 mozno pozorovat’ narast vplyvu ¢lenstva v EU, pricom medzi prvym
a druhym obdobim sa efekt takmer zdvojnasobil. Uvedeny jav mdze byt dosledkom toho, Ze
druhé obdobie zachytava vstup Spojeného kralovstva do EU, ktoré predstavuje ekonomicky
vel’ku a vyspelu krajinu.

Tabul’ka 1 — Odhad gravitaéného modelu s ¢asovymi intervalmi

1) (2) 3) (4) (5)
<1970 <1980 <1990 1950-2015 >2000
import
fta 0.2500***  0.0941***  (0.1434*** -0.0119 0.0153
(0.0525) (0.0243) (0.0329) (0.0492) (0.0339)
eu_od 0.3307***  0.6543***  0.6766***  0.4259***  (.2382***
(0.0704) (0.0835) (0.0805) (0.0559) (0.0522)
N 21122 46392 68652 194352 93442
R 0.992 0.992 0.992 0.991 0.994

Standard errors in parentheses

*p<0.10,** p<.05, ***p < .01

Model (1) reprezentuje odhad na obdobi <1970. Model (2) reprezentuje odhad na obdobi <1980. Model (3)
reprezentuje odhad na obdobi <1990. Model (4) reprezentuje odhad na obdobi 1950-2015. Model (5)
reprezentuje odhad na obdobi >2000.



Ak zohladnime celé obdobie, mozno pozorovat, ze efekt ¢lenstva v EU zacal v zaverecnej
Casti klesat’, co mdze byt’ spdsobené najma niz§im efektom po roku 2000. Uvedené moze byt
v dosledku narastu vplyvu ekonomickej integracie a globalizacie, ale aj financ¢nej
globalizacie. Rovnako zaujimavy je aj vyvoj efektu dohdd o vol'nom obchode, ktory taktiez
nie je stabilny v ¢ase. Do roku 1990 bol efekt fta statisticky vyznamne odlisny od nuly,
pricom najsilnejsi bol v prvom obdobi, kedy este ekonomickd spolupraca a integracia medzi
jednotlivymi krajinami nebola tak dobre rozvinuta ako tomu bolo neskor. V poslednom
obdobi po roku 2000 je efekt fta Statisticky nevyznamny a relativne blizky nule. Existencia
tohto javu moze byt spdsobend z rovnakej pri¢iny, z akej dochadza k poklesu vplyvu ¢lenstva
v EU.

Bilateralny obchod sa nemusi okamzite prispdsobit zmene obchodnej politiky
a prispdsobenie zahrani¢ného obchodu na vstup do EU moéze trvat’ niekol’ko period. Aby sme
zachytili moznost’ postupného prispdsobenia sa zahrani¢ného obchodu vstupu do EU, v d’alSej
Casti sa pokusime explicitne zahrnat' pozvolné prisposobovanie sa bilateralneho obchodu
&lenstvu v EU zavedenim oneskorenych premennych.’ Konkrétne budeme skimat’ ako je
schopny sa bilaterdlny obchod prisposobit’ vstupu do EU priblizne za jednu dekddu. Budeme
uvazovat’ s modelom v tvare:

Xij¢r = exp(Pifta;jc + Poftaije—s + Bsfta;j—e + Pafta;jro +
ﬁSeuOdUlt + ﬁGeuOdij_t_3 + ﬁ7eu’0dij‘t_6 + ﬁseuodij‘t_g + ¢l] + yi,t + (41)
5j,t)€ij,t-

Tabul’ka 4. 2 — Odhad dynamického gravitacného modelu

1) (2)
basic lag
import
eu_od 0.4259*** 0.3400***
(0.0559) (0.0419)
eu_od_lag3 0.0575**
(0.0246)
eu_od_lag6 0.0525**
(0.0241)
eu_od_lag9 0.0378
(0.0282)
fta -0.0119 -0.0234
(0.0492) (0.0330)
fta_lag3 0.0255
(0.0228)
fta_lag6 0.0093

! Obdobny postup pouzili Baier a Bergstrand (2007) na skumanie efektu dohd o volnom obchode (fta).



(0.0219)

fta_lag9 -0.0491**
(0.0239)

fta_lead3

N 194352 194352

R? 0.991 0.991

total eu_od 0.4259 0.4878

Standard errors in parentheses

*p<0.10,** p<.05, ***p < .01

Model (1) reprezentuje poévodny staticky model. Model (2) reprezentuje dynamicky model s troma
oneskoreniami.

Z dynamického modelu uvedeného v tabulke (Tabulka 4.) mozno pozorovat, ze
najsilnejsi efekt clenstva vstupu do EU je v prvom obdobi (0,34). S postupom casu efekt
slabne, pricom po deviatich rokoch zostava priblizne len jedna devétina pociatoéného efektu
(0,0378). Treba poznamenat,, ze efekt po deviatich rokoch nie je Statisticky vyznamne odli$ny
od nuly. Celkovy efekt po deviatich rokoch je exp(0,4878)-1=62,87 %, ¢o nepredstavuje
vyrazny narast v porovnani s efektom v statickom modeli (exp(0,4259)-1=53,1 %).

ZAVER

Clanok sa venuje komparacii odhadov statického a dynamického odhadu efektu Elenstva
v EU, pricom je kontrolovany aj efekt obchodnych dohdd. Z vysledkov dosiahnutych
Vv aplikacnej €asti mozno predpokladat’, ze efekt clenstva v EU ma Statisticky vyznamny efekt
na bilaterdlny obchodny tok obchodujticich krajin. Zmenou vyberu skimaného obdobia,
mozno pozorovat, ze efekt ¢lenstva v EU zacal v zaverecnej Casti klesat, ¢o moze byt
sposobené najmi niz§im efektom po roku 2000. Pri kontrolovani dynamického efektu bol
vplyv €lenstva v EU na bilaterdlnych tok priblizne o 10 percentudlnych bodov vyssi ako
v pripade kontrolovania iba statického efektu a po 6 rokoch tento efekt odznieva.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia projektu VEGA 1/0193/20 ,, Vplyv priestorovych
spillover efektov na inovacné aktivity a rozvoj regionov EU*,
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OCEKAVANE INDIVIDUALNI NAKLADY PROMISKUITY
EXPECTED INDIVIDUAL COSTS OF PROMISCUITY

Petr Krautwurm

Abstrakt

Préce se zabyva oc¢ekavanymi individudlnimi naklady promiskuity, pfiCemz je vypocitava pro
osobu ve veéku 20 let, kterd se ucastni nechranéné souloze s neznamou stejn¢ starou osobou.
Prace udava, ze se tyto naklady na jednu nechranénou souloz pohybuji okolo 19 238 KC¢.
Hlavni polozku v nakladech tvoii moznost poceti ditéte, zatimco moznost nakazit se pohlavni
nemoci je polozkou spiSe marginalni.

KUrucové slova: Promiskuita, Ocekavané naklady, QALY

Abstract

The paper investigates the expected individual costs of promiscuity, calculating them for a 20-
year-old person who engages in unprotected intercourse with an unknown person of the same
age. The paper indicates that these costs for one unprotected intercourse are around CZK
19,238. The main item in the costs is the possibility of conceiving a child, while the
possibility of contracting a venereal disease is a rather marginal item.

Keywords: Promiscuity, Expected costs, QALY

UvVOoD
Naklady jsou esencialnim faktorem v rozhodovani, nebot’ nakladnost uritych aktivit
determinuje vili rozhodovatele je provadét. V ptipadech nejistoty vSak neni mozné néklady
vycislit s jednozna¢nou piesnosti a tedy je nutné pocitat pouze s ofekavanymi naklady.
Ocekavané naklady v takovém piipadé odpovidaji stfedni hodnoté konkrétniho prospektu,
kterému rozhodovatel Celi. Toto je zvlasté relevantni v ptipad¢, Ze jednotlivd rozhodnuti tvoti
predzéavazky.

V ptipad¢ promiskuity rozhodovatel Celi prospektu, s nimz se poji nédklady jak zdravotni, tak
socialni, a tedy by bylo smysluplné urcit jeho stfedni hodnotu, aby bylo mozné dale
analyzovat rozhodovatelovo jedndni v rdmci promiskuitniho chovani. Pfedchozi prace na toto
téma sice ilustruji, Ze analyza nakladi a vynosii v rdmci danych aktivit predikuje smysluplné
vysledky, ale tyto prace jsou spiSe obecného charakteru a jiz se nezabyvaji presnymi
hodnotami jednotlivych faktorii (Houdek & Koblovsky, 2017).

Tato prace vycisluje celkovou individudlni ofekavanou hodnotu nédkladi jedné jednotky
promiskuity, tedy pravé ocekdvanych nakladl spojenych s jednim aktem nechranéné souloze
s neznamou osobou.

1 PREDPOKLADY

Prace predpoklada, Ze naklady promiskuity lze zobecnit do jedné jednotky v podobé jedné
nechranéné souloZe s neznamou osobou, kterd je zakoncena ejakulaci. Dany piedpoklad je



zvolen z diivodu jednoznacnosti, nebot’ mnoha data tykajici se pravdépodobnosti poceti jsou
ziskdna na parech, které se o poceti snazily, a tedy dochazelo k plnohodnotnému dokonceni
souloze.

Zaroven, naklady jsou pocitany pro rozhodovatele ve véku 20 let, ktery se ucastni pohlavniho
styku se stejné starou osobou. Tento piedpoklad je zvolen z divodu, Ze se jednotlivé naklady
mohou napfi¢ vékovymi skupinami vyrazné lisit, predev§im kvuli plodnosti.

2 ZAKLADNI MODEL

Model ptedpoklada, ze zakladni naklady spojené s promiskuitou (konkrétné s jednim
nechranénym pohlavnim stykem s neznamou osobou) lze rozlozit pfedevSim na ndklady
tykajici se neplanovaného poceti ditéte a naklady souvisejici s nakazou pohlavni nemoci.
Ostatni potencidlni naklady, jako napiiklad mechanické poranéni ¢i skandal, mohou byt
zanedbany bud’ z diavodu jejich nepfilis velkého vyznamu nebo z divodu jejich ziejmé
zavislosti na jinych charakteristikdch rozhodovateld. V ptipadé mechanického poranéni lze
argumentovat, Ze pravdépodobnost jeho vyskytu je mald (Abasiattai et al., 2005), pfi€emz i
naklady s nim spojené byvaji zanedbatelné (Dao et al., 1995). V piipad¢€ skandalu sice mohou
byt ndklady mnohondsobn¢ vyssi, ale rovnéz byvaji zavislé na spolecenském postaveni
zucastnénych (Borelli-Kjaer, 2021) a tedy budou mit vysokou variabilitu, z divodu ¢ehoz by
bylo vhodné je zkoumat pro kazdou ze spolecenskych vrstev zvlaSt. Na druhou stranu,
naklady jsou nezaporna veliina, tudiz zapocitani dodate¢nych polozek by nikdy nemohlo
vést k poklesu celkovych nékladi. Z toho tedy plyne, ze vycislené naklady, které neberou v
potaz ty ostatni, jsou pouze spodni hranici celkovych ofekavanych individudlnich naklada
promiskuity.

Model ptedpoklada aditivni vztah mezi jednotlivymi ndklady. Jednd se o zjednodusujici
ptedpoklad, ktery v redlném svété nemusi byt splnén. Na druhou stranu, vzhledem k relativné
malé prevalenci pohlavnich chorob v populaci a jejich nizké korelaci s neplanovanymi
pocetimi lze vSechny nelinedrni vztahy mezi jednotlivymi poloZzkami v nékladech povaZovat
za nevyznamné. Zakladni model pro vypocet nakladi promiskuity lze tedy zapsat nasledovné:

TCorom = TCrgy T TCxpy + Ty (1)

Kde TCrrom jsou celkové odekavané individualni néklady promiskuity, 7€

TCyem oznatuje ndklady spojené

TeH odpovida

nakladim souvisejicim s neplanovanym pocetim,

e

S pohlavnimi nemocemi a * =¥ znazornuje vSechny ostatni naklady.

Je nutné zde poznamenat, ze odhad celkovych nékladii promiskuity se bude napiic
jednotlivymi rozhodovateli lisit. Dané naklady mohou byt rtizné napii¢ vékovymi skupinami,
pohlavimi, ¢i Socidlnimi vrstvami. Pfi jejich odhadu tedy zéalezi na informaci, kterou jsou
podminéné, pficemz v této praci jsou podminéné nizkym vékem zicastnénych.

Co se tyce vsech slozek celkovych nakladi, je nutné vzit v potaz, ze takovéto nédklady budou
vzdy zaviset na pravdépodobnosti vzniku urcitého jevu a naslednych dil¢ich nédkladech s nim
spojenych. Jedna se tedy o stfedni hodnotu diskrétniho rozdéleni mnohdy kategoridlni
nahodné veliiny.

Ohledné celkovych nakladii spojenych s neplanovanym pocetim plati, Ze primarné zavisi na
pravdépodobnosti, Ze dojde k samotnému poceti a nasledn¢ na pravdépodobnostech,
souvisejicich s jeho nasledky, jakoz i na vycisleni danych nésledkii. Tedy, naklady spojené
s nepldnovanym pocetim lze zapsat nasledovné:



TCrgy = 'PI'EH[FuorrCuorr + Pyjps Cdira) (2)

Kde Prex odpovida pravdépodobnosti, ze dojde k t€hotenstvi, kterd je rovna praniku

pravdépododobnosti, ze dojde ke styku dvou plodnych osob Poioa 2  obecné

Faoc , tedy plati:

C

pravdépodobnosti, ze disledkem nechranéného pohlavniho styku bude poceti
Pren = Pproa * Fpoc | Dale, Pooer je pravdépodobnost, ze dojde k potratu a
oSekavané naklady s nim spojené. Faite je poté pravdépodobnost, ze dojde k porodu, ktera je

potr jSOU

rovna Paice = [1 —P uoh') a Caice analogicky oznacuje ocekavané naklady spojené s ditétem.

Co se tyce dil¢ich ocekavanych nakladu, plati, Ze Cootr zavisi na pravdépodobnosti, s jakou
dojde ke kterému typu potratu (tedy pfirozeny ¢i umély) a na konkrétnich ndkladech
spojenych s jednotlivymi typy potratl. Néklady spojené se vznikem ditéte Caice zavisi na
mnohem vice faktorech, a to pfedev§im na pravdépodobnostech, s nimiz se dité¢ dozije
konkrétniho véku, a nasledné na nakladech spojenych s vyzivovanim ditéte. Danou veli¢inu
by bylo moZzné modelovat markovskym fetézcem s jedinym absorbénim stavem a
s moznymi piechody bud’ o stav vyse nebo do absorbéniho stavu. Oc¢ekavané naklady na dité
jsou tedy nasledujici:

T
Caire = Z PiineCaine (3)

t=1

Kde Pive je pravdepodobnost, Ze se dité dozije konkrétniho veku ' a Ciwe jsou odekavané
naklady spojené¢ sjeho vyZivovanim. V tomto kontextu je nutné uvést, ze
pravdépodobnost umrti se vyrazné liS$i mezi novorozenci a vSemi détmi, které prozily svij
prvni rok zivota, ptfi¢emz u druhé skupiny je tato pravdépodobnost téméi zanedbatelna (pod
1 promile) a to az do v€ku okolo 20 let (SSA, 2022). Ztoho tedy plyne, ze lze pro
jednoduchost uvazovat dva scénafe: dité bud’ piezije stadium novorozence ¢i nikoliv. Pokud
toto stadium pieZzije, lze pfedpokladat, ze se doZije az dospélosti. Rovnéz je v tomto ohledu
nezbytné zohlednit pravdépodobnost, Ze se narodi vicero déti najednou, kterou udava
Hellinovo pravidlo (Fellman & Erikson, 2009).

Co se tyce vyzivovacich nakladl na dit€, pii jejich analyze je nutné uvazovat jak inflaci, tak
urokovou miru, vyuzitelnou pro zjisténi soucasné hodnoty. Soucasnou ocekavanou hodnotu
nakladl na dité Ize interpretovat jako nutny objem penéznich prosttedki, jimiz subjekt musi
disponovat nyni, aby =zvladnul dit¢ do budoucna zabezpecit. Tedy zjednodusujici
mechanismus je nésledujici:

VYZ, mi(1+nj* .

—f o~ Yy - pyE
(1+7)t (1+7)t 0
=0 =0

¥
Cd#a'_

(4)

Kde Caite je soucasna ocekéavand hodnota nakladl na dite, VYZ, je vyzivné v dase &, které Ize
chapat jako funkci inflace ™, pticemz je jeho hodnota redukovana o mocniny vynosové miry.
Intuice tohoto kroku je takova, Ze vyzivné v Case sice neustale roste, ale zaroven na néj lze

spotit. Spornou velic¢inou dané rovnice je délka vyzivného, nebot’ je variabilni v zavislosti na



tom, zdali se dité rozhodne studovat ¢i nikoliv a tedy se do analyzy musi zapocitat i tato
pravdépodobnost.

Co se tyCe dalSich naklada spojenych s nechranénym pohlavnim stykem, je nutné uvazovat
pravdépodobnost nakazy pohlavnimi nemocemi a s nimi spojené nakladné komplikace. Jedny
Z hlavnich faktori s nimi souvisejici jsou bud’ ztrata zivota nebo uUbytek kvality Zzivota.
Vhodna metrika pro méteni danych efekta je parametr QALY, ktery je charakterizovan jako
hodnota jednoho roku zivota pfi vyborném zdravotnim stavu (Lee et al., 2009; Neumann et
al., 2014). Z toho tedy plyne, Ze je nutné vycislit pravdépodobnosti, ze dojde k nakazeni se
pohlavné pienosnou nemoci, jakoz jaky ubytek QALY vznikne v jejim dusledku. Kromé
toho, s problematickou nakazou pohlavnimi nemocemi se poji ¢asto i ztrata zaméstnani, tedy
je nutné uvazovat i naklady v disledku mensi mzdy. Celkové naklady souvisejici s pohlavné
pfenosnymi chorobami lze vy¢islit nasledujicim mechanismem:

I
TC;".I'EM = Z 'P:l:!am,_;l' C:lzam,_;l' (5)
=1

Kde / oznacuje celkovy pocet pohlavné prenosnych chorob, jimiz se subjekt miize nakazit,

Prem. s oznacuje pravdépodobnost nakazeni se konkrétni nemoci a Crem.j jsou naklady s ni
spojené. Je nutné dodat, Ze se lze pfi jednom nechrdnéném pohlavnim styku nakazit vicero
nemocemi nardz a tedy nakaza jednou nemoci nevyluuje moznost nakazit se nemoci druhou.
Analyza vSak rovnéz piedpoklada, ze pravdépodobnost nakazeni se konkrétni nemoci je
nezavisla na pravdépodobnostech nakaZeni se ostatnimi nemocemi, coz je zjednodusujici
piedpoklad. Naklady pohlavni choroby se fidi nasledujicim mechanismem:

Crom.i = (1 —¥;)QALY + (1 — 6, )W (6)

nem,j

Kde ¥ oznaGuje procentudlni redukei v kvalité Zivota vzhledem ke konkrétni nemoci, 5

znazoriiuje procentudlni redukci ve mzde W

3 VYSLEDKY

V pilotni studii (Krautwurm, 2019) bylo zjiSténo, Ze ocekavané individudlni naklady
promiskuity, tedy jednoho nechranéného pohlavniho styku, se pohybuji okolo 19 238 KC¢.
Hlavni polozkou v téchto nakladech je moznost poceti ditéte, jehoz nakladnost se pohybuje
okolo dvou milionti (CSU, 2004). A&koliv cena Zivota je dle QALY pomé&mé vysoka (cf.
Neumann et al., 2014), nizka pravdépodobnost nakaZeni se pohlavnimi nemocemi a néasledné
relativné dobra lékaiska péce, pomoci niz je mozné i v takovém pripade velkou cast kvality
zivota zachovat, zpusobuje, ze tento aspekt nechranéného pohlavniho styku neni piilis
vyznamny.

V dalsim vyzkumu je nutné aplikovat soucasny postup na nova data a pfipadné¢ komparovat
jednotlivé vysledky napfi¢ rGznymi skupinami a vzhledem Kk jinym podminovacim
informacem.



ZAVER
Prace se zabyva ocekavanymi individudlnimi naklady promiskuity, pfi¢emz tu zobecnuje do
jedné nechranéné souloze s nezndmou osobou. Prace dokladd mechanismus, s nimz Ize dané
naklady ziskat a vycisluje je na 19 238 K¢. Hlavni nakladna polozka je spojena s moznosti
poceti ditéte. Z toho tedy plyne, ze ochrana dramaticky snizuje nakladnost nechranéného

pohlavniho styku a bylo by mozné tedy predikovat, ze v zemich s levnou antikoncepci bude
nechranéného styku vice (cf. Houdek & Koblovsky 2017).
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RESENI PROBLEMU OBCHODNIHO CES,TUJiCiHO V KONTEXTU
PROGRAMOVACIHO JAZYKA R, BALICKU {SF} & HERE API

SOLVING TRAVELING SALESMAN PROBLEM USING R IN CONTEXT
OF {SF} & HERE API

Jindiich Lacko
Abstrakt

Problém obchodniho cestujiciho je jednim z nejstarSich a teoreticky nejlépe zpracovanych témat
v oblasti optimaliza¢nich Uloh, s vysokou mirou standardizace feSeni. Ptispévek ilustruje
moznosti praktického vyuziti jednoho z nastroji - rozsifujiciho balicku {TSP} - v kontextu
statistického programovaciho jazyka R. Dale demonstruje vyuziti tii alternativnich metrik pro
optimalizaci: vzdalenosti vzduSnou ¢arou, dojezdovou drdhu autem a Cas cesty autem.

Klicové slova: optimalizace, TSP, R, HERE API
Abstract

The traveling salesman problem is one of the oldest and theoretically best understood problems
in optimization techniques. From theoretical point of view the approaches to its solution are
highly standardized. This article demonstrates several empirically advantageous approaches to
solving Traveling Salesman Problem within context of the statistical programming language R. It
further demonstrates three alternative metrics for optimization: Euclidean distance, travel
distance by car and travel time by car.

Keywords: optimization, TSP, R, HERE API

1. PROBLEM STATEMENT

The Traveling Salesman Problem (TSP) is an optimization classic, with a number of well
understood and highly standardized solutions available in the context of statistical programming
language R.

The problem can be mathematically formulated, following (1), as: Given a weighted complete
digraph (K,, c), find a Hamiltonian cycle in K, of minimum cost. The cost function ¢ can be
determined by the cost matrix [c;]. The cost — or distance — matrix thus plays a key role in
defining, and solving, the TSP.

In this article 1 would like to share a practical example of solving the TSP using Open Street Map
(2) data of bars via {osmdata} (3) and routing engine provided by HERE Global B.V.
Kennedyplein 222-226, 5611 ZT Eindhoven, Netherlands as an Application Programming
Interface (API) service and accessed from R via {hereR} (4). The actual solution will be found
by utilizing the {TSP} (5) package.



The Prague School of Economics, is located in Zizkov. A formerly working class neighborhood,
now rather gentrified, it has to this day retained some traces of its former rougher edges. One of
these is an active night life.

A visit to the bars of ZiZkov is therefore a familiar activity for many VSE students, and can serve
as an introduction to serious optimization techniques.

2. DATA ACQUISITION

The first step in our exercise is acquiring data of Zizkov bars. A search is performed over the
area of core Zizkov, defined as a polygon, using the OSM Overpass API. As there seems not to
be a clear consensus over what constitutes a bar, restaurant or a pub in Prague I am including all
three of the possible amenities.
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Figure 1: Map of Zizkov with full set (n = 75) of bars.
Source: OpenStreetMap + authors own work

We have located 75 bars, implying a cost matrix of 5625 elements. Not a huge one by today’s
standards — but big enough to think twice about trying to solve using a pen and a piece of paper.

3. EUCLIDEAN DISTANCE TSP

The easiest cost matrix to calculate is plain “as the crow flies” distance.

The resulting matrix (Table 1) will be based on pure distance, with some differences in
interpretation depending on coordinate reference system of underlying data (Euclidean (6) in
projected CRS and spherical in unprojected CRS).



Calculating the cost matrix using plain distance is easy, and the cost matrix is symmetrical [c;]
equals [cji]. The problem can be be formulated such as the K, being considered is an undirected
graph.

Solving the TSP for such a matrix is straightforward, as optimization toolset required is readily
implemented in the { TSP} package.

The optimal route cost is 1697 and the metric minimized is meters of length.

From the visual overview (Figure 2) we can see an obvious shortcoming of the “as the crow
flies” approach: it completely ignores other constraints except for distance — such as the layout of
a road network.

Thus while the route shown is “optimal” in the sense that it forms the shortest path joining the
five bars selected, it is not one that we could actually follow (unless we were a flying crow).

This shortcoming can be resolved by using an alternative cost matrix as input, while retaining the
techniques of {TSP} for the actual route selection. A possible source of more applicable data are
routing engines, available to R users via API interfacing packages.

The routing results give us several pieces of data:

the routes as linestring objects in WGS84 (7) (for visualization later on)
distance of the route (in meters)

travel time (in seconds) both raw and adjusted for traffic

e  fuel consumption (both combustion type and EV)

Having a variety of metrics will be helpful in construction of alternative distance matrices that
can be applied under different empirical conditions.

4. TRAVEL DISTANCE TSP

The next cost matrix will be based on route distance; notice that the matrix (Table 1) is not
symmetrical. This is not surprising, as routing is not commutative — optimal route from A to B
need not be the same as from B to A, given constraints such as one way roads. Zizkov is a
veritable warren of one way streets. In this context the K, being considered is a directed graph,
unlike what was the case for the Euclidean distance.

It will need to be declared as asymmetrical to {TSP} solver; other than that the actual process of
solving the matrix will be analogical to the “as the crow flies” matrix.

The optimal route cost is 3569 and the metric minimized is meters of length.

Since the HERE API is generous in terms of results provided it is not difficult to construct an
alternative cost matrix, using a different metric. This could be either trip duration or petrol
consumption.



In our specific situation both of these can be expected to be highly correlated with the plain
distance results. All the streets in ZiZkov are of very similar type, and both the average speed and
petrol consumption are unlikely to vary greatly between the routes.

The most significant difference between the distance and time based TSP will be driven by
current traffic, which is a factor HERE routing engine considers.

5. TRAVEL TIME TSP

Finally one can focus on travel time optimization — a task relevant for emergency services / first
responders as well as commercial fast delivery services.

The optimal route cost is 576 and the metric minimized is seconds of time.

The actual route is in our use case very similar to the distance based one. This will not
necessarily be the case in other contexts, especially ones with greater variation of road types (city
streets vs. highways).

6. CONCLUSION
This article demonstrates relevant empirical advantages to be gained from using:

e a standardized solution (the {TSP} package) to a well known and well understood
problem (the Traveling Salesman Problem) within the context of R ecosystem

e construction of distance matrices from HERE API routing results, with option to optimize
for multiple metrics (such as minimizing the travel distance, travel time and fuel
consumption)

TSP optimized for: Euclidean distance Route lenght Route time

Figure 2: Map of Zizkov with sample (n = 5) of bars and connecting routes.
Source: OpenStreetMap + authors own work



Table 1: Cost Matrices
Euclidean Distance Cost Matrix

A B C D E

A 0 194 105 616 558
B 194 0 125 535 365
C 105 125 0 519 471
D 616 535 519 0 514
E 558 365 471 514 0

Route Length Cost Matrix Route Time Cost Matrix

A B C D E A B C D E

0 829 329 821 1286

A 0 160 84 137 206
B 1096 0 183 893 951

C

D

189 0 37 196 135
144 74 0 139 144
150 212 136 0 212
220 46 83 248 0

913 500 0 710 1023
1027 1352 852 0 1412
E 1299 363 546 1655 0

mooO w >
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VOLATILITA INDEXU S&P500 V DOBE ZVYSUJUCICH SA
UROKOVYCH SADZIEB

VOLATILITY OF S&P500 IN THE PERIOD OF INCREASING
INTEREST RATES

Radoslav Lacko

Abstrakt

Vsetky neocakavane situacie na burzovych trhoch maju svojich vitazov a porazenych.
V poslednych troch rokoch bolo niekol’ko nepredpovedatelnych situacii, napr. vojna, obdobie
vysokej inflacie a pandémia. Prispevok rozobera a odhaduje volatilitu pocas nestalych ¢asov
na finan¢nych trhoch.

KPudové slova: volatilita, Garch, S&P500

Abstract

All unexpected situations on the stock makets has winners and loosers. There were
unpredictable situation in the last three year, such as war, high inflation and pandemic. The
article examine and estimate the volatility fluctuations during the unstable period on financial
markets in that time.

Keywords: volatility, Garch, S&P500
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1 INTRODUCTION

It is more than decade since the last economic crisis. A lot of economists are predicting that it
may happen soon and we are not far from recession. The last three years were so turbulent
e.g. with alot of financial injections by central banks. The aim of the article is to estimate
volatility and evaluate its changes as a response to actions of central banks, rising inflation
and war on the Ukraine.

2 DATA

As the topic says, the American stock index S&P 500 daily data are employed for the
volatility investigation. The examined period of one year starts on 2017/11/13 and ends on
2022/11/10. The daily data are obtained from Yahoo Finance website. The Figure 1 shows
how index moved during the selected period.

The figure 2 shows daily returns of index prices as the result of the first differnce of
logarithm. This process made data stationary which is confirmed by ACF and PACT test
visualized in the Figure 3.
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Figure 1 S&P 500 stock index during the examined period
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Figure 2 S&P 500 stock index daily return during the examined period
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Figure 3 ACF and PACF tests

3 METHODOLOGY
The main source of information presented in the methodology part is the book Introductory
Econometrics for Finance by Chris Brook (2019)[3].

First of all there is necessary to test for ARCH effects and then build volatility (GARCH type)
models. The test employed by Brook can be formulated in several steps.

1. Run any postulated linear regression and save the residuals ut .
yt =pB1 + p2x2t + B3x3t + f4x4t + ut

2. Square the residual, and regress them on q own lags to test for ARCH of order g and
obtainthe R 2.
uw2t=y0+ylu"2t-1+---+yqu 2t—q+vt

3. The test statistic is debined as TR2 , which is the number of observations multiplied by
the coefbicient of multiple correlation, from the last regression.

4. The null and alternative hypotheses are
HO:yl=0andy2=0andy3=0and...andyqg=0H1l:yl~0andy2~0andy3~0
and...andyq~0

Based on the hypothesis results we may build the model. The most common ARCH family
model for volatility modeling is Generalized ARCH (GARCH) model that allows the
conditional variance to be dependent upon previous own lags, with the simpliest version
GARCH(1,1):

c2t=00+alu2t-1+pc2t-1(3)
Where alu 2 t—1 is information about volatility during the previous period and o2 t—1 is the
fitted variance from the model during the previous period.

4 RESULTS

First of all, it is necessary to mention that the ARCH-LM test rejected the null hypothesis.
Hence, the conditional heteroskedasticity is presented in residuals. Moreover, we con6irmed
our findings by running the Ljung-Box test. GARCH was the most suitable model and
according to the optimal information criteria we have chosen GARCH (1,1). Both variables (3
and o) were significant. The figure 4 shows estimated volatility for S&P 500. The times of
high inflation and falling markets are not the period of the highest estimated volatility, but the



corona crisis is. The peak during the pandemic was estimated at 6.2 % but in the times of high
inflation and war it has not exceeded more than 3.0 %.

0.08

0.05

0.04

Figure 4 Estimated volatility of S&P 500 in the examined period.
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REPLIKOVATEIENOST VYSKUMU A JEHO PUBLIKOVATELNOST!?
REPLICABILITY OF RESEARCH AND ITS PUBLICABILITY

Martin Lukacik, Adriana Lukdacikova, Karol Szomolanyi

Abstrakt

Replikovatelnost’ vyskumu je jednym z jeho kI'i¢ovych aspektov. Vd’aka nej sa mdzu poznatky
rychlejsie Sirit medzi d’alSie a d’alSie skupiny zaujemcov, ktoré moézu pokracovat’ v zaCatom
vyskume arozSirovat’ poznanie 0 nové aspekty. Takisto sa vd’aka replikovatelnosti vyskumu
'ahSie odhal'uju chyby a nedostatky pri pouzivani zlozitych vedeckych metod. V neposlednom
rade umoziuje ucitelom v danom odbore prezentovat’ svojim Studentom aktualne problémy
a postupy pouzivané pri ich rieSeni. Tato doména kvalitnych vedeckych casopisov, ktoré
vyZaduju poskytnutie kompletnej udajovej zakladne a programové rieSenie veduce k vSetkym
publikovanym vysledkom, sa d4 v sucasnosti jednoducho uchopit’ pomocou nastrojov, ktoré
vznikli ako podpora existujucich programovych jazykov. V tomto prispevku sa zameriavame
na R Markdown ako nastroj podpory analyz a ich publikovatelnosti v jazyku R.

KUlucové slova: replikovatelnost, podpora analyz, publikovatelnost, R Markdown

Abstract

The replicability of research is one of its key aspects. Thanks to it, knowledge can be spread
more quickly among more and more groups of interests, which can continue the research that
has started and expand knowledge with new aspects. Also, the replicability of research makes
it easier to detect errors and flaws in the use of complex scientific methods. Last but not least,
it allows teachers in the given field to present their students with current problems and
procedures used in solving them. This domain of quality scientific journals, which require the
giving of a complete database and a programming solution leading to all published results, can
now be easily taken over using tools that were created to support existing programming
languages. In this paper, we focus on R Markdown as a tool to support analytics in R language.

Keywords: replicability, support analytics, publicability, R Markdown

1 UVOD

Ako na svojich strankach konsStatuji editori znameho vedeckého Casopisu Journal of Applied
Econometrics (The JAE Replication Section, 2022): ,,Replikovatel'nost” je dolezitou sucast’ou
kazdej vedy, hoci to, ¢o sa rozumie pod pojmom replikicia, sa v rdoznych odboroch znacne 1isi.
V naSom casopise sme vzdy pozadovali od autorov, aby poskytli svoje datové subory a
akékol'vek Specializované pocitaCové programy ako podmienku zverejnenia, s cielom ul’ah¢it’
replikaciu vysledkov, ktoré publikujeme.“ Dovod pre takéto rozhodnutie renomovaného
Casopisu je zrejmy. Overenie postupu analyzy Sirokym auditoriom Citatelov a zaroven
prezentovanie vyskumu, ktoré bude ovel'a l'ahSie uchopitel'né a pravdepodobne takisto citované
je vich eminentnom zaujme. Rovnako by mali uvaZovat aj editori ¢asopisov doposial
nezverejiujucich tidaje a programy veduce k celej publikovanej analyze.

! Prispevok vznikol s podporou projektov VEGA ¢. 1/0211/21, Ekonometrickd analyza makroekonomickych
dopadov vplyvu pandemii vo svete s dorazomna vyvoj ekonomik EU a zvlast’ ekonomiky Slovenska a VEGA
1/0193/20, Vplyv priestorovych spillover efektovna inova¢né aktivity a rozvoj regionovEU.



Replikovatelnost’” vyskumu umoziuje ucitelom v kazdom odbore, a teda aj v ekonometrii,
ktorou sa zaoberaju autori tohto prispevku, prezentovat’ svojim Studentom aktudlne problémy
a postupy pouzivané pri ich rieSeni. Tym je skvele zabezpecend pedagogika metodologie. Aj
ked’ zdanlivo na tato ulohu staci napisat’ skript v 'ubovolnom softvéri, pre lepSie uchopenie
problematiky je vhodné, ked je doplneny o vysvetlenia, motivacie a rozhodnutia pre dané
kroky, ktoré v kontexte Cistého programového rieSenia mézu neskisenému Citatel'ovi zanikat'.

V suCasnosti existuje viacero nastrojov podporujucich tieto cinnosti. Pre pouzivatel'ov
programovacieho jazyka Python je to napriklad Jupyter Notebook. Jupyter je webové
interaktivne vyvojové prostredie, ktoré pouzivatel'om umoziuje vytvarat’ vysledny subor tzv.
notebook na dokumentovanie svojej prace spolu s kodmi a ich vystupmi. Toto prostredie si
zvolili napriklad tvorcovia ekonometrického programu EViews, ked’ v jeho aktualnej verzii 13
sa tento dé pouzit’ ako jadro pre Jupyter. To znamend, ze mdzete pouzit’ Jupyter Notebook na
spustenie a organizaciu programu EViews a zobrazenie jeho vysledkov v Jupyter Notebooku
(EViews 13 — Jupyter Notebook Support. 2022).

Obdobnym nastrojom pre pouzivatelov programovacieho jazyka R si subory R Markdown
podporované softvérovym rozhranim RStudio. R Markdown je jednoduchy a 'ahko pouziteI'ny
nastroj pracujuci s obycajnym textom, ktory sa pouziva na spojenie vasho R kodu, vysledkov
analyzy udajov a pisané¢ho komentara do jedného naformatovaného a reprodukovatelného
dokumentu alebo webovej stranky. R Markdown predstavuje variant jazyka Markdown a oba
patria do skupiny znackovacaich jazykov. Napriklad Statisticky softvér STATA pontka okrem
vywzitia Jupyter Notebooku aj moznosti Markdownu prostrednictvom prikazu markstat
(Rodriguez, 2017).

2 NASTROJ R MARKDOWN

Programovacim jazykom R ktory je vol'ne dostupny, sme sa zaoberali vo viacerych prispevkoch
(Lukacik, 2016 a 2019; Lukacik a Lukacikova, 2018; Lukacik, Lukacikova a Szomolanyi, 2016
a 2019). RStudio (rovnako ako aj R bez neho) vyuziva dva zakladné spOsoby zadavania
prikazov, a to bud’ pomocou konzoly (Console), v ktorej sa po zadani Enter na konci prikazu,
tento ihned” vykona alebo pomocou tzv. scriptu teda sekvencie prikazov, ktora sa uklada do
stuborov s priponou (.R). To znamend, Ze reprodukovatel'nost’ je zabezpecend aj obycajnym
spustenim scriptu, ktory obsahuje cely postup analyzy. Ale vyuzitim jazyka Markdown (po
nainStalovani zodpovedajuceho balicka rmarkdown) sa cely vystup moze rozsirit’ o komentare
a usporiadat’ do elegantného vystupu, v ktorom sa dokdze zorientovat’ kazdy zdujemca o dani
problematiku.

Format dokumentu R Markdown sa prvykrat objavil v bali¢ku knitr (Xie, 2015) v roku 2012,
Myslienkou bolo vlozit’ kisky kédu (R aj inych jazykov) do dokumentov Markdown. Bali¢ek
knitr od zac¢iatku podporoval okrem Markdownu aj iné jazyky. Medzi vSetkymi podporovanymi
formatmi dokumentov vynikol pre svoju jednoduchost’ Markdown. P6vodna verzia Markdown,
sa vSak povazovala za prili$ jednoduchii a nevhodnil na pisanie technickych dokumentov. Ale
neskor bol vytvoreny balicek pandoc (Pandoc, 2022) na konverziu dokumentov Markdown
(a mnohych inych typov dokumentov) do Sirokej Skaly vystupnych formatov. R Markdown stoji
na bali¢koch knitr a pandoc.

pdf

md knitr md pandoc html
docx

Obrazok 1: Proces Vv pozadi tvorby vystupnych formatov z R Markdown stboru



Balicek knitr spusti pocitacovy kod vlozeny do Markdownu a skonvertuje R Markdown (Rmd)
na subor typu Markdown (md). Balicek pandoc vykresli Markdown do pozadovaného
vystupného formatu (napriklad pdf, html, docx a rozne iné).

Balicek rmarkdown (Allaire, Xie, McPherson, et al. 2022) bol prvykrat vytvoreny zaéiatkom
roka 2014. V sucasnosti sa vyvinul do kompletného syst¢ému na tvorbu dokumentov,
umoziujiceho riesit mnozstvo tloh. Po vytvoreni jedného dokumentu R Markdown sa da
vytvorit’ vysledna zostava v roznych formatoch, ako je pdf, html alebo docx. Daju sa vytvorit
poznamkové bloky, v ktorych sa interaktivne spustaju Casti kodu, daju sa tvorit’ snimky pre
prezentacie V roznych formatoch, ako je html5, LaTeX Beamer alebo PowerPoint. MoZeme
vytvarat informacné panely s flexibilnym a interaktivnym vystupom. Daji sa tvorit
interaktivne aplikacie zalozené na Shiny (Shiny, 2022), priamo pisat’ ¢lanky do ¢asopisov alebo
knihy s viacerymi kapitolami (Bookdown, 2022) a jednoducho tvorit’ webové stranky a blogy.

Tvorcovia R Markdownu nevytvorili novy editor so vSetkymi zndmymi nastaveniami textového
alebo grafického editora. Pri vybere funkcionality ponukli iba zakladné nastroje: odseky,
hlavicky (sekcii), blokové citacie, bloky kodu, Cislované a necislované zoznamy, tabul'ky,
vlozené¢ formatovanie ako zvyraznenie, preCiarknutie, horné a dolné indexy, doslovny text
atext s velkymi pismenami, matematické vyrazy cez LaTeX, rovnice, odkazy, obrazky,
poznamky pod cCiarou, citacie alinky, ktoré by mali postacovat’ na tvorbu zaujimavych
a dostato¢ne personifikovanych vystupov analyz vlastného vyskumu.

3 TVORBA R MARKDOWN SUBORU

Bali¢ek R Markdown mézeme nainstalovat’ pomocou $tandardného postupu instalacie balickov
v R, teda install.packages("rmarkdown"). Dokonca ho nie je potrebné ani inStalovat, ale po
zacati prvého vytvarania tohto typu dokumentu v prostredi RStudia sa ponikne inStaldcia tohto
balicka (obvykle spolu s bali¢kom knitr).

RStudio =] ®
File Edit Code View Flots Session Build Debug Profile Tools Help
New File k R Script Ctrl+Shifts N

Mew Project
R Natebook =0 Emvironment  History Connections  Tutorial =
Open File Ctl+0 T #* Source - 2
arkdown... —
Open File in New Colurmn, = R~ | i
Shiny Web App...

Plumber AP1

5 12 M y
121 Mg - | o List =

Recent Files
€ File Emvironment is empty
C++ Flle

Header File
Markdown Fils o Creating R Markdown documents requires updated versions of the following packages: knitr, rarkdawn.
HTML File
Save Ctrl+S S5 File

Save As. JavaScript File Yes Mo =

Save with Encoding... D3 Seript

Open Project...
Open Project in New Session... Install Required Packages X
Recent Projects

Import Dataset
Do you want to install these packages now?

Obrdzok 2: Spustenie tvorby R Markdown suboru v programe R Studio

Okno vytvorenia nového R Markdown suboru umoziiyje vyber typu vysledného: dokumentu
(html, pdf, docx, odt, rtf); knihy; prezentacie (html, pdf, powerpoint); interaktivneho shiny
dokumentu alebo prezentacie pomocou existujiicich Sablon (napr. prettydoc, ktoré ziskame
v rovnomennom bali¢ku) pomocou jednoduchej preddefinovanej ukazky, alebo umoziuje
vytvorit’ prazdny dokument, ktory vytvarame od zaiatku samostatne.

Ak zvolime prvii moznost’ vytvorenie dokumentu typu html (a zadame nadpis dokumentu
a meno autora), RStudio vytvori jednoduchy ukazkovy R Markdown stibor. V hornej ¢asti tvori
zaCiatok dokumentu tzv. YAML hlavi¢ka vymedzena 3 poml¢kami na zaciatku a na konci.
Obsahuje zakladné informacie ako nadpis dokumentu a vystup (output), pripadne dalSie
informacie ako autor, datum, obsah a podobne. Zadané informacie o vystupe uréuju, aky typ
dokumentu bude vytvoreny a S akymi vlastnostami po potvrdeni vyberu ikonou Knit.



New R Markdown New R Markdown

Document Tithe: Moznosti Markdown siiboru Document Title: Motnosti Markdown siiboru
TJ Presentation Author: | Martin Lukatik CJ Presentation Author: | Martin Lukacik
Shiny Default Output Format: Shiny Default Output Format:
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Obrdazok 3: Vyber vysledného vystupu pri zacati tvorby R Markdown v programe R Studio

Na lavej strane obrazku 4 vidime v zdroji Sedym podkladom zvyraznené kusky kodu R jazyku
tzv. chunky. St vymedzené tromi spatnymi apostrofmi. Za nimi nasleduju zlozené zatvorky,
kde je nazov jazyka, ktorého kod nasleduje. V naSom pripade je to{r}, pripadne sa daja vkladat’
kasky kodu jazyka Python, SQL, Stan alebo inych. Vol'bou nastavovacich parametrov (include,
echo, atd’.) sa da ovplyvnit’, ¢i su kasky kodu viditel'né vo vystupe (ako v pripade prikazu
summary(cars)) alebo ich tam nevidime (ako v pripade zvy$nych chunkov Vv ukazke). Vo
vystupnom subore sa pod kiskami kodu zobrazi vystup vyvolany prikazmi kédu, priCom sa da
nastavovacimi parametrami upravit’, ¢i sa zobrazi (ako v pripade summary a grafu) alebo nie.

& Monosti Markdown siboru.Rmd ==/ MozZnosti Markdown suboru
Knitonsave | ' O @ Kknit - - @ - -*run - % | martin Lukatik

Source | Visual Outline || 132022

[T [—

2 title: "MoZnosti Markdown siboru” R Markdown

3 author: "Martin Lukacik" .y

4 date: "1 3 2022" YAML hlavicka

5 output: html_document

-

7

8~ {r setup, include=FALSE} »

9 knitr::opts_chunkiset(echo = TRUE) Chunk R kédu

10+

11

12 - ## R Markdown ~

1 obycajny text

14 This is an R markdown document. Markdown is a simple formatting syntax
for authoring HTML, PDF, and MS Word documents. For more details on

using R Markdown see <http://rmarkdown,rstudic,com>. Including Plots
15
16 When you click the **Knit** button a document will be generated that You can also emiad plots, of axamplo
includes both content as well as the output of any embedded R code .,3, )
chunks within the document. You can embed an R code chunk like this:
17
18 - {r cars} , » 8
19 summary(cars) chunk R kodu °
20+ " £ .
21 ] g @
22 ~ ## Including Plots v - a
23 obycajny text A .
24 You can also embed plots, for example: w o
25
26~ """ {r pressure, echo=FALSE} Z . 6 000 @ "
27 plot(pressure) Chu]]k Rkédu B R S T T T T
28 - o 50 100 150 200 250 300 350

Obrazok 4. \/ytvorenie jednoduchého ukazkového R Markdown suboru, zdroj a vystup

ObycCajny text sa upravuje riadiacimi znakmi na zaciatku, kde napriklad pocet hashtagov
znamena uroven nadpisov alebo sa tato uvedie medzi tagmi <h2>nadpis</h2> ako pri html. Pri
spusteni tvorby R Markdown stboru sa obvykle zobrazuje zdrojovy subor, teda vidime editor
S ¢islovanymi riadkami a nad nim je zvyrazneny prepina¢ Source. Mézeme v fiom lahko
editovat’ text podl'a pravidiel Markdownu. Napriklad text, ktory chceme zvyraznit' boldom,
vlozime medzi dve hviezdi¢ky preda za (**text boldom**). Alebo text, ktory chceme zvyraznit
kurzivou, vlozime medzi jednu hviezdicku pred a za (*text kurzivou*).

Program R Studio ponuka aj jednoduchsi spdsob upravy obycajného textu, ktory si nevyzaduje
pamitat’ tieto pravidla, sta¢i prepnit’ zobrazenie suboru na Visual. Moznosti editacie v tomto
zobrazeni sa podobaju na klasické editory textu a ich moznosti su na obrazku 5. Vzijomné
prepinanie rezimov Source a Visual dokaze vyrazne zjednodusit’ Gpravu vysledného vzhl'adu.
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Obrazok 5: Moznosti editicie textu R Markdown stiboru cez zobrazenie Visual

Matematicky vyrazv texte ziskame vlozenim syntaxe LaTeXu napisanej medzi 1 znak dolara.
Napriklad $e = \frac{d y}{d x}\frac{x}{y}$ sa zobrazi v texte ako e = Z—i’? Ak chceme zadat’

matematicky vyraz na samostatny riadok a pripadne ho aj ¢islovat’, zadame ho medzi 2 znaky
dolara a zadame na jeho konci (\#eq:meno_vzorca). Napriklad, estimator vazenej MNS
$$\widehat{\boldsymbol{\beta}} {WLS}=\left(\mathbf{WX})N\top \mathbf{WX}\right){-1}
(\mathbf{WX})Mtop \mathbf{Wy} (Weq:WLS)$$ sa zobrazi s aktudlnym c¢islom poradia

vzorca V ¢islovanej kapitole pri vhodnom nastaveni vystupu a za podpory balicka bookdown.

Ukazka Cislovanych Casti a vzorcov
Martin Lukacik
3.11.2022

1 Nadpis s Cislovanim podla urovne

Toto je jednoducha ukazka cislovania vzorcov a odkazov na ne. Pri definicii vystupu, musime pouZit'
output: bookdown::html_document2 a samozrejme mat nainstalovany bali¢ek bookdown.

Nadpis bez Cislovania
Bwis = (WX) 'WX) (WX) Wy (1.1)

Zadali sme vzorec pre odhad parametrov vaZzenou metdédou najmensich Stvorcov, za ktory sme pridali
(\#eq:meno_vzorca) . Namiesto mena sa zjavi automatickym cislovanim zadané &islo vzorca. Ked sa rozhodneme
pridat odkaz na cCislo vzorca do textu, zadame tam \@ref(eq:meno_vzorca) , teda v nasom pripade (1.1).

Obrazok 6: Automatické ¢éislovanie R Markdown stiboru cez zobrazenie Visual

Automatické Cislovanie kapitol a vzorcov si vyzaduje inStalovanie balicka bookdown
a nahradenie typu vystupu zadaného ako output: html_document v YAML hlavicke za output:
bookdown: :html_document2. Cislovanie kapitol sa automaticky pridava za nadpisy s hashtagmi
podla trovne nadpisov. Ak chceme necislovany nadpis, ten uvedieme medzi klasické tagy.

Rovnako jednoducho sadaju ¢islovat a robit’ odkazy aj na chunky kodu, obrazky alebo tabul’ky.
Prehlad a postupy v jednom priklade uvadza Xie et al (2022) v casti 4.7 Cross-referencing
within documents. Na uvadzanych odkazoch v zozname pouzitej literatury st vysvetlované
mnohé d’alSie zaujimavé Upravy a nastavenia R Markdownu, ¢i sprievodnych balickov.



4 ZAVER

Replikovatelnost’ vyskumu a jeho publikovatel'nost’ je dblezitou niclen pre vedecké Casopisy,
ale je podstatnou sucast'ou prace kazdého veda a univerzitného ucitela. V stucasnosti existuje
mnoho nastrojov umoziujucich plnit’ tato tlohu na vel'mi dobrej trovni. V tomto prispevku
sme sa pokusili prezentovat’ moznosti jedného z nich a to nastroja R Markdown. Predstavuje
vel’'mi uzito¢ny inStrument Vv podpore analyz realizovanych v jazyku R v prostredi R Studio.
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MAKROEKONOMICKE DOSLEDKY EUROPSKEHO
EKOLOGICKEHO DOHOVORU PRE SLOVENSKO

THE MACROECONOMIC IMPLICATIONS OF THE EUROPEAN
GREEN DEAL ON SLOVAKIA

Veronika Mitkova

Abstrakt

V prispevku sa venujeme modelovaniu dosledkov Eurdpskeho klimatického dohovoru na
makroekonomické agregaty na Slovensku v porovnani s krajinami Eurdpskej unie.
Vyuzivame mierne modifikovany model vSeobecnej ekonomickej rovnovahy vytvoreny na
Purdue University GTAP-E a udajovu zakladiu z roku 2014. Prostrednictvom externého Soku
znizenia emisnych kvot oxidu uhlic¢itétho o 55% sme ukdzali vplyv na celkovy output
komodit, ich doméci predaj a dovoz, domacu trhova cenu a nakoniec aj na hruby domaci
produkt v oboch modelovanych regionoch.

KPucové slova: CGE model, environmentalne ukazovatele, Europsky ekologicky/klimaticky
dohovor

Abstract

In this paper we model the impact of the European Climate Convention on macroeconomic
aggregates in Slovakia compared to European Union countries. We use a slightly modified
general economic equilibrium model developed at Purdue University GTAP-E and the 2014
database. Through an exogenous shock of a 55% reduction in carbon dioxide emission quota,
we show the impact on total commodity production, domestic sales and imports, domestic
market price, and finally gross domestic product in both modeled regions.

Keywords: CGE model, environmental indicators, European Green Deal

1 EUROPSKY EKOLOGICKY DOHOVOR

ZhorSujlice sa meratelné ale aj nemerate'né indikatory kvality Zivotného prostredia priamo
stivisia s 'udskou ¢innostou a rasticou svetovou populdciou. Je preto na nas I'udoch tento
trend zvratit, zastavit’ alebo aspon spomalit’. Eurdpsky ekologicky, resp. klimaticky dohovor
stanovuje Eurdpu za prvy klimaticky neutralny kontinent. Dohovor tvori subor takych zmien
v klimatickych, energetickych, dopravnych a danovych oblastiach, ktoré povedl k zniZeniu
emisii sklenikovych plynov do roku 2030 najmenej o 55% V porovnani s rokom 1990. Za ciel
si tiez kladie vyuzivat' aspon 32% energie z obnovitelnych zdrojov a zvysit energeticku
efektivnost’ 0 32,5%.

V predlozenom ¢lanku budeme modelovat’” Eurdpsky ekologicky dohovor prostrednictvom
modelu vSeobecnej ekonomickej rovnovahy a zvlast’ sa zameriame na jeho makroekonomické
implikacie pre Slovensko. Vystupy prezentované v tomto ¢lanku su stiCastou pripravovanej
publikacie Environomics (Grisakova a kol., 2022).



2 GLOBAL TRADE ANALYSIS POJECT - E

Modely vseobecnej ekonomickej rovnovahy (CGE- Computable General Equilibrium model)
st triedou makroekonomickych modelov zaloZenych na mikroekonomickych principoch.
Vyuzivaja udaje z jedného Casového obdobia a nevyzaduju na odhad parametrov dlhé ¢asové
rady, ¢im si mimoriadne vhodné na modelovanie rozvijajucich sa ekonomik, a takych
socialno-ekonomickych oblasti, v ktorych sa stretavame s nedostatkom pozorovani. Tieto
modely vdaka sposobu stanovenia hodndt parametrov umoziuji bohatti ekonomicka
Struktaru. Vstupné data st usporiadané v matici spolocenského uctovnictva, ktora je
postavend na dvoch zakladnych pilieroch: matica je Stvorcova, vyuzivajic principy input-
output analyzy a sumy prislu$nych riadkov a stipcov sa rovnaju.

Na modelovanie efektov znizenia emisii sklenikovych plynov vyuzijeme model Global Trade
Analysis Project - E, ktory vznikol modifikaciou GTAP modelu. GTAP-E model prezentovali
Burniaux a Truong (2002) aneskor McDougall a Golub (2009) avtomto prispevku ho
upravime pre nase potreby.

2.1 Databaza udajov

Udaje, sktorymi v modeli pracujeme, s prevzaté z Global Trade Analysis Project

apokryvaju 65 komodit a prisluchajucich odvetvi v dezagregacii na krajiny Eurdpskej

unie, Slovenskej republiky a zvy$nych krajin sveta v roku 2014. Komodity a odvetvia st
nasledne zoskupené do nasledovnych mnozin:

1. Polnohospodarstvo (Agr): neltipana ryza, pienica, obilniny in.', zelenina, ovocie,
orechy, olejnaté semend, cukrova trstina, cukrova repa, vlaknina rastlinného povodu,
plodiny i.n., hovddzi dobytok, ovce, kozy, Zivo¢iSne produkty in., surové mlieko,
vlna, kokény priadky moruSovej, lesnictvo a rybolov.

Tazba uhlia (Coal): uhlie.

Surové ropa (Oil): ropa.

Tazba zemného plynu (Gas): vyroba a distribiicia plynu.

Rafinované ropné produkty (Oil_pcts): ropné a uhol'né produkty.

Elektricka energia (Electricity): elektrina.

Energeticky narocné odvetvia (EN_int): nerasté suroviny i.n., chemické vyrobky,

zakladné farmaceutické vyrobky, vyrobky z gumy a plastov, mineralne vyrobky i.n.,

zelezné kovy, kovy i.n..

8. Ostatné priemyselné odvetvia a sluzby (Oth ind_ser): vyrobky z hovddzieho misa,
misové vyrobky i.n., rastlinné oleje a tuky, mlie¢ne vyrobky, spracovana ryza, cukor,
potravinarske vyrobky i.n., napoje a tabakové vyrobky, textil, odevy, vyrobky z koze a
vlny, vyrobky =z papiera, vydavatel'sk¢ prace, kovové vyrobky, pocitacove,
elektronické, optické, elektrické zariadenia, stroje a zariadenia i.n., motorové vozidla a
ich Casti, dopravné zariadenia i.n., vyroba 1i.n., voda, stavebnictvo, obchod,
ubytovanie, stravovanie a sluzby, doprava i.n., vodna, leteckd doprava, skladovanie a
pomocné ¢innosti, komunikacie, financné sluzby i.n., poistovnictvo, sluzby v oblasti
nehnutel'nosti, obchodné sluzby i.n., rekreané a iné sluzby, verejna sprava a obrana,
vzdelavanie, zdravotnictvo a socidlna pomoc, byvanie.

Nogakown

2.2 Produkciav GTAP-E

Produkcia je v modeli modelovana pomocou takzvanych vnorenych produkénych funkeii
s konStantnou elasticitou substitucie, ako to znazoriiuje Obrazok 1. Pri vyrobe kazdej
komodity j v kazdom odvetvi r sa vyuzivaju dva druhy vstupov, tzv. energetické vstupy

1. r
inde nezaradené



primarnych vyrobnych faktorov aneenergetické vstupy, ktoré d’alej delime na doméace
a zahrani¢né.
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Obrazok 1: Struktira produkcie (vlastné spracovanie podla Burniaux a Truong, 2002)

Elasticita substitucie, oznatena ESUBT je pre vSetky agregované odvetvia nulovd, ¢o
znamena, ze energetické a neenergetické vstupy nie su vzajomne substituovatel'né. Vetva
pridanej hodnoty s elasticitou substiticie ELFVAEN vyuZiva primarne vyrobné faktory podu
a pracu a sub-produkt kapital-energia. Hodnoty elasticity zobrazuje Tabulka 1, kde je vyrazna
moznost’ substitucie prave v odvetvi tazby uhlia s hodnotou presahujucou 2,5 a takmer
nulovou substituovatl'nost'ou v plynovom odvetvi 0,02. Pre porovnanie uvadzame aj hodnoty
elasticit pre zvySok krajin Europskej tUnie. Odvetvia ropnych produktov, -elektriny,
energeticky naro¢né odvetvia a ostatné odvetvia substituuju primarne vyrobné faktory
v podobnej miere, v rozmedzi 1,2 az 1,37, podobne v EU ako aj na Slovensku. Dalgie vetvy
su kapitalovo-energeticka vetva s elasticitou ELFKEN, kde jej hodnoty indikuji l'ahkost,
sakou sa vyroba energie prispOsobuje urovni investicii. Nasleduje energetickd vetva
s elasticitou EFENY, neelektricka vetva s ELFNELY anakoniec neuholnd vetva s
ELFCOAL.



Tabul’ka 1: Hodnoty elasticit substitiicie vo vetve pridanej hodnoty a energie

Elasticita substiticie vo vetve
pridanej hodnoty a energie

ELFVAEN EU25 SK
1 PoI'nohosp. 0,25 0,24
2 Uhlie 3,52 2,59
3 Ropa 0,39 0,32
4 Plyn 0,22 0,02
5 Ropné prod. 1,26 1,26
6 Elektrina 1,26 1,26
7 En. nar. odv. 1,21 1,20
8 Ostatné odv. 1,36 1,37

ELFVAEN

3 MODELOVANIE ZNiZENIA EMISNYCH KVOT

Vychodiskom bol model opisany v McDougall a Golub (2009), ktory sme modifikovali
Vv niekol’kych aspektoch. Najprv sme upravili uzavery modelu tak, zZe exogénna premenna
redlna sadzba dane z oxidu uhli¢itého v regione r bola zamenend za endogénnu nominalnu
sadzbu dane z oxidu uhli¢itého v regidne r. Dalej boli nakupy emisii, povodne exogénna
premennd, vymenend za nomindlnu sadzbu dane z oxidu uhlicitého v prislusnych regionoch.
A nakoniec premenna emisii oxidu uhli¢itého bola zamenena za nakupy emisii v regiéonoch r.
Nésledne bol sformulovany Sok zniZenia emisnych kvot oxidu uhli¢itého o 55%.

3.1 Makroekonomické dosledky

Externy Sok vo forme zniZenia emisnych kvot mal nasledovné dosledky na makroekonomické
agregaty output komodit, domace predaje, celkovy dovoz, trhovd cena komodit a hruby
domaci produkt:
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Obriazok 2: Output komodit

Priamy efekt mal modelovany Sok na output komodit, Obrazok 2, ktory sa v kazdom
z pozorovanych odvetvi znizil, dramaticky v tazbe uhlia, az o 76% na Slovensku a 68% v EU.
Najcitelnejsi bol dopad v plynarenskom odvetvi v EU, ato pokles az o -99%, kym na




Slovensku len 04%. Najmenej bude zasiahnuta vyroba v pol'nohospodarstve a ostatnych
odvetviach, pokles 0 2% az 6%.

Doméce predaje komodit
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Obrazok 3: Domace predaje komodit

Zmeny v domacich predajoch komodit kopiruji dopad simulovaného Soku na output komodit.
Najvyssi prepad v predajoch bude na Slovensku v sektore tazby uhlia, spracovania ropnych
produktov a surovej ropy, kym najmenej zasiahnutymi budu opét” polnohospodarstvo, plyn
a ostatné sektory. V EU bude najvyssi prepad znova v sektore plynu - vid’. Obréazok 3.
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Obrazok 4: Celkovy dovoz

Celkovy dovoz do regionu klesne na Slovensku vo vSetkych odvetviach, pri uhli, rope, plyne
a ropnych produktoch v rozmedzi -50% az -60%, v elektrine 0 -20% a v pol'nohospodarstve,
energeticky naro¢nych a ostatnych odvetviach je pokles do -7%. Obdobné st dopady aj na
sektory EU s vynimkou odvetvia elektriny, kde naopak dovoz vzrastie az o 51%, ako to
zobrazuje Obrazok 4.

Dopad modelovanej zmeny na cenu komodit je ro6zny. NajsilnejSie sa efekt zniZzenia emisnych
kvot prejavi v cenach elektriny, ktora na Slovensku vzrastie 0 40%, kym v EU o 71%. Na
Slovensku sa tiez zvysi doméaca trhova cena produktov vyrabanych z ropy (19%), energeticky
naro¢nych produktov (12%), pol'nohospodarskych produktov (4%) a nepatrne aj ostatnych
produktov (1%), kym trhové ceny ostatnych komodit klesnt, najvyraznejsie uhlia o 9% a ropy
07%. VEU je opaény smer zmeny len pri plyne, kde cena vzrastie 029%. Zmeny si
zachytené na Obrazku 5.
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Obrazok 5: Trhova cena komodit

Poslednym sledovanym agregatom je hruby domaci produkt (HDP), ktory v dosledku zmien,
ktoré v oboch regionoch prebehntl, na Slovensku vzrastie o 1,76% a v ostatnych krajinaich EU
0 0,86%.

Na zaver uvadzame aj nakladovu Struktaru firiem v jednotlivych odvetviach, pricom zv1ast
poukazujeme na podiel nakladov primarnych vyrobnych faktorov a medziproduktov. Najvyssi
podiel zvySenia nakladov na primarne vyrobné faktory sii v odvetviach pol'nohospodarstva
a elektriny, naopak najnizsie v ropnych produktoch.

Nakladova struktura firiem
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Obrazok 6: Nakladova Struktara firiem v Slovenskej republike



4 DISKUSIA A ZAVER

Dosledné uplatnenie Eurdpskej klimatickej dohody by viedlo k vSeobecnému poklesu vyroby
vacsiny komodit a domaceho predajov tychto komodit, pricom trhové ceny vacsiny komodit s
vynimkou surovin (uhlie, ropa, plyn) by na Slovensku vzrastli. Celkové efekty merané
zmenou hrubého doméceho produktu pre Slovensko a krajiny Eurdpskej tinie sa ukazuju ako
pozitivne, s rastom HDP pre oba regiony.
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VYBER PORTFOLIA A MIERY RIZIKA!
PORTFOLIO SELECTION AND RISK MEASURES

Viadimir Mlynarovic¢

Abstrakt

Clanok prezentuje klasifikaciu a prehl'ad mier rizika aplikovanych v tlohach vyberu portfolia.
Postupne sa analyzuje variancia, stredna absolutna odchylka, dolné parcidlne momenty
a centralne semi odchylky. Na baze kvantilov je zavedena ako miera rizika hodnota v riziku
a podmienené hodnota v riziku.

Klucové slova: variancia, strednd absolutna odchylka, dolny parcidlny moment, hodnota
vV riziku, podmienend hodnota v riziku.

Abstract

The paper presents a classification and an overview of risk measures applied in portfolio
selection models. Such measures as variance, mean absolute deviation, lower partial moment
and central semi deviation are analyzed. On the base of quantile definitions, the value at risk
and conditional value at risk are introduced.

Keywords: variance, mean absolute deviation, lower partial moment VaR, CVaR

1 UVOD

Vyber portfolia je dobré znamy ako klicovy problém teodrie a praxe financii, pretoze pri
neznamych budicich vynosov aktiv v €ase investicného rozhodovania, ide o tlohu
rozhodovania v podmienkach neistoty, resp. rizika. Modely vyberu portfolia predstavuju ex-
ante nastroje rozhodovanie: rozhodnutia prijaté dnes mozno vyhodnotit’ az v buducnosti, ked’
sa odhali neurc¢itost’ tykajliica so vynosov aktiv.

Formalne mozZno problém sformulovat’ nasledovne: ako pri danej mnozine n aktiv, do ktorych
mozno investovat, teraz rozdelit’ objem penazi medzi aktiva tak, aby sa po Specifikovanom
casovom obdobi T dosiahol ¢o mozno najvyssi vynos z investicie?

Budtce vynosy aktiv st ndhodné premenné, oznacme ich ry, Iy, ..., I'h. Portfélio oznacime ako
W = (Wy, Wy, ..., Wy), kde w;j je podiel kapitalu investovany do aktiva j, j =1, 2, ..., n. Aby vahy
Wi, Wa, ..., W, predstavovali portfélio, musia vyhovovat’ mnozine ohraniceni, ktora vytvara
mnozinu W pripustnych rozhodovacich vektorov. Najjednoduch$i spdsob ako definovat’
pripustni mnoZinu je poziadavka, aby sucet nezapornych (¢o znamena, ze kratke predaje su
vylucené) vah bol rovny 1.Mnozina W moéze vo vSeobecnosti byt mnozinou pripustnych

' Vyskum bol podporeny grantovou schémou Ministerstva $kolstva, vedy avyskumu Slovenskej
republiky grantom VEGA 1/0668/22 ,Migracia a strieborna ekonomika: Ekonomické, politické a
pravne dosledky rieSenia problému starnutia a migracie populacie v krajinach EU* a VEGA 1/0628/20
»Medzinarodna investi¢na pozicia a jej vztah k ekonomickému rastu - mozny ukazovatel’ vonkajsich
nerovnovah krajiny”.



rieSeni ulohy linedrneho programovania v Standardnom tvare bez toho, aby to ovplyvnilo
nasledujticu analyzu.

Vynos portfélia W je nahodné premenna R,y a jej zavislost’ od vynosov individudlnych aktiv je
opisana vztahom

RW = winr + Wy Ty + -+ WnTh

Hlavné otazky, ktor¢ tu vznikaji, smeruju do troch hlavnych oblasti vyskumu, a to ko opisat’
rozdelenie ndhodnych vynosov, ako vybrat medzi substituénymi moznostami rozdeleni
pravdepodobnosti a, ak sa prijalo investi¢né rozhodnutie, kedy a ako ho prehodnotit'?

Pri vybere portfolia je obvyklé vyjadrit nahodné vynosy prostrednictvom diskrétnych
nadhodnych premennych pri ich znamych realizaciach pre Specifikovany pocet S stavov sveta
(scenarov) s nejakymi priradenymi pravdepodobnostami pi, Pa, ..., Ps ich vyskytu. Oznacime
S moznych vysledkov ndhodného vynosu rj, j = 1, 2, ..., n, ako ryj ryj, ..., I'sj.. Takto, vynos Ry
portfolia w je diskrétnou ndhodnou premennou s S moznymi vysledkami Riw, Row, ..., Rsw
vyskytujicimi sa s pravdepodobnostami ps, pz, ..., Ps, kde

Riw = wiryp + warip + -+ Wity i=12..,S

V tomto prispevku sa zameriame na druhu z vys$Sie uvedenych otazok. Predpokladame, ze
(diskrétne, zdruzené) rozdelenie nadhodnych vynosov ry, Iy, ..., I'n je zname a ako rjj oznac¢ime
vynos aktiva j pri scenarii, 1=1,2, ..., S, j=1, 2, ..., n. Budeme uvazovat investi¢ny problém
len vjednom investicnom obdobi, takze tretia z vysSie uvedenych otazok je tiez mimo
predmetu tejto analyzy.

Medzi vSeobecne akceptované modely tykajuce sa vyberu medzi substitiiciami rozdeleni
patria: modely stredna hodnota — riziko a maximalizacia oCakavanej uzito¢nosti/stochasticka
dominancia. Prvy definuje preferenéni reldciu (kritérium vyberu) medzi ndhodnymi
premennymi. Na zdéklade tohto kritéria vyberu st investicné rozhodnutia prijimané
prostrednictvom rieSenia optimaliza¢nych tloh.. V d’alsej Casti tejto analyzy budeme detailne
skiimat’ formulacie takychto rozhodovacich problémov.

Tato analyza poskytuje prehlad existujucich model vyberu a mier rizika pouzivanych pri
vybere portfolia. Je zname, Ze takéto modely, hoci st teoreticky otazne, su Siroko vyuzivané
Vv praxi finan¢nej komunity. Iné modely, napriek popularite a odporti€¢ani vedeckej komunity
neboli v praxi vyuzivane v SirSom meradle. Nakoniec, existuji modely, ktoré su teoreticky
zvucné, ale tazko prakticky implementovatelné. NaSim zdmerom nie je obhajovat’ konkrétny
pristup, ale poskytnut’ objektivny suhrn toho, ¢o je dostupné pre vyber portfolia.

2 MIERY RIZIKA

V modeloch typu strednd hodnota — riziko si rozdelenia vynosov charakterizované
a porovnavané prostrednictvom dvoch skalarnych charakteristik pre kazdé rozdelenie. Jednou
skalarnou hodnotou je o¢akavana hodnota (priemer), a ziaduce su vysoké ocakavané hodnoty.
Druhou skalarnou charakteristikou je hodnota ,,miery rizika“. Ina¢ povedané, miera rizika je
nejaka funkcia, ktord spaja s kazdym rozdelenim Ccislo, ktoré opisuje jeho ,rizikovost™,
priCom, samozrejme, ziaduce si nizke hodnoty rizika. Preferencia medzi rozdeleniami je
definovana prostrednictvom substitiicie medzi strednou hodnotou a rizikom

Uvazujme dve pripustné portfolia w = (W, Wy, ..., Wp) @ V = (V1, V2, ..., Vo) S vynosmi Ry, a Ry.
V pristupe stredna hodnota — riziko, s mierou rizika ozna¢enou ako p, ndhodna premenna R,
dominuje (je preferovana pred) nahodnou premennou R, vtedy a len vtedy, ak



E(Rw) = E(Ry) a p(Ry) < p(Ry)
pri¢om aspon jedna z tychto dvoch nerovnic je splnend ako ostra.

Alternativne mozno povedat, ze portfolio W je preferované pred portféliom v. Zamerom je
najst’ také portfolia, ktoré su nedominované vzhl'adom k vysSie definovanej preferenc¢nej
relacii, Co znamena, ze neexistuje ziadne iné pripustné portfolio, ktoré moze sticasne zlepsit
ako stredny vynos tak aj riziko. Formalne: pripustné portfolio w = (Wi, Wy, ..., W) je
nedominované v pristupe stredna hodnota — riziko, srizikom oznacenym ako p, ak pre
akékol'vek iné pripustné portfolio v = (v, V2, ..., Vn) nemoze stcasne platit’

E(Ry) < E(Ry) a p(Ry) = p(Ry)

S vynimkou situdacie, kde

E(Ry) = E(Ry) a p(Ry) = p(Ry)

uroven rizika pre dany stredny vynos (a najvyssi stredny vynos, pre danu troven rizika).

Efektivne portfolia st ziskavané rieSenim optimalizacnych tloh, ktoré mozno sformulovat
tromi alternativnymi sposobmi. NajobvyklejSia formulacia je zaloZzend na pouziti
Specifikovane] minimélnej hodnoty pre ocakdvany vynos portfolia a minimaliziciou rizika
portfolia:

min p(Ry,)
za podmienok Q)
E(Ry) =d,weW

kde d vyjadruje pozadovanii uroven ocakavaného vynosu portfolia (Specifikovani
rozhodovatel'om). Variovanie d a opakované rieSenie zodpovedajucej optimalizacnej Glohy
identifikuje portfolia S minimalnym rizikom pre kazdé d. Alternativnou formulaciou, ktora
v ucelovej funkcii explicitne ,,obchoduje* riziko proti vynosu, je:

max E(R,) —1p(Ry) (1=0)
za podmienok 2
wew

Prostrednictvom  variovania substituéného koeficienta A aopakovanym rieSenim
zodpovedajucich optimalizacnych tloh skonStruujeme efektivnu hranicu. Poznamenajme, ze
alternativne moézeme tiez maximalizovat’ ocakdvany vynos portfolia pre Specifikovanu
maximalne mozZnu uroven rizika.

Ako merat’ riziko a vybrat’ vhodni mieru rizika v tlohe vyberu portfélia je predmetom staleho
vyskumu a rozsiahlych diskusii. Je zrejme, Ze pouZita miera rizika hra dolezitt tlohu v
rozhodovacom procese a portfolia vybrané pri roznych miera rizika moézu byt vel'mi odlisné.
Miery rizika mozno klasifikovat’ do dvoch kategoérii. Miery rizika, ktoré uvazuju odchylku od
stanoveného ciela, vytvaraju prvi kategdriu. Ciel’ mozZe byt fixovany (napriklad minimalny
akceptovany vynos), zavisly od rozdelenia vynosov (napriklad ocakévand hodnota), alebo
dokonca ako stochasticky benchmark (napriklad nejaky index). Takéto miery rizika mozu
nadobudat’ len kladné hodnoty. Tieto miera rizika mozno dalej roz¢lenit’ na symetrické
(dvojstranné) miery rizika a nesymetrické (jednostranné, dolné strany, straty) miery rizika.
Symetrické miery rizika kvantifikuju riziko prostrednictvom pravdepodobnostne vazenej



disperzie vysledkov v okoli predom Specifikovaného ciela, obvykle ocakavanej hodnoty.
Miery tejto kategorie penalizuju ako negativne tak aj kladné odchylky od stanoveného ciela.
Zvyc€ajne pouzivanymi symetrickymi mierami rizika su variancia a strednd absolitna
odchylka (MAD) Asymetrické miery rizika kvantifikuja riziko podla vysledkov
a pravdepodobnosti pod cielovymi hodnotami. Vysledky su tu penalizované len v pripadoch,
ked’ st nizSie ako stanovana cielovd hodnota. Argumentom je, Ze to je ovela blizsie
K intuitivnemu chapaniu rizika ako neziaduceho vysledku, ,,nepriaznivej* situacie, kde sa
uvazuje, ze vac¢sina investorov spaja riziko so zlyhanim moZznosti dosiahnut’ Specifikovany
ciel. Globalna myslienka tykajica sa dolného rizika je takd, ze lava strana rozdelenia
vynosov obsahuje riziko, zatial’ ¢o jeho prava strana obsahuje lepSie investicné prilezitosti.
Medzi asymetrickymi mierami rizika patri vyznamné postavenie dolnym parcidlnym
momentom a centralnym semi — odchylkam.

Miery rizika v druhej kategorii pracuju s celkovou nebezpecnostou moznych strat. Niekedy
si nazyvané ,.chvostové miery rizika®, pretoze uvazuju len Tavy chvost rozdeleni,
koreSpondujlici s najvyS$§imi stratami. Do uvahy sa berie len urCity pocet najhorSich
vysledkov (tento pocet zavisi od Specifikovanej hladiny vyznamnosti o (napriklad pri o =0.05
sa berie do tivahy len najhoriich 5% vysledkov) Casto pouzivanymi mierami rizika tejto
kategorie st hodnota v riziku (VaR) podmienena hodnota v riziku (CVaR). Hodnoty tychto
mier rizika mozu byt tak kladné ako aj zaporné. Dalej opiseme niektoré najcastej$ie miery
rizika.

2.1 Variancia

Variancia je historicky prvou mierou rizika pouzitou v Glohe vyberu portfolia. Markowitz
(1952) zaviedol pristup stredna hodnota — variancia, ktory bol neskoér zovSeobecneny na
modely typu stredna hodnota — variancia. Okrem toho, vyvinul vramci tohto pristupu
vypoctovy model na najdenie efektivnych portfolii.

Variancia bola Siroko vyuzivana v Statistike ako indikator rozpitia v okoli ocakavanej
hodnoty. Jej druhd odmocnina, Standardnd odchylka, je najzndmejSou mierou Statistickej
disperzie.

Variancia ndhodnej premennej Ry, oznacena ako o*(Ru), je definovana ako jej druhy centralny
moment: oakavana hodnota Stvorca odchylok Ry od jeho vlastného priemeru, t.j.

0?(Ry) = E[(Rw — E(R))’]

Medzi vlastnostami variancie je zvlast vyznamna jedna, vyuzivana pri vypocte variancie pre
linedrnu kombinaciu ndhodnych premennych. V kontexte optimalizacie portfolia umoziuje
vyjadrit’ varianciu (rozptyl) vynosu portfélia

Ry = wiry + wary + -+ w1y

vyplyvajuceho z vyberu w = (Wy, Wa, ..., W,) ako

(R =) Z Wy Wi 3)

j=1k=1

kde ojx oznacuje kovarianciu medzi R; a R. Znamena to, ze variancia portfolia je vyjadrena
ako kvadraticka funkcia rozhodnutia Wy, Wo, ..., Wy

2.2 Stredna absolitna odchylka



Strednd absolitna odchylka (MAD) ndhodnej premennej Ry je definovand ako ocakévana
hodnota absolatnych hodnét odchylok od strednej hodnoty, t.j.

MAD(Ry) = E[|(Ry — E(Ry))|]

MAD je tiez znamou mierou Statistickej disperzie. Konceptuadlne je vel'mi podobna
s varianciou. V praxi vyberu portfolia bola zavedena hlavne preto, ze model strednd hodnota -
variancia bol v minulosti tazko rieSiteIny pre vel’ké mnoziny udajov, kvoli kvadratickej
ucelovej funkcii (5). Vyuzitia MAD, namiesto variancie, tento problém prekonalo, pretoze
model typu stredna hodnota — MAD je tlohou linearneho programovania (LP). V st¢asnosti,
pri modernych solveroch, mozno rozsiahle KP problémy riesit’ Gplne rutinne. Vyuzitie MAD
ako miery rizika vsak stale zostava alternativou pre klasicky model typu stredna hodnota —
variancia.

2.3 Dolné parcidlne momenty a centralne semi - odchylky

Asymetrické miery rizika, alebo miery rizika pod stanovenym cielom, poskytuju lepsie
opisanie rizika ako neziaduceho vysledku. Dolné parcidlne momenty predstavuju genericky
nazov pre asymetrické miery rizika, ktoré pracuju s fixnym ciel'om.

Dolné parcialne momenty meraju o¢akavanti hodnotu odchylok pod fixnou cielovou hodnotou
7. Mozno ich vyjadrit’ nasledujucou formulaciou: Nech 7 je vopred definovana (investorom
Specifikovana) ciel'ova hodnota pre vynos portfolia Ry, a nech a > 0. Dolny parcidalny moment
stupnia o 0kolo hodnoty 7 nahodnej premennej Ry, S distribu¢nou funkciou F je definovany
ako

LPM,(z,R,,) = E[(max(0,7 — R,))"] = j (t — r)%dF (1) 4)

pri Casto vyuZivanej ,,normalizovanej verzii* v tvare

LPM,(1,R,,) = {E[(max(0,7 — R,))"|}*

Uloha 7 je jednoznaéna. Kazdy rozhodovatel’ stanovi jeho vlastny ciel’, pod ktory nechce aby
vynos klesol (7 =0, t. j. ziadne straty, ¢o je najobvyklejsi pripad) Uloha parametra o uZ nie je
taka priamociara ajej analyzu mozno najst v Fishburn (1977). Ak je hlavnym zamerom
vylucit’ zlyhanie v splneni ciel’a, bez ohl'adu na velkost' zlyhania, potom je rozhodovatel
ochotny prijat’ riziko, aby minimalizoval moznost, ze vynos ¢o len slabo klesne pod z.
V takomto pripade je vhodnym vyberom pre merania rizika mald hodnota a. Ak st malé
odchylky pod ciel relativne neSkodné v porovnani s velkymi odchylkami, potom
rozhodovatel’ preferuje padnut’ slabo pod z 0 malé mnozstvo pred akceptovanim rizika, ze
vysledkom by mohla byt’ velka strata. V tomto pripade st indikované vyssie hodnoty a. To
teda znamen4, Ze a je parameter opisujuci investorovu averziu k riziku. Cim vyssia je a, tym
vyssia je investorova averzia k riziku. Ako najznamejsie formulaciE mier rizika typu ,,pod
cielom* vyuzijuc formulaciu (a, 7) uvedieme:

1. Safety First: ak o — 0
SF(R,) = LPM,,_, o(7,Ry,) = E [(max(o, T —Ry))"” 0]

SF je pravdepodobnost’ schodku, ktory meria moznost’, Ze vynos portfolia klesne pod
nejakua predefinovanu katastrofalnu troven



SF(Ry) = Prob(R,, < 1)

2. Ocakavané dolné riziko: ak a = 1
LPM,(t,R,,) = E[max(0,7 — R,,)]

3. Cielova semi-variancia: ak a = 2

LPMy (1, Ry) = E[(max(0,7 — Ry))’]

Centralne semi—odchylky st podobné dolnym parcidlnym momentom, avSak, meraji
o¢akavani hodnotu odchylky pod strednou hodnotou (zatial ¢o dolné parcidlne momenty
meraju ocakavan hodnotu rovnakej odchylky pod nejakou fixovanou cielovou hodnotou).

Centralna semi-odchylka stupna a (a = 1, 2, ...) ndhodnej premennej Ry, je definovana ako
a
CSD4(Ry) = E[(max(0,E(Ry,) — Ry)) ] (5)

NajznamejSimi mierami rizika tejto kategdrie st miery pre a = 1 (absolutna semi-odchylka)
apre o =2 (semi-variancia), ktort ako prvy zaviedol Markowitz (1959), kde absolutna semi-
odchylka je definovana ako

5_(Rw) = CSDl (Rw) = E[max(O, E(Rw) - Rw)]

a odvodena Standardna semi-odchylka ako

1
o~ (Ry) = = E{[(max(0,E(Ry) - RW)[}’
2.4 Hodnota v riziku

Nech Ry, je nahodna premenna opisujica vynos portfolia w v danom obdobi jeho drzby a A%
= a € (0, 1) je percento, ktoré vyjadruje nejaka vzorku ,,najhorSich pripadov* pre vysledky
Rw. Zaujimavé st hodnoty a blizke k 0 (napr. o= 0.01 = 1%, alebo a =0-05 = 5%).

Vypocet hodnoty v riziku (VaR — Value at Risk) nahodnej premennej Ry, (alebo portfolia w)
pre stupen a indikuje Ze, s pravdepodobnostou najmenej (I - o) strata neprevysi VaR
Vv priebehu dané¢ho obdobia drzby. Sucasne plati, Ze, pravdepodobnost’ straty prevysujucej
VaR je ostro nizSia ako a Poznamenajme, Ze strata je uvazovana vzhl'adom k 0: zaporné
vynosy si povazované za kladné straty. To znamend, ze ,strata® spojend s nahodnou
premennou Ry, je opisand nahodnou premennou - Ry,.

Matematicky, VaR v stupni o nahodnej premennej Ry, je definovana prostrednictvom pojmu
a- kvantilov. Niz8ie uvaddzame definicie a vlastnosti tykajiuce sa kvantilov, ktoré su dolezité
pre pochopenie definicie VaR. V uvadzanych definiciach F vyjadruje kumulativnu
distribu¢nu funkciu nahodnej premennej Ry. Nejaky a-kvantil premennej Ry, je také realne
éislor, Ze
Prob(Ry, <71) < a < Prob(Ry,, <)
Dolny a-kvantil premennej Ry, oznaceny ako q,(Rw) je definovany ako
q.(Ry) = inf{r € R:F(r) = Prob(R,, <71) = a}

a horny a-kvantil premennej Ry, oznaceny ako q” (Rw) je definovany ako



q%(Ry,) = inf{r e R:F(r) = Prob(R,, < 1) > a}

Hodnota v riziku (VaR) premennej Ry, Vv tirovni o je definovana ako zaporny horny a-kvantil
premennej Ry

VaR, (Rw) = _qa (Rw)

Znamienko minus Vv definicii VaR je preto, lebo je pravdepodobné, ze q” (Ry) nadobudne
zapornu hodnotu, ale ak hovorime o ,,strate, uvazujeme s absolitnou hodnotou. Vychadzajic
z (9) mézeme VaR definovat’ tiez ako

VaRa(Rw) = Ch—a(_Rw)
a teda

VaRa(Rw) = _qa(Rw) = Q1—a(_Rw) (6)

Vo vztahu (6) je VaR vyjadrena vo forme vynosu. Mozno ju tiez vyjadrit' v pefiaznych
jednotkach. Ak je dana penazna hodnota portfolia w: napriklad, ak VaR,(Ry) =0.1, potom ,
vyjadrene v penaznych jednotkach to znamena, VaR je 10% vychodiskovej investicie.

2.5 Podmienena hodnota v riziku

Nech, ako vyssie, Ry je ndhodna premenna opisujica vynos portfélia w v danom obdobi jeho
drzby a A% = a € (0, 1) je percento, ktoré vyjadruje nejaka vzorku ,,najhorsich pripadov® pre
vysledky Ry (obvykle a = 0.01 = 1%, alebo o =0.05 = 5%). Definicia podmienenej hodnoty
v riziku CVaR (Conditional Value at Risk) pre konkrétnu uroven o je matematickym prepisom
koncepcie ,,priemernej straty V najhorSich A% pripadoch®, kde ,strata“ spojena s Ry je
opisana ndhodnou premennou - Ry,.

CVaR je aproximacne rovna priemeru strat vacsich alebo rovnych ako VaR (pri tej istej irovni
spol'ahlivosti a), pri€om v niektorych pripadoch to plati presne. Ak existuje jediné také r, pre
ktoré Prob(Ry < r) = a, potom je situacia jednoducha: VaR je zaporom r a CVaR ocakavana
strata zo strat viacsich ako VaR. Plati to vzdy, ked’ je Ry spojitd ndhodna premenna. (Tiez
v pripade takych nasobnych hodnét r, pre ktoré Prob(Ry < r) = a). CVaR je podmienené
oCakavanie strat, ktory prevySuju VaR.V pripade, ze neexistuje taka hodnota r, pre ktort
Prob(R < r) = a (ako je to napriklad na obr. 2 a4) pouzije sa o—kvantil q“(Ry). AvSak
Prob(Rw < q“(Rw)) > a a ,dodato¢na pravdepodobnost® rovna Prob(Ry < q“(Rw)) — o,
zodpovedajuca q“(Ry), je vynatd z podmienene ocakavanych vysledkov pod a—kvantilom.
Formalne budeme CVaR nasledovne:

Podmienena hodnota v riziku nahodnej premennej Ry, pre stupen a je definovana ako

1
CVaR, = —E{E(Rwl{Rwsqa(Rw)}) — q*(Ry)[Prob(Ry < q*(Ry)) —al} (D)
kde

{relécia}={1' ak je vyraz pravdivy
0, vopatnom pripade

¢o znamena, ze R, 1 (Rwsq(Rg,,)} je ziskané z Ry, tak, ze sa uvazuju len vysledky pod hornym
a—kvantilom g”(Ry).

3 ZAVER



Pri vybere portfolia je zdsadnou otazkou model pouzity na vyber medzi rozdeleniami platieb
(vynosov). Doteraz je najviac akceptovanym a cCasto aplikovanym pristup poskytovany
modelmi typu stredna hodnota — riziko. V tychto modeloch je rozdelenie vynosov opisané
dvomi skaldrnymi hodnotami: oc¢akdavanou hodnotou (,,priemerom*) o velkostou rizika.
Riziko spojené s rozdelenim vynosov mozno kvantifikovat' varietou sposobov. Obvykly
pristup (chronologicky prvy) je vyuzitie variancie ako miery rizika. Model typu priemer —
variancia je doteraz v praxi najcastejSie aplikovany.

Variancia ako miera rizika vSak bola kritizovand ako nevhodné miera, kvoli jej symetrickej
podstate a chybajticej konzistencii s relaciami stochastickej dominancie. Alternativne miery
boli najskér navrhnuté s cielom intuitivnejSie podchytit’ riziko, ako neziadticu udalost.
Dolné parcidlne momenty kvantifikuju riziko uvazujuc len vysledky pod definovanym
cielom. Centralne odchylky st podobné, ale povazuju za ciel’ o¢akavani hodnotu. Vsetky
tieto miery rizika kvantifikujt riziko vo forme odchylok od ciel’a (fixného alebo zavislého od
rozdelenia pravdepodobnosti). Odlisnou kategériou mier rizika su tzv. ,,chvostové™ miery
rizika, ktoré uvazuji s malym percentom najhorSich scenarov a ocenuju rozsah strat za tychto
podmienok. PovSimnutia hodnymi st VaR a CVaR.

Z vypoctového hladiska, minimalizacie vicSiny z vysSie uvedenych mier rizika vedie
k realizovatelnym optimalizatnym modelom. Pre miery rizika typu ,,pod cielom®, je
vaésinou vyuzivany stupen 1 (oCakavané dolné riziko) a stupenn 2 (semi-variancia).
Minimalizacia variancie a (cielovej) semi-variancie st modelmi kvadratického
programovania. Minimalizacia MAD, o¢akavaného dolného rizika a CVaR predstavuju ulohy
LP. VaR je jedind miera rizika, ktorej minimalizacia vedie k ulohe nekonvexného
programovania, tazko riesitelnej. Teda, hoci sa Siroko vyuziva pre vyhodnocovanie rizika
portfolia (je standardom pri regulacii), tato miera nebola pouzita ako parameter v modeloch
konstrukcie portfolia.
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ANALYZA VYNOSU AKCIf NA CESKEM TRHU ZA POSLEDNICH
10 LET

ANALYSIS OF DISTRIBUTIONS OF STOCK RETURNS IN PAST
10 YEARS

Ing. Jakub Neugebauer

Abstrakt

Plivodni Markowitzliv model pfedpokladd normdlni rozdéleni vynosi akcii. Je vSak tento pred-
poklad dodrzen? Ve svété financi se objevuji dikazy, Ze tomu tak neni. Mezi ¢asto navrhované
alternativy normélniho rozd€leni patii naptiklad zeSikmené studentovo rozdéleni ¢i normalni-
inverzni Gaussovské rozdéleni. Tento Clanek sleduje, jakd rozdéleni mély vynosy akcii Ceskych
firem v obdobi poslednich 10 let.

Klicovd slova: akcie, vynosy, rozdéleni vynosu, hustota pravdépodobnosti, zeSikmené studen-

tovo rozdéleni
Abstract

Basic Markowitz “s model has an assumption of normally distributed stock returns. Does this
assumption hold in real life? In the world of finance there are proofs, that it is not like that. Ones
of many suggested alternatives commonly used are skew student distribution or normal-inverse
Gaussian distribution. This article finds out, which distribution does returns of stocks traded on

Czech market in the past 10 years have.

Keywords: stocks, returns, distribution of returns, probability density function, skew student

distribution

1 VYBRANA ROZDELENI PRAVDEPODOBNOSTI

Jak jiz ndzev napovida, tématem Clanku je analyza rozdéleni vynosua akcii na ¢eském trhu. Pri-
marnim ucelem této analyzy bylo vytvofeni zdkladu pro vybudovéani modelu slouZicimu k op-
timalizaci portfolia v diplomové praci autora s ndzvem Optimalizace portfolia za riiznych mér
rizika a rozdéleni vynosii s vyuZitim genetického algoritmu (1). Cilem prace bylo vytvofeni
dvoufazového modelu, kde v prvni fazi bylo odhadnuto vhodné rozdéleni vynosu a v druhé fazi
aplikovan geneticky algoritmus k feSeni Markowitzova modelu.

Vychozim bodem pro celou analyzu byly zejména prace M. Erlinga (2) a C. J. Adcocka (3),
ktefi doporucuji vyuzivat pro popis rozdéleni vynosi akcii zeSikmené studentovo rozdé€leni.

M. Erling pak testoval pomérné velkou $kalu rozdéleni na indexech a fondech rtiznych trhd



a zjistil tak, Ze zeSikmené studentovo rozdéleni je vhodné pro vyuZiti v oblasti financi. Dal§im
takovym rozdélenim pak bylo normdlni-inverzni Gaussovské rozdéleni. V tomto ¢lanku bude
Castecné zreplikovana jmenovand analyza, ovSem se zaméfenim na Cesky trh. Vybrdna k tomu

byla nasledujici rozdé€lent:
1.1 Normalni rozdéleni

Nejznaméjsim pravdépodobnostnim rozdélenim je bezesporu normalni rozdéleni. Toto rozdéleni
jisté neni tieba podrobné predstavovat, jelikoZ se s nim kazdy setkal, 1 kdyZ o tom nevi. Uved’'me

vSak formdlné jeho hustotu pravdépodobnosti:

o))

Toto rozdélenf je uréeno parametrem plohu i a parametrem uréujicim rozptyl c2.
1.2 ZeSikmené mormalni rozdéleni

Ponékud zajimavéjsi variantou normélniho rozdéleni je jeho zeSikmend verzae.Toto rozdéleni
by mohlo 1épe popisovat rozdéleni vynost z diivodu zavedeni parametru pro ovlivnéni Sikmosti

rozdéleni. Hustota tohoto rozdéleni je nasledujici:

2 Loenya o5 ] 2
_ —2(%) / TIdt 2
fan(x) c 27re —inf \/2716 @)

K parametriim urcujicim polohu a rozptyl zde pribyl parametr urcujici pravé zeSikmeni c.
1.3 Zobecnéné studentovo rozdéleni

Dalsim ve statistice hojné pouZivanym rozdélenim, které se také objevuje ve svété financi, je
studentovo t. Jednim z moZnych zdpist jeho hustoty, v tomto piipadé za pomoci Beta funkce,

je:

B 1 1 /x—p\*)
ft/(X)_G\/VB(%,%) 1+V( > ’ (3)

Kde B (x,y) je Beta funkce.

Parametry tohoto rozd&leni jsou parametr polohy i, parametr rozptylu 6% a pocet stupiiti vol-

nosti v. Pokud se poloZi 4 = 0 a 6% = 1, dostaneme piivodni studentovo rozdélent.

1.4 ZeSikmené studentovo rozdéleni



Dalsim a vy$$im zobecnénim studentova rozdéleni je jeho zeSikmend verze. Opét je zde pridan
parametr pro zeSikmeni g. Jednd se o rozdéleni, které ma jiz 4 parametry a jeho hustota je

nasledujici:

rt
Falx) = 3+9) _— @)

x—p+m|? 2t
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aI'(x) je Gamma funkce.
1.5 Zesikmené, zobecnénné studentovo rozdéleni
Jesté vétSim zobecnénim studentova rozdéleni je zeSikmené, zobecnéné studentovo rozdéleni.

Je zde pfidan parametr p, ktery jeSt€ vice modifikuje ,,tvar* rozdéleni.

() = u — (7)
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Toto zobecnéni studentova rozdéleni je nejobecnéjsi ze vSech zminovanych, ze kterého vhodnou
fixaci nékterych parametrd dostaneme jakékoliv jiné. Tyto fixace jsou spolu s podrobnéjsim

popisem rozdéleni hezky zapsany v dokumentaci balicku do R od Cartera Davise (4).



1.6 Normalni-inverzni Gaussovské rozdéleni

Poslednim rozdélenim, pomoci kterého se budeme snazit popsat rozdéleni vynosi akcii je
normdlni-inverzni Gaussovské rozdéleni (NIG). Jeho hustota je:

oK, (o\/62 — )2
o 1 (a +(x nu“) >65y+ﬁ(x“),
T/ 6%+ (x—u)?

kde K; je modifikovand Besselova funkce tietiho druhu a y = /o2 — B2.

fnig(x) =

(10)

Parametry urCujicimi chovéni tohoto rozdéleni jsou parametr polohy u, parametr rozptylu &,

parametr uréujici zeSikmeni B a nakonec parametr urcujici, jak ma rozdéleni tézké konce .

2 ANALYZA ROZDELENI VYNOSU

Tato ¢ast ¢lanku se dostava k samotné analyze rozdéléni vynost akcii na ¢eském trhu. Analyzo-
vané hodnoty vynosi patii 8 vybranym firmam obchodovanych na Prazské burze. Jedna se o ty
nejvetsi firmy, které jsou také zarazeny v indexu PX. Konkrétné se jednd o firmy Erste, Avast,
CEZ, Kofola, KB, MONETA, Philip Morris CR (PM) a Viena Insurance Group (VIG).

Data byla stazena z portélu Patria' ve formé zavére&nych, dennich kurzi z obdobi od 1. 1. 2012

do 17. 3. 2022, pokud byly tyto kurzy k dispozici. U téch akcii, kde nebyly k dispozici kurzy za
celych 10 let, bylo pouZzito maximélni dostupné mnozZstvi dat. 10leté obdobi bylo vybrano, aby
byl dostatek dat pro odhad rozdéleni vynosi.

Tabulka 1: Hodnoty AIC dle rozdé€leni a akcie

ERSTE AVAST CEZ KOFOLA KB MON. PM VIG

N -12488  -4637  -14765 -9260 -14121  -8319  -1591 -14302
N -12486  -4643  -14763 -9318 -14115  -8317 -1591 -14378
¢’ -12961  -5006 -15158 -9957 -14571  -9107 -1677 -14635
zt -12956  -5001 -15153 -9951 -14565 -9102 -16766 -14630
7zt -12954  -5000 -15159  -10187  -14582 -9100 -16821 -14638
NIG -12949  -4998 -15157 -9951 -14575  -9094 -16766 -14634

Pozn:* Tucné zobrazené hodnoty s nejnizsim AIC pro jednotlivé akcie.

Zdroj: vlastni zpracovani

Prvni statistikou, pomoci které jsou srovndna jednotliva rozdéleni pro vSechny firmy je AIC.

Hodnoty pro jednotlivé rozdé€leni a firmy jsou zaznamendny v tabulce 1. Tu¢né€ jsou vyznacené

TV,

Uhttps://www.patria.cz/ [cit. 10. 11. 2022]
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noty AIC pro odli$né firmy velmi vyrazné lisi. Je to zplisobeno nejen tim, Ze statistika AIC je

bezrozmérnd, ale také tim, Ze pro jednotlivé akcie je k dispozici rizny pocet pozorovani.

Nejlepsimi rozdélenimi vynost sledovanych akcii dle hodnot AIC se jevi zobecnéné studentovo
rozdéleni a zeSikmené, zobecnéné studentovo rozdéleni. Prvni jmenované ma nejlepsi statis-
tiku AIC pro 3 ze sledovanych firem, zatimco druhé je nejlepsi pro zbylych 5. Nutno vSak
podotknout, Ze ve vétsiné piipadi se hodnoty AIC u rozdéleni ', zz, zzt a NIG lis{ jen nepatrné
na rozdil od rozdéleni normdlniho a jeho zeSikmené varianty, které dosahuji stabilné vyznamné

niz8ich hodnot.

Podle hodnot AIC se zd4, Ze existuji rozdéleni lepsi, neZli je normalni. Pojd’me se vSak podivat
také na Kolmogorovu-Smirnovovu statistiku KS, abychom méli porovnani i z jiného dhlu po-
hledu. Zaznamenané hodnoty K jsou zapsané v tabulce 2. Tu¢né zvyraznéné jsou opét hodnoty
pro nejlepsi rozdéleni (minimdlni KS). Déle jsou v tabulce kritické hodnoty testu o rozdéleni

KS* zavislé na poctu pozorovani n.

Tabulka 2: Hodnoty KS dle rozdéleni a akcie

ERSTE AVAST CEZ KOFOLA KB MONETA PM VIG

n 2555 963 2555 1574 2555 1469 2555 2555
KS* 322 525 322 411 322 425 322 322
N 57* 99 25% 852 235% 258* 384  200*
ZN 57* 60* 25% 807 235% 258%* 384 67*
¢ 29% 546 109%* 846 203* 308* 454 103*
zt 46* 540 119%* 848 206* 307* 455 94

7zt 45% 530 152%* 970 204%* 302% 375 111%*
NIG  42% 505%  124* 843 206* 290* 435 94*

Pozn:* Hodnoty KS véetné KS* jsou v fadu 1074,
b KS* je kritickd hodnota Kolmogorova-Smirnovova testu pro o = 5%
¢ Tucné zobrazené hodnoty s nejniZsi hodnotou K'S pro jednotlivé akcie

4 U hodnot s hvézdi¢kou nezamitame hypotézu o tom, Ze vynosy pochazi z daného rozdélen{

Zdroj: vlastni zpracovani

V tabulce 2 je vidét, Ze se hodnoceni vhodnosti rozdéleni pro dany vybér dle kritéria KS rozchazi
s AIC. Jedinymi dvéma akciemi, kde se kritéria schazi, jsou ERSTE a PM, u kterého je vSak na
5% hladiné vyznamnosti zamitnuta hypotéza, Ze vynosy pochdzi ze zeSikmeného, zobecnéného
studentova rozdéleni. V ostatnich pripadech, kromé KB, kde je jako nejlepsi rozdéleni zvoleno
t', se jako nejlepsi jevi zeSikmené normdlni rozdéleni. Toto rozdéleni dosahuje nejniZsich hod-
not KS u 5 z 8 sledovanych firem, pfi¢emzZ stejnou hodnotu md i normélni rozdéleni u firem
CEZ a MONETA.



Pfi pohledu na Kolmogoriv-Smirnoviiv test o piivodu ndhodného vybéru z daného rozdéleni
je videét, ze kromé akcii AVAST, kde pro rozdéleni N, zN a NIG neni zamitnuta nulovd hypo-
téza a u vSech ostatnich je zamitnuta, pro jednotlivé akcie u vSech rozdéleni je nulova hypotéza
bud’ zamitnuta, nebo ne. Konkrétné u firem ERSTE, (VZEZ, KB, MONETA, VIG vsechna roz-
déleni prosla testem jako vhodnd, naopak u firem KOFOLA a PM neni vhodné ani jedno ze
sledovanych rozdéleni.

Od obou sledovanych statistik byly ziskdny odlisné indicie k rozhodnuti o tom, kterd rozdéleni
jsou nelepsi pro popsani vynost z jednotlivych akcii na ¢eském trhu. JelikoZ vSak KS-test ve
vétsing pripadd nezamital hypotézu o ptivodu ndhodného vybéru a hodnoty A/C normélniho
a zeSikmeného rozdéleni jsou vyznamné niZsi neZ u ostatnich, 1ze za 2 nejlepsi rozdé€leni urcit
zobecnéné studentovo a zeSikmené, zobecnéné studentovo rozdéleni. Pojd’me si nakonec zobra-
zit histogramy jednotlivych rozdéleni spolu s nafitovanym, odhadnutym rozd€lenim s nejlepSim
AlC.
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Obrazek 1: Skute¢né vs odhadnuté hodnoty rozdéleni vynost jednotlivych firem

Zdroj: vlastni zpracovani

Na obrazku 1 je vidét, Ze ve vétsiné piipadii odhadnutd rozdéleni sedi na skute¢né hodnoty,
nebo se to alespoii na pohled zda. Tento odhad byl potvrzen jiz diive KS-testem. Jedinymi vy-
jimkami, jak jiZ samotny test v predeslé ¢asti napoveédél jsou vynosy firem KOF OLA a PM. Zde
je jiz na prvni pohled patrné, Ze zvolend rozdéleni nesedi na hodnoty vynosii. V obou piipadech
je odhadnuté rozdéleni mnohem Spicatéjsi, ¢imZ je jeho hustota mnohem vétsi okolo empiric-
kych hodnot s nejvyssi hustotou. Je to zplisobeno nizkou likviditou téchto akcii, diky emuz se
nekteré dny akcie neobchodovaly a vysledny vynos tak byl nulovy, odhadnuta rozdéleni jsou tak
diky velkému poctu 0 Spicatd. Ve vysledku se vSak vychylily odhadnuté hodnoty od redlnych

az prili§, coz se odrdzi pravé i v rozdilu distribu¢nich funkci, tedy i v hodnoté KS. Pro tyto 2
konkrétni firmy by bylo zfejmé lepsi vyuZzit néjaké jiné pravdépodobnostni rozdéleni s vysokou



Spicatosti, jako naptiklad Laplaceovo rozdéleni. Dalsi variantou by pak bylo ignorovat nulové
vynosy, nebo zadefinovat rozdéleni, jehoZ hustota je s uréitou pravdépodobnosti rovna 0, jinak
ma napriklad zeSikmené, zobecnéné studentovo rozdé€leni.

3 Zaver

V ¢lanku byla pfedstavena nékterd pravdépodobnostni rozdéleni, kterd se nejcastéji vyuZivaji
k popisu vynosu akcii. Cilem bylo otestovat, jaké rozd€leni maji vynosy akcii na ¢eském trhu.
Vybrano k tomu bylo 8 nejvétsich firem obchodovanych na prazské burze, které jsou zaroven
obsazeny ve vypoctu indexu PX. K testovani vhodnosti rozdéleni byly byuziti statistiky AIC
akKs.

Nejlepsich vysledkt dle AIC dosahovaly zejéna zobecnéné studentovo rozdéleni a zeSikmené,
zobecnéné studentovo rozdéleni. Oproti vysledkim M. Erlinga se tedy na ¢eském trhu vyplati
vyuZzit o jeden parametr komplexnéjsi rozd€leni, neZ je zeSikmené studentovo rozdé€leni. Vy-
sledky statistik KS jsou na Ceském trhu zkreslené diky velmi nizké likvidité, disledkem cehoz

je velky vyzkyt nulovych hodnot vynosii.
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MODEL VYBERU PORTFOLIA S VYUZITIM MIER RIZIKA CVAR A
PRIEMERNY DRAW DOWN

PORTFOLIO SELECTION MODEL USING CVAR AND AVERAGE
DRAW DOWN RISK MEASURES

Juraj Pekar, Ivan Brezina, Marian Reiff

Abstrakt

Na urcenie optimdlnej stratégie investora mozno pouzit’ r6zne rozhodovacie modely vyberu
portfolia, ktoré umoznuju diverzifikovat aktiva s cielom zniZenia celkového rizika
uvazovanej investicie a maximalizacii vynosu. Pri minimaliz4cii rizika mozno vyuzit' viacero
mier rizika, ktoré sa dopliiaji a poskytuju vicsie zabezpeGenie investicie rizika tak, aby
adekvatne odzrkadlovali kratkodobé a dlhodobé prepady zodpovedajuceho aktiva. Prispevok
sa orientuje na vytvorenie modelu vyberu portfolia reSpektujuceho riziko pri investovani,
pricom boli zvolené miery rizika Conditional Value at Risk (CVaR) a priemerny DrawDown
(AvDD). Vysledkom rieSenia modelu je pri uréenych parametroch modelu ziskanie mnoziny
takych efektivnych rieSeni, ktoré odzrkadl'ujii rézne kombinéacie stanovenych hodnot
ocakavanych vynosov a rizik.

KUPucové slova: vyber portfolia, CVaR, AvDD

Abstract

To determine the optimal strategy of the investor, various decision-making models of
portfolio selection can be used, which allow for the diversification of assets intending to
reduce the overall risk of the considered investment and maximize the return. When
minimizing the risk, several measures can be used, which complement and provide greater
risk assurance in such a way that they adequately reflect the short-term and long-term declines
of the corresponding risk. The paper focuses on the creation of a portfolio selection model
that respects investment risk, while the risk measures of conditional value at risk (CVaR) and
average drawdown (AvDD) were chosen. The result of solving the model is, for the specified
parameters of the model, obtaining a set of such effective solutions that reflect various
combinations of determined values of expected returns and risks.

Keywords: Portfolio Selection, CVaR, AvDD

UVOD
Modely vyberu portfolia slizia k diverzifikacii aktiv s cielom minimalizacie rizika
a maximalizacie vynosu. V pripade, ked’ treba zabezpecit minimalizaciu strat za jedno

obdobie, ale taktiez minimalizovat’ priemerny prepad kapitalu za celé analyzované obdobie
mozno formulovat tlohu s tromi kritériami, ktoré vyjadruju ciele:

e maximalizovat’ ocakévany vynos,

e minimalizovat’ kratkodobé straty pomocou vybranej miery rizika Conditional
Value at Risk (CVaR),

e minimalizovat’ mozné dlhodobé prepady kapitalu vyuZitim zvolenej miery
rizika priemerny DrawDown (AvDD).



Vysledkom rieSenia modelu zostaven¢ho pri uvedenych ciel'och a pri uréenych parametroch
modelu bude mnozina efektivnych rieSeni odzrkadl'ujucich rézne kombinécie stanovenych
hodnoét o¢akavanych vynosov a rizik (Pekar 2015).

V prvej cCasti prispevku prezentujeme spdsob vypoctu vstupnych parametrov modelu ako aj
miery oCakavanych vynosov a rizik vyuzitych pri konstrukcii modelu. Nasledne definujeme
model, ktory sluzi pri jeho uréenych parametroch ku generovaniu efektivnych portfolii pri
zohl'adneni uvedenych troch kritérii.

1 OCAKAVANY VYNOS A MIERY RIZIKA

Pri konStrukcii nami formulovaného modelu je dolezité vypocitat’ vstupné data (vektor
vynosov, vektor kumulovaného vynosov a sposob ziskania hodnoty ocakavaného vynosu
aktiva).

Uvazujme s n aktivami a nech Pj; zodpoveda cene j-teho aktiva, j =1, 2,...n, v ¢ase t =1, 2,...T,
kde T je dlzka sledovaného obdobia.

Mieru vynosu j-teho aktiva, j = 1, 2,..n, medzi obdobiami t at—1 mozno vyjadrit' ako
relativnu mieru vynosu rj; pre to urcité ¢asové obdobie (j), ktor mozno vypocitat’ ako

P.—P.
r, = J‘P—J‘—l . 1)
jt-1
Mieru kumulovaného vynosu j-teho aktiva, j = 1, 2,...n, v ¢ase t mozno nasledne vyjadrit’ ako
_ PPy
Yii = P (2)

jl

Ocakavany vynos j-teho aktiva, j =1, 2,...n, na zaklade hodnoty kumulované¢ho vynosu (2) je
urceny vzt'ahom

E;= (l+ Yir )Tl -1 3)

Hodnotu miery rizika DrawDown DDj(t) j-teho aktiva (portfdlia), j = 1, 2,...n, v Case t, t =1,
2,.. T, mozno vypocitat ako rozdiel maximalnej hodnoty vo Vv-tom obdobi (v = 1,2 ,...t)
a hodnoty v case t. Podl'a (Brezina a kol. 2018) ho mozno vypocitat’

DD, (t) = max, Yy =¥y “
Okrem uvazovaného ukazovatela DDj(t) sa budeme d’alej zaoberat’ aj odvodenou mierou
rizika (Brezina akol. 2018), priemernym DrawDown (AvDD). Pretoze je prirodzené, ze
investora predovSetkym zaujima pravdepodobnost’, ze investicia do aktiva nedosiahne
ocakavany vynos, prave miera rizika priemerny DrawDown umoZiiuje sledovat’ priemerny
prepad v hodnote zodpovedajiceho aktiva. Tento ukazovatel' je zaloZeny na historickych
hodnotach cien aktiv a popisuje priemerné zniZzenie hodnoty aktiva, k akému pocas
sledovaného obdobia (T) prislo. Priemerny DrawDown AvDD;(T) pre j-te aktivum, j = 1,
2,...n, moZno vypocitat’

. DD, (t
AvDD, (T):Z%. ©)
t=1
Okrem ukazovatel'a dlhodobého prepadu kapitalu (AvDD) je v modeli vyuzity aj ukazovatel’
kratkodobého prepadu kapitalu, ktory je reprezentovany v sucasnosti najpouZzivanejSou
mierou (Pekar akol., 2022) rizika Conditional Value at Risk (CVaR). Pri vypocte tejto
hodnoty sa vychadza z miery rizika VaR, ktora je vo vSeobecnosti definovana ako maximalna



mozna strata za dané Casové obdobie na urcitom intervale spolahlivosti a (Yamai a Yoshiba
2002, Alexande 2008). Potom mozno na zaklade hodnoty VaR definovat’ hodnotu CVaR ako
priemer zo strat vysSich ako je hodnota VaR. Formulaciu vztahu na vypocet CVaR (pocas
sledovaného obdobia T pre j-te aktivum), j = 1, 2,...n, mozno definovat’ (Rockafellar, Uryasev
2000, Pekar 2015) nasledujticim spdsobom

CVaR, (r,)=VaR, —é E||r, +VaR,

Nt (6)

kde rjreprezentuje vektor vynosov j-teho aktiva pocas sledovaného obdobia T,
a predstavuje definovant hladinu vyznamnosti.

2 OPTIMALIZACIA PORTFOLIA

V tejto Casti uvedieme konStrukciu modelu zalozeného na miere ocakdvaného vynosu
amierach rizika CVaR a AvDD, pricom v prvom rade definujeme premenné modelu a
parametre vyuzité pri jeho konstrukcii. RieSenim sformulovaného modelu budi efektivne
portfolia, ktoré zohladiiuju, na rozdiel od klasickych modelov vyberu portfélia, dve miery
rizika odzrkadl'ujuce kratkodobé a dlhodobé prepady kapitalu.

Pri konstrukcii modelu vyuzijeme premenné z; > 0 (t =1, 2,...T), ktoré nadobtidaju hodnotu
rozdielu medzi VaR a vynosom portfolia v stave t, ak je vynos nizsi ako VaR, alebo sa budi
rovnat’ nule na zaklade hladiny vyznamnosti o. Uvazujme d’alej, ze vektor u = (Ug, Ug,...UT)
volnych premennych predstavuje maximalnu hodnotu kumulovaného vynosu U; v ¢asovom
obdobi 0, 1,..T. Nech VaR, je premenna, ktora reprezentuje prahovu hodnotu pre vynos
portfolia na zaklade hladiny vyznamnosti a. Okrem uvedenych volnych premennych
vystupuju v modeli taktiez premenné Wi, Wy,... Wy, ktoré nadobudni optimélne hodnoty vah
jednotlivych aktiv (j = 1, 2,...n).

Okrem premennych modelu treba definovat’ vstupné parametre dané investorom. Okrem
vynosov, kumulovanych vynosov a ocakdvanych vynosov jednotlivych aktiv tak treba
stanovit’ hodnoty parametrov AvDD,, ktor4 predstavuje priemerni povolenit hodnotu straty
kapitdlu portfolia (teda priemerntt hodnotu strat uréenti investorom, pod ktori nesmie
priemerna strata klesnut’, p oznacuje, ze ide o vstupny parameter) a hodnoty parametrov E,
oznacujucich minimélny ocakévany vynos portfolia (teda hodnotu uréent investorom, ktort
musi vypocitané portfolio dosiahnut, p opdt oznacuje, ze ide o vstupny parameter).
Kombinaciou uvedenych dvoch parametrov moZno ziskat mnozinu efektivnych portfolii,
ktoré poskytuju investorovi navrhy investicnych stratégii pre rézne hodnoty pozadovanych
vynosov a rizika vyjadreného pomocou AvDD.

Potom mozno trojkriteridlnu Glohu (st v nej reSpektované vSetky tri formulované ciele)
transformovat’ na minimalizaciu rizika CVaR sohladom na ohranienia maximalnej
povolenej straty kapitadlu a minimalnej poZadovanej hodnoty ocakavaného vynosu, na ulohu
matematického programovania:



. 1
minCVaR (W, W,,..W,, Z;, Z,,...Z;,Ug, Uy, ..U ) =VaR, +—zzt

ol ‘=

Z+) W, +VaR, 20,t=1,2,.T

j=1
> Ew, >E,
j=1
1 T n
=>lu->yw, |<AvDD
T= j=1
u = yw, t=12..T (7)

j=1
u =u,_,,t=12,..T
u, =0

w, =1

W, W,,..W, >0,2,,2,,..2, 20

ZAVER

Prispevok sa zaoberd modifikaciou modelu vyberu portfélia na baze kritérii maximalizacia
oCakavaného vynosu, minimalizacia rizika na zéklade mier CVaR a priemerny DrawDown
AvDD, v ktorom na rozdiel od modelov znamych z literatury uvazujeme s tromi kritériami.
Uvedeny model zohladiuje dve miery rizika, ¢o do vacSej miery zabezpeci zniZenie
celkového rizika investicie. Testovanie uvedené¢ho modelu bolo realizované v programovom
jazyku Python. Vysledkom celého procesu je ziskanie efektivnych rieSeni pre uvedeny model
v programovom prostredi Python (module MIP), ktory dokumentuje mozZnost’ vypoctu
rieSenia, ktoré je podkladom pre rozhodnutie investora.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ilohy — VEGA 1/0339/20 ,,VyuZzitie
skrytého Markovovho modelu vo finanénom modelovani®.
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OPAKOVANE HRY V TEORII HIER
REPEATED GAMES IN GAME THEORY

Allan Jose Sequeira Lopez

Abstrakt

V tedrii hier najdeme viacero typov hier. Opakovana hra je taka, v ktorej sa akcie vykondvaji
viackrat a vysledok hry je ¢asom ovplyvneny; To znamend, ze kazdy hra¢ ma moznost’ ziskat’
si reputaciu svojim spravanim a ma tiez moznost’ Studovat’ stratégiu konkurentov v priebehu
hry. V tomto ¢lanku predstavujeme opakovant hru na analyzujeme moznost’ ich aplikacie v
ekonomickej oblasti.

KUPucové slova: hra, opakovanie, stratégie

Abstract

In the game theory we can find multiple types of games. A repeated game is one in which
actions are performed more than once and the outcome of the game is affected over time. It
means that each player can earn a reputation for his behavior and has an option to study the
strategy of competitors during the game. In this article we present repeated games and we
analyze the possibility of applying them to the economic field.

Keywords: game, repetition, strategies

1 UVOD

Existuje niekol'ko typov hier. Pre hry s nulovym stuctom plati, Ze to, ¢o jeden hrac ziska, strati
druhy. V hrach s nenulovym sictom naopak plati, Ze ¢o jeden hra¢ ziska, nie je nevyhnutne
to, &o strati ten druhy. Dalej pozndme hry, v ktorych sa bert do ivahy iba &isté stratégie a tieZ
hry, v ktorych st povolené zmieSané stratégie (t. j. rozdelenie pravdepodobnosti Cistych
stratégii). Dal§im typom hier su kooperativne hry, v ktorych mézu agenti komunikovat, aby
rokovali o dohode, alebo nekooperativne hry, v ktorych sa jednotlivei rozhoduji nezavisle.

Tento prispevok v ramci nekooperativnych hier skima moznosti spoluprace medzi
jednotlivcami pri opakovani hry; to znamena ide o hry, v ktorych hrac¢i interaguju viac ako
raz. Opakovana hra je takd, v ktorej sa akcie vykonavajui viackrat a vysledok hry je ¢asom
ovplyvneny. To znamena, ze kazdy hra¢ ma moznost’ ziskat’ reputéciu.

Opakované hry moéZu mat’ kone¢ny €asovy horizont, kde sa hra opakuje konecny a znamy
pocet krat, alebo mozu byt’ hry s nekoneénym ¢asovym horizontom, ¢o znamena, ze hra sa
opakuje pocas nekone¢nych period alebo v ekvivalentnych terminoch, hra sa opakuje kone¢ny
pocet krat, ale trvanie hry nie je pre hracov zname (Mdobius, 2007).

1.1 Konecny ¢asovy horizont

UvaZujeme o hre, ktora sa hré iba raz, priCom v tejto hre existuji moZznosti spoluprace, ale
nezodpovedaju situacii Nashovej rovnovahy (Dlouhy, Fiala, 2009). Zaujima nas, ¢i je mozné
udrzat’ spolupracu ako rovnovéahu, ked’ sa hra opakuje konecny a zndmy pocet krat. Ked’ze hraci
poznaju trvanie hry, retroaktivne indukéné uvazovanie ndm umozni potvrdit, Ze nebude mozné
udrzat’ rovnovahu pri opakovanej hre okrem herného obdobia, ktoré nasleduje po obdobi



kratkodobého rovnovazneho spravania (toho, ktoré zodpoveda hre, ktora sa hré iba raz). Zacnime
tym, Ze sa pozrieme na posledné obdobie. Ked’Ze hra sa skoncila a nie je ziadne pokraCovanie, v
poslednom obdobi bude kazdy hra¢ v kratkodobom horizonte sledovat’ svoje optimalne spravanie
(v poslednom obdobi zostava hrat’ iba hra, ktora sa hra iba raz) a nebude spolupracovat’ so
superom. V predchadzajicom obdobi sa kazdy hra¢ musi rozhodnut, ¢i bude alebo nebude
spolupracovat’ s predpokladom, ze v poslednom obdobi nebude spolupracovat, takze hraci sa
budu riadit’ optimalnym spravanim aj v kratkodobom horizonte. Preto sa Nashova rovnovaha
bude v kratkodobom horizonte opakovat’ tol’kokrat, kol’kokrat sa hra opakuje’. V jednom bode
dokonalej rovnovahy v podhrach? sa bude kazdy hra¢ spravat’ obdobie po obdobi tak, ako by sa
spraval v kratkodobom horizonte. Preto spolupraca medzi hraémi sa neudrzi ako rovnovaha, ak je
Casovy horizont kone¢ny (Sequeira Lopez, 2020).

1.2 Nekonecny ¢asovy horizont

Ked’ sa situacia opakuje v priebehu Casu, spravanie 'udi moze ovplyvnit’ rozhodnutia, ktoré
urobia v buducnosti. To je presne to, Co sa stane, ked’ sa hra opakuje nekonecne vel'a obdobi.
Ked' hra¢ porovndva rozne typy spravania, musi porovnat diskontovant sucasni hodnotu,
ktora by ziskal s kazdym z nich. Ozna¢me & diskontny faktor, ktory je definovany ako:

5 1
1+
kde r je typ diskontu. Ak § =0 (Co zodpoveda r = o), hra¢a zaujima iba pritomnost
aak d =1 (¢o zodpoveda r = 0), hraca zaujima rovnako budiicnost’ aj pritomnost’. V tomto
type hier je niekedy mozné udrziavat’ ako rovnovéhu spravanie, ktoré nie je v kratkodobom

horizonte rovnovazne, a to zahrnutim hrozieb trestu v pripade porusenia dohody o spolupraci
(Abreu, 1988).

Na udrzanie spoluprace v opakovanych hrach moézu hrac¢i v priebehu hry pouzit rézne
stratégie, ako napriklad Trigger stratégia (ang. Trigger strategy) alebo stratégia ,,0ko za oko*
(ang. Tit for tat strategy).

Trigger stratégia spociva v tom, ze hra¢ spolupracuje v prvom obdobi a v kazdom d’al§om,
ktoré nasleduje po obdobi spoluprace a nespolupracuje poc€as zvysku hry, ak sa predtym
niektory hra¢ odchylil od spoluprace. Dalo by sa povedat’, ze hra¢, ktory nespolupracuje, je
vystaveny nekone¢nému trestu.

Stratégia Tit for tat sa stretava s prislovim oko za oko, zub za zub. Hra¢ vyuzivajuci tuto
stratégiu bude najskor spolupracovat’ a potom zopakuje predchadzajicu akciu protivnika. To
znamend, ze ak sa hrd¢ odchyli od spolupriace v jednom obdobi, stper ho potresta v
nasledujiicom obdobi, ale po uplynuti trestu je mozné sa vratit’ k spolupraci.

V tomto prispevku sa budeme zaoberat’ iba Trigger stratégiami, pretoZe su najpouzivanejsie
pre analyzu ekonomickych problémov.

2 EKONOMICKE APLIKACIE VAZNOVEJ DILEMY

Viziova dilema je zakladnym problémom tedrie hier. Hoci ho povodne formulovali
matematici Merri M. Flood a Melvin Dresher v 50. rokoch, az Albert W. Tucker z
Princetonskej univerzity, odbornik na linedrne programovanie a teériu hier, dokoncil

! Nashova rovnovaha je kombinaciou stratégii, v ktorych je vysledok pre kazdého z hracov lepsi alebo rovny
vysledku, ktory by dosiahli, pricom zostava konstantna hra ostatnich, ¢o hraju inu stratégiu.

2 Tah alebo kombindcia stratégii, o je Nashova rovnovaha, predstavuje dokonalt rovnovéhu v podhrach, ak
prislusné Casti rovnovaznych stratégii kazdého z hracov su tiez rovnovazne pre kazdu z podhier.



formulaciu a pomenovanie tejto dilemy. Jeho cielom bolo ilustrovat’ zlozitost analyzy
situdcii, v ktorych vitazstvo jedného hraca nie je nevyhnutne porazkou iné¢ho. To znamena, ze
je to priklad hier s nenulovym suctom. Odvtedy sa tedria hier aplikuje na rézne oblasti, ako je
filozofia, bioldgia, psychologia alebo ekondmia.

Viznova dilema sa analyzuje v situdciach, ked’ pri rozhodovani dochadza k individualnym a
kolektivnym konfliktom zaujmov. Pomocou tejto dilemy pokracujeme v overovani, Ze
spolupracu nie je mozné udrzat’ ako rovnovédhu, ked’ sa hra opakuje konecny a znamy pocet
krat, ale je mozné udrzat’ spolupracu ako rovnovahu, ked’ je Casovy horizont nekone¢ny.

Matica rozhodnuti predstavuje roky védznenia v hre a jej vysledky st nasledovné:

Hrac 2
Hrac 1 C NC
C (-6, -6) (0, -10)
NC (-10, 0) (-1,-1)

(C — priznd sa, NC — nepriznd sa)

Vzhl'adom na to, ze Cisla zastupené v matici rozhodnuti st roky vdzenia hracov a ze hraci su
raciondlni, ich cielom bude maximalizovat ich zisk a byt’ odsudeni na menej rokov vézenia.

Ked sa hra hra iba raz, (C, C) je Nashova rovnovdha v dominantnych stratégiach. To
znamena, ze pred akoukol'vek stratégiou druhého hraca je najlepSou odpoved’ou kazdého z
hracov priznat’ sa. Hraci by vSak dosiahli lepsie vysledky, ak by boli schopni spolupracovat’
hranim stratégie (NC, NC), kedZe tato kombinacia stratégii je Paretovo optimalna a tiez
maximalizuje celkové zisky.

Dalej sa pozrime na moznosti spoluprace, ked’ sa hra opakuje, rozliSujuc medzi konecnym
¢asovym horizontom a nekonec¢nym ¢asovym horizontom. Ak aplikujeme vizinovu dilemu na
opakovanu hru s kone¢nym ¢asovym horizontom, nastane nasledovné:

Pocet opakovani hry je dany, nazvime ho T. Ak T = 3, znamena to, Ze ak sa hra opakuje
tretikrat, hrac¢i uz vedia, Ze po tretom opakovani uZ hra kon¢i. V poslednom obdobi
dospejeme k rovnakému zaveru ako v klasickej védziiovej dileme a obaja hraci sa rozhodnu
priznat’. Stava sa to preto, Ze hraci vedia, Ze hra kon¢i v obdobi 3 a nemaju zadujem o zlepSenie
vztahu v buddcnosti, pretoze neexistuje. Preto bude kazdy hrd¢ hrat’ svoju dominantna
kratkodobu stratégiu, ktorou je ,,priznat’ sa®.

Ak sa namiesto posledného obdobia zaradime do obdobia T — 1, hra¢i budi pokraCovat’ v
implementécii dominantnej stratégie hry (C, C), pretoZe vedia, Ze hra sa skoncila a nema
zmysel spolupracovat’ na pokuse o zlepSenie v budutcnosti, pretoze v poslednom obdobi
nebude Ziadna spolupréca. Preto bez ohl'adu na to, kolkokrat sa hra opakuje, v poslednom
obdobi bude kazdy hra¢ hrat’ svoju dominantnu stratégiu ,,priznat’ sa“ a jedine v dokonalej
Nashovej rovnovahe v subhrach sa bude hrat’ stratégia (C, C) v kazdom obdobi.

Z uvedeného vyplyva, Ze ak aplikujeme viznovu dilemu na hru s koneénym casovym
horizontom, znamena to, Ze ked’ sa hra opakuje kone¢ny a znamy pocet krat, nebude mozna
ani spolupraca medzi hra¢mi, hoci spolupraca maximalizuje celkové zisky.

Ak aplikujeme véaznovu dilemu na opakovanu hru s nekone¢nym ¢asovym horizontom, stane
sa nasledovné: Hra sa opakuje donekone¢na, ¢o znamend, ze hraci nevedia, kedy sa hra
skonci, ale poznaju minulu historiu hry. Hra€i musia porovnat’ oakavanua vyplatu pri r6znych



stratégiach. Za tymto ucelom porovnavaji diskontovanii st€asni hodnotu zarobkov.
Oznac¢ime § diskontny faktor (pozri 1.2)

Kazdy hra¢ ma jednu dominantnu kratkodobu stratégiu, stratégia hry ,,prizna sa“, ako sme
videli vyssie. Teraz vSak uvidime, ¢i pri vyuziti Trigger stratégie existuje nejaka kombinacia
stratégii, ktora je dlhodobou rovnovahou. Je to otazka spoluprace v kazdom obdobi, ak ste
predtym spolupracovali, ¢o znamend, ze nikto z hracov sa neprizna, ak vo vSetkych
predchadzajtcich obdobiach bola kombinacia stratégii hracov (NC, NC). V opacnom pripade
nebude po zvySok hry Ziadna spolupraca. Napriklad, ak sa hra¢ 1 odchyli od stratégie, hrac¢ 2
bude hrat’ ,,priznd sa* vo vSetkych nasledujicich obdobiach. Dalo by sa povedat’, Ze hrac,
ktory sa odchylil od spoluprace, je potrestany po zvysok hry.

Aby sa spolupraca udrzala ako rovnovéha a aby hra¢i nemali motivaciu odchylovat’ sa, je
potrebné skontrolovat, ¢i kombinacia stratégii (Trigger stratégia, Trigger stratégia) je
Nashovou rovnovahou opakovanej hry. Na tento ucel sa porovnavaju platby, ktoré by hraci
dostali v pripade spoluprace, a platby, ktoré by dostali v pripade odchylenia sa od stratégie.
Ak sa hraci riadia stratégiami spoluprace, zodpovedajuce platby zohl'adiiujuce maticu platieb
su:
14+ (-1)85+ (-1)8% 4= =11+ 86+ 862+ ) 1)
Zjednodusene ich platby by boli dané:

1

1-4
Predpokladajme, Ze jeden z hraov nespolupracuje v prvom obdobi. Ked’ze druhy hrac sleduje
Trigger stratégiu, v ziadnom case v buducnosti uz nebude spolupracovat’ a kombinacia
stratégii (kratkodobych) prvého obdobia bude (C, NC) a v ostatnych obdobiach (C, C).
Pozrime sa, aké budu boli platby:
0+ (—6)6 +(—6)6%+ =0+ (—6)(§+ 6%+ )
Zjednodusene ich platby by boli dané:

6(=6)

1-6
Teraz porovnadme platby ziskané v kazdom pripade, aby sme zistili, ¢i zisk dosiahnuty
porusenim dohody o spolupraci kompenzuje stratu zisku pocas zvySku hry. To znamend, Ze

kontrolujeme, ¢i hra¢i nemaji motivéaciu odchylit’ sa.
Aby sa spolupraca udrzala ako rovnovaha, musi platit™:
1 6(—
186
1-6  1-6
Vyrovnanim ziskov vypocitame kriticky diskontny faktor:
1 5(—6) 1(1-9)
—_ - = —_ - — =
1-6 1-6 (1-9)

5 (—6)

Presunutim § nal'avo dostaneme hodnotu kritického diskontného faktora, ktory je dany vztahom:

- 1
6 ===0,1667
6



Kedze hra je symetricka a pre jednoduchost’ sa domnievame, ze obaja hrac¢i maji rovnaky
. , - = 1 .. - , o e .
diskontny faktor, pokial § = § = - ani jeden hra€ nebude mat’ motivéciu odchylit sa. Preto je

mozné zachovat’ spolupracu ako rovnovahu prostrednictvom Trigger stratégii.

Zaver

Zistili sme, Ze prostrednictvom Trigger stratégie je mozné udrzat’ ako rovnovahu spolupracu v
hre, ktora sa nekone¢ne opakuje. Stava sa to vd’aka tomu, ze v pripade nedodrzania dohody o
spolupraci je hra¢ potrestany po zvysok hry a vyhody, ktoré ziska v kratkodobom horizonte (v
obdobi nespoluprace), nekompenzuju stratu pocas zvysku hry.

Prispevok bol spracovany vramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0427/20
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3D PROBLEM OBCHODNIHO CESTUJICIHO

3D TRAVELLING SALESMAN PROBLEM

Ing. Vojtéch Vivra

Abstrakt

Tento clanek se zabyva piedevsim problémem obchodniho cestujiciho ve 3D. V uvodni ¢asti
je definovan problém. V druhé ¢asti jsou popsany heuristiky a metaheuristiky, které byly
pouzity k feSeni pfedstaveného problému. V experimentdlni casti byly implementovany
vybrané heuristické a metaheuristické metody v prostredi jazyka R i1 s n¢kolika dopliiky, jako
je naptiklad vizualizace feSeni. V ramci vyhodnoceni jsou metody porovnavany mezi sebou
a nejlepsi doporuceny podle vypocetniho ¢asu i hodnoty tcelové funkce k feseni uvedeného
problému.

Kli¢ova slova: 3D-TSP, problém obchodniho cestujiciho, heuristiky, metaheuristiky, jazyk R,
mezihvezdné cestovani

Abstract

This article deals primarily with travelling salesmen problem in 3D. In introductory part we
deliver formulation of the proposed problem. In the second part we deliever heuristic and
metaheuristic methods for solving the proposed problem. In the experimental part were
implemented selected heuristic and metaheuristic methods in the environment of language R
with several addition for example visualization of the solution. In conclusion all used metods
are compared and best recommended according to computational time and value of the
objective function for solving proposed problem.

Keywords: 3D-TSP, travelling salesman problem, heuristics, metaheuristics, language R, star
tour

1 UVOD

Prace se zameéfuje na aplikaci vybranych heuristik a metaheuristik k feSeni problému
obchodniho cestujiciho (TSP) Vv trojrozmérném prostoru (3D-TSP). Dal§im z cilt prace je
zhodnotit efektivitu vybranych metod a zvolit nejvhodnéjsi pro feseni 3D verzi TSP. Dale se
v praci identifikuji kvality a nedostatky jednotlivych metod.

Druhotnym ukolem prace je otestovat prostiedi jazyka R, zda je vhodné k pripadné vyuce
metod pro feSeni ulohy obchodniho cestujiciho a dalsich obdobnych dopravnich problémi pro
Katedru ekonometrie na FIS VSE.

1.1 Definice FeSeného problému

Dle teorie grafii je TSP model definovan na grafu G = (V,E), ve kterém uzly (nodes,

ptipadné vrcholy, V, vertex) piedstavuji mista, ktera maji byt navstivena, a hrany (E, edges)
znéazornuji komunikac¢ni sit’ mezi vSemi uzly.



Pro TSP hleddme Hamiltontiv cyklus na grafu G tak, aby piesun po hranach E, které jsou

cenové €ij ohodnoceny (vzdalenost, piepravni naklady, doba piejezdu...), byl minimalni.

Hamiltontv cyklus lze definovat jako uzavienou cestu na grafu, ta obsahuje vSechny uzly
grafu prave jednou.

Oproti béznému dvou dimenzionalnimu TSP vSak budeme uvazovat tii dimenzionalni TSP
a budeme ho oznacovat jako 3D-TSP. Vstupnimi daty jsou soutadnice hvézd (x, ¥, 2)

a vzdalenost mezi jednotlivymi hvézdami je nasledné pocitana Euklidovskou metrikou.

Jako fteSeni tulohy pak budeme oznacovat X, které bude dano hodnotami {L2,..,n} kde n

oznacuje pocet hvézd v feSeném dil¢im problému. Jednotlivé hodnoty X pak budou oznacovat
index hvézdy, ktera ma byt pravé navstivena.

2 METODY
Metody aplikované v ¢lanku byly rozdéleny do dvou skupin — heuristiky a metaheuristiky.

Heuristiky jsou algoritmy, které se pouzivaji pro feSeni daného problému. Ve vétsiné piipada
je jejich vypocetni slozitost nizka, coz snizuje i vypocetni dobu, ale Sance nalezeni
optimalniho feSeni je miziva. Pouzivaji se tedy k nalezeni pfipustného feSeni blizkého
optimalnimu feseni. Jako zdroj uvadime (Pelikan, 2001) v kombinaci s (Reinelt, 2003).

Metaheuristiky jsou pfistupy, které se pouzivaji pro feSeni obecnych problémi. Po drobnych
upravach je Ize pouzit na dané problémy jako je naptiklad diskrétni TSP. Optimalni feSeni
mohou nalézt, ale spiSe naleznou feSeni blizici se optimalnimu (suboptimalni). V porovnani
s exaktnimi metodami jsou metaheuristiky rychlejsi, ale méné ptesné. Jako zdroj pro prvni 2
pouzité uvadime zdroj (Pelikan, 2001) v kombinaci s (Reinelt, 2003) a pro nasledujici
uvadime zdroj k jednotlivym zminkam.

2.1 Heuristiky

Algoritmus nejbliz§iho souseda (Nearest neighbor, NN) se ¢asto zaménuje s hladovym
algoritmem, i kdyz jeho hamiznost je vyznamna a je zafazovan do tfidy hladovych algoritma.
Jeho krasa spociva v jednoduchosti a pocatecni efektivité. Ta je ovSsem ke konci algoritmu
penalizovana pouZivanim delSich a delSich hran, které vedou k neefektivité algoritmu. Smysl
algoritmu spociva v nalezeni nejkrat$i hrany, kam se mizeme pifesunout, a jeji nasledné
pouziti k pfesunu.

Hladovy algoritmus (Greedy algorithm) se podoba algoritmu nejbliz§iho souseda. Hlavnim
rozdilem je, ze nevybirdme pouze z hran, kam se mulZeme pfesunout z posledniho
navstiveného bodu, ale vzdy vybirame nejkratsi pfipustnou hranu na grafu. Zde se komplikuje
algoritmus tim, zZe se musi kontrolovat, zda nedojde k vytvoteni podcyklu, coz by znemoznilo
vytvoteni Hamiltonova cyklu.

Metoda vyhodnostnich ¢isel (Clarke, Wright's savings method) spociva ve vypoctu

vyhodnostni matice § = s,;, ktera je sloZena z nejkratSich hran mezi vrcholy v grafu. Vzorec

pro vypocet matice S je dan vzorcem:
Sij':dij'—l_dlj'_dij" kdef,_j":z,g, veey 1L ai :.»“—__I

Metoda minimalni kostry (minimum spanning tree method, metoda MST) slouzi pro
symetrické ulohy. Vyhodou tohoto algoritmu je, ze vytvaii mensi skupinky uzld, které spoji



nejkrat$i cestou. Problém ovSem nastava, kdyz zacne propojovat tyto skupinky. Kvili tomu
dochazi k neefektivité¢ feSeni. Tato metoda je ovsem diky pevnému zakladu vhodna pro
nasledné upravy pomoci algoritmt zlepSujicich feSeni. Soucasti algoritmu je i tloha pievodu
Eulerova cyklu na Hamiltontiv cyklus. To 1ze fesit Hierholzerovym algoritmem.

Metoda vymén (Lin Kerninghen method) je urena pro zlepSovani jiz nalezeného feSeni.
VylepSeni feSeni je dosazeno pomoci vymény 2 hran za jiné 2 hrany (2-opt). Lze provést
i vymény 3 a 3 hran (3-opt). Pro vypocet tedy jiz pfedpokladame usporadany Hamiltondv

cyklus € popsany jednotlivymi uzly a mnozinou pouzitych hran E. Dnes je tato metoda
povazovana za jednu z nejefektivnéjsich a specializuje se na ni Keld Helsgaun. Metoda kon¢i,
pokud jiz byly pouzity vSechny dvojice hran a nebylo dosazeno lepsiho feSeni. Nebo Ize také
pouzit omezeny pocet vymen. V praci byla implementovana verze 2-opt LK heuristiky.

2.2 Metaheuristiky

Metoda prahové akceptace (Threshold acceptance, TA) se lepsi hodnota ucelové funkce
hned neoznadi jako nejlepsi, nybrz pouze tehdy, pokud bude vylepSeno 0 (F&x) = ()
piedem stanovenou hodnotu. Tuto hodnotu oznacujeme jako prah T (threshold). Pokud

budeme tento prah postupné snizovat parametrem r € (0,1), pak zabranime zacykleni
a povolime piechod do lokdlniho minima. Pokud vSak bude r = 0, jedna se o lokalni hledani.

Metoda simulovaného Zihani oceli (simulated anneling method, SA, SIAM) rozsifuje
metodu lokéalniho hledani o stochastickou slozku. Je zaloZzena na fyzikalnich principech.
Laicky feCeno ,.kovame, dokud je Zelezo zhavé“. Zchladla ¢ast oceli se jiz netvaruje

a postupné celd vychladne. Pro metodu si potiebujeme stanovit hodnotu teploty T = 0, pii
které stale kovame. Dal§im zminénym prvkem je ochlazovani dané r € (0,1). UrCime také

dobu R, po kterou budeme ocel zihat. Rozdily v hodnotach ucelovych funkci inspirovaného
a inspirujiciho feSeni pak urcuje, zda bude hned nové nalezené feSeni pouZito nebo pokud
bude horsi, zda bude pfesun do tohoto feSeni mozny. To urCujeme pravdépodobnosti
pfechodu nasledovné:

. (—(f(x’) —f(x)))
= exp T .

Geneticky algoritmus (Genetic algorithm, GA) je postaven na zakladnich principech evoluce

— pfirozeného vybéru. Preziji silni a slabi se vytrati. Genetickd informace jednotlivce je

uchovavana v chromozomu. Jednotlivei tvoii populaci, kterd obsahuje celkem N jedinci. Ti
jsou kazdou generaci lepsi a nestane se, ze by slabsi jedinec nahradil silngjsiho jedince
z populace. Plati vSak, Ze silngj$i jedinec nahradi slabsiho v populaci. Nejlepsi jedinec
V populaci se oznacuje jako fitness. To, jak je ktery jedinec silny, se vypocita pomoci ucelové

funkce, kterou pro pfipad TSP minimalizujeme. Populace prochédzi postupné generacemi
(pocet generaci dan parametrem ). Novi potomci vznikaji nékolika moznostmi:

» kiizeni matky a otce (pfipadné i vice jedinct),

» mutace (inverze),

» reprodukce.

Pro vybér otce a matky bylo v praci pouzito turnajové pravidlo. Otec s matkou jsou pak
kiizeni pomoci metody caste¢né zmapovaného kiizeni (Partially mapped crossover, PMX).
Jakmile vznikne nové dité, muze byt jesté zmutovano a k tomu bylo v praci pouzito prohozeni



(Swap), ndhodna (Scramble) mutace a inverze c¢asti genetického kodu. Nakonec jsou
z populace vyfazeni nejslabsi jedinci, aby byl zachovan pocet jedincti v populaci. Jako zdroj
pouzitého algoritmu uvadime (Potvin, 1996).

Optimalizace mraven¢i kolonii (Ant colony optimization, ACO) vychazi z myslenky
spoluprace v ramci roje. Mravenci (artificial ants = uméli mravenci, agenti) si pii cest¢ za
potravou piedavaji informace pomoci feromonu. Ten mravenci fekne, kudy lze dojit k potravé
a které cesty jiz vyuzili ostatni mravenci. Mravenec se pak sam rozhodne, jestli pouzije cestu,
kterou uz pouzil jiny mravenec, nebo tieba pouzije cesty od dvou piedchiidct a zkombinuje
je. Také se muze rozhodnout najit Giplné novou cestu. Ve se rozhoduje podle sily feromonu
(¢im vice mravenct pijde jednou cestou, tim bude feromon siln¢jsi) a nastavenim parametrti.
Feromon vSak casem vyprchava, coz dava prilezitost mravenci nalézt nové neprozkoumané
cesty. Diky tomu mizeme piekonat lokalni minima a nalézt lepsi feSeni, ne vSak nutné
optimalni feSeni. Algoritmus se snazi simulovat chovani mravenct a lze jej pfizplsobit pro
vEtsi problémy, protoze ACO ma 2 zdsadni problémy. Za prvé ma vysoké naroky na pamét
ukladani hodnot feromonti. A za druhé piepocet, ktery uzel ma byt navstiven jako dalsi, je
vypocetné naro¢ny. Jako zdroj pouzitého algoritmu uvadime (Chitty, 2017).

Optimalizace vceli kolonii (Bee colony optimization, BCO) vychazi opét z chovani zvifat
a opét pajde o zpusob sbéru potravy. Vcela kdyz objevi novy zdroj potravy, ptileti zpét k tlu
a tzv. v¢elim taneckem (waggle dance) v podobé osmicky sd€luje ulu, kterym smérem a jak
daleko se nova potrava nachazi. Diky tomu se k potravé dostanou dalsi v¢ely. Potravu pro
tilohu TSP piedstavuje hodnota i¢elové funkce v podobé celkové urazené vzdalenosti. Cim je
trasa kratsi, tim dokaze vcela pfinést vice nektaru. Vceli tanecek mize vcela provést pouze
tehdy, pokud jeji trasa byla lepsi nez v poslednim feSeni. Kazda vcela si tedy musi pamatovat
hodnotu své nejlepsi ucelové funkce béhem vypoctu. Véela, kterd tanci, doporucuje svoji
cestu ostatnim v¢elkam a je nahrazena jinou véelu z ulu, aby hledala novou cestu misto ni. Pii

hledani cesty si véela vybere v¢elu théta @, podle které se inspiruje v prohledavani své nové
trasy. Jako zdroj pouzitého algoritmu uvadime (Wong et al., 2008).

3 EXPERIMENTALNI VYPOCTY A ZAVER

Potfadi efektivity (vypocetni cas, hodnota ucelové funkce) heuristik mezi sebou
a metaheuristik mezi sebou uvadime v Tabulka 1. Pro metaheuristiky bylo provedeno
nékolik vypoctl a z nich vybrany ty nejlepsi vysledky. To je z divodu ndhody, kterd se
objevuje napfic jejich aplikaci.

Tabulka 1: Poradi heuristik a metaheuristik podle ¢asu a hodnoty ucelova funkce.

Heuristiky Metaheuristiky
Metoda Cas Z Metoda Cas Z
Nejblizsi soused 2. 3. TA 2. 2.
Hladovy algoritmus 3. 4 SIAM 3. 1.
Vyhodnostni ¢isla 4. 2. GA 1. 3
Metoda MST 1. 5. ACO 5. 4.
2-opt LK 5 L BCO 4. 5.

Ptekvapive dobrych vysledki doséhla heuristika nejbliz§iho souseda. NejlepSich vysledkt
vsak dosahla 2-opt LK heuristika s nejvyssi ¢asovou naroc¢nosti. Doséahla tak dobrych fesenti,
ze nakonec pfedcila 1 geneticky algoritmus, ktery v§ak pro mensi tlohy déaval lepsi feSeni.
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Obrazek 1: Vypocetni Cas v zavislosti na poctu uzlt pro kazdou metodu.

Velmi rychld a vSak Spatnych hodnot dosahujici metoda minimalni kostry by mohla byt
vylepSena pouzitim v teoretické ¢asti zminéné Christofidovy metody, kterd by ovSem rapidné
navysila vypocetni ¢as. Rychlost algoritmu je vSak podminéna pouzitim bali¢ku napsaného
Vv jazyce C++ pro vytvofeni minimalni kostry. Nicméné je soucasti Rka a tudiz naprosto
legitimni v uziti.

Metoda vyhodnostnich ¢isel dopadla vzdy 1épe, co se tyCe hodnoty ucelové funkce, nez
hladovy algoritmus. Obé tyto metody jsou zaloZeny na podobném principu. Nicméné€ metoda
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Metaheuristiky ACO a BCO nedosahovaly dobrych vysledkt. Pro metodu ACO by Slo
rychlost feSeni vylepSit vySSi koncentraci feromonu na hranach pouZitych nékterou
Z heuristik. Pro metodu BCO jsme jiZ aplikovali zlepSovani pomoci jednoho kroku 2-opt
heuristiky a inicializaci tancujicich vcel, jejichz cesty byly dany heuristikou nejblizsiho
souseda. Mohli bychom feseni vylepsit aplikaci 3-opt LK heuristiky.

Tabulka 2: Potadi implementovanych metod podle ¢asu a hodnoty téelové funkce.

Metoda Cas Z
Nejblizsi soused 2. 7.
Hladovy algoritmus 3. 9.
Vyhodnostni ¢isla 4. 6.
Metoda MST 1. 10.
2-opt LK 5. 3.

TA 7. 2.

SIAM 8. 1.

GA 6. 4.

ACO 10. 5.

BCO 9. 8.

Nejlepsi mezi metaheuristikami byly TA a SIAM, které dosahovaly velmi podobnych
vysledkt. Metoda SIAM dosahuje nejlepSich feSeni. Pro tuto metodu bychom mohli dale



implementovat 3-opt LK heuristiku a pro jeji zrychleni inicializovat feSeni libovolnou rychlou
heuristikou. Obdobné plati i pro TA metaheuristiku. Pro GA bychom mohli vytvofit dalsi
piistupy, podle kterych volit okolni feSeni pro vétsi skalu feSeni.

Zavérem uvadime tabulku Tabulka 2, kde vypisujeme pofadi vSech aplikovanych metod
podle vypocetniho Casu a podle hodnot ucelovych funkci. Vysledky jednotlivych pfistupii viz
Obrazek 1. Piiklad zobrazeni vysledné cesty metodou GA viz Obrazek 2.

Prostfedi jazyka R neni pfili§ vhodné k vypoctim metaheuristik z divodu pomalejsiho
procesu vypoctu smyéek. V adu nad 100 hvézd, pak byly vypocty zdlouhavé. U heuristik pak
tento problém nastava az u vétsich instanci problému v fadech nékolika ticict a pouze u 2-opt.

Obrazek 2: Ukazka vysledné cesty ve 3D prostoru.
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VYUZITI LOGISTICKE REGRESE V CRM
UTILIZATION OF LOGISTIC REGRESSION IN CRM

Lukas Veverka

Abstrakt

Vznik e-commerce zpusobil rozsahly narist dat o zakaznicich. Divodem je jednoduché a
zaroven anonymni sbirdni dat v podobé cookies, diky kterym je mozné zjistit chovani
zakaznika na vlastnim webu, jeho zajmy a zakladni demografické udaje nebo u¢innost on-line
kampani. Z téchto dat je poté mozné sestavit zdkladni systém fizeni vztaht se zdkazniky
(CRM). Tato prace se bude zabyvat analyzou CRM dat e-shopu s ramy na obrazy a uréenim
cilové skupiny zakaznikd vhodné pro remarketing (tzn. u kterych je pravdépodobné, ze po
zasahu reklamni kampani v budoucnu znovu nakoupi).

Kli¢ové slova: CRM, Logisticka regrese, Marketing, Ekonometrie

Abstract

The emergence of e-commerce has caused a large increase in customer data. The reason is the
simple and at the same time anonymous collection of data in the form of cookies, thanks to
which it is possible to find out the customer's behavior on website, interests and basic
demographic data or the effectiveness of online campaigns. From this data, it is then possible
to build a basic customer relationship management (CRM) model. This work will deal with
the analysis of CRM data of an e-shop with picture frames and determine the target group of
customers suitable for remarketing (ie, which are likely to buy again in the future after the
intervention of advertising campaigns).

Keywords: CRM, Logistic regression, Marketing, Econometrics

1 TEORETICKY ZAKLAD

Jiz bylo dokazano, ze vyuzivani CRM systéml ma znacny pozitivni vliv na efektivitu
marketingu zaméfeného na jednotlivce (1). Z tohoto diivodu bude urceno, jaké faktory maji
vliv na opakovany nakup ptes e-shop u dan¢ho vyrobce rami. Zakladni hypotézy tedy budou:

o Hi: To, zda zdakaznik nakoupi znovu, zavisi na udeleném hodnoceni v dotazniku
spokoje-nosti.

e Haj: Pohlavi ma viiv na opakovany nakup.
o Hs: Starsi lidé nakoupi znovu s veétsi pravdeépodobnosti.
o Hy: Pristi nakup je ovlivnen vysi utraty.

o Hs: Opakovany nakup zavisi na poctu navstivenych stranek po prvni koupi.

2 DATA AMETODOLOGIE

Data, ktera budou v této praci analyzovana pochazi ze CRM databdze e-shopu prodavajiciho
rdmy a zbozi s tim souvisejici. Jedna se o zdznam dat z jednoho mésice (listopad 2016) tyka-
jicich se utraty a spokojenosti ur¢itého zdkaznika, jeho zékladnich demografickych daji a



chovani na webu po nakupu. Podstatnou ¢asti téchto dat je tidaj, ktery definuje zda-li zdkaznik
nakoupil znovu v tomto e-shopu maximalné do jednoho roku od provedeni nakupu. Jedna se
tedy o data prafezova.

V CRM databazi z uvedeného mésice jsou zaznamy o 138 zdkaznicich, pficemz vSechna
pozorovani byla kompletni a neobsahovala chybéjici hodnoty. Soubor nebyl ani redukovan,
protoze neobsahoval zadnad chybéjici pozorovani a odlehld pozorovani se vyskytla jen
Casteéné u proménné Utrata, kde to oviem odpovida realité. V datech se vyskytuji
dohromady 3 binarni proménné, z nichz jedna bude vysvétlovana.

e Koupil znovu — Pokud zakaznik uskutecnil dal$i nakup do jednoho roku, tak se
rovna 1.

e Spokojenost — Vyjadifuje odpovéd ve zpétné vazbé. Pokud byl zakaznik celkoveé
spokojeny (tzn. odpovéd” ANO), tak promeénnd nabyva hodnoty 1.

o Muz — Pokud byl zakaznik muz, tak 1.

Dale jsou v datech kvantitativni proménné — Hodnoceni, Vék, Utrata (v K&) a Pocet navstév
stranky. Zakladni charakteristiky jednotlivych proménnych je mozné naleznout v Tabulce 1.
U proménné Hodnoceni je vhodné podotknout, Ze hodnoty jsou v rozsahu 0-100. Pocet
navstev stranky je pocet navstivenych stranek po prvnim nakupu (napt. z diivodu recenze,
ptistupu k informacim o objednavce nebo z4jmu o dalsi produkt).

Tabulka 1: Zakladni popis a charakteristika vstupnich dat

Proménna Primér St. Dev. Min Max
Koupil znovu 0,341 0,476 0 1
Spokojenost 0,681 0,468 0 1
Hodnoceni 69,500 18,527 28 99
Muz 0,551 0,499 0 1
Veék 39,754 12,812 18 73
Utrata 282,355 163,411 102 973
Pocet navitév stranky 3,181 1,801 1 8

Zavisla proménna tedy bude Koupil znovu. Vysvétlujicimi proménnymi budou vsechny
ostatni proménné uvedené v Tabulce 1. Vliv uvedenych regresorii na opakovany ndkup bude
zkouman pomoci modeli binarni volby (konkrétné logitu a probitu) (2).

Pii analyze dat bylo vyuzito n€kolika balickii v Rku. Pro rychlej$i nacteni .xIsx soubort je
vhodné vyuzit balicek openxlsx (3). Pro export do LATEXu byl pouzit bali¢ek stargazer (4).
Pro vytvofeni obrazku 2 byl vyuzit balicek ggplot2, ktery tvoii graficky atraktivnéjsi
vystupy (5). Funkce, ktera vytvofi piehlednou vizualizaci korela¢ni matice (viz obrazek 1), je
soucasti balicku corrplot (6). Pro vypocet primérnych primérnych meznich efektii poslouzil
balicek mfx (7).
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Obrazek 1: Vizualizace korela¢ni matice
zdroj: autor

3 VYSLEDKY

Z vizualizace korela¢ni matice na Obrazku 1, je mozné si v§Simnout vyraznéjsi korelace mezi
proménnymi Koupil znovu, Hodnoceni a Pocet navsteév stranky. Nejvétsi korelace (vyjma
hlavni diagonaly) se nachazi mezi proménnymi Koupil znovu a Vék.

Uvazujme model logistické regrese ve tvaru:
logit(p) = Bo+B1.Spokojenost+ B2 Hodnoceni+ s Muz+8,Vek+BsUtrata+BsStranky+u, (1)

kde p vyjadiuje pravdépodobnost tspéchu (tedy opakovaného nakupu) a U je ndhodna slozka.
Pro tcely této prace bude ¢ast xf oznaCovana zkracené jako ,,skore.

Odhadneme tedy model pomoci funkce glm a ziskame odhadnuté regresni koeficienty, které
je mozné naleznout v Tabulce 2. Pro zajimavost a porovnani byl vytvofen podobnym
zpuisobem i model probit. Vysledky jsou velmi podobné (hlavné ukazatel Log Likelihood a
Akaikeho informac¢ni kritérium), protoze pramérna pravdépodobnost tspéchu (opakovaného
nakupu) v CRM datech je p = 0,34. Logit a probit se totiz vyraznéji lisi az u hodnot p = 0,05.
Odhadnuty model poskytuje oporu pro Hj, ze opakovany nakup pozitivné zavisi na udéleném
hodnoceni (p = 0,0023). Pokud je tedy zékaznik spokojeny a udéli vysoké hodnoceni, je



ocekavatelné, ze v pripad¢ potieby dalSiho produktu nabizené¢ho v tomto e-shopu, se na n¢j
znovu obrati. Déle se diky modelu potvrzuje hypotéza Hs, ktera tvrdi, ze starsi 1idé nakoupi
znovu s veétsi pravdépodobnosti nez mladsi (p = 0,00014). To mize souviset bud’ s veétsi
konzervativnosti starSich lidi nebo s faktem, ze e-shop ma star$i design, ve kterém se mladsi
lidé mohou huife orientovat (aneb je mén¢ user-friendly) a v dne$ni uspéchané dobé to muiize
vést k opusteni stranky bez dal$iho nakupu. Posledni hypotézou, pro kterou odhadnuty model
poskytuje oporu, je Hs (p = 0,0031) — s vétsim poctem navstivenych stranek po prvnim
nakupu roste pravdépodobnost, ze zdkaznik nakoupi znovu. Pokud si napiiklad prohlédne 5
stranek, tak je velmi pravdépodobné, ze na web nesel jen z diivodu recenzi, ale spise se dival
po dalsich produktech. Model naopak vyvratil hypotézy H, (p = 0,413) a H, (p = 0,081). Na
pohlavi zdkaznika tedy zjevné nezédlezi a vySe utraty také nemd signifikantni vliv na
opakovany nakup.

Interpretovat vysledky nelze hned a je nutné jesté odhadnuté regresni parametry exponovat.
Jejich hodnoty i s intervaly spolehlivosti je mozné nalézt v Tabulce 3. Napiiklad
hodnotaexponovaného odhadnutého regresniho parametru B, = 1,197 znamena, e s kazdym
dal$im ud€lenym bodem ve zpétné vazbé se pomér Sanci (tzv. odds ratio) pfendsobi hodnotou
1,197. To znamena, ze pokud by pomér Sanci byl 47/91 = 0,52 (pomér Sanci v celé CRM
databazi), tak s jednim bodem hodnoceni navic by vzrostl na (47x1,197)/91 = 0,62.
Pravdépodobnost tspéchu by diky tomu tedy vzrostla z 47/(47+91)x100 = 34,1 % na hodnotu
(47x1,197)/(47x1,197+91)x100 = 38,2 % (tj. 0 4,1 procentnich bodi).

Tabulka 2: Porovnani modelt logit a probit a hodnoty AME pro logit

Regresni koeficienty (8): Primérné mezni efekty (AME):

logit probit logit
Spokojenost —1,178 —0,592 —0,048
(1,163) (0,613) (0,045)
Hodnoceni 0,180 0,101* 0,007**
(0,059) (0,031) (0,004)
Muz —0,876 —0,419 —0,036
(1,070) (0,579) (0,043)
Vek 0,233"* 0,133 0,010*
(0,061) (0,033) (0,005)
Utrata —0,012* -0,007* —0,0005
(0,007) (0,004) (0,0003)
Podet navitév stranky 1,269*** 0,697 0,052*
(0,429) (0,223) (0,027)
Konstanta —24,294*** —13,707** S
(6,191) (3,187)
Podet pozorovani 138 138 138
Log Likelihood -18,405 -18,232 —
Akaike Inf. Crit. 50,810 50,463 —
Pozndamky: (i) U AME se lisf statistickd vyznamnost, protoZe se jedna

o jiny ukazatel
(i1)*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01



Zmény pravdépodobnosti uspéchu Ize také interpretovat pomoci primérnych meznich efekti
(AME), kde AME je vybérovy primér meznich efektli pro jednotliva pozorovani. Hodnoty
AME jsou také zaznamenany v Tabulce 2. Naptiklad u proménné Vék hodnota AME v logitu
fika, ze s jednim rokem zékaznika navic se pravdépodobnost uspéchu (tedy opakovaného
nakupu) zvysi o zhruba 0,01x100 =1 %.

Pokud si zobrazime puvodni hodnoty proménné Koupil znovu v zavislosti na ,,skére” a vlo-
zime do stejného grafu i logistickou funkci, tak dostaneme zakladni ptehled, jak vysledny mo-
del dokéaze urcit pravdépodobnost dalSiho nakupu. Na Obrazku 2 je vidét, ze néckolik
zakaznikl 1 pfes negativni skore nakonec uskutecnilo dalSi ndkup. Stejné tak nckolik
zékaznikl 1 pres kladné skore a teoreticky vysokou pravdépodobnost dalSiho nakupu znovu
nenakoupili.

Tabulka 3: Exponované parametry i s intervaly spolehlivosti

Exp. parametry 25 % 97,5 %

Spokojenost 0,308 0,032 3,011

Hodnoceni 1,197 1,066 1,343

Muz 0,417 0,051 3,394

Veék 1,263 1,119 1,424

Utrata 0,988 0,975 1,001

Pocet navstév stranky 3,559 1,634 8,258
1.00- .

0.75-

Novy zakaznik

0.50-

Pravdepodobnost

0.00- -
Skore

Obrazek 2: Logisticka zavislost opakovaného nakupu na skore
zdroj: autor



3.1 Predikce u nového zakaznika

~

Predpokladejme, ze nésledujici mésic nakoupi v hodnoté 350,- K¢ na e-shopu fcfga, kte je

55 let a ve zpétné vazbe uvede, Ze byla s ndkupem spokojena a udéli 68 bodl. Nasledné si
prohlédne 4 stranky. Jakéd bude pravdépodobnost, ze nakoupi znovu? Odpovéd’ je pomérné
jednoducha — staci dosadit uvedené udaje do modelu a ziskat tak jeji ,,skore” (tj. , kde je
vektor udajii o této zakaznici). Vysledné skore je 0,507 a pokud jej vlozime do logistické
funkce, dostaneme pravd&podobnost dalsiho ndkupu 1/(1+e%°")x100 = 62,4 %. Tento piiklad
je také zobrazen na Obrazku 2.

4 ZAVER

Pomoci logistické regrese byly ur¢eny faktory, ovlivitujici opakovany nakup. Nejveétsi vliv ma
pocet navstivenych stranek po provedeni nakupu (napt. prohlizeni dalSich produktit). Pokud si
zékaznik prohlédne o 1 stranku navic, tak v priméru vzroste pravdépodobnost jeho dalSiho
nakupu o 5,2 %. DalSimi faktory je vek (star$i lidé zopakuji nakup s vétsi pravdépodobnosti
nez mladsi) a udélené hodnoceni v dotazniku spokojenosti (¢im spokojenéjsi zékaznik, tim je
vetsi pravdépodobnost, ze opét nakoupi). Naopak pohlavi, vyjadieni celkové spokojenosti
pomoci ANO/NE a vySe utraty nema signifikantni vliv. Cilovou skupinou vhodnou pro
remarketing je tedy skupina starSich lidi, kteti ud¢lili nadprimérné hodnoceni.

Zde se naskyta prostor pro vyuziti webovych analytickych nastrojii a nastaveni mensi ceny
pro remarketing zdkaznikd s vysokym skore, protoze pravdépodobnost dalsiho nakupu je jiz
vysoka. Naopak vyS$si rozpocet by mohl byt pouzit na remarketing zdkaznikd, ktefi by mohli
vahat a prejit ke konkurenci a zajistit tak jejich loajalitu. Vhodnym remarketingovym
nastrojem by v takovém piipad€ mohl byt slevovy kupén a upozornéni na probihajici akce.

Pro zpiesnéni vysledkl tohoto modelu by bylo mozné pouzit strojové uceni (tzv. machine
learning), které de facto s kazdym dal$im pozorovanim opakuje vySe uvedeny model stale
dokola a zptesnuje tak odhady parametrti f. Tim se da ziskat silny predik¢éni néstroj k odhadu
pravdépodobnosti dal$iho ndkupu a piesné identifikaci zdkaznikil, na které je nutné pouzit
remarketingové nastroje.
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