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Abstrakt

KUTIKOVA, Jana: Modelovanie timrtnosti na Slovensku z pohladu aktudra — Ekonomicka
univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra matematiky a aktuarstva.
— Skolitel’ zdvereénej prace: doc. Mgr. Tatiana Soltésové, PhD. — Bratislava: FHI EU, 2022,
157 stran.

Ciel'om dizertacnej prace je nahliadnut’ do problematiky modelovania umrtnosti pomocou
deterministickych a stochastickych modelov, ich aplikovatel'nosti na imrtnostné spravanie
populacie Slovenska a tiez na ich vyuzitie v oblasti aktuarstva. Predmetom modelovania st
vekovo Specifické miery umrtnosti muzov a zien v rozpati od 0 do 100 rokov v rokoch
od vzniku Slovenskej republiky (1993) az po sucasnost’ vypocitané pomocou udajov
0 imrtnosti ziskanych zo Statistického tiradu Slovenskej republiky. Praca je ¢lenena na $tyri
kapitoly. Zaciatok prace je venovany zakladnym pojmom aktuarskej bazy so zameranim
na amrtnost. Okrem teoretického vymedzenia amrtnosti a jej ukazovatel'ov, tato kapitola
obsahuje aj vyvoj umrtnosti medzi rokmi 1993 az 2020 a predstavenie legislativnej upravy
poistovnictva v Eurdpskej unii. Druha kapitola opisuje ciele dizertacnej prace. Tretia
kapitola je zamerana na metodiku dizertacnej prace, ktora pozostdva z opisu vybranych
deterministickych a stochastickych modelov, tiez pouzitych metdd a prostriedkov na ich
modelovanie a porovnavanie. Na modelovanie sme pouzili metddy nelinearnej regresie
a metddu najmensich Stvorcov za pomoci singularneho rozkladu matice a na prognoézovanie
sme vyuzili ARIMA modely. Stvrtd a zaroven posledna kapitola pozostiva z aplikécii
vybranych modelov na populaciu Slovenska a ich vzajomného porovnania. Na porovnanie
kvality modelov sme vyuZili Standardni odchylku rezidui RMSE. V zavere prace
analyzujeme, aky dopad ma vyber konkrétneho modelu na poistné sadzby, ale aj vplyv
zavedenia rodovej rovnosti a efekt zhorsenej imrtnosti v dosledku koronavirusu na do¢asné

poistenie na umrtie a docasny predlehotny dochodok.

KPucové slova: zivotné poistenie, imrtnost’, parametrické modely iimrtnosti, nelinedrna

regresia, metdda najmensich Stvorcov, SAS Enterprise Guide



Abstract

KUTIKOVA, Jana: Mortality modelling in Slovakia from the point of view of the actuary —
University of Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of
Mathematics and Actuarial Science — Thesis supervisor: doc. Mgr. Tatiana Soltésové, PhD.
— Bratislava: FHI EU, 2022, 157 pages.

The aim of this dissertation thesis is to look into the problematic of mortality modelling
using deterministic and stochastic models, their applicability to the mortality behaviour
of the population of Slovakia and their use in the field of actuarial science. The subjects
of modelling are age-specific mortality rates for men and women in the range from 0 to 100
years from the establishment of the Slovak Republic (1993) till now, calculated using
mortality data obtained from the Statistical Office of the Slovak Republic. The thesis is
divided into four chapters. The beginning of the thesis is dedicated to the basic terms related
to the actuarial basis with a focus on mortality. In addition to the theoretical definition
of mortality and its indicators, this chapter also includes the development of mortality
between 1993 and 2020 and the introduction of insurance legislation in the European Union.
The second chapter describes the aim of the dissertation thesis. The third chapter is focused
on the methodology of the dissertation thesis, which consists of a description of selected
deterministic and stochastic models, as well as the methods and tools used for their
modelling and comparison. We used nonlinear regression and least squares methods
with singular value decomposition for modelling, and we implement ARIMA models
for the forecasting. The fourth and at the same time the last chapter consists of applications
of selected models to the population of Slovakia and their comparison. We used the root
mean square error RMSE to compare the quality of the models. At the end of the dissertation
thesis, we analyse the impact of the model selection on insurance rates, but also the effects
of gender directive and the results of impaired coronavirus mortality on the temporary term

life insurance and temporary annuity insurance.

Key words: life insurance, mortality, parametric mortality models, nonlinear regression,

least squares method, SAS Enterprise Guide
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Uvod

Umrtnost’ obyvatel'stva sa neustale vyvija. Kvalita Zivota sa kazdym rokom zvysuje, ¢o
sa samozrejme odrdza na vyvoji umrtnosti, ktora sa za posledné desat’ro¢ia vyrazne zlepsila.
Je to okrem iného spdsobené technickym pokrokom v medicine, sociolédgii, farmacii a inych
vedach, ktoré priamo alebo nepriamo suvisia so smrtou. Vekové zloZzenie umrtnosti
obyvatel'stva ma vo vécsine krajin Europskej unie podobny priebeh. Dojéenska umrtnost’ je
pomerne vysoka, nasledne ostro poklesne v skorom detstve, postupne za¢ina prudko narastat’
v priebehu dospievania a neskor uz len exponencialne rastie, pricom miera narastu v starobe
sa postupne znizuje. Parametrické modely umrtnosti sa pokusaju toto umrtnostné spravanie
zachytit pomocou matematického modelu s vymedzenym poctom parametrov. Prvé pokusy
o modelovanie Umrtnosti boli zaloZzené na deterministickych scenaroch. To viedlo
K vytvoreniu zakonov timrtnosti, ktoré opisuju imrtnost’ v pevnom ¢asovom okamihu, a tym
podcenuju zlepSenie umrtnosti, pretoze skuto¢nd umrtnost’ je stochastickd. Vybranymi
deterministickymi modelmi iimrtnosti sa zaoberaju napriklad Gavrilova a Gavrilov (2011)
¢i Forfar (2014), ktori sa okrem in¢ho venovali porovnaniu tychto modelov. S problematikou
vyuzitia deterministickych modelov tmrtnosti vo vysSich vekoch sa postupne zaoberali
Perks (1932), Beard (1959), Coale a Kisker (1990), Kannisto (1994), Thatcher a kol. (1998),
Gampe (2010) a napokon Saikia a Borah (2014). O aplikaciu zdkonov umrtnosti na udaje
0 umrtnosti konkrétnej populacie sa pokusil napriklad Debdn a kol. (2005), ktory sa zameral
na Spanielsku populaciu alebo Ibrahim (2017), ktory pouzil Heligmanov-Pollardov model
na populaciu Malajzie. Bardoutsos, de Beer a Janssen (2016, 2018) v niekolkych
publikéciach predstavili najnovsi parametricky model s roznymi variaciami, ktory nazyvaju
CoDe model a vyznam tohto modelu spodiva v rozliSovani efektov zhustovania
aoneskorenia umrtnostného  spravania ludskej populdcie. Dalgie informécie
0 deterministickych modeloch Umrtnosti sa moze CdCitatel dozvediet v publikaénych
zdrojoch: Cipra (2006), Soltésova (2019), Dicson a kol. (2009), Pitacco (2016), Promislow
(2015), Remund a kol. (2018) a Rotar (2014). Objavilo sa aj par pokusov o vytvorenie
stochastického modelu z deterministickych zdkonov imrtnosti. Usilie McNowna a Rogersa
(1989) bolo tspesné a podarilo sa im rozsirit’ Heligman-Pollardov deterministicky model

umrtnosti (Heligman a Pollard, 1980) o stochastické predpoklady, ¢im vytvorili jeden
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z0 stochastickych modelov umrtnosti. Stochastické modely sa od deterministickych odlisuju
tym, Ze beru do uvahy vyvoj imrtnosti v ¢ase. Existuje niekol’ko stochastickych modelov
umrtnosti, ale vSeobecne ich mézeme rozdelit do troch tried. Prvou je trieda modelov
Lee-Cartera, ktorej hlavnym predstavitel'om je Lee-Carterov model. Vyhodou tohto modelu
je jeho jednoduchost, vd’aka ktorej sa stal velmi populdrnym. Pouziva sa na modelovanie
a predpovedanie umrtnosti v mnohych krajinach, ako st USA (Lee a Carter, 1992), Cina
(Jiang, 1995), Japonsko (Wilmoth, 1996), India (Yadav et al., 2012), Skandinavske krajiny
(Kossi et al., 2006) a mnoho d’alSich. Druhou triedou modelov st P-spliny, ktoré sa bezne
pouzivaju vo Velkej Britanii (Currie, 2006), ale v inych ¢astiach sveta uz tol'ko nie. Posledna
je trieda modelov CBD-Perks s hlavnym zastupcom, a to Cairns-Blake-Dowdovym
modelom. Analyzu kvalitativnych a kvantitativnych charakteristik vSetkych troch tried
modelov vykonali Cairns a kol. (2011). Porovnaniu modelov Lee-Cartera a Cairns-Blake-
Dowda sa venoval napriklad Nocito (2015), ktory aplikoval tieto dva modely na taliansku
populaciu. Detailnti analyzu CBD modelu vykonali napriklad Chan a kol. (2014) a dospeli
k zaveru, Ze parametre CBD modelu st schopné reprezentovat tmrtnostné spravanie
populacie v spojitosti so zlepSovanim Umrtnosti do buducnosti, parametre odhadnuté
Vv predchadzajucich rokoch su invariantné vo¢i novym tidajom a taktiez st interpretovatel'né.
Prepojeniu stochastickych modelov tmrtnosti a aktuarstva sa venoval napriklad Koller
(2012). Parametrické modely mdézu vo vSeobecnosti ndjst vyuZitie pri konStrukeii
umrtnostnych tabuliek, na graduaciu $pecifickych mier umrtnosti alebo na redukciu
Statistickych  chyb, pripadne na porovnavanie Umrtnosti jednotlivych krajin
a na progndzovanie oakavaného vyvoja umrtnosti.

Umrtnost’ je vyznamnym predpokladom aktuarskej bazy. Dobrym zdrojom informécii
0 aktuarskej baze je napriklad publikacia Sakalova (2006). Dramaticky pokles umrtnosti
predstavuje vel'mi védzne finan¢né rizikd pre zivotné poistovne, pre ktoré je znalost’
umrtnostného spravania obyvatel'stva v zavislosti od veku kI'icovym faktorom mnohych
poistno-matematickych vypoétov, ako je vypodet poistného a technickych rezerv. Cim
presnejSie je mozné odhadnit’ pravdepodobnost’ imrtia poistencov, tym nizsie je riziko
nesprdvneho ocenenia poistnej zmluvy (resp. nevhodného wuloZenia finanénych
prostriedkov). Poist'ovne pri svojich vypoctoch zohl'adiiuji dlhodobé pozorovania, ktorych
zékladom st umrtnostné tabulky. Tieto umrtnostné tabul’ky si poistovia vytvara na zaklade

informéacii o vyvoji imrtnosti vo vlastnom portféliu poistnych zmlav, alebo tiez moze pouzit’
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tidaje o imrtnostnom spravani populacie v danej krajine, ktoré st dostupné na Statistickom
urade prislusnej krajiny. Informécie o umrtnostnych tabulkdch mézeme néjst’ napriklad
v pracach Sekerovej a Bilikovej (2005), Spirkovej a Urbanikovej (2012). Sivasova (2008)
vo svojej monografii opisuje pravdepodobnostné modely imrtnosti, spdsoby konstrukcie
umrtnostnej tabulky a metody ich graduacie. Rovnako sa touto problematikou konstrukcie
a vyrovnadvania umrtnostnych tabuliek zaobera Cipra (2006) a Mészaros (2016).

Dizertatna praca sa venuje problematike modelovania uUmrtnosti pomocou
deterministickych a stochastickych modelov, ich aplikovatel'nosti na imrtnostné spravanie
populacie Slovenska a tiez ich vyuzitiu v oblasti aktuarstva. Predmetom modelovania st
vekovo S$pecifické miery umrtnosti, pripadne pravdepodobnosti umrtia muzov a zien
Vv rozpiti od 0 do 100 rokov v ¢ase od vzniku Slovenskej republiky (1993) az po sucasnost’.
Na dosiahnutie ciel'ov sme pouZili predovSetkym analyticky softvér SAS Enterprise Guide.
Ako pomocné nastroje nam posluzili aj softvérové rozhranie R a Microsoft Excel.

Dizertacna praca je obsahovo Clenena na teoreticktl a prakticku ¢ast. Teoreticka Cast’
pozostava z troch kapitol. Prva kapitola sa venuje zakladnym pojmom aktuarskej bazy
SO zameranim na Umrtnost’, ktora je predmetom tejto zavereCnej prace. V tejto Casti
priblizime okrem teoretického vymedzenia umrtnosti aj jej zakladné ukazovatele a faktory,
ktoré ju ovplyviuju. Analyzujeme tieZ vyvoj umrtnosti v obdobi od vzniku Slovenskej
republiky (1993) aZ po stucasnost’ s oh'adom na koronavirus, ktory mal za nasledok prudky
narast imrtnosti v poslednych rokoch. V zavere kapitoly sa pozrieme na legislativnu upravu
poistovnictva v Europskej unii, ktora ma vplyv aj na stanovenie predpokladu timrtnosti
pri aktuarskych vypoctoch (Solvency II, gender smernica, IFRS 17). Druha kapitola slazi
na vymedzenie hlavnych a vedl'ajSich ciel'ov dizerta¢nej prace. Tretia kapitola je zamerana
na metodiku dizertacnej prace. V ramci nej sa zoznamime so Sirokym spektrom
deterministickych a stochastickych modelov, od jednoduchS§ich po zlozitejSie
a od najstar$ich po najmladsie. NaSou zakladnou tlohou je odhadnut’ parametre vybranych
modelov, pricom vyuzijeme analyticky softvér SAS Enterprise Guide. V tejto kapitole sa
preto venujeme aj metédam odhadu parametrov deterministickych a stochastickych
modelov, ktoré su v softvéri dostupné. Pri deterministickych modeloch vyuzivame na odhad
parametrov metddy nelinearnej regresie, ktorymi su Gaussova-Newtonova metoda,
gradientna metéda avneposlednom rade Levenbergova-Marquardtova metdda.

Pri stochastickych modeloch aplikujeme metédu najmensich Stvorcov za pomoci
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singularneho rozkladu matice a Habermanovho-Russolillovho pristupu k odhadu
parametrov. Jednou zo zakladnych ¢ft stochastického modelovania je progndzovanie.
Existuje niekol’ko metod predikcie, jednou z najpopularnejSich je ARIMA modelovanie
(autoregresny integrovany kizavy priemer). Dalej sa v tejto kapitole zaoberame mierami
kvality modelov apresnosti ich progndézovania — priemerny sucet Stvorcov
rezidui, Standardnd odchylka rezidui, Akaikovo informacné kritérium a Bayesovské
informacné kritérium, ktoré slizia pre nas ako nastroj na vzajomné porovnanie modelov
v praktickej Casti ako aj na porovnanie prognostickych schopnosti stochastickych modelov.
Na konci kapitoly predstavime softvérové rozhranie SAS Enterprise Guide so zameranim
na proceduru nelinearnej regresie a ARIMA modelovania.

Praktickej Casti je venovana posledna kapitola tejto zavereCnej prace a je priamo
zamerana na aplikaciu deterministickych a stochastickych modelov imrtnosti, ich vzdjomné
porovnanie a analyzu ich dopadu, ale aj na analyzu d’al$ich vonkajSich vplyvov (gender
smernice a koronavirusu) na poistné sadzby. Hlavnym cielom je porovnanie projekénych
vlastnosti jednotlivych imrtnostnych modelov pre data Slovenskej republiky vo vekovom
intervale od 0 do 100 rokov v zavislosti od druhu modelu. Vychadzame z tdajov o tmrtnosti
obyvatel'stva Slovenskej republiky v rokoch 1993 az po najaktudlnejSie ziskané udaje
z databazy Statistického tradu Slovenskej republiky. Praktickd &ast je rozdelena
na niekol’ko podkapitol. Najskor sa venujeme samostatne vybranym deterministickym
a stochastickym modelom. Potom sa pokusime na zdklade mier presnosti najst’ model, ktory
najlepSie zodpoveda realnym datam Umrtnosti populacie v Slovenskej republike zvIast
pre muzov a zeny, ale aj so zanedbanim pohlavia ako faktora, ktory vplyva na imrtnost’.
Napokon sa pokusime analyzovat’, aky dopad ma vyber konkrétneho modelu na poistné
sadzby, ale aj aky vplyv ma zavedenie rodovej rovnosti a aky vplyv ma efekt zhorSenej
umrtnosti v dosledku koronavirusu na konci sledovaného obdobia na deterministicky
a stochasticky model. Pri analyze budeme vychadzat' zo zikladnych a zaroven najviac
kupovanych poistnych produktov, ktorymi st docasné poistenie na umrtie a doCasny
predlehotny dochodok. K zakladnym produktom patri aj zmieSané poistenie, ktoré ale nie je
az tak ovplyvnené rizikom tmrtnosti, preto sme ho do naSej analyzy nezaradili.

Pevne verime, Ze spracovana dizertatna praca prispeje k rozsireniu vedomosti z oblasti
modelovania imrtnosti a zarovei poukaze na to, ze Statistika a aktudrska demografia st

dolezitou sucast’'ou aktuarskych vied.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Umrtnost je doleZitou stiéastou aktuarskej bazy. Pre Zivotni poistoviiu je rozhodujuce
poznat pravdepodobnosti umrtia populdcie v roéznych vekovych skupinach, pretoze
na zaklade nich vykonava aktuarske vypocty a ich nespravne uréenie moze mat’ nepriaznivy
vplyv na finan¢ny stav poist'ovne.

Tato kapitola je venovana aktuarskej baze so zameranim na umrtnost’ a jej ukazovatele.
Obsahuje tiez analyzu umrtnosti populacie Slovenska od vzniku samostatnej Slovenskej
republiky (1993) az po suc¢asnost’. Dalej sa v kapitole zaoberame legislativnou upravou
poistovnictva. Najzasadnej$i vplyv v tomto smere maji pre zivotnu poistoviiu smernice

Solvency Il, gender smernica a najnovsie tiez Standard IFRS 17.
1.1 Aktuarska baza

Subor predpokladov sluZiacich na realizovanie komplexnych poistno-matematickych
vypoctov sa nazyva aktuarska baza. Pod komplexnymi poistno-matematickymi vypoctami
rozumieme analyzy ziskovosti poistovne, ocefiovanie produktov, projekciu penaznych
tokov, najlepsi odhad technickych rezerv a mnoh¢ d’alSie, pricom aktuarska baza sa meni
v stilade s cielom, na ktory je pouzitd. Vo vSeobecnosti mdzeme aktudrsku bazu rozclenit’
na dva typy, ato poistni bazu a bazu ohodnocovania. Poistnu bazu tvoria predpoklady,
na zaklade ktorych poistovne urcuji vySku poistného. Baza ohodnocovania predstavuje
predpoklady na ocenovanie aktiv a pasiv zivotnej poistovne. Medzi fundamentalne zlozky
poistnej bazy patri Grokova miera, umrtnost’ a ndklady. Pri metode penaznych tokov
do aktuarskej bazy vstupuju okrem uvedenych aj d’alSie predpoklady. Najcastejsie sa jedna
0 inflaciu a mieru odkupov, alebo napriklad pri produktoch s podielom na zisku je dolezitou
sucast'ou poistnej bazy miera podielu poisteného na zisku zivotnej poistovne.

Ak by sme sa pozreli na tieto predpoklady z iného uhla, a to podla toho, ¢i stuvisia
so samotnym vyvojom trhu alebo ¢i zohladiiuju aktualny vyvoj v portfoliu zivotnych
poisteni, mézeme ich rozdelit’ na ekonomické (tirokova miera, inflacia, investicny vynos)
a neekonomické predpoklady (tmrtnost, chorobnost’, invalidita, stornovanost, naklady

a provizie).
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1.1.1. Urokovd miera

K najrozhodujticej$im finanénym predpokladom zarad’'ujeme Grokova mieru. MéZeme
ju zadefinovat’ ako priemernt navratnost’ investicii poistovne. Pre poistoviiu je nevyhnutné
okrem spravneho vyberu financnych predpokladov aj ¢o najpresnejsie odhadnutie ich vyvoja
do buducnosti. Nespravne ocakévanie vyvoja predpokladov méze mat negativny vplyv
nielen na ziskovost’ dané¢ho produktu, ale aj na finan¢ny stav poistovne ako celku.

Ak zvolime hodnoty trokovej miery prili§ nizke, podhodnocujeme vysku trokovej
miery a moze nastat’ situacia, kedy skutoény zisk poistovne bude vyssi ako ocCakavany.
V takomto pripade nazyvame predpoklad o trokovej miere pesimisticky alebo inak
konzervativny. Naopak v pripade, Ze nastane situacia, ze skuto¢ny zisk bude nizsi, ako sme
ocakavali, tak sme zvolili predpoklady o trokovej miere prili§ vysoké (nadhodnotili sme
ich). Taky predpoklad oznacujeme ako optimisticky a charakterizuje ho nizsia tvorba rezerv
v rezervotvornych poisteniach. Realisticky predpoklad sa vyskytuje niekde medzi
pesimistickym a optimistickym predpokladom o urokovej miere.

Na vyber urokovej miery pri ocenovani produktov vplyvaji rozne faktory. Prikladom
je druh kontraktu alebo citlivost’ kontraktu na trokovi mieru. Napriklad pri produktoch
S garantovanou vyplatou poistného plnenia by sme mali zvolit  investicie, ktoré st bezpecné
a s velkou pravdepodobnostou zarucuju vynos zodpovedajuci garantovanej poistnej sume.
Niektoré typy produktov st extrémne citlivé na zmeny Urokove; miery. St to najma
rezervotvorné produkty, medzi ktoré patri aj zmieSané poistenie. Vyber Urokovej miery
zavisi d’alej od doby trvania poistenia a spdsobu platenia poistného. Pri poistnych zmluvach
s kratSou dobou splatnosti vie poist'oviia presnejsie odhadntt’ zhodnotenie svojich investicii.
To isté plati aj pri produktoch s jednorazovym platenim poistného, kedy poistovia vie
presne vysku investovaného poistného a je tieZ znama urokova miera, pri ktorej moze tieto
prostriedky investovat’. K d’al$im faktorom vyberu tirokovej miery, ktoré je nutné spomenut’,
patria miera reinvesticie v buducnosti a nazor na suc¢asnti hodnotu urokovej miery Statnych
dlhopisov, na zaklade ktorych sa poistoviia snazi prognoézovat vykyvy v urokovej miere,
a tiez frekvenciu tychto vykyvov v buducnosti.

Vyber vhodnej urokovej miery sa podla Sakalovej a Kotlarovej (2015) realizuje

V nasledujtcich dvoch krokoch:
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a) Vyber vhodnych typov aktiv — rozli¢né typy aktiv predstavuju pre poist'oviiu rozne
trovne rizik, ataktie? roznu vynosnost. Zivotné poistovne najéastejsie investuju
do akcii podnikov, Statnych dlhopisov, hotovostnych depozit a do nehnutel'nosti. Tieto
typy aktiv sa zvidcSa vyznacuju vysokou likviditou, a tiez by mali byt pomerne bezpecné
s ohl'adom na investi¢nu stratégiu zZivotnej poistovne, ktora zavisi najmé od volnych
aktiv, ktorymi disponuje.

b) Urcenie realistickej urokovej miery pre typy aktiv, ktoré Zivotna poist'oviia

preferuje.

1.1.2. Umrtnost

Dal§im vyznamnym predpokladom aktuarskej bazy je umrtnost. Od&akavania
0 umrtnostnom spravani poistného kmena uzko suvisia stypom produktu zivotnej
poistovne. Podhodnotenie imrtnosti mé negativny vplyv pri doasnom poisteni na iimrtie
a naopak, Vv pripade dochodkového poistenia moze prave nadhodnotenie tmrtnosti viest
Kk vysokym stratam poistovne. Poistoviia pri modelovani umrtnosti pouziva tzv. imrtnostné
tabul’ky, ktoré moézeme vo vSeobecnosti rozdelit na generaéné a prierezové. Tvorba
generaénych umrtnostnych tabuliek je vel'mi ¢asovo naro¢na, ked’ze obsahuju informacie
0 umrtnostnom spravani kohorty od narodenia az po smrt posledného zo skupiny
obyvatel'stva. V poistovnictve sa zvidcSa nepouzivaju najmi kvoli ¢asove] ndrocnosti.
Namiesto toho poistovne odhaduji tmrtnost’ na zdklade vyvoja vlastného poistného kmena,
pricom vysledky analyz upravia na zaklade populacnych umrtnostnych tabuliek.
Pri prierezovych umrtnostnych tabul’kach sa sleduje umrtnost’ danej populacie za kratke
Casové obdobie. Na zdklade mier umrtnosti sa nasledne zostroji hypoteticky obraz Zivota
0s0b narodenych v jednom roku. Okrem tychto druhov imrtnostnych tabuliek existuju aj
selekéné tabul'ky, v ktorych je zaznamenané umrtnostné spravanie obyvatel'stva na zaklade
spolo¢nych vlastnosti (znakov), akymi su napriklad vek, fajCenie, pohlavie, upisovacie
normy, sposob predaja poistenia alebo druh poistného kontraktu. Vzhl'adom na to, ze
podstata témy tejto prace je zalozena na predpoklade imrtnosti, budeme sa jej podrobnejsSie

venovat’ v nasledujucich castiach prace.
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1.1.3. Naklady

Ulohou poistovne v stvislosti s analyzou nékladov je &o najpresnejiie uréenie
predpokladanej vysky nakladov v budtcnosti, vychadzajuc zo skusenosti z minulosti
a planovanych objemov predaja v blizkej budicnosti, a ich nasledna alokacia podl'a pouzZitia.
Spravna alokacia nakladov vedie k optimalnym vysledkom, ktoré sluzia na nepretrzité
fungovanie poistovne a efektivne vyuzitie jej zdrojov. Naklady je potrebné alokovat
na zaklade typu poistného produktu arovnako podl'a tikonu, na ktory boli vynalozené.
Rozlisujeme naklady suvisiace so vznikom poistenia, s predajom poistky, s jej spravou
a nasledne s likvidaciou v pripade nastatia poistnej udalosti. Naklady je potrebné rozdelit’
na naklady, ktoré st kalkulované na jednu poistnil zmluvu a na ndklady priamo umerné
vyske poistnej sumy pripadne zaplatenému poistnému. Pri kalkulécii poistného moézu byt
vyjadrené ako pevna hodnota (fixné naklady) alebo premenliva zlozka (variabilné naklady).

Naklady poistovne je mozné posudzovat’ z rozliénych hladisk. Podl'a toho, v akom
casovom obdobi pocas trvania poistnej zmluvy vznikli, ich méZeme ¢lenit’ na zaciatocné,
priebezné a terminalne naklady. Zaciatocné naklady suvisia so vznikom a predajom poistky.
Bliz§ie ich modzeme c¢lenit na naklady na tvorbu avyvoj produktov, na provizie,
marketingové a administrativne ndklady stvisiace s uzavretim poistnej zmluvy, naklady
na predaj a distribuciu. Najvacsiu ¢iastku z nich tvoria provizie. Vysoka provizia platena
finanénym agentom za predaj produktu vyzdvihuje relevantnost’ stratégie predaja
a marketingu. M6ze to mat’ vSak negativny vplyv, pretoze to moze lakat’ agentov k vySSim
predajom produktov, ktoré v koneénom désledku nespliaju predstavu klientov. Vysledkom
je potom narast poctu zruSenych poistnych zmluv. PriebeZzné naklady vznikaju pocas
poistnej doby a predstavuju naklady na chod poistovne a spravu poistnych zmlav. Mézeme
sem zaradit’ ndklady potrebné na inkaso poistného, postové naklady, ndjomné, ndklady
na vypoctovu techniku, rezijné naklady, dane, platy, audit a iné. Terminalne naklady su

naklady spojené s likvidaciou poistnych udalosti a vyplatou poistnej sumy.

1.1.4. Inflacia

Pri ocenovani produktov musi Zivotna poistoviia brat’ do tvahy aj inflaciu. Inflacia sa

vyznacuje ubytkom kupnej sily penazi a narastom celkovej urovne cien. Najlepsim zdrojom
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informacii o predpokladanom vyvoji inflacie su udaje Statistického tradu Slovenskej
republiky alebo stranka Narodnej banky Slovenska. V poist'ovni sa u¢inok inflacie odzrkadli
na prevadzkovych ndkladoch, ale aj na nékladoch na jednu poistnii zmluvu. ZvySovanie
nakladov sa dalej odzrkadli na vyske poistného, preto inflicia je vo vSeobecnosti
nepriaznivy jav pre zivotnu poistoviiu. Okrem toho, Ze rasti naklady poistovne, vplyvom
inflacie tiez klesa redlna hodnota poistného plnenia.

Neziaduce ucinky inflacie rieSia poistovne viacerymi sposobmi. Jednou z moznosti je
dynamizacia produktov. Dynamizécia je zaloZena na principe, Ze klient poistovne ma pravo
bez opdtovného preverovania zdravotného stavu zmenit vysku poistného, a tiez poistnej
sumy. Dal$im sposobom je tzv. automatick4 dynamizacia alebo inak indexécia, ktora je tiez
vopred dohodnutd v poistnej zmluve. Na vyrovnanie vplyvu infldcie sa na Slovensku
najcastejSie vyuZiva revalorizacia. Je zaloZzend na tom, Ze klient sa podiela na zisku

poistovne.

1.1.5. Zrusenie alebo odkup poistky

Zrusenie a odkup poistky znamena pred¢asné ukoncenie alebo stornovanie poistnej
zmluvy z akéhokol'vek dovodu zo strany poistnika. Rozdiel medzi tymito dvoma vyrazmi je
taky, Ze pri zruSeni poistky nedochadza k vyplate finan¢nej nahrady a pri odkupe vznika
narok na vyplatu odkupnej hodnoty. Odkupna hodnota byva najc€astejSie aktualna hodnota
matematickej rezervy zniZzena o odkupny poplatok. Aby bolo mozné vyplatit odkupnu
hodnotu, musi byt vySka aktualnej hodnoty rezervy vysSia ako zaciato¢né néklady, preto
Vv prvych rokoch zvy¢ajne nevznika narok na jej vyplatu. Ak by klienti vo vd¢Som mnozstve
stornovali svoje poistné zmluvy a pozadovali by vyplatenie odkupnej hodnoty, malo by to
negativny vplyv na zivotni poistoviiu, preto je jej cielom predvidat a predchédzat
stornovaniu poistnych zmluv. Analyza stornovanosti v praxi spociva najma v pozorovani
spravania vlastného poistného kmeia, pricom vo vSeobecnosti plati, ze v prvych rokoch
trvania poistenia je pravdepodobnost’ storna najvyssia a potom v ¢ase klesa. Vtedy je vhodné
sktimat’ storno poistnych zmlav v kratSich ¢asovych intervaloch.

K odkupom dochadza najcastejSie z dovodu, ze sa klienti dostanli do finan¢nych
problémov a nie st schopni d’alej platit’ poistné alebo aj nahle potrebujii nejakli finan¢nu

hotovost’. Tiez je castym dovodom aj konkurencia na trhu, ked’ sa klient rozhodne presunut’
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poistenie do inej poistovne, ¢i uz z dovodu lepsich podmienok, alebo z dovodu, Ze dany

produkt nevyhovuje uplne jeho poziadavkam.
1.1.6. Investicny vynos

Modelovanie investi¢ného vynosu tvori vyznamny predpoklad pri ocetiovani produktov
V zivotnom poisteni, ktory treba brat’ do tivahy najmé pri produktoch s podielom na zisku
poistovne. Tento predpoklad je ovplyviiovany hlavne bezrizikovou urokovou mierou.
Pri modelovani sa vyuZzivaji vynosové krivky S$tatnych dlhopisov, pretoze patria
k najbezpe¢nej$im formam investicie. Statne dlhopisy st aktiva s najniz§im rizikom. Dalej
sa tiez pouziva swapova vynosova krivka, ktorej vyhodou je, Ze v porovnani s krivkou
Statnych dlhopisov, pokryje vicSie mnozstvo kontraktov swapovej povahy. Pouzitie
swapovej krivky sa odporaca aj z dovodu vysSej vynosnosti, a tiez z dévodu, ze rozdiely

medzi statnymi dlhopismi roznych krajin mézu byt vel'ké.
1.2 Umrtnost’ a jej ukazovatele

Umirtie patri ku kI'i¢ovym poistnym rizikim pre oblast’ Zivotného poistenia. Smrt
povazujeme za ndhodny jav, pretoze nevieme presne urcit’ kedy nastane. Prave kvoli tomu
je cCastym predmetom poistenia, ktoré v pripade nastatia poistnej udalosti (umrtia
poisteného) poskytne pozostalym finanéné prostriedky. Umrtnost sa vyznauje
vlastnost’ami, ktoré mézeme opisat’ podl'a Cipru (2006) v nasledujicich bodoch:

e je reprezentovand prave dvoma stavmi, ktoré oznacujeme ako stav zivy a stav zomrety,
pricom je mozZné jednoznacne identifikovat’ stav kazdého z poistenych,

e Kk prechodu medzi stavmi méze dojst’ iba jednym smerom, a to zo stavu zivy do stavu
zomrety, pri€om tento proces sa nazyva umrtie,

e okamih, v ktorom nastane umrtie, je nahodny a nezvratny jav, ktory je mozné opisat’
pomocou nastrojov tedrie pravdepodobnosti.

Na umrtnost’ vplyva mnoho faktorov. Medzi hlavné faktory patri Zivotnd uroven,
pohlavie, vierovyznanie, miera kriminality ¢i chorobnosti, nehodovost’, vojny, samovrazdy.
Vo vseobecnosti ich mézeme rozdelit' do Styroch vychodiskovych skupin, ktorymi su
genetické, ekologické, socidlno-ekonomické faktory, ataktiez pokrok v medicine.
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Do genetickych faktorov patri napriklad aj fakt, ze miera iimrtnosti u muzov je vysSia oproti
miere Umrtnosti zien. Vzhl'adom na tuto skuto¢nost’, a tiez vzhl'adom na to, Ze zeny sa
dozivaju vyssieho veku, je logické analyzovat’ umrtnost’ oddelene pre jednotlivé pohlavia.
Avsak na zaklade nariadenia Europskej unie 2004/113/ES, ktoré v skratke nazyvame gender
smernica, majui $taty Europskej tinie zakazané brat’ do uvahy faktor pohlavia pri analyze
umrtnosti, a tiez aj v ostatnych oblastiach. Blizsie sa gender smernici budeme d’alej venovat’
v kapitole 1.3, ktora sa zaobera legislativnou upravou poistovnictva. Prikladmi
ekologickych faktorov su napriklad klimatické podmienky a Zivotné prostredie. Socidlno-
ekonomické faktory moézeme dalej roz¢lenit’ na individualne (zivotna uroven, vzdelanie,
stravovacie navyky, fyzicka aktivita) ataké, ktoré st sposobené vplyvom prostredia
(ekonomicka situécia krajiny, socidlne zabezpecenie). Za samostatnil skupinu povazujeme
pokrok v medicine, ktora sa za posledné desatrolie neuveritelne posunula k lepSiemu.
K zlepSeniu doslo vo viacerych oblastiach ako je dostupnost’ lieCiv, ale aj v objaveni novych
lieCebnych postupov pre rozne civilizaéné choroby ako st cukrovka, rakovina a iné.

Ukazovatele Umrtnosti moézeme rozdelit na absolitne a relativne. Absollitne
ukazovatele maju tu nevyhodu, Ze nie si vhodné na porovnavanie v ¢ase ani v priestore,
apreto sa castejSie v praxi pouzivaju relativne ukazovatele umrtnosti. Poznanie miery
umrtnosti poistencov je potrebné pri vSetkych druhoch produktov Zivotného poistenia.
Pravdepodobnost’ nastatia poistnej udalosti ovplyviiuji okrem miery umrtnosti aj iné
faktory, akymi st napriklad zamestnanie, zal'uby, zdravotny stav, navyky a iné. V3etky tieto
faktory sa bert do uvahy pri posudeni a ocefiovani poistného rizika. Individualne miery
umrtnosti poistenych nemusia byt totozn€ s mierami Umrtnosti celej populacie, ktoré su
publikované centralnymi Statistickymi urady.

Informéciu o procese vymierania populdcie zachytiva vSeobecnd miera Umrtnosti,
ktora je zaroven aj najsledovanejSou charakteristikou umrtnosti. Jej hodnota nam podava
informaciu o pocte zomretych osdb pripadajucich na 1 000 obyvatel'ov stredného stavu
VO vybranom kalendarnom roku. VSeobecna miera imrtnosti nie je vhodnd na porovnévanie,
pretoZe neberie do uvahy vekovu Struktiru obyvatel'stva. Tento nedostatok odstrafiuji
Specifické miery umrtnosti, ktoré nas informuju o vyvoji imrtnosti podl’a pohlavia a veku.
Vyslednd hodnota tejto charakteristiky definuje pocet zomretych zien alebo muzov

v dokon¢enom veku na 1 000 zien alebo muzov v tom istom veku.
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Pravdepodobnost’ imrtia sa s rasticim vekom zvySuje, vynimkou je vSak umrtnost’
V prvom roku zivota, ktora je vyssia (dojcenskd umrtnost’). Ked’ze sa jedna o aktisi anomaliu,
venuje sa jej osobitd pozornost. Ukazovatel dojCenskej timrtnosti sa Casto vyuziva
na medzinarodné porovnavanie socidlnej vyspelosti jednotlivych populacii a zaznamenava
pocet deti, ktoré zomreli v priebehu prvého roku zivota (365 dni) na 1 000 zivo narodenych
deti. Dal§im ukazovatelom imrtnosti v prvom veku Zivota je kvocient dojéenskej umrtnosti,
ktory vyjadruje pravdepodobnost’ umrtia novorodenca 365 dni po narodeni. Pocita sa ako
podiel zomretych novorodencov k celkovému poctu narodenych deti. ZlepSovanie
zdravotnickej starostlivosti a celkovo pokrok v medicine ma za nasledok, ze hranica
umrtnosti narodenych deti sa posuva stale viac k zaciatkom zivota, ¢o viedlo k vzniku
dal$ich ukazovatel'ov zameranych na umrtnost’ v skorSich obdobiach Zivota. Zarad'ujeme
sem ukazovatel’ poporodnej imrtnosti, ktory zist'uje kol'ko deti zomrelo pocas prvych troch
dni zivota na 1 000 zivo narodenych deti. V¢asna novorodeneckd iimrtnost’ sa sustred’uje
na imrtnost’ deti pocas prvych siedmych dni Zivota aje zarovenn sucastou ukazovatela
perinatdlnej imrtnosti, ktora okrem toho berie do uvahy aj po€et mftvo narodenych deti
na 1 000 zivo narodenych. Novorodeneckd umrtnost’ sa zaobera iimrtnost'ou pocas prvych
28 dni Zivota dietat’a, rovnako na 1 000 Zivo narodenych deti. Dalej si spomenieme este
ukazovatel ponovorodeneckej imrtnosti, ktora sleduje pocet zomretych deti medzi 29. diiom
Zivota a jednym rokom na 1 000 Zivonarodenych deti.

Druhou anomaliou pri analyze imrtnosti populdcie je tzv. “havarijny hrb*. Prejavuje sa
narastom umrtnosti u mladych muzov vo veku 15 — 35 rokov. Je to z dovodu zvyseného
rizikového spravania anasledného umrtia najmi v dosledku vonkajSich pri¢in ako st
dopravné nehody, trazy, samovrazdy a podobne. V niektorych krajinach sa tento hrb
objavuje aj pri mladych Zendch. Pri¢ina zvySenej iimrtnosti u mladych Zien vSak prameni
skor z rizika materskej umrtnosti. Materska imrtnost’ je imrtnost’ spojena s tehotenstvom,
porodom a Sestonedelim. S urcitostou vSak vieme povedat, ze vo vSetkych vekovych
kategdridch miera imrtnosti muzov presahuje mieru imrtnosti zien. Takyto jav sa nazyva
tiez ako muZzska nadimrtnost’ alebo aj maskulinita zomretych.

Okrem spominanych je vyznamnym ukazovatel'om aj stredn4 dizka Zivota novorodenca
alebo stredna dizka Zivota osoby v presnom veku x. Hovori o priemernom poéte rokov,
ktorych sa eSte novorodenec (alebo osoba vo veku x) dozije. Vychadza z predpokladu, Ze

umrtnostné pomery populacie zostani nezmenené, ateda vyjadruje sucasnu umrtnostni
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situaciu. Iné pomenovanie pre stredna dizku Zivota je pojem odakavana dizka Zivota alebo
nadej dozitia. Castejsie ako stredna dizka Zivota sa v praxi pouziva median dizky Zivota
(pravdepodobna dizka Zivota novorodenca). Interpretujeme ho ako vek, ktorého sa doZije
polovica populécie. Tiez ale vychadza z predpokladu zachovania imrtnostnych pomerov
obyvatel'stva. Vyhodou medianu dizky Zivota je, Ze nie je ovplyvneny extrémnymi
hodnotami. Modus dizky Zivota (normalna dizka Zivota) vyjadruje vek, v ktorom ludia
zomieraji najcastejSie. V roku 2020 na Slovensku l'udia umierali najcastejSie vo veku 84

rokov, zatial’ ¢o v roku 1993 to bolo 80 rokov, ¢o predstavuje narast o 4 roky.

1.2.1 Analyza umrtnosti na Slovensku

Statistiky umrtnosti v predchadzajicich dvoch rokoch vyrazne ovplyvnila pandémia
koronavirusu a umrtia spdsobené ochorenim Covid-19. Celkovo na Slovensku v roku 2020
zomrelo 59 089 I'udi, z &oho bolo 30 428 muzov a 28 661 Zien. Udaje o pri¢indch imrtnosti
populacie na Slovensku v roku 2020 st uvedené v tabul’ke ¢. 1. Dlhodobo naj¢astejSou
pri¢inou umrtia u oboch pohlavi boli choroby obehovej sustavy, ktoré tvoria az 46 %
vSetkych pricin umrti. Druhou najcastejSou pricinou imrti na Slovensku st nddory. Maja
takmer 24 % podiel na umrtiach na Slovensku. Infekcia Covid-19 mala za nasledok 6,8 %
umrti, priCom najviac sa prejavila vo vekovej skupine seniorov (vo veku nad 65 rokov).
V tejto vekovej kategorii na tisic obyvatel'ov zomrelo az 78 0s6b, kym napriklad rok predtym

(2019) to bolo 46 osob. Miera doj€enskej imrtnosti v roku 2020 dosiahla troven 5,08 %o, o

v absolutnom vyjadreni predstavuje tmrtie 288 deti vo veku do 1 roka.

Tabulka & 1 - Umrtnost’ podla pri¢iny na Slovensku v roku 2020

Priciny umrti v SR Podiel za rok 2020
choroby obehovej sustavy 46,0 %
nadory 23,7 %
infekcia COVID-19 6,8 %
choroby dychacej sustavy 6,4 %
choroby traviacej sustavy 4,9 %
vonkajSie priciny umrtnosti 4,1%
ostatné priciny umrti 8,1 %

Zdroj: viastné spracovanie na zdklade tidajov zo Statistického viradu SR
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Pocas pozorovaného obdobia medzi rokmi 1993 az 2020 sa pocet umrti pohyboval
zomrelo 51 236 'udi. Naopak, najvyssi pocet imrti pripadlo na spominany pandemicky rok
2020, ktory prispel aj k vyssej celkovej hrubej miere imrtnosti na Slovensku. Hruba miera
umrtnosti sa udrziavala pod trovitou 10 umrti na 1 000 obyvatelov az do roku 2020, kedy
vzrastla z urovne 9,76 zomretych na tisic obyvatelov v roku 2019 na hodnotu 10,82
zomretych na tisic obyvatel'ov. Inak povedané, v priemere za cely rok 2020 zomrelo takmer
11 os6b na kazdych tisic obyvatel'ov krajiny. Ide o vyrazny narast hodnoty, ktora sa zvyc¢ajne
medziroéne meni najviac o niekol’ko desatin, pricom aktudlne to bolo o viac ako jednu
osobu. Hruba miera umrtnosti v roku 2020 je podla Statistického turadu najvyssia
za poslednych 70 rokov. Najniz§ie hodnoty hrubej miery imrtnosti na Grovni 9,5 %o boli
zaznamenané v rokoch 1996 a 2014. Medzirocny pokles bol zaregistrovany v pripade
doj¢enskej umrtnosti, redlne poklesla o 4 imrtia oproti roku 2019, ¢o malo za nasledok

znizenie miery dojcenskej umrtnosti o 0,04 bodu (z 5,12 %o na 5,08 %o).

Graf ¢. 1 - Vyvoj hrubej miery timrtnosti na Slovensku
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Zdroj: viastné spracovanie na zéaklade tidajov zo Statistického viradu SR

V sledovanom obdobi pretrvavala nadamrtnost’ muzskej populacie viditel'na do veku
78 rokov vratane. Nadimrtnost’ muzskej populécie je podl'a Filadelfiovej (2005) spojena
s vySSou chorobnostou a horSou Zzivotosprdvou muzov. NavySe muzi menej dbaju

na prevenciu, l'ahSie podliehaju zavislostiam a maju vysSie riziko samovrazd. Rozdiely
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medzi imrtnostou muzskej a zenskej populécie sa vSak neustale zmensuju. Zatial’ ¢o v roku
1993 pripadalo na 1 000 zomretych zien az 1 200 zomretych muzov, v roku 2019 to bolo len
1 040 zomretych muzov na 1 000 zomretych zien. Tento fakt ndm potvrdzuje aj synteticky
ukazovatel’ strednej dizky Zivota pri narodeni, ktorého hodnota sa z roka na rok zvysuje.
V roku 2019 bola stredna dizka Zivota Zien pri narodeni 81,2 rokov a stredna dizka Zivota
muzov pri narodeni 74,3 rokov. V porovnani s predchadzajiicim rokom sa stredna dizka
Zivota u oboch pohlavi zvysila 0 0,4. Pocas celého sledovaného obdobia sa vsak stredna
dizka Zivota Zien pri narodeni zvysila o 4,9 rokov, stredna dizka Zivota muZov sa zvysila
0 6,5 rokov. Na zaklade predbeznych vysledkov sa odhaduje, ze v roku 2020 doslo k poklesu
o¢akavanej diZky Zivota u oboch pohlavi o 0,8 roka oproti roku 2019. DéleZitym trendom je
pokles rozdielu v o¢akéavanej dizke Zivota pri narodeni medzi pohlaviami znidzorneny
na grafe ¢. 2. V roku 1993 bol rozdiel medzi pohlaviami 8,5 rokov, do roku 2020 klesol
na 6,9 rokov. Detailny rozbor vplyvu pandémie koronavirusu na o¢akavani dizku Zivota
pri narodeni, ale aj na dalSie umrtnostné charakteristiky moézeme najst’ Vv publikacii

od Sprochu (2021).

Graf ¢. 2 - Ocakavana dlzka zivota pri narodeni a jej rozdiel medzi muzmi a Zenami
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Zdroj: vilastné spracovanie na zaklade udajov z Eurostatu

Na grafe ¢. 3 je znazornena zmena trendu imrtnosti podl'a pohlavia a veku medzi rokmi
1993 a 2020. Z grafu je zrejmé, Ze napriek pandémii koronavirusu, umrtnost’ vo vyssich

vekoch sa neustale posuva. Tento jav je nasledkom ¢i uz pokroku v medicine, sociologii
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a farmacii, ale aj v inych vedach, ktoré priamo alebo nepriamo suvisia s umrtnost'ou. Kvalita
zivota na Slovensku sa kazdym rokom zvySuje, o sa samozrejme odzrkadl'uje aj na vyvoji
umrtnosti a takisto to ma vplyv aj na znizovanie rozdielov v imrtnosti muzov a zien. Medzi
faktory, ktoré¢ suvisia s poklesom rozdielov v imrtnosti medzi pohlaviami patri aj socialna
vyspelost’ krajiny a stratégia Slovenska na dosiahnutie rodovej rovnosti v r6znych oblastiach
zivota. V poslednom desat’roci sa stale viac kladie doraz na zdravy zivotny $tyl, na psychické
zdravie a na spochybnovanie rodovych stereotypov, odstranenie rodovych rozdielov na trhu

prace a Vv oblasti poskytovania starostlivosti.

Graf &. 3 - Umrtnost’ na Slovensku podla pohlavia a veku v rokoch 1993 a 2020
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Zdroj uidajov: viastné spracovanie na zdklade tidajov zo Statistického uradu SR

pocet zomret

1.3 Legislativna iprava poist'ovnictva Eurépskej Unie

Vstupom do Eurdpskej unie sa ¢lenské Staty zaviazali akceptovat’ pravo unie, s ¢im
stvisi aj reSpektovanie jej smernic a nariadeni. Viaceré z nich st spojené aj s oblastou
poistovnictva aboli vytvorené za ucelom regulacie a dohl'adu nad tymto odvetvim.
Smernice tykajlice sa oblasti poistovnictva su verejne pristupné na webovej stranke
Ministerstva financii Slovenskej republiky alebo na stranke EUR-Lex, ktord obsahuje
kompletnu legislativu Eurdpskej tinie vo vSetkych tradnych jazykoch ¢lenskych statov.

Za najpodstatnejSiu a zaroven prevratni v tejto oblasti povazujeme smernicu

Europskeho parlamentu a Rady 2009/138/ES z 25. novembra 2009 o zacati a vykonavani
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poistenia a zaistenia (tzv. smernica Solventnost’ II). I§lo 0 medzinarodny projekt, ktory bol
vytvoreny za uCelom rekodifikdcie trindstich uz existujicich smernic, ktoré dovtedy
upravovali ¢innost’ poistovni a zaistovni. Mechanizmus Solventnost’ II sa dostal do platnosti
1. januara 2016, hoci samotny projekt na jeho vytvorenie odStartoval uz v roku 2000.
Poistovne nezaznamenali vyraznejSie problémy s implementaciou tejto smernice.
Medzi ciele smernice Solventnost’ II patrilo nastolenie nového rezimu regulécie poistného
sektora, a tym zvySenie ochrany poistencov a ostatnych prijemcov plnenia vyplyvajiaceho
z poistnych zmlav. Umyslom smernice bol takisto rozvoj integracie poistného trhu tnie
zapomoci  harmonizacie  poistného  sektora, atiez narast medzinarodnej
konkurencieschopnosti poistovni. Solventnost’ II je postavena na koncepte troch pilierov,

ktorych stru¢ny prehl'ad je zndzorneny na obrazku €. 1.

Obrazok €. 1 - Princip rezimu Solventnost’ I1

_ Solventnost’ 11

1. pilier 2. pilier 3. pilier
Kapitilova Riadenie Sprava
poziadavka rizika Zverejiovania

SCR/MCR Kontrola SFCR

vypo&tovy model ORSA RSR
ALM ORT

UloZisko dat, datova kvalita a vypoctovy nastroj

Zdroj udajov: vlastné spracovanie

Zasadnymi prinosmi smernice Solvetnost’ II bolo zabezpecenie medziodvetvove;j
jednotnosti, a tiez jednotnosti v regulacii poistného sektora v ramci Eurdpskej unie, zvysenie
transparentnosti poistného sektora a organov dohladu, zavedenie pristupu zameraného
na riziko ajeho riadenie, nastolenie stladu s realistickym ocefiovanim podl'a aktualneho
trhového ocenovania aktiv a pasiv poistovne a V neposlednom rade aj kladenie dorazu
na spravne riadenie poistovne s osobitnym zameranim na systém riadenia rizik, vnitornej

kontroly, aktuarsku funkciu a vnttorny audit.
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Dalsou velmi déleZitou a zlomovou eurépskou smernicou, ktora formovala sektor
poistovnictva, je smernica Rady 2004/113/ES z 13. decembra 2004 o vykondvani zasady
rovnakého zaobchadzania medzi muzmi a Zenami v pristupe k tovaru a sluzbam a k ich
poskytovaniu alebo jej kratS§ie pomenovanie tzv. gender smernica. Ako uz vyplyva aj
Z nazvu, predmetom smernice je antidiskriminacia na zaklade pohlavia, teda identické
zachadzanie s osobami bez ohl'adu na pohlavie. Direktiva vymedzila pravidla pre oblast’
poistovnictva, podl'a ktorych je nevyhnutné jednotné zaobchédzanie s osobami bez ohl'adu
na pohlavie, na zaklade ¢oho je nutné faktor pohlavia vylucit’ z oceniovania produktov, hoci
je pri ocenovani rozhodujuci. Pretoze urcité kategorie poistnych rizik sa mézu pre pohlavia
lisit’, bola spociatku udelena poistovnictvu vynimka, na zéklade ktorej mohli poistovne
nad’alej vyuzivat' faktor pohlavia pri svojich vypoctoch, za predpokladu podlozenia
odlisnosti medzi pohlaviami na zakladne aktuarsko-Statistickych udajov. Okrem toho
komisia pozadovala, aby Staty Europskej unie, ktoré vyuziju tato vynimku, zverejnovali
informadcie tykajlce sa pouzitia faktora pohlavia pri vypoctoch. Vynimku sa rozhodli prijat’
vSetky Clenské Staty, a to najmé pre dochodkové a rizikové Zivotné poistenie. Vzhl'adom
na Statistické zistenie, podl'a ktorého sit muZi rizikovejsi vodici, sa niektoré Staty priklonili
Kk pouziti vynimky aj pri povinnom zmluvnom alebo havarijnom poisteni. V marci 2011
nastal v tejto oblasti zlomovy moment, kedy Eurdpsky stdny dvor rozhodol o odstraneni
vynimky z nariadenia, ¢im nakazal absolutny zdkaz pouZitia faktora pohlavia pri vSetkych
aktuarskych vypoctoch, ktoré sa tykajii vypoctu poisten¢ho a poistnych plneni. Rozsudok
Stdneho dvora EU &. C-236/09 eurdpskeho stidu o zruseni vynimky v oblasti poistovnictva
pre &lenské $taty Eurdpskej Unie sa stal pravoplatnym ku ditu 21. decembra 2012.

Verdikt stidu sa stretol s negativnymi reakciami zo strany poistovni a aj samotnych ich
klientov, ktori nesuhlasili, aby sa prestalo pohlavie vyuzivat pri ocefiovani rizik a poistnych
produktov. Samotna Slovenska asociacia poistovni (SLASPO), ktora zdruzuje slovenské
poistovne, uverejnila na svojej webovej strdnke svoj postoj k téme antidiskrimindcie.
SLASPO chape a podporuje zdkaz diskriminéacie ako takej, avSak nepovaZzuje pouZitie
faktora pohlavia na ucely poistenia za diskriminaciu. Ich argumentom bol fakt, Ze tlohou
poistovne je préaca s rizikami, ktoré je potrebné ¢o najpresnejSie ocenit’ podl'a vSetkych
moznych faktorov, eSte skor nez poistoviia toto riziko preberie. KI'icovymi faktormi
ocenovania V zivotnom poisteni je podl'a nej vek, zdravotny stav, ale osobitne aj pohlavie.

Predpokladanym vplyvom zrusenia vynimky na poistovne sa venovala aj spolo¢nost’
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OXERA (The Oxford Economic Research Associates) — Oxfordska asociacia ekonomického
vyskumu. Publikovala $tadiu o ofakdvanom ucinku vylacenia faktora pohlavia
na poistencov. Stadia spolo¢nosti OXERA obsahovala argumenty ako napriklad to, Ze riziko
umrtnosti muzov azien je charakterizované znateInymi rozdielmi, ktoré vplyvaju
na produkty zivotnej poistovne alebo fakt, ze rozdielne je aj riziko zapricinenia dopravnej
nehody. Vysledkom $tadie boli percentualne zmeny vo vyske poistného v pripade, Zze sa
schvali absolatna rovnopravnost’ pohlavia v oblasti poistovnictva. Pre Zeny vo veku okolo
40 rokov by doslo k narastu poistného pri produktoch Zivotného poistenia v priemere o viac
ako 30 %. V pripade poistenia na dozitie by sa u muzov vo veku okolo 65 rokov znizilo
poistné plnenie 0 priblizne 5 %. U mladych Soférok by sa zvysilo poistné v priemere 0 viac
ako 11 % pri poisteni motorového vozidla. Okrem toho sa OXERA obéavala, ze dojde k tzv.
fenoménu nepriaznivého vyberu, ktory by zapricinil, Ze poistenci s niz§im rizikom by platili
poistné na tkor rizikovejSich poistenych, o by sposobilo pokles zaujmu u menej rizikovych
poistenych, ktori by nasledne zrusili existujice poistné zmluvy, pretoze poistenie by sa
pre nich stalo pridrahé. To by malo za nésledok zvySenie podielu viac rizikovejSich
poistencov, ¢o by znova viedlo k nérastu poistného a postupnému odchodu dalSich

poistenych (obrazok ¢. 2).

Obrazok €. 2 - Dosledky odstranenia pohlavia ako faktora z vypoctu poistného

Odstranenie Narusenie vypoctu Menejrizikovi
pohlaviaako poistnehona Zvysenie poistneho poistnicizjednavaju
rizikoveho faktora zaklade rizika mene;j poistenia

Zvysenie rizikovej prirazky ako
odpoved’ na zvysené riziko

Zdroj: OXERA, The impact of a ban on the use of gender in insurance

Najvéacsou obavou spotrebitel'ov po nastoleni rovnopravnosti medzi muzmi a Zenami
bola zmena ceny poistnych produktov. Zo strany poistovni bolo obavou najmi fungovanie
nového systému ako celku. Dnes uz vieme povedat’, ktoré obavy sa naplnili, a ktoré naopak
nie. Poistovniam tato zmena sposobila dodato¢né naklady stvisiace S ocefiovanim a tvorbou
novych poistnych produktov, ¢i precefiovanim uz existujicich. Vyzvou pre poistovne bolo
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pri ocetiovani rizika zamerat’ pozornost’ na iné faktory ako je pohlavie. Aby predisli obdvam
spotrebitel’'ov o raste cien, poistovne zlacneli ceny pripoisteni pre vybrané produkty, ktorych
sa tykali zmeny. Okrem modernizacie starych produktov ziskali poistovne prilezitost
zamerat’ sa na produkty, ktoré st typické pre jednotlivé pohlavia. Za vyznamnu hrozbu
vietkych obmedzeni v legislative EU sa povaZuje oslabenie ekonomickej efektivnosti
poistovnictva.

Z pohl'adu uctovnictva su poistovne na Slovensku povinné zostavovat uctovna
zavierku v sulade s medzindrodnymi Standardmi finanéného vykaznictva IFRS
(International Financial Reporting Standards), ktoré st vydavané medzinarodnou radou
pre uctovné Standardy IASB (International Accounting Standard Board). Tieto Standardy
maju za ulohu zvysit' transparentnost’ Gctovnych vykazov poistovni. 18. maja 2017 Rada
pre medzinarodné G¢tovné Standardy vydala novy Standard IFRS 17 — Poistné zmluvy. Ten
nahradza terajsi Standard IFRS 4, ktory v sucasnosti pripusta Siroku skdlu moznych
postupov.

Standard IFRS 17 upravuje principy ohodnocovania, vykazovania a zverejiiovania
poistnych zmliv a zdsadnym spésobom meni Gi€tovanie pri vSetkych uctovnych jednotkach,
ktoré vystavuju poistné zmluvy ¢i investicné zmluvy s prvkami podielu na prebytku. Tento
Standard bude u€inny pre rocné uctovné obdobia zacinajuce sa 1. januara 2023 alebo neskor,
pricom ho moéZeme povazovat za prvy takmer globalny Standard pre poistné zmluvy
v Eurépskej unii. Hlavnym ciel'om je analyza ziskovosti poistnych zmlav a definovanie ich
smerovania. Dal§im délezitym ciel'om, z dévodu ktorého bol §tandard vytvoreny, je to, aby
poistovne rozlozili zisk z poistnych zmluv do viacerych obdobi, s ktorymi vecne a ¢asovo
stvisi. Totizto podl'a IFRS 4, ktory je aktualne v platnosti, sa zisk nevykazuje v ¢ase, kedy
skuto¢ne vznikol a IFRS 17 sa pokti$a tento nedostatok odstranit’.

Novy Standard definuje tri metédy ohodnocovania poistnych zmlav na zéklade typu
produktu. Zaikladnou metdédou ohodnocovania je metdéda GMM (General model
measurement), ktord by mala byt pouzitel'na pre vac¢Sinu dlhodobych poistnych zmlav ¢i uz
zivotného alebo nezivotného poistenia. Tato metdda je vhodna pre tradiéné Zivotné postenie
bez podielu na zisku, pripadne s negarantovanym podielom na zisku, kam zarad’ujeme
napriklad doZivotné poistenie na umrtie alebo zmieSané poistenie. Druhou metddou je
metoda VFA (Variable fee approach), ktorti maji poistovne pouzit’ pre poistenia s priamym

podielom na zisku a pre investi¢né zivotné poistenie. Tato metdda je modifikaciou zakladne;j
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GMM metddy. Poslednou dobrovolnou a zarovein najjednoduchsSou metddou, ktoru
poistovne nemusia vyuzit, je metdda PAA (Premium allocation approach). Vhodna je
hlavne pre kratkodobé poistné zmluvy, ktoré st spojené najmé s nezivotnym poistenim.

Specialita tohto $tandardu spodiva v detailnom deleni poistnych zmlav. Zatial' ¢o
pri standarde IFRS 4 sa zmluvy delili na poistné a investi¢né, pri [FRS 17 sa poistné zmluvy
agreguju na zaklade troch urovni, ato podl'a typu rizika, podl'a obdobia vzniku (zmluvy
uzatvorené v priebehu jedného roka) a podl'a ziskovosti (ziskové, stratové a iné).

IFRS 17 kombinuje sticasne ocenenie buducich penaznych tokov s vykazanim zisku
za obdobie, v ktorom su na zéklade zmluvy sluzby poskytované. Vysledky poistovacich
sluzieb (vratane prezentacie vynosov z poistenia) su podla tohto Standardu prezentované
oddelene od vynosov alebo vydavkov z poistenia. Standard IFRS 17 ovplyvni poistovne
VO viacerych oblastiach, od finan¢nictva, poistnej matematiky, G¢tovnictva a informacnych
systémov az po dane a dividendy. Pre poistoviiu to bude znamenat zvySenie nakladov
na implementaciu Standardu v podobe novych pracovnikov aich vzdelavania, ale aj
na celkovy chod poistovne. IFRS 17 so sebou prinesie vel'ké mnoZstvo tdajov, ktoré bude
treba spracovavat’, uchovavat’ a analyzovat’, ¢o bude spojené s vylepSenim nékladnej IT

infrastruktury.
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2 Ciel’ prace

Hlavnych cielom dizerta¢nej prace je teoreticky aj prakticky preskiimat’ problematiku
modelovania Umrtnosti pomocou parametrickych modelov z aktuarskeho hladiska.
Nasledna aplikacia nadobudnutych poznatkov spolu s analyzou vplyvov, ktoré maja dopad
na modelovanie amrtnosti, napliiaju hlavny zamer zavereénej préce.

Umrtnost’ obyvatel'stva sa neustale meni a vyvija. Aj v dosledku koronavirusu sme si
ako T'udia uvedomili, aké nasledky m6ze mat’ zvySend miera imrtnosti na financny stav
domacnosti, ale aj inych subjektov. Tieto aspekty sa tykaju aj zivotnych poistovni, u ktorych
smrt’ patri k najviac poistovanym rizikim. Zivotna poistoviia sa snazi ¢o najpresnejsie
poznat’ umrtnostné spravanie populacie a je pre fiu dolezité vediet’ odhadnut’ aj jeho vyvoj
do buducnosti, aby bola schopna predchadzat finan¢nym stratam, ktoré su s rizikom
umrtnosti spojené. Jednou z moznosti su prave parametrické modely umrtnosti, ktoré su
predmetom tejto dizertaénej prace.

V teoretickej Casti prace je najskdr nasim cielom predstavit imrtnost ako stcast’
aktuarskej bazy, jej ukazovatele a aspekty, ktoré na fiu vplyvaju, ako aj analyzovat’ jej vyvoj
od vzniku Slovenskej republiky v roku 1993 az po sucasnost’. Pre splnenie hlavného ciel’a
je potrebné zosumarizovat' deterministickii a stochasticki metodolégiu modelovania
umrtnosti populécie, aby sme boli schopni nastudované metddy a postupy vyuzit' v analyze
umrtnosti populdcie na Slovensku podl'a veku a pohlavia a poukdzat’ na dalsi vyvoj
umrtnosti v ¢ase. Sucastou tejto metodologie st samotné deterministické a stochastické
modely. Na odhad parametrov deterministickych modelov sa pouzivaji metddy nelinedrne;j
regresie ana odhad stochastickych modelov pouzijeme metédu najmenSich Stvorcov
za pomoci singularneho rozkladu matice.

V praktickej casti prace je cielom vyuzit teoretické poznatky na modelovanie
umrtnostného  spravania populdcie Slovenskej republiky pomocou vybranych
deterministickych a stochastickych modelov v rokoch od 1993 azZ po st¢asnost’. Predmetom
modelovania st vekovo Specifické miery imrtnosti muzov a Zien ako aj spolo¢né vekovo
Specifické miery umrtnosti v rozpiti od 0 do 100 rokov vypocitané pomocou udajov
0 imrtnosti ziskanych zo Statistického uradu Slovenskej republiky. Jednotlivé modely je
potrebné medzi sebou porovnat’, aby sme zistili, ktory z modelov vie najlepSie zachytit’

umrtnostné spravanie populacie Slovenska. Poslednym, no vel'mi podstatnym zdmerom tejto
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prace, je poukazat’ na vplyv vyberu modelu, efekt zavedenia gender smernice a tiez na dopad
koronavirusu na poistné¢ sadzby zdkladnych poistnych produktov, ktorymi st docasné
poistenie na umrtie a docasny predlehotny dochodok.

Na dosiahnutie vSetkych cielov vyuZijeme vSestranny Statisticky softvér SAS
Enterprise Guide, pricom v zavere¢nej praci sa zameriame aj na predstavenie tohto softvéru
s ohl'adom na jeho pouzitie pri modelovani imrtnosti. Ako pomocné nastroje sme pouzili aj

softvérové rozhranie R a Microsoft Excel.
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3 Metodika prace a metody skimania

V tejto kapitole ndjdeme prehlad deterministickych a stochastickych modelov
umrtnosti, ktoré sa pouzivaju na modelovanie umrtnosti nielen I'udskej populacie. Nasim
cielom je odhadnut’ parametre tychto modelov pomocou Statistického softvéru SAS
Enterprise Guide. Uvedieme metody odhadu parametrov deterministickych modelov
(metody nelinedrnej regresie) ako aj stochastickych modelov, ktoré st v tomto analytickom
softvéri dostupné. Kapitola obsahuje aj zakladné miery kvality modelov a presnosti ich
progndz (priemerny sucet Stvorcov rezidui MSE, Standardnd odchylka rezidui RMSE,
Akaikovo informacné kritérium AIC, Bayesovské informacné kritérium BIC), ktoré sme
v praktickej Casti pouzili na vzajomné porovnanie modelov umrtnosti a tieZ na porovnanie

ich prognostickych schopnosti.
3.1 Modely umrtnosti

Modelov timrtnosti je mnoho, no vo vSeobecnosti ich vieme roztriedit’ na dve skupiny,
ato na deterministické a stochastick¢ modely umrtnosti. Naj€astejSie su modely vyjadrené
ako funkcie umrtnosti, ktorymi st miera amrtnosti q,, intenzita amrtnosti y, a centralna
miera umrtnosti m,. Miera imrtnosti g, alebo presnejSie roéna miera imrtnosti vyjadruje
pravdepodobnost, ze sa x rocna osoba nedozije veku (X + 1), teda d’alSicho roku. Intenzita
umrtnosti p, je kIaiCovym pojmom pre stochasticky chapanu analyzu prezitia a je
analogickym vyjadrenim miery Umrtia pomocou spojitej ndhodnej veli€iny. ModZeme
povedat’, Ze intenzita imrtnosti predstavuje pravdepodobnost’ ukoncenia zivota v asovom
intervale (t, t + dt), pricom dt — 0, za podmienky, Ze doba zivota 0S0by bola az do Casu t.
Inymi slovami pravdepodobnost’ umrtia v zavislosti od doby trvania Zivota (na dizke Zivota).
Centralna miera umrtnosti m,, je v podstate z demografického hl'adiska vSeobecna miera
umrtnosti, ktorts sme zadefinovali v Casti 1.2.

V dizertanej praci vychadzame zudajov o umrtnosti obyvatel'stva Slovenskej
republiky v rokoch od jej vzniku (1993) az po rok 2020 ziskanych zo stranky Statistického
tradu Slovenskej republiky. Statisticky Grad SR je ustrednym orginom §tatnej spravy
Slovenskej republiky pre oblast’ Statnej Statistiky a v jeho databdze DATAcube zverejiiuje

udaje pre ukazovatele hospodarskeho a socidlno-ekonomického vyvoja dostupné
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v mesacnych, Stvrtroénych alebo rocnych ¢asovych radoch. Data st Statisticky spracované
v uzemnych Strukturach za Slovensku republiku, oblasti, kraje a okresy. Z tejto databazy
sme ziskali tidaje o pocte umrti v stanovenom veku na Slovensku vo vybranych rokoch
Vv zavislosti od pohlavia a stredny stav obyvatel'stva Slovenska takisto v zavislosti od veku
a pohlavia vo vybranych rokoch. Na zédkladne tychto udajov sme vypocitali vekovo
$pecifickll centrdlnu mieru Umrtnosti pre muzov a zeny, ale aj spolo¢ni bez ohladu

na pohlavie, pomocou vztahu

My = %,Z (3.1)

kde D, ; je pocet zomretych vo veku x Vv Case t a L, ; predstavuje stredny stav obyvatel'stva
vo veku x v ¢ase t. Ako sme spomenuli, nie vSetky modely vyuzivaja pri odhadoch priamo
centralnu mieru imrtnosti, a teda potrebujeme odvodit’ eSte mieru umrtnosti g, a intenzitu
umrtnosti . Existuji dva sposoby aproximacie centralnej miery imrtnosti m,, , pomocou

pravdepodobnosti imrtia osoby vo veku x V Case t, ktori oznacujeme q, .. Prvy pristup

qx't =1- e_mx,t (32)

je zalozeny na predpoklade o konStantnej imrtnosti medzi dvoma celociselnymi vekmi.

Mt
14+0,5my ¢

Druhy pristup, q,: = , funguje za predpokladu rovnomerného rozdelenia umrti

medzi dvoma vekmi. V dizertacnej praci je pouzita prva aproximacia pre transformaciu dat
medzi vekovo Specifickou centrdlnou mierou umrtnosti m,, a jednoro¢nou mierou
umrtnosti q, .. Pri vyuziti toho istého predpokladu o konStantnej miere uUmrtnosti,

pre intenzitu imrtnosti plati, ze u, , = My ;.

3.1.1 Deterministické modely — 2akony umrtnosti

Zakony umrtnosti maji tvar matematickych spojitych funkcii so zavislost'ou na veku.
Zvycajne sa pocet ich parametrov pohybuje medzi dvomi az deviatimi. Niektoré zakony
umrtnosti sa vztahuju pre celé vekové rozpitie, iné si pouzite'né iba pre konkrétny vekovy
interval. Vyuzitie nachadzajt napriklad pri vyrovnavani udajov, zmenSovani $tatistickych

chyb aj pri tvorbe tmrtnostnych tabuliek. Uplatnitelné st aj pri dopliiani netiplnych tdajov.
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Tabul’ka €. 2 - Zakony imrtnosti

Autor Rok Model
. 1
De Moivre 1725 =
j25% w—x
Gompertz 1825 Uy = Bc*
Makeham 1867 Uy = A+ Bc*
Makeham — Uy = A+ Hx + Bc*
Oppermann <1870 Uy = AeB* + (C + Dx)e E*
1 1
Oppermann 1870 i, =Ax"2+ B+ Cx3
Thiele 1871 Uy = Ae_Bx + Ce_D(x_E)Z + FG*
. . 1
Wittstein & Bumstead 1883 Gy = EAe_(BX)N + A=
Perks 1932 _AFBE | pex
b= gexy1 ™ 7°
Weibull 1951 Uy = kx™
Van der Maen 1943 Uy =A+Bx+Cx?+ T
— X
I
Van der Maen 1943 Uy = A+ Bx + N
— X
Dvojity geometricky model - Uy = A+ Bc* + Mn*
Bc*
Beard 1971 =A
Ux * Ec‘z’;+ 1+ Dc*
KAe®*
Beard-Makeham 1971 s —
M = 1 deBx +C
AeBx
Gamma-Gompertz 1979 Hx =
: 1A o 1)
B
Heligman-Pollard 1980 q(x) = AG+B)C | po-E(nx—1InF)? | cpx
. GH*
Heligman-Pollard 1980 — AG+B)C 4 pe-EUnx—inF)? . _T7
. GH
Heligman-Pollard 1980 = A@+B) 4 pe—E(nx—InF)?
g q(x) + De T4 KGH
. GH
Heligman-Pollard 1980  q(x) = AGHBY 4 pe-E(nx—nF)? 4 —
1+ GH*
Siler 1983 fte = Ae~B* + C + DeP*
. AeB* +C
Martinelle 1987 = 4t KeB*
M = pebr T €
) B . eax
Kannisto 1994 Uy = ————
1+B-e™
i keh Ae®
Kannisto-Makeham - =
M = T AeB> +C
Coale-Kisker m, = eAx +Bx+C

Zdroj:

vlastné spracovanie



Za priekopnikov zédkonov Umrtnosti mozno povazovat’ Abrahama de Moivre, ktory
predpokladal rovnomerné rozlozenie umrti v celom vekovom intervale a Benjamina
Gompertza, ktorého zakon umrtnosti je dodnes jednym z najpouzivanejsich, aj z dovodu
jeho jednoduchosti. Postupom ¢asu sa deterministické modely d’alej vyvijali a upravovali.
Matematici Castokrat vychadzali z uz existujucich zdkonov. Ked'’Ze mali viac informacii
0 umrtnostnom spravani populdcii, boli schopni pridanim alebo Upravou parametrov
odstranit’ nedostatky povodnych modelov. Okrem toho vznikali aj nové zakony umrtnosti,
ktoré vyuzivali iné predpoklady.

Tabulka ¢. 2 obsahuje zakony umrtnosti spolu S menom autora a rokom objavenia
(pokial’ je znadmy). Ide o parametrické funkcie opisujlice umrtnost’ populadcie v pevnom
casovom bode. Skuto¢nii imrtnost’ v§ak moZeme povazovat za stochasticku, pretoze sa
neustale vyvija. Ked'ze zdkony umrtnosti su statické, odporaca sa ich parametre urovat’
periodicky, aby vyhovovali vyvoju umrtnostného spravania populédcie. Parametre tychto
zakonov nam potom moézu poslizit na porovnanie zmien umrtnosti populdcie v Case,

pripadne navzdjom medzi populdciami roznych krajin.

3.1.1.1 Gompertzov - Makehamov zdkon umrtnosti

Benjamin Gompertz bol anglicky matematik, ktory sa venoval S$tadiu ludskej
populacie. Dospel k zdveru, Ze pravdepodobnost’ umrtia sa zdvojnasobuje kazdych 8 rokov
a vroku 1825 ako jeden z prvych matematicky vyjadril zavislost’ umrtnosti od veku, ¢im
zostrojil zadkon Umrtnosti, ktory patri stale k najpouzivanejSim modelom Umrtnosti. Jeho
zékon umrtnosti vychadza z predpokladu, Ze odolnost’ ¢loveka voci smrti klesa s rasticim
vekom alebo inak, ze umrtnost’ rastie exponencialne v zavislosti od veku. Pre intenzitu
umrtnosti plati tento vzt'ah

X

by =B-c

v ktorom je intenzita umrtnosti vyjadrena pomocou dvoch realnych parametrov B ac,
pre ktoré plati B > 0 a ¢ > 1. Zaver, ku ktorému doSiel Gompertz, je platny pre velky pocet
krajin, pre ré6zne Casové obdobia a dokonca tiez pre rézne organizmy. Hoci sa skutocna
priemerna diZka Zivota medzi krajinami a organizmami odliSuje, stale plati pravidlo, Ze

pravdepodobnost’ umrtia sa zdvojnasobuje kazdych x rokov.
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Uz Gompertz si uvedomoval, ze zakon Umrtnosti by mohol okrem exponencidlne
rastucej umrtnosti v zavislosti od veku obsahovat’ aj ¢len, ktory by nebol zavisly od veku.
KedZe vSak informéacie o umrtnostnom spravani populacie neboli uplné, rozhodol sa
ponechat’ len exponencidlnu zlozku. AZ o 35 rokov neskoér, v roku 1860 tento zakon
umrtnosti doplnil o prvok nezavisly od veku d’alsi poistny matematik William Makeham.
Podl'a neho je tento prvok pomenovany ako Makehamov parameter a obvykle sa oznacuje
pismenom A pricom plati, ze nadobiida hodnoty vécsie ako 0. Tento parameter slizi na posun
grafu Gompertzovej funkcie u, 0 konstantu A. Atak vznikol vztah, ktory je dnes

oznacovany ako Gompertzov-Makehamov zdkon umrtnosti

Uy =A+B-c* (3.3)

Vyhodou tohto deterministického modelu timrtnosti je najma jeho jednoduchost,, ¢i uz
spojena s interpretaciou, s pomerne malym poctom parametrov alebo aj s faktom, ze k ich
odhadu nie je potrebny Specidlny softvér. Naopak slabou strankou modelu je jeho
prispdsobovanie sa vyssim vekom, v ktorych mimoriadne nadhodnocuje umrtnost’. Tento
fakt si uvedomovali aj samotny tvorcovia modelu, Gompertz a Makeham, ktory tvrdili, Ze
ich vzt'ah pre intenzitu imrtnosti (3.3) je vhodny pre vekovy interval v rozmedzi od 20 az
do 60 rokov. V sucasnosti sa model pouziva pre Siroké spektrum organizmov, vratane l'udi,
pricom vekovy interval je posunuty k vy$Sim vekom, Co je spOsobené vyvojom

umrtnostného spravania.

3.1.1.2 Kannistov - Makehamov zdkon umrtnosti

Stale popularnejSimi pri modelovani umrtnosti sa stavaju logistické modely, ku ktorym
patri aj Kannistov-Makehamov zakon iimrtnosti. P6vodny tvar funkcie intenzity imrtnosti
navrhol Viino Kannisto v roku 1994. Jeho cielom bolo zohladnenie pozorovaného

spomalenia umrtnosti v pokro¢ilom veku. Jeho vzt'ah pre intenzitu imrtnosti vyzeral takto

AeP* (3.4)

M = T Aeb~

a obsahoval dva parametre, oznaCované A, B. Pre tento model plati, Ze jeho parametre

nadobudaju nezéporné hodnoty, pricom intenzita imrtnosti sa asymptoticky priblizuje k 1.
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Makeham neskor pridal k vztahu (3.4) novy parameter C, ktory rovnako ako
pri Gompertzovom-Makehamovom zakone ma za nasledok posun krivky intenzity imrtnosti

0 konstantu C v smere 0si y. Plati

Bx
e ¢ (3.5)

Hx =7 + AeBx

V pripade, ze by sme chceli Kannistov-Makehamov model previest' do logisticke;j

podoby, dostali by sme vzt'ah
logit(qy,) = In(A) + Bx

Medzi vyhody Kannistovho-Makehamovho modelu patri jeho flexibilita, pretoze
pozoruhodne opisuje aktudlny trend umrtnostného spravania, pricom vykazuje vel'mi dobru

spol'ahlivost’ pre pokro¢ilé veky az do 120 roku Zivota.
3.1.1.3 Heligmanov - Pollardov zakon umrtnosti

Larry Heligman a John H. Pollard st strojcami niekol’kych zlozitej$ich parametrickych
modelov umrtnosti, ktoré slizia na modelovanie imrtnostného spravania populacie na celom
vekovom intervale. Tieto modely patria Kk najpouzivanejSim zadkonom Umrtnosti
v demografii najma preto, lebo su biologicky interpretovatel'né. Ako prvy predstavili v roku
1980 model v tvare

gy = A(x+B)C+ De—E(lnx—lnF)2 + GH*

kde A,B,C,D,E,F, G, H je 8 parametrov, ktoré sa snazime odhadnut’.
Heligmanov-Pollardov zédkon umrtnosti sa sklada z troch ¢lenov. Prvy ¢len AGHB)E je
zamerany na umrtnost’ deti, pri¢om parameter A odraza dojcenska timrtnost’, parameter B Sa
zameriava na mieru umrtnosti deti vo veku 1 roka a parameter C odzrkadl'uje umrtnost’ az
po dospelost’. Parametre A, B, C sa nachddzaju v intervale hodnét (0,1). Druha ¢ast’ modelu
De EUnx—InF)* o snayi opisal zvySent Umrtnost Umladych, tzv. “havarijny hrb®.
Havarijnému hrbu sme sa venovali v €asti 1.2 dizerta¢nej prace. Vyska havarijného hrbu je

uréena parametrom D, ktory nadobtida hodnoty v rozpiti od 0 po 1. Sirku havarijného hrbu
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udava parameter E, pre ktory plati E > 0. Parameter F urcuje, kde na vekovej osi sa
havarijny hrb nachadza. Posledny ¢len je pri tomto variante Heligmanovho-Pollardovho
modelu tvoreny Gompertzovym zdkonom umrtnosti a reprezentuje umrtnostné spravanie
dospelych I'udi. Hodnoty parametrov tohto ¢lena su z intervalu (0, o). Parameter G pritom
odraza uroven tmrtnosti dospelych a H vyjadruje mieru narastu umrtnosti, teda sklon
Gompertzovej krivky.

Heligman a Pollard publikovali este niekol’ko tvarov modelu, ktoré sa vo vSeobecnosti

lisili iba v poslednom ¢lene a ich najnovsi a zaroven najpresnejsi model vyzera takto

GH*

— AGHBE 4 pe—Elnx—InF)? 4
o 1+ GH*®

(3.6)
Heligmanove-Pollardove zakony umrtnosti moZeme povazovat za alternativu

ku Gompertzovmu-Makehamovmu modelu a ich vhodnost’ pre cely vekovy interval bola

otestovana na empirickych pozorovaniach umrtnostného spravania populdcie Australie

a Spojenych Statov americkych.

3.1.1.4 CoDe zakon umrtnosti

V roku 2016 predstavili holandski vyskumnici Joop de Beer a Fanny Janssen novy
model imrtnosti. Dali mu pomenovanie CoDe, ¢o predstavuje skratku anglickych pojmov
Compression (zhustovanie) a Delay (oneskorenie), pretoze vyznam tohto modelu spociva
Vv rozliSovani efektov zhustovania (mensia variabilita amrti podl'a veku) a oneskorenia
(posun rozdelenia veku v ¢ase umrtia na star$i vek) umrtnostného spravania ludskej
populacie. Rovnako ako Heligmanov-Pollardov zakon umrtnosti je tento model
aplikovatel'ny pre celé vekové rozpitie.

CoDe zakon umrtnosti sa sklada z piatich aditivnych ¢lenov reprezentujucich umrtnost’
v za sebou iducich fazach zivota (detska umrtnost, umrtnost mladistvych a imrtnost’
v obdobi rannej dospelosti, neskorej dospelosti, ale aj v starobe) a zahfiia modalny vek
pri umrti ako parameter, ktory zohl'adiiuje oneskorenie imrtnosti. Model opisuje umrtnost’
deti a mladistvych pomocou dvoch jednoduchych matematickych funkcii a v ro6znych fazach

dospelosti pouziva na opis umrtnosti zmieSany logisticky model sréznym sklonom
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pre mladych dospelych, dospelych aludi vo vy$Som veku. CoDe zdkon Umrtnosti je

definovany takto
A ae™~—™ b, eb1(x=M) (3.7)
Qy = + —+I(x <M —h) +
* x+B 14e&-m 1+ﬁ€b1(x_M)
)
bzebz(x_M) bsebB(x_M)
+I(M-—h<x<M) A +c|+I(x>M) 5 +c,
1 _.|_ _Zebz(x—M) 1 _l_ _3€b3(x—M)
g g

Zo vztahu (3.7) mézeme vidiet, Ze CoDe model tvori az 10 parametrov, pri¢om Sest’
z nich sa v ¢ase meni. Prvy ¢len je zamerany na umrtnost’ v nizkom veku a predpoklada
inverzny vztah medzi umrtnostou a vekom. Obsahuje dva parametre, z ktorych A odraza
doj¢enskii imrtnost’, B reprezentuje detskii imrtnost’ a zaroven je ovplyvneny mierou
poklesu umrtnosti deti po prvom roku zivota. Efekt zmien v hodnote parametra B je v Case
relativne maly, preto zmeny umrtnosti v detstve mozno prisidit’ najméd zmenam parametra
A. Interpretacia tohto parametra je potom jednoduchd, ¢im nizSia je hodnota parametra A,
tym nizsia je Groven detskej imrtnosti.

Havarijny hrb sa prejavuje prudkym narastom miery umrtnosti pocas rokov

dospievania, ktora sa nasledne ustali eSte pred zaciatkom dospelosti. Tento jav je v modeli

(x=m)

zachyteny pomocou druhé¢ho ¢lena CoDe zdkona umrtnosti % Parameter m

predstavuje vek, v ktorom je narast miery Gimrtnosti najprudsi a a slizi na opis tumrtnosti
sposobenej d’al§imi faktormi. V naSich udajoch je najprudsi nérast viditeny od veku 16
rokov, ¢o kore$ponduje aj s krajinami, na ktorych bol CoDe model testovany (Japonsko,
Franctzsko, Déansko).

Na rozlisenie roznych faz timrtnosti v dospelosti sme pouzili funkciu indikatora I(*),
kde M je hodnota modalneho veku pri imrti a h si zvolime 30, aby jednotlivé Zivotné fazy
boli dobre interpretovatel'né. Priemerna hodnota modalneho veku pre nase tdaje predstavuje
okolo 80 rokov zivota, z ¢oho vyplyva, Ze parameter b, reprezentuje sklon imrtnosti do veku
50 rokov (skord dospelost’), b, opisuje uroven umrtnosti medzi 50 az 80 rokom Zivota
(neskora dospelost’) a parameter b; vyjadruje narast imrtnosti v zavislosti od veku pre osoby

nad 80 rokov (staroba). Sucast'ou modelu st aj dve konStanty c; a c,, ktoré sa vypocitaju
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Z ostatnych parametrov a sluzia na to, aby medzi uroviiami imrtnosti v réznych fazach

zivota bol plynuly prechod. Ich hodnotu dostaneme dosadenim do nasledujucich vzt'ahov

by(-1) ba(-1)
o =8 - (38)
L+ Denen 1y B2onen
g g
b, by
C=—7p Ta b (3.9)
1+-2 1+-2 '
g g

Poslednym parametrom je parameter g, ktory predstavuje horni hranicu miery
umrtnosti, teda hodnotu, ku ktorej sa priblizuje pravdepodobnost’ umrtia osoby vo veku
nad 110 rokov. Pre stbor krajin so spol'ahlivymi udajmi odhadol Gampe (2010), ze
pravdepodobnost’ umrtia nad 110 rokov sa rovna 0,5. HMD (Human mortality database)
predpokladad, ze vekovo Specifické centralna miera umrtnosti ma hornu hranicu rovnu jedne;j
(Wilmoth akol., 2017), ¢o by znamenalo, ze horna hranica pravdepodobnosti tmrtia sa
rovna 0,632 (podl'a vztahu (3.2)). Ked’Ze pravdepodobnosti iimrtia sa priblizuji k hornej
hranici vo vel'mi vysokom veku a v dizertacnej praci pouzivame udaje o imrtnosti do veku
100 rokov, ocakéava sa, Ze nas predpoklad pre parameter g bude mat minimalny vplyv
na vysledok, preto pouzijeme rovnaky predpoklad ako samotny predstavitelia modelu Beer
a Janssen (2016), podl'a ktorych sa tato hodnota rovna priblizne 0,7. Po doplneni vsetkych

¢asovo nezavislych parametrov, bude mat’ vysledny CoDe zdkon umrtnosti nasledovny tvar

A ae(x—16) blebl(x—SO)
¥ x4+B 1+4e(-16) 1 +%eb1(x—80)
+1(50 < x < 80) 5 + ¢ |+ 1(x > 80) +c, .
1 _l_ 0_?7€b2(x—80) 1 _l_ 0 ?’7 eb3(x—80)

) )

3.1.2 Stochastické modely

Stochastické modely sa kvoli zjednoduSeniu zvyknl oznacovat M1, M2, atd’. a st
zosumarizované V tabulke ¢. 3. Niektoré z tychto modelov si vyzaduju urcité obmedzenia
parametrov. Pocet obmedzeni parametrov pozadovany pre kazdy model je uvedeny

v zatvorkach, taktiez v tabul’ke &. 3.
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Tabulka ¢. 3 - Zakladné stochastické modely I'udskej umrtnosti

M1: Lee-Carter model (1992)

In(my.) = B + pPx® (2 obmedzenia)

M2: Renshaw-Haberman model (2006)

In(my,) = B + Pk + gy, (4 obmedzenia)

M3: Currie Age-Period-Cohort model APC (2006)

In(my,) = sV + n&1K§2) + n;lyt“; (3 obmedzenia)

M4: Currie, Durban, and Eilers model P-splines (2004)

In(my,) = Xy 0:jBij (¢, x) (bez obmedzent)

M5: Cairns-Blake-Dowd model CBD-1 (2006)

logit (qye ) = kD + kP (x - %) (bez obmedzeni)

M®6: Cairns et al. model (2009)

(3)

logit (th ) = K(l) + Ktz)(x X)+ v (2 obmedzenia)

MT7: Cairns et al. model CBD-2 (2007)

logit (qye ) = KE + KEZ)(X %) + K(3)((x -X)? -6+ y(4) (3 obmedzenia)

M8: Cairns et al. model CBD-3 (2007)

logit (qy,. ) = K(l) + Ktz)(x X) + y(3) (xc —x) (1 obmedzenie)

Zdroj: vlastné spracovanie

V stochastickych modeloch budeme pouzivat’ nasledujuce oznacenia parametrov:
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B, odraza efekt umrtnosti spojeny s vekom. Vekové efekty sa tykaji zmien
Vv zivotnych skusenostiach v dosledku chronologického veku.

k; reprezentuje efekt periody. Je vysledkom vonkajSich faktorov, ktoré v uritom
kalendarnom ¢ase rovnako ovplyviuju vsetky vekové skupiny. Moze vzniknit z radu
environmentalnych, socidlnych a ekonomickych faktorov, napr. vojna, hladomor,
hospodarska kriza. Tento parameter je zavisly od Casu.

Y. odzrkadl'uje efekt tykajuci sa kohorty, pricom ¢ = t — x oznacuje rok narodenia.
Kohorta predstavuje skupinu osdb, u ktorej doslo v rovnakom case k nejakej

vyznamnej demografickej udalosti. Medzi efekty kohorty patria spolocenské



a historické zmeny ovplyviujice konkrétnu skupinu so zdiel'anou udalostou (napr.
sobas alebo vojna).

Modely M1 az M3 mézeme oznacit’ ako modely patriace do rodiny zov§eobecnenych
modelov Lee-Carter a modely M5 — M8 patria k ¢lenom rodiny zovSeobecnenych modelov
CBD-Perks. Vsetky modely M1 — M3 a M5 — M8 zdiel'aju rovnaky zakladny predpoklad, ze
vekové, periddové a kohortné efekty su svojou povahou kvalitativne odlisné, a preto je
potrebné ich modelovat’ réznymi spdsobmi. Naproti tomu modely P-splines, M4,
predpokladaju, Zze v podkladovych povrchoch timrtnosti je hladkost’ tak v periddovych, ako
aj vo vekovych a kohortnych efektoch. Modely M5 — M8 sa lisia od modelov M1 — M3 tym,
ze predpokladaju funkény vztah (a teda hladkost’) medzi mierami iimrtnosti v susednych
vekovych skupinach v rovnakom roku.

Od vsetkych stochastickych modelov sa pozaduje, aby parametre zavislé od ¢asu boli
vzhl'adom k prediZeniu modelovaného obdobia tiplne robustné. To znamen4, ze ked’ budu
k dispozicii udaje o timrtnosti za d’al$i rok, tak sa podl'a nich aktualizuje stochasticky model,
no casovo zavislé parametre v predchadzajtcich rokoch to neovplyvni. Této vlastnost’, ktort
nazyvame invariantnost’ vo¢i novym tdajom, je zasadne dblezita, pretoze sledovanie vyvoja

tychto parametrov by bolo nemozné, ak by sa menili ich historické hodnoty.
3.1.2.1 Lee-Carter trieda modelov

Ronald Demos Lee a Lawrence Carter predstavili prvy stochasticky model umrtnosti
vroku 1992. Tento model spocival v kombinacii demografického modelu umrtnosti
s metddami progndzovania Casovych radov. Lee a Carter (1992) predpokladali, Ze logaritmy

centralnych mier umrtnosti vyhovuji vztahu
ln(mx,t) = 3,51) + ,B,EZ)KEZ) + &yt (3.10)

Parameter ,8,51) opisuje vSeobecny tvar logaritmu centralnej miery imrtnosti naprie¢
vekom. Tento parameter nie je zavisly od Casu a predstavuje priemernt Umrtnost’ I'udi
Vv konkrétnom veku x. Jediny prvok zavisly od ¢asu je parameter Kt(z)’ ktory charakterizuje
fluktudciu trovne umrtnosti v zavislosti od ¢asu. Ak poklesne, znamena to, Ze timrtnost’ sa

zlepsila a naopak, ak vzrastie, sved¢i to o zhorSujlcej sa trovni umrtnosti. Parameter ,B,EZ)
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urCuje, ako tito zmena Urovne uUmrtnosti ovplyvni centrdlnu mieru Umrtnosti m, .
v konkrétnom veku x. Ak je vysokd v porovnani s ur€itym vekom, znamena to, Ze imrtnost’
sa v tomto veku zlepSuje rychlejSie ako v inych vekovych skupinach. Naopak, ak by bol
tento parameter negativny, znamenalo by to, Ze umrtnost’ sa v tychto vekoch zhoruje. Clen
&yt 0draza ndhodnu zloZku spésobent historickymi vplyvmi, ktoré model nezachytil.

Pri odhadovani parametrov musime brat’ do tivahy obmedzenia, ktorych vyber nema
vplyv na kvalitu modelu, preto je ich stanovenie individudlne. V literatire sa vSak
najcastejSie stretdvame s obmedzeniami, ktoré navrhli samotni autori modelu, a teda, ze

SBP =1a3,k? =0.

Atraktivita tohto modelu suvisi najmé s jeho jednoduchost'ou, avsak ma aj nejaké slabé
stranky. Hlavna nevyhoda modelu spo¢iva v tom, Zze ma iba jeden faktor, o vedie
k dokonalej korelacii vyvoja umrtnosti vo vSetkych vekovych skupinach (trivialna korelacna
Struktura). Lee-Carterov model neobsahuje kohortny efekt a v pripade krajin, kde bol tento
efekt pozorovany v minulosti, tento model nie je vhodny na modelovanie, pretoze
nezodpoveda historickym udajom. Neistota budticich mier iimrtnosti je proporciondlna
k priemernej miere zlepSenia f3,, ktora pre vysoky vek moéze viest’ k tomu, Ze tato neistota
bude prili§ nizka, pretoZe miera historického zlepSenia bola vo vysokom veku €asto niZSia.
Aj napriek nevyhoddm tohto modelu, jeho jednoduchost’ viedla k tomu, Ze sa povazuje
za meradlo, na zéklade ktorého je mozné hodnotit’ d’alSie stochastické modely imrtnosti.
Existuje zna¢né mnozstvo literatury dopliujicej alebo upravujicej Lee-Carterov model,
napr. Booth a kol. (2006), Hainaut (2012) alebo Wolf (2004). Arthur Renshaw a Steven
Haberman vroku 2006 upravili Lee-Carterov model jednoduchym pridanim faktora
na zachytenie kohortového efektu (M2). Tento model sa ovel’a lepSie hodi pre krajiny ako
Spojené kralovstvo, kde bol identifikovany kohortny efekt. Trpi vSak nedostato¢nou
robustnost'ou, pravdepodobne kvoli pritomnosti viac ako jedného lokélneho maxima
vo funkcii maximalnej vierohodnosti.

lain Currie (2006) v publikacii poznamenal, ze aj ked’ model obsahuje kohortny efekt,
pre vacsinu simulovanych mier umrtnosti je korelacnd Struktura stile trividlna, pri¢om
simulované kohortné parametre su relevantné iba pre vysSi vek na vzdialenom konci
projekcie. Na zadklade tejto analyzy Currie pouzil na imrtnost’ zjednoduSeny model kohorty

podl'a veku (APC model — M3), ktory odstranil problém robustnosti, ale na tikor presnosti
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(kvality) modelu. Model APC mé povod v lekarskej Statistike a predchadza modelu Lee-
Cartera.

3.1.2.2 CBD-Perks trieda modelov

Andrew Cairns, David Blake a Kevin Dowd (2006) spozorovali, ze pre tudaje
Z Anglicka, Walesu a Spojenych S$tatov sa javilo, ze efekt kohorty odhadovanych mier
umrtnosti ma trend podla roku narodenia, a preto predstavili stochasticky model, ktory
obsahuje dva ¢asovo zavislé parametre. Model vyuziva relativnu jednoduchost’ (t. j. takmer
linearnost’ logaritmu g, ) Krivky miery umrtnosti vo vysSom veku. Hlavna nevyhoda
modelu CBD spociva v tom, Ze bol navrhnuty pre vyssi vek, ateda ignoruje potreby
modelovania umrtnosti v nizSom veku (napriklad havarijny hrb alebo doj¢enskt umrtnost’).
V publikécii Cairns a Kol. (2009) to autori argumentovali tym, ze vyznamné néklady spojené
s umrtnost’ou st v starSom veku, a preto sa ich modelovanie zameralo prave na vyssi vek.
Model priamo vyuZiva pravdepodobnost’ imrtia g, . namiesto centralnej miery umrtnosti

m, . a moézeme ho vyjadrit’ v tvare logitovej, resp. logaritmickej funkcie takto

logit (qx,t) =In <qx—t> = Kgl) + ng) (x—X) + &yt (3.11)
t

kde
o xjevek(x = x;,%...,%p),
o tjerok(t = ty,ty...,t,),
® gy je pravdepodobnost’ umrtia, ktora predstavuje pravdepodobnost, Ze jedinec
vo veku x v Gase t zomrie v priebehu jedného roku (v Easovom intervale medzi t a
t + 1),

dx,
1-q

e In ( Tt ) reprezentuje logisticku transformaciu g, ;, priCom

* vyjadruje Sancu
1-qxt xt

na umrtie,

J zcgl) a KEZ)

su dva stochastické parametre a predstavuju dva Casové indexy modelu,
e X je priemerny modelovany vek,

e &, odrdza ndhodnu zlozku sp6sobent historickymi vplyvmi, ktoré model nezachytil.
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Vzhl'adom na jednoduchu Struktiru je mozné indexy Umrtnosti, teda parametre CBD
modelu, jednoducho interpretovat’. Casovy index KEI) je uroviiova konstanta modelu, ktora

reprezentuje uroven umrtnosti v ¢ase t a ovplyviuje kazdy vek rovnakym sposobom.

Znizenie hodnoty K,El) teda spdsobi paralelny posun logisticky transformovanej krivky

umrtnosti nadol. Inak povedané, ak sa ¢asom zniZuje, znamena to, ze umrtnost’ v priecbehu

Casu klesala u vSetkych vekovych skupin. Parameter ng) predstavuje sklon logisticky
transformovanej krivky. Kazdy vek je tymto parametrom ovplyvneny inak. ZvySenie indexu
umrtnosti KEZ) spOsobi narast strmosti logisticky transformovanej krivky Umrtnosti, ¢o
znamena, ze umrtnost’ (v logistickej mierke) v mladsom veku (pod priemernym vekom )

sa zlepSuje rychlejsie ako v starSom veku (nad priemernym vekom X). Model nevyzaduje

d’alsie obmedzenia. Na odhadnutie parametrov CBD modelu sa mdze pouzit metdda

najmensich stvorcov. V tomto pripade sa dvojica parametrov (Kgl), ng)) odhaduje zvlast
pre kazdé obdobie t, pricom presnost’ odhadov rastie so zvd¢Sovanim rozsahu vstupnych
udajov (s dlh§im obdobim analyzy).

CBD model neobsahuje ziadny kohortny efekt, ¢o vSak napravili Cairns a kol. (2009),
ktori pridali kohortny efekt navyse k existujacim dvom periodovym efektom (M6). Neskor
sa vytvorila aj d’alia Giprava umoziujica, aby sa kohortny efekt casom zmenSoval (MS).
Okrem toho existuje eSte jeden model ztriedy CBD-Perks modelov, ktory je
zovSeobecnenim modelu M6 a obsahuje navySe eSte kvadraticky vyraz kohortného efektu.
Zahrnutie kvadratického vyrazu je inSpirované moZznym zakrivenim identifikovanym

v grafoch logit (g, ).
3.1.2.3 Dalsie stochastické modely
Pristup, ktory sa stal popularnym vo Velkej Britanii, je pouzitie penalizovanych splines

(P-splines — M4), ktoré navrhli v roku 2004 lain Currie, Maria Durban a Paul Eilers.

Vseobecny model ma tvar

ln(mx‘t) = Z el]Bl](t’ .X')
ij
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kde B;;(t, x) st vopred ur¢ené zakladné funkcie s pravidelne rozmiestnenymi uzlami a 6;;
su parametre, ktoré je potrebné odhadnut’.

Okrem zakladnych stochastickych modelov umrtnosti sa vV neskorSom obdobi objavili
také, ktoré sa snazili spojit’ pozitivne aspekty uz existujucich modelov. Vysledkom toho bol
napriklad Richardov Platov $tvorfaktorovy model, ktory vychadzal z modelu Lee-Cartera,
a ktory pridal faktory na zachytenie druhého vekovo periodového efektu podl'a modelu CBD
a kohortového efektu podl'a modelu Renshawa a Habermana. Inovacia v Platovom modeli
potom spocivala v pridani d’alSieho periodového efektu ovplyviiujuceho iba nizsie vekové
kategorie a je navrhnuty tak, aby umoznoval prispdsobenie modelu celému vekovému
intervalu. Colin O’Hare a Youwei Li (2012) upravili Platov model tak, aby lepsie vyhovoval
SirSiemu  vekovému rozpdtiu. Vylepsili Platovu Specifikdciu pridanim kvadratického
vekového efektu pre mladsSie veky. Pre viac informacii ohl'adom stochastickych modelov

umrtnosti odporti¢ame napriklad publikaciu O’Hare a Li (2017).

3.2 Metody odhadu parametrov deterministickych modelov imrtnosti

Zakony umrtnosti patria k parametrickym modelom a na ich odhad mézeme pouzit
metody nelinedrnej regresnej analyzy. Cielom nelinedrnej regresnej analyzy je najst’ vztah
medzi zavislou premennou (v naSom pripade miera Umrtnosti q,, intenzita amrtnosti [,
alebo centralna miera umrtnosti m,) a jednou alebo viacerymi nezavislymi premennymi
(vek). V softvéri SAS Enterprise Guide st dostupné tri najpouzivanejsie iteraéné metody:
Gaussova-Newtonova metdda, Gradientna metoda a Levenbergova-Marquardtova metdda.
Pri tychto metddach uvazujeme o nelinearnej regresnej funkcii s vektorom parametrov
0 = (64,0,, ..., 0;). Podstata metdd spociva v ndjdeni takych odhadov parametrov regresnej
funkcie, pre ktoré plati, ze sucet Stvorcov odchylok regresnej funkcie od pozorovanych

hodnét je o najmensi.

n

S(0) = ) [y~ f(x, OF — min
i=1
Vychodiskovym bodom metdod su pociatocné (vstupné) odhady parametrov
0° = (62, 82, 83, ..., B), ktoré sa v jednotlivych iterdciach vylepSuji. V-te vylepsené
odhady ziskané vo  v-tej iteracii, pricom v = 0,1,2..., sa oznafuju
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v =(67, 67, 0%, ..., 67).V kazdej iteracii sa poc¢ita hodnota funkcie S(67), pri¢om by
malo platit S(@7*1) < §(07), ¢o znamena, Ze regresna funkcia s parametrami odhadnutymi
v iteracii (v + 1) lepSie opisuje cielovu premennt (vysvetl'ovanu premenntl) ako regresna

funkcia s parametrami odhadnutymi vo v-tej iteracii.
3.2.1 Gaussova - Newtonova metoda

Gaussova-Newtonova metoda patri medzi iteracné metody, ktoré vyuzivaju derivaciu
funkcie. Nazyva sa niekedy aj metoda linearizacie, pretoZe VO v-tej iteracii vyuziva linearnu
aproximaciu funkcie f(x;, @) prostrednictvom Taylorovho rozvoja 1. radu v bode 6".

of (x;, 9)

f(xi; 0) = f(xii av) + 25€=1{[ 26, ’ (BJ - 9};)} + &; (312)

]9=9v
kazdej iteracii (v = 0,1, 2, ...) sa urobia substitlcie:

fiv = (xi' ev)
B =6; -6/

of (x;, 9)]
T

5 =

¢o ndm umoznuje nelinearny regresny model prepisat’ do linearneho tvaru
Vi— [ =X BYIE + & (3.13)
Rovnicu (3.13) vieme tiez zapisat’ ako
yw=JB" +¢ (3.14)
Vektor parametrov BY tohto regresného modelu sa odhadne metodou najmensich $tvorcov,
B =(q )Ty =TT (v~ £ (3.15)
a z jeho odhadu B sa vypotita vektor vylepsenych odhadov pre iterdciu (v + 1) takto:

0"l =9V + B (3.16)
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Iteracny postup pokracuje az dovtedy, kym nie je splnené konvergencné kritérium, teda
pokial’ neplati
67 +A1 -67

14
0;

) (3.17)

kde & je vopred uréené malé kladné &islo, najcastejsie 107°.

Gaussova-Newtonova metoda dosahuje dobré vysledky, ak bol dobry poc¢iato¢ny odhad
parametrov, ak je regresnd funkcia takmer linedrna alebo v pripade, Ze maju rezidua
striedavé znamienka. Nevyhodou tejto metddy je, Ze niekedy konverguje vel'mi pomaly, ¢o
vedie k velkému poctu iteracii. V urcitych pripadoch méze dokonca oscilovat’. Vtedy sa rast

a pokles suctu stvorcov S(0) opakuje, az pokial’ sa hodnota nestabilizuje.
3.2.2 Gradientna metoda

Zakladna stratégia gradientnej metddy inak nazyvanej aj metdda najstrmsieho zostupu
spoCiva v iteranom sposobe hladania globalneho minima funkcie S(@) priamou
minimalizaciou. Za¢ina sa v zadiatoénych odhadoch 8° = (87, 62, 62, ..., 6), pre ktoré
sa vypocita sucet Stvorcov S(@). Hodnota parametra sa zvySi o mali hodnotu. Ak sucet
Stvorcov poklesne, pokracuje sa vo zvySovani hodnoty parametra. Ak vSak hodnota S(0)
vzrastie, hodnota parametra sa vrati na povodnu uroven a nasledne sa zniZi. Tento postup sa
opakuje velakrat, pri¢om kazdy krok by mal viest’ k zniZeniu hodnoty suctu Stvorcov S(8).
Ak hodnota S(0) namiesto toho vzrastie, tak krok bol velky a presko€ilo sa minimum
funkcie S(0). V takomto pripade sa velkost kroku zmens$i a pokracuje sa uvedenym
algoritmom. Proces sa kon¢i, ak sa najde bod, ktory je podla konvergencného kritéria
dostato¢ne blizky globalnemu minimu funkcie S(@).

Gradientna metdda je typ iteracnej metody, ktora vyuziva gradient funkcie. Funkcia
S(0) klesa v smere zaporného gradientu. V pripade, ze mame hodnotu suctu Stvorcov

funkcie f(x;, @), potom smer funkcie sa pohybuje v smere
1950) _

o = Iy —1(6")] (3.18)

kde matica J je Jakobian funkcie f(x;, 0).
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Vseobecny zapis na urcenie vektora vylepsenych odhadov pre iteraciu (v + 1) vyzera
takto
6" =0 + " [y - £(6")] (3.19)

kde A predstavuje skalar, ktory zvolime tak, aby platilo
5(0° + A"y — f(6")]) < 5(8%) (3.20)

Gradientna metdda pracuje efektivne v prvych iteraciach, kde je schopna aj v pripade
zlych pociatoénych odhadov najst vhodny smer k minimu funkcie S(0). AvsSak
Vv poslednych iteraciach, v oblasti okolo minima funkcie S(@), ma tendenciu konvergovat’
pomaly alebo oscilovat. Aj ztohto dovodu sa gradientna metdoda pouziva Castokrat
na uréenie oblasti, v ktorej je najvyssia pravdepodobnost’ dosiahnutia optimalnej hodnoty

pri postupe z vychodiskového pociatocného odhadu optimalnych podmienok.

3.2.3 Levenbergova - Marquardtova metoda

Levenbergova-Marquardtova metdda je rovnako ako Gaussova-Newtonova metdda
modifikaciou jednoduchej linearizacie. Tuto metodu odhadu parametrov v roku 1944
publikoval Kenneth Levenberg. Neskor v roku 1963 ju znovuobjavil americky Statistik
Donald Marquardt. Obcas zvykne byt oznacovand pojmom Marquardtov kompromis,
pretoze sa poktsa skibit vyhody vyssie spominanych metoéd (Gaussovej-Newtonovej
metody a Gradientnej metody).

Rovnako ako pri predoslych metdodach vychadzame z pociatocného vektora parametrov

0°. Vseobecne mozeme nasledujucu iteraciu vektora vylepsenych odhadov zapisat takto
0'=0°+6 (3.21)

pricom § je parameter, na urcenie ktorého je funkcia f(x; 6 + &) aproximovana

linearizaénym vzt'ahom

f(x;, 6+8) = f(x;, 0)+]6 (3.22)
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f(xi, 6)

v ktorom | = 2 5 uruje gradient funkcie f(x;, @) vzhl'adom na vektor parametrov 6.

Vo funkcii minimalnej sumy $tvorcov S(0) bude gradient vzhl'adom na vektor 6 nulovy.

Pomocou aproximacie (3.22) vyjadrime
S0 +06) ~ lly—f(© —Jsl* (3.23)

Nasledne, ked’ funkciu zderivujeme podla § a polozime ju rovni nule, upravou

dostaneme vzt'ah

J'Ns=J"ly—fo)] (3.24)

vysledkom ¢oho je sustava linearnych rovnic, ktorej rieSenim je parameter §. (Marquardtq,
1963). Levenberg d’alej rozvinul metddu tym, Ze nahradil rovnicu (3.24), tzv. tlmenym

variantom

J'J+2aDs =]y - f(0)] (3.25)

kde I je jednotkova matica, ktora vyjadruje prirastok § k odhadu vektora parametrov @ a A
je timeny faktor, pre ktory plati A > 0.V pripade, Zze dochadza k vyraznému ubytku funkcie
stétu Stvorcov S(0), vyuzivajh sa nizsie hodnoty timeného faktora a algoritmus sa priblizuje
ku Gaussovej-Newtonovej metode. V opacnom pripade, ked pri iteracii neklesa sucet
Stvorcov dostatocne rychlo, timeny faktor A sa zvySuje a algoritmus prepne na algoritmus
Gradientnej metody.

Nevyhodou Levenbergovho algoritmu je, ze pokial’ je parameter § privelky, nema
vyznam pouzitie inverzie matice (J7J + AI). Preto Marquardt rovnicu (3.25) upravil tak, Ze
jednotkova maticu I nahradil diagonalnou maticou su¢inu J7J. Finalny Levenbergov-

Marquardtov algoritmus vieme nasledne vyjadrit’ vztahom

(J7J]+2-diagd™D)s =J"[y — f(0)] (3.26)

pricom diag(JT]) je spominana diagonalna matica si¢inu matic J7J (Levenberga, 1944).
Hodnoty tlmeného faktora A mozu byt roézne v zavislosti od pouzitého softvéru.
V softvéri SAS Enterprise Guide je vychodiskovou hodnotou A = 1078, pricom pri kazdej

d’alSej iterécii je tlmeny faktor nasobeny desiatkou, az kym neplati

S(6%+1) < 5(8%) (3.27)
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zabezpecit, aby funkcia suctu Stvorcov klesala kazdou iterdciou. Vysledny vektor
odhadnutych parametrov vypocitany pomocou Levenbergovej-Marquardtovej metody sa
spravidla nachadza medzi vektormi vypocitanymi pomocou Gaussovej-Newtonovej

a Gradientnej metody.

3.3 Metody odhadu parametrov stochastickych modelov imrtnosti

Na odhad parametrov stochastickych modelov umrtnosti mézeme pouzit metodu
najmensich $tvorcov. Vzhl'adom na to, Zze Cairns-Blake-Dowdov model vyuziva takmer
linedrnost’ logaritmu miery umrtnosti g, . vo vy$som veku, budeme k nemu pristupovat’ ako
k linearnemu regresnému modelu. Parametre Lee-Carterovho modelu nie je mozné
odhadniit’ pomocou beznych regresnych metoéd, a preto, aby sme minimalizovali sucet
Stvorcov, pouzijeme blizku aproximéciu pomocou metddy singuldrneho rozkladu matice
za predpokladu, Ze rezidua st homoskedastické. Casovo zavislé parametre tychto modelov
su stochastické procesy, na progndzovanie ktorych pouzijeme metodu autoregresného

integrovaného kizavého priemeru ARIMA.

3.3.1 Metoda najmensich stvorcov

Metdda najmensich §tvorcov je matematicko-statistickd metdoda pre aproximaciu
dvojice nameranych udajov [x,y]. Aproximaciou je myslené ¢o najlep$ie priblizenie sa
ku skuto¢nej hodnote. V dnesnej dobe sa metéda najmensich $tvorcov Casto pouziva
na vyhladanie alebo odhad numerickych hodndt parametrov na prisposobenie funkcie
mnozine udajov a na charakterizaciu Statistickych vlastnosti odhadov. Metdda existuje
s niekol’kymi variaciami:

e obycajna metoda najmensich stvorcov (OLS — Ordinary least square),

e vazena metoda najmensich Stvorcov (WLS — Weithed least square),

e alternativna metoda najmensich stvorcov (ALS — Alternative least square),
e parcialna metdda najmensich Stvorcov (PLS — Parcial least square).

NajcastejSim, a tieZ najstarSim pouzitim metdody najmensich Stvorcov je regresna analyza,
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ktord spociva v najdeni krivky, ktord najlepSie vyhovuje mnozine datovych bodov.
Pre dvojrozmerni ndhodnii premennu [x,y] je ulohou najst funkénu zavislost
y = f(x,Bo, -, Br) @ odhadnit nezndme parametre f, ..., fx, pricom odhady nezndmych
parametrov volime tak, aby minimalizovali rezidua, ktoré predstavuju rozdiely
medzi teoretickymi a skuto¢nymi (nameranymi) hodnotami premennej y. Ked'Ze rozdiely
mozu nadobudat’ ako kladné, tak aj zdporné hodnoty, umocniuja sa na druhu a pocitaja sa ich
stcty. Minimalizujeme Vvlastne funkciu T, ¢o je sucet kvadratickych odchylok (Stvorcov)

teoretickych a skuto¢nych hodnot premennej y.

n

T(Bov s Bi) = ) i = i Boy wos B (3:28)

i=1

Funkcia f sa nazyva regresna funkcia. Ak ma regresna funkcia kone¢né prvé parcialne
derivacie podla vietkych parametrov f3y, ..., B, potom odhady parametrov ziskame rieSenim

(k + 1) rovnic o (k + 1) neznamych, teda

—=0prei=1,..,k (3.29)

9B
Najjednoduch§im pripadom pouzitia metddy najmensSich Stvorcov je prelozenie
(aproximécia) nameranych udajov priamkou (linearna regresia). Pri linedrnej regresii

S jednou premennou je regresna funkcia vyjadrena vztahom

Vi = Bo + B1x; (3.30)

Rovnica zahfiia dva parametre, ktoré vyjadruju priesecnik (fS,) SYy-0sou a sklon
regresnej priamky (f;), o je tzv. smernica priamky. Parameter 3, sa zvykne nazyvat’ aj ako
lokujtica alebo trovilovd konStanta a vyjadruje ocakavanu uroven zévislej premennej
pri nulovej hodnote nezavislej premennej. [5; charakterizuje zmenu zavislej premennej,
ktora zodpoveda zmene nezavislej premennej o jednu jej jednotku. Metoda najmensich

Stvorcov definuje odhad tychto parametrov ako hodnoty, ktoré minimalizuji vyraz

T = Z[)’i - 9i1* = Z[}’i — Bo — Brxi]? (3.31)

l 12

55



Matematicky ide o uréenie lokalneho extrému funkcie, t. j. najdenie bodu, v ktorom
prva derivécia funkcie je rovné nule. Preto vyraz (3.31) derivujeme podla jednotlivych

parametrov a polozime ho rovny nule. Takto dostaneme ststavu rovnic:

oT _ 0(Xi=1[yi — Bo — B1xi1?)

= 3.32
2%, 5o 0 (3.92)
oT _ a(Z?=1[yi — Bo — ﬁ1xi]2) —0 (3.33)
B, 0B

RieSenim prisluSnej sustavy dvoch rovnic o dvoch neznamych st odhady parametrov
Bo a By vtvare
Te Vi i1 X = Mg Xy Xl Vi
nXin % — Qg x)?
B, = n Y= YiXi — Ni=1 Vi Xi=1 Xi (3.35)
nXin % — Qg x)?

Bo = (3.34)

Odhady metddy najmensich Stvorcov maju silné Statistické vlastnosti. Konkrétne, ked’
(1) ziskan¢ udaje tvoria nahodnt vzorku z presne definovanej populacie,
(2) populacny model je linearny,
(3) reziduum ma nulovu o¢akavanu hodnotu,
(4) vysvetl'ujuce premenné su linearne nezavislé,
(5) rezidua maji normalne rozdelenie, priCom su tiez nekorelované s nezavislymi
premennymi a& maju konStantny rozptyl (takzvany predpoklad homoskedasticity).

Napriek svojej popularite a vSestrannosti ma metdda najmenSich Stvorcov svoje
problémy. Pravdepodobne najddlezitejSou nevyhodou je jej vysoka citlivost’ na extrémne
pozorovania. Je to dosledok pouzitia “Stvorcov®, pretoze druhé umocnenie zvacsuje vel'kost

rozdielov, a preto dava extrémnym pozorovaniam ovel'a vacsi vyznam.

Aplikacia metody najmenSich Stvorcov na Lee-Carter model

Singularny rozklad matice (SVD)

Postup, ktory pouzili aj samotni autori Lee-Carterovho modelu, je spojenim metddy
najmensich Stvorcov a singuldrneho rozkladu matice. Vychadzame zo $tatistického modelu

v tvare Lee-Carterovho modelu (3.10). Potom funkcia, ktort minimalizujeme, vyzera takto
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0=, Z in(ee) - B - B (3:39)

Parameter ﬁ,(cl) dostaneme, ked’ derivaciu funkcie Q podla ,8951) polozime rovnu 0.

i Z () — B — ,EZ)ng)) =0 (3.37)

x=xq t=tq

Po upravach pri zohladneni obmedzeni tohto modelu ), 3 @ -1 a Dt K(Z) =0

dostaneme, ze parameter ﬁxl je rovny

1
1S T 3.38
¥otg -t +1 Z In (1) (3.38)

Na odhad zvyS$nych parametrov Lee-Carterovho modelu nie je mozné pouZit
jednoduchy regresny model, pretoZze tento model nemé beznu Strukturu, a tak nie je mozné
parametre 3, @ 4 Kt(z) jednoznacne vyjadrit’. Z tohto dovodu sa na odhad najcastejSie pouziva
singularny rozklad matice (Singular value decomposition — SVD) (Haberman a Russolillo,
2005). Singularny rozklad matice je metdda pozostavajica z transformacie korelovanych
premennych na mnozinu nekorelovanych premennych. Je zaloZzend na vete z linearnej

algebry, ktora hovori, Ze maticu A mozno rozlozit' na tri matice - ortogonalnu maticu U,

diagonalnu maticu D a transponovantl ortogonalnu maticu V. Ked’Zze uz mame odhadnuty

parameter 3, 3 , singularny rozklad matice pouzijeme na maticu Z, pre ktort plati
Z = In(y,) — BV = pPik® (3.39)

Nasou ulohou je n4jst’ odhady parametrov ,B,E a ng), ktoré minimalizuju funkciu

R= i Z 7 - Pk <2>) (3.40)

x=x1 t=t1

Na zéklade singularneho rozkladu matice stanovime maticu Z!Z, ktord ma rozmer

[tq -t + 1] X [tq -t + 1]. Rovnako vymedzime maticu ZZT  srozmerom
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[xp —xq + 1] X [tq -t + 1]. Maticu Z moézeme aproximovat’ pomocou jej najvacsich
hodndt, a preto oznac¢me u4 vlastny vektor prisluchajici najviacsej vlastnej hodnote vektora
matice ZT Z a podobne oznadime v, vlastny vektor, ktory zodpoveda najvicsiemu vlastnému
&islu matice ZZT. Zodpovedajicu aproximaciu matice Z podl'a metédy najmensich $tvorcov

za pouzitia prvej najvacsej hodnoty predstavuje
Z~7"= \//1_1771”7{ (3.41)

Vychodiskom aproximacie st odhady parametrov, ktoré vyzeraju takto

0 = e — 3.42
x —x1+1 .
Z;Czlxl 171] ( )
Xp—xl‘l'l
j=1

priCom A; predstavuje prva zlozku singularneho rozkladu matice Z. V podstate je mozné
zahrnit’ do modelu aj viac zloziek singularneho rozkladu matice, avsak zatial’ sa nepodarilo
dokazat, Ze by sa tym zlepsila kvalita modelu. Alternativou k metode singularneho rozkladu
matice je napriklad Newton-Raphsonova metdda. Pre viac informécii ohladom Newton-

Raphsonovej metody odporuc¢ame pozriet’ publikaciu Pitacco (2009).

Haberman-Russolillo metdda

S pouzitim blizkej aproximdcie singularneho rozkladu matice (SVD) za predpokladu,
ze rezidua st homoskedastické, a ze st splnené obmedzenia )., ,(CZ) =la); KEZ) =0, ale
stale pomocou aplikovania metody najmensich §tvorcov prisli Haberman a Russolillo (2005)
kinym zaverom. Podl'a nich je postup vypoCtu parametrov Lee-Carterovho modelu

nasledovny:

1. Vypocet ,[?,El) — vzhl'adom na fakt, Ze tento parameter je fixny v Case, ale rozdielny

naprie¢ vekovymi skupinami, je vhodné ho vypocitat’ rovnako ako pri predchadzajice;j

metdde ako priemer vSetkych ,8,51) v priebehu Casu.
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1
=2 In (my) (3.44)

2. Len ¢o najdeme B,Sl) pre kazdy vek, je mozné vypocitat ;e§2). Vo vSeobecnosti

odhadujeme hodnoty parametra K§2) pre kazdy rok t podl'a vztahu:

R = (n (m) - B (3.45)

3. A,EZ) v rovnici Lee-Carterovho modelu (3.10) je v podstate sklon rozdielu medzi

logaritmom miery imrtnosti a ,[?,El) v Case t v konkrétnom veku x a hodnotami parametra

RP.

s _ ek (In (me) — B (3.46)
o Yt @2 .

4. V poslednom kroku sa odporuca prehodnotit’ ;et(z) takym sposobom, aby skuto¢na

;o v . , - A1 A(2 ’ roos
pozorovand uroveil umrtnosti bola v stlade s parametrami /3,5) a ,BJE ) ziskanymi

pre kazdy vek x. Iterativnym vyhladavanim ndjdeme novy odhad parametra ﬁt(z),

pricom pdvodny odhad upravime tak, aby skutocny celkovy pozorovany pocet imrti

T W, o) @ o
Y.x Dy ¢ sarovnal celkovym ocakavanym Gmrtiam ), L, , ePx " +Bx 1 pre kazdy rok t.

Itera¢na metoda v bode 4. prebieha nasledovne:

; r w11 . . @D, p@),.(2)
1) Porovname celkové o¢akavané umrtia Y, Lxrteﬁx B r

a skuto¢né pozorované
umrtia )}, D, ¢ V kazdom roku t.

2) Toto porovnanie odhali jeden z troch moznych stavov:
i.  Vpripade, Ze plati X, Ly, RSN Y% Dy t» potrebujeme znizit' o¢akdvané
umrtia a upravit’ odhadovany parameter 1%52) tak, Ze novy odhad l%'gz) bude:
R =@ —a), akr® >0
R'P = rP1+d),ak kR <0
pri¢om d predstavuje nejaké malé Cislo.

. o W, p@ (@ L
ii.  Pokial plati ¥, L, efx +Ax"%" =% D, ,, tak zastavime iteraény proces.
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W, @ @ , e
iii.  Napokonked plati Y, L, efx *Ax ®" < ¥ D, ., potrebujeme zvysit ocakavané

umrtia a upravit’ odhadovany parameter ;eﬁ” tak, Ze novy odhad ;e’§2) bude:
R'P =P +d),akr® >0
R = P11 -d),akr® <0
3) Vratime sa ku kroku 1).

Vysledok iteracného postupu sa lisSi od pdvodnych odhadov. Doévodom je, Ze nizke
miery umrtnosti mladych l'udi maju ovela nizs$i vplyv na celkovy pocet Umrti, ale
pri odhadovani prirodzenych logaritmov miery imrtnosti maju rovnaku vahu ako vysoké
miery umrtnosti starSich I'udi. Je tiez potrebné poznamenat, ze rozdiely vo velkostiach

’ ’ s v ’ A . . ’ ~(2
vekovych skupin tiez vedu k roznym vaham pri prehodnocovani parametra KE ),

Aplikdacia metody najmensich Stvorcov na CBD model

Metoda najmensieho $tvorca sa pouziva na odhad parametrov minimalizaciou suctu
Stvorcov rezidui. Aplikécia tejto metédy pre model CBD je nasledovna. Minimaliza¢na

funkcia ma tvar:

X tq 2
Ax, _
1= 2 2 (i) - ) 0

x=x1 t=tq

Aby sme minimalizovali funkciu J, zderivujeme funkciu (3.47) podra k™ a k* a

derivécie polozZime rovné nule, aby sme nasli stacionarny bod funkcie. Dostaneme

*p
a] Qxt (1) (2) _
—_— L A —_ —_ —_ = 3.48
a;cgl) z 2 (log <1 e kK, —Kk,(x—%)|=0 (3.48)
X=X1

Xp
d
aKt x=x1 1- Qx,t

Riesenim systému linedrnych rovnic ziskame najmensie $tvorcové odhady parametrov

modelu CBD.
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X Ax,t (2) «% _
sexy 10G (Jﬁ) — K Yol (x — %)

p

(3.50)

R =

pYl, (x—%)log (ﬂﬁ) -2, log (%) Tl (x = %)

PP, (-2 — (T, (k- D)

R = (3.51)

3.3.2 Prognozovanie — ARIMA modely

ARIMA modely patria do skupiny Box-Jenkinsovych metod. Tieto metody su
zakladom pre modelovanie rdznych druhov ¢asovych radov, od nestacionarnych cez sezénne
az po stacionarne a nestacionarne viacrozmerné Casové rady. Metodologia Box-Jenkins
vyuziva rezidudlnu zlozku ako vychodiskovi zlozku konstrukcie c¢asovych radov.
Rezidualnu zlozku moézu tvorit' aj korelované nahodné veliCiny, z ¢oho vyplyva, ze
prostrednictvom tejto metodolégie je mozné pracovat s Casovymi radmi, ktoré maja
navzajom zavislé pozorovania. Metody Box-Jenkinsa vytvaraji vel'mi presné prognostické
modely pre rozne druhy Udajov, priCom plati, ze vyuzivaju najnovSie pozorovania
pri analyzovani minulych chyb prognoz pre spravne odhadnutie budiiceho vyvoja.

Vyhodou Box-Jenkinsovych modelov je ich flexibilita, pretoze sa vel'mi rychlo
prispdsobuji zmenam v povahe procesu modelovania. Dalou vel’kou vyhodou je schopnost’
modelovat’ trend a aj sezonnu zlozku. Algoritmy su vSak pomerne zlozité a zahifiaji
niekol’ko iteraénych postupov s komplikovanymi vypoctami. Okrem toho pouZitie
metodologie vyzaduje vysokil mieru subjektivity, pri ktorej su potrebné¢ dlhodobejSie
skusenosti, pretoze je nutné vediet' si vybrat’ zo Sirokej Skaly autoregresnych modelov
a modelov integrovanych kizavych priemerov, ktorych je ARIMA stiéast'ou.

Prvkami Box-Jenkinsovych modelov su:

e Autoregresné cleny (AR) — tato zlozka vyjadruje vztah modelu k predchadzajacim
hodnotam (historii) casového radu a ma za nasledok pouzitie posunutej hodnoty rezidui.

e Cleny kizavych priemerov (MA) — ¢len, ktory sluzi na zlepSovanie prognodzy, pricom
vyuziva hodnoty rezidui z predchadzajucich predpovedi.

e Integracny clen (I) — prvok vyjadrujici rad, ktorym sa casovy rad diferencuje

S0 zamerom eliminovania nestacionarity.
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o Sezonna zloZka (S) — V pripade, ze Casové rady st v kratsich intervaloch ako je jeden
rok (Stvrtro¢nych, mesacnych, tyzdennych alebo dennych), odportca sa pouzit’ sezénne
autoregresné &leny (SAR) alebo sezénne ¢leny kizavych priemerov (SMA).

Vo vSeobecnosti mézeme postup tvorby Box-Jenkins modelov zapisat’ do Styroch krokov:
1. Identifikacia modelu — do identifikacie modelu patri vol'ba vyhovujiceho modelu
a urCenie poctu parametrov a druhu parametrov. Vol'ba modelu vyplyva z grafickej analyzy
autokorelacnej funkcie (AFC) a funkcie parcidlnej autokorelacie (PAFC). Pridanim
parametra do modelu rastie presnost odhadu, avSak znizuje sa jeho zrozumitelnost.
Podstatou je najst optimalnu rovnovdhu medzi presnostou a zrozumitelnostou
(jednoduchost'ou) modelu.

2. Odhad modelu — v dalsom kroku odhadneme vyhovujice modely a otestujeme
vyznamnost’ ich parametrov. Metéda najmensich §tvorcov je jedna z metdod na odhad
parametrov. Jej opis najdeme v Casti 3.3.1. Na posudenie kvality modelu sa pouzivaju
napriklad Akaikovo informacné kritérium (AIC) a Swarz-Bayesovo kritérium (SBC), ktoré
vyhodnocuji  optimalnu rovnovdhu medzi presnostou a jednoduchostou modelu.
Vo vseobecnosti plati, ze ked’ porovndvame vhodné modely, mensie hodnoty AIC a SBC
signalizuju viac vyhovujici model. Viac informacii o kritéridch najdeme v casti 3.4.

3. Verifikdcia modelu — nasledne je dolezité overit’ kvalitu modelu prostrednictvom rezidui.
Rezidua by mali byt nezavislé od ¢asu, a teda mali by byt takmer nahodné. V pripade, Ze
mame k dispozicii dlhé ¢asové rady, mézeme posudit’ stabilitu modelu pomocou spéatného
testovania (backtestingu). V takom pripade odhadneme model na kratSom ¢asovom intervale
a posudime kvalitu odhadu na zvy$nom ¢asovom intervale.

4. Prognozovanie — vyznam ARIMA modelov spociva v ich prognostickych vlastnostiach.
Kvalitu presnosti progndézy mozno posudit’ na zdklade porovnania odhadovanych hodnot
so skuto¢nou hodnotou sledovanej premennej. Na posudenie presnosti progndzy sa

pouzivaju najcastejSie MSE a RMSE, ktor¢ st opisané v Casti 3.4.

Proces ARIMA (p, d, q)

Proces ARIMA (p, d, g) sa pouziva na modelovanie nestacionarnych ¢asovych radov.
Nestacionarita je typickd pre ekonomické Casové rady a ma za nasledok pritomnost’ trendu.

Moze byt sposobend zmenami strednej hodnoty procesu alebo rozptylu procesu v case,
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pripadne oboje. Aby sme model stacionarizovali, mézeme pouzit’ diferenciu hodnoét d-teho
stupna. V praxi sa najcastejsie stretdvame s diferenciou prvého a druhého stupna.

Poradie modelu ARIMA (autoregresny integrovany kizavy priemer) sa zvydajne
oznacuje notaciou ARIMA (p, d, q), kde
e D je poradie autoregresnej Casti,
e d je poradie diferenciacie,
e (je poradie procesu kizavého priemeru.

V pripade, ze v modeli nie je Ziadna diferenciacia hodnét ¢asového radu (d = 0),
modely sa zvy¢ajne oznacuju ako modely ARMA (p, q).

Matematicky vieme ARIMA model zapisat’ v tvare

0(B)

We= i+ )

a; (3.52)

kde t predstavuje Casovy index, W; je rad odozvy alebo rozdiel hodnét radu odozvy, u
oznacuje stredni hodnotu, B je operator posunu (tzn. BX; = X;_;), ¢(B) znamena

autoregresny operator reprezentovany ako polyném operatora posunu B
(B) = 1= ¢:B — -~ ¢, B”

6(B) signalizuje operator kizavého priemeru, ktory je rovnako vyjadreny ako polyném
operatora posunu B

0(B)=1—6,B — -~ 6,B9

a napokon a; je nezavisla porucha, ktora sa oznacuje ako nahodna chyba. Pre jednoduchy

(nesezonny) model s moznostou diferencovania mézeme W, vyjadrit’ takto
W, = (1-B)%, (3.53)

Potom d’alSia moznost’ z&pisu tohto modelu vyzera nasledovne

¢(B)YW, — ) = 6(B)a; (3.54)
alebo
¢(B)W; = konstanta + 6(B)a; (3.55)
pricom konStanta = ¢(B)u = — ¢y — = — pp L.
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Urcenie stupna diferencie:

Stupen diferencie mozeme urcit’ viacerymi spdsobmi. Najjednoduchsim je posudenie
grafu casového radu. Ak ma linearny trend, tak na jeho stacionarizadciu nam postaci prva
diferencia. V pripade, Ze ide o kvadraticky trend, vhodné je pouzit’ druhu diferenciu.

Druhym variantom je zhodnotenie tvaru vyberovej autokorelac¢nej funkcie (VACF)
a vyberovej parcialnej autokorelacnej funkcie (VPACF). Ak je zaciatocnd hodnota VACF
blizka jednej a d’alej hodnoty klesaju pomaly (takmer linearne), hodnoty VPACF naopak
klesaji exponencidlne k nule, je vhodné diferencovat’ Casovy rad, pretoze je nestaciondrny.
Casové rady diferencujeme, pokial sa nezmeni tvar autokorelaénych funkcii. Optimélny
stupeil diferencovania je ten, pri ktorom je Standardné odchylka diferencovanych ¢asovych
zaradenim MA(q) procesu a poddiferencovanie naopak vieme vyvazit zaradenim AR(p)

procesu do modelu.

Urenie stupiia autoregresného polynému p a polyndému kizavého priemeru q:

Po vymedzeni stupna diferencovania je potrebné stanovit' stupenn autoregresného
polynému p, a tiez stupeii polynému kizavého priemeru q. Najpouzivanejsi postup spociva
v hl'adani podobnosti medzi tvarmi funkcii VACF a VPACEF s ich teoretickymi tvarmi.
Vo vyberovych ACF a PACF mdZe nastat’ situdcia, Ze obe funkcie klesajt rychlo k nule, a to
znamend, ze Zziadna z nich nemd charakter exponencidlneho klesania. Vtedy treba
spozorovat’, ktora z funkcii klesd k nule rychlejSie, a teda ma mensi pocet Statisticky
vyznamnych koeficientov. Ak VACF klesa rychlejSie, potom zvolime model MA(q).
Naopak, ak VPACF klesa rychlejsie, potom si vyberieme model AR(p). Ak obe funkcie
klesaju k nule rovnako rychlo, potom odhadneme oba modely a na zaklade verifikacie oboch
odhadnutych modelov rozhodneme, ktory model je vhodne;jsi.

V ARIMA(p, d, q) modeli méze dochadzat’ k tomu, ze procesy AR(p) a MA(Q) si budua
vzajomne rusit svoje ucinky, hoci oba budu Statisticky vyznamné, no v modeli budu
fungovat’ proti sebe. Vtedy hovorime, Ze model je preparametrizovany. Prejavi sa to tak, ze
odhady parametrov budu nejednoznacné a model bude mat’ problém skonvergovat’. Predist’
tomuto problému mdzeme tym, ze odhadneme model s niz§im stupiom AR alebo MA

procesom a porovndme ich. Z tohto dovodu sa pri vybere parametrov modelov pouZiva
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metoéda postupného zarad’ovania jednotlivych procesov do modelu (forward selection

method).
3.4 Meranie kvality modelov a presnosti ich prognéz

Priemerny sucet Stvorcov rezidui (MSE) je dolezitym Statistickym kritériom
pouzivanym na meranie kvality regresnych modelov a postidenie presnosti ich prognoz.
Rezidua predstavuju v regresnej analyze rozdiely medzi odhadovanou a skuto¢nou hodnotou
zavislej premennej. MSE potom mézeme oznacit' ako rizikova funkciu, ktora vyjadruje
ocakavanu hodnotu rozdielu §tvorcovej chyby. Pri¢inami tohto rozdielu st nahodnost’, alebo
fakt, Ze odhady nezohl'adiiuju informécie, ktoré by mohli viest’ k presnejSim odhadom.

Ozna¢me y; vektor ocakavanych hodndt zavislej premennej a y; vektor skutoénych

hodn6t zavislej premennej. Potom priemerny sucet Stvorcov rezidui mézeme zapisat’ v tvare
n
1 EY) 2
MSE = mZ()’t —¥i)
1=

kde k je pocet parametrov. VSeobecny zapis pre priemerny sucet Stvorcov rezidui vyzera

takto

MSE(9) = E[(6 — 6)?] (3.56)
pricom 6 je konkrétny neznamy parameter a 6 zodpovedd odhadu tohto parametra.
V pripade, Ze MSE = 0, potom odhadovana hodnota sa rovna skuto¢nej hodnote parametra
6, o je v praxi v podstate nemozny jav. MSE je nepriamo imerny k presnosti modelu. Cim
je nizsia hodnota MSE, tym je model presnejs$i. MoZeme ho povazovat’ za vhodné kritérium
aj na porovnavanie dvoch alebo viacerych Statistickych modelov. MSE nachédza uplatnenie
aj v metodach krokovej regresie, kde sluzi k stanovenie po¢tu premennych, ktoré maju byt
zaradené do regresného modelu. Takisto je aj sti¢ast'ou Statistickej analyzy rozptylu.
Standardnd odchylka rezidui (RMSE) je d’alsim zo spdsobov kvantifikacie rezidui.
Standardnd  odchylku rezidui definujeme ako druhii  odmocninu  rozdielov
medzi odhadovanymi hodnotami zavislej premennej a jej pozorovanymi skuto¢nymi
hodnotami. Podobne ako MSE sa RMSE pouziva na odhad velkosti chyby modelov. Je to

popularna miera presnosti na porovnanie kvality regresnych modelov. Ak 8 je odhadom
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vybraného parametra 6, potom RMSE v skuto¢nosti predstavuje druhtt odmocninu

priemerného suctu Stvorcov rezidui MSE. Plati, Ze

RMSE(0) = [E[(6 — 6)?] (3.57)

Existuju este d’alSie miery na posudenie kvality modelov a presnosti ich prognoz.
Spomenieme napriklad este priemernt absolutnu chybu rezidui (MAE), priemernt absoltutnu
percentualnu chybu rezidui (MAPE), relativnu chybu nazyvant tiez Theilov koeficient a iné.

Alternativny pristup k vyberu modelu zahfna pouzitie pravdepodobnostnych
Statistickych mier, ku ktorym patria napriklad Akaikovo a Bayesovské informac¢né kritérium.
V nasej praci budeme tento pristup pouzivat pri vybere vhodného ARIMA modelu
na progndézovanie vyvoja mier umrtnosti stochastickych modelov. Informacné kritéria
poskytuji analytickl techniku na hodnotenie modelov a vyber medzi nimi. Modely su
hodnotené tak na zaklade ich vykonu na mnozine cvi¢nych udajov, ako aj na zaklade
zlozitosti modelu. Vykonnost modelu sa da vyhodnotit pomocou log-likelyhood
(vierohodnosti), ktora vychddza z metddy maximalnej vierohodnosti. ZloZitost modelu
mozno vyhodnotit’ podl'a poctu stupiiov vol'nosti alebo parametrov v modeli.

Akaikovo informacné kritérium, skratene AIC, je pomenované podla objavitela
Hirotugu Akaike. Vychadza zo zakladov teodrie informacii a dedukcii zalozenych

na frekvencii. Statistika AIC je definovana takto

n+ 2k

AIC =log 6% + (3.58)
kde k je pocet parametrov v modeli, n je rozsah stiboru (pocet sledovani) a 7 je rezidudlny
rozptyl. Ak chceme na vyber modelu pouzit’ AIC, jednoducho si vyberieme model, ktory
dava najmensiu AIC oproti mnozine uvazovanych modelov. V porovnani s BIC (3.59) toto
kritérium neberie do Gvahy zlozitost’ modelu.

Bayesovské informacné kritérium alebo skratene BIC, je kritérium odvodené
Z Bayesovskej teorie pravdepodobnosti, na zaklade ¢oho dostalo aj svoje pomenovanie.

Statistiku mozeme vyjadrit’ takto
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klog(n)
_ ~2

Rovnako ako pri AIC aj pri tomto kritériu vyberame model s najnizSou hodnotou
Statistiky. Vypocitand hodnota sa 1iSi od AIC, avSak da sa dokdzat’, Ze tieto kritéria su
navzajom proporcionalne. Na rozdiel od AIC, BIC berie do uvahy aj zlozitost’” modelu,
pricom zlozitejSie modely maji vypocitanu Statistiku horSiu (vysSiu), atak je menej

pravdepodobné, Ze takéto modely budl vybrané.

3.5 Niektoré zakladné druhy poistnych produktov

Sucast'ou ciel'ov dizertacnej prace je poukazat’ na rozdiely pri pouziti roznych modelov
umrtnosti, a tieZ vplyv koronavirusu a gender smernice na jednorazové netto poistné. Aby
sme boli schopni naplnit’ tento ciel, potrebujeme si eSte zadefinovat' zakladné poistné
produkty. NajcastejSimi druhmi poistenia 0S6b su poistenie pre pripad smrti, poistenie
pre pripad dozitia, zmieSané poistenie a dochodkové poistenie. Pricom na trhu existuji rozne
varianty tychto druhov poisteni. Pri analyzach v praktickej Casti sa zameriame len
na poistenie na umrtie a dochodkové poistenie, pretoze tieto dva druhy produktov su najviac
ovplyvnené rizikom nespravneho stanovenia predpokladu imrtnosti poistného kmena.

Poistenie na Umrtie sa Castokrat nazyva aj rizikové poistenie aje pren typicka
jednorazové vyplata poistnej sumy. Poistenie na iimrtie mozeme uzatvorit” doCasné alebo
dozivotné. Uz z nazvu vyplyva, Ze rozdiel spodiva v dizke poistnej doby. My na svoju
analyzu pouZzijeme doCasné poistenie na imrtie, ktoré sa zvykne oznacovat’ aj ako uveroveé,
pretoze byva Casto spojené s hypotekdrnymi Gvermi. Poistoviia prebera zodpovednost
za splatenie uveru, v pripade, Ze by poistena osoba zomrela pocas doby spldcania tohto Giveru

(n). Docasné poistenie na umrtie ma oznacenie A}Cm a jeho sucasni hodnotu vypocitame

podrla vztahu:

n-1

1_ _ ) . k1
Az = Z kPx " Qx+k "V (3.60)
k=0
pri¢om px je rocnd miera dozitia, (x je miera imrtnosti a v je odurocitel’.
Stucasna hodnota poistenia je aktudlna cena oCakavanych Ciastok, ktoré bude musiet’

poistovia v ramci poistenia vyplatit. Na odhad sucasnej hodnoty sa pouZivaji umrtnostné
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tabul’ky a poistno-technickd urokova miera uréend v Case uzavretia poistnej zmluvy. Sti¢asna
hodnota je zaroven jednorazovym netto poistnym, teda ide o poistné zaplatené naraz na cely
Cas platnosti poistenia, ktor¢ je splatné v okamihu uzavretia poistnej zmluvy a nezohl'adiuje
naklady poist'ovne. Poistna sadzba je potom sucasna hodnota vyjadrena na jednotku poistne;j
hodnoty. Vzt'ah (3.60) teda vyjadruje jednorazové netto poistné, ktoré musi zaplatit’ X - ro¢na
osoba, aby Vv pripade, ze zomrie v priebehu najblizsich n rokov, bola jej dedi¢om vyplatena
na konci roka umrtia poistna suma vo vyske 1 € (Soltésova, 2019).

Dochodkové poistenia st naopak charakteristické priebeznymi vyplatami s urcitou
pravidelnostou (napr. mesacne, ro¢ne, ...) pocas ur¢itého obdobia, pokial je poistend osoba
nazive. To znamend, ze nevieme, aké dlhé toto obdobie bude. Typickymi prikladmi su
napriklad starobné déchodky, sirotské dochodky alebo v niektorych pripadoch aj invalidné
dochodky. Dochodkové poistenie nemusi byt len dozivotné, je mozné si zalozit’ aj doCasné
dochodkové poistenia, u ktorého je doba vyplaty vopred dohodnuta v poistnej zmluve.
Okrem tohto ¢lenenia mézeme dbéchodkové poistenie rozliSovat este na predlehotné
a polehotné. Pri predlehodnom doéchodku sa davky vyplacaju na zaciatku obdobia a
pri polehotnom je to na konci obdobia. Na analyzu si ako zastupcu déchodkovych poisteni
vyberieme docasny predlehotny déchodok. Docasny predlehotny déchodok oznacujeme

aktuarskym symbolom 4,7, a pre jeho sucasnti hodnotu plati vzt'ah

n-—1

EEDWRS (3.6)
k=0
kde px je rocna miera dozitia aVje oduroCitel. Pomocou vztahu (3.61) vypocitame
jednorazové netto poistné, ktoré musi zaplatit’ X - rocna osoba v pripade, Ze chce, aby jej po
dobu n rokov bola vyplacana davka vo vyske 1 € na zaciatku kazdého roka pokial’ bude

nazive (Soltésova, 2019).
3.6 Softvér SAS Enterprise Guide

SAS (Statistical Analysis Software) je Statisticky softvér vyvinuty SAS Instititom
zaucelom datového manazmentu, pokrocilych analyz, prediktivnych analyz,
viacrozmernych analyz, business inteligence, atd. Vyvoj tohto softvéru trval 10 rokov,

od roku 1966 do roku 1976, kedy bol zaloZeny Institat SAS. SAS poskytuje aj grafické
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pouzivatel'ské rozhranie typu point-and-click pre netechnickych pouzivatelov a iné
moznosti prostrednictvom jazyka SAS. Ma viac ako 200 modulov s velmi Sirokym
rozsahom pouzitia a jednoduchym pouzivanim, medzi ktoré patria napriklad tieto:

e Base SAS - Zakladné procedury a sprava udajov

e SAS/STAT - Statistick4 analyza

e SAS/GRAF - Grafika a prezentacie

e SAS/ETS - Ekonometria a analyza ¢asovych radov

e SAS/QC - Kontrola kvality

e Enterprise Miner - Dolovanie dat

e Enterprise Guide - Grafické pouzivatel'ské rozhranie

e SAS EBI - Business Intelligence.

Viac informécii o softvéri SAS a jeho moduloch néjdete na webovej stranke
www.sas.com, ktora okrem iného obsahuje informacie o produktoch, konferenciach
organizovanych pouzivatel'skymi skupinami, ale aj programy poskytované ich tvorcami.

Jednym zo samostatnych nastrojov je uz spominany SAS Enterprise Guide. Ide
0 grafické pouzivatel'ské rozhranie, ktoré nachadza uplatnenie v oblasti marketingu,
telekomunikacii, poistovnictva, ale aj v inych oblastiach, v ktorych sa pracuje s vacSim
mnozstvom udajov. Vyhodou tohto prostredia je rozhranie point-and-click, ktoré
zabezpecuje, Ze pouzivatel pri praci s datami nepotrebuje nutne poznat’ programovaci jazyk
SAS, ale postacuje mu znalost’ zakladnych nastrojov. SAS EG umoziuje okrem iného:

- spracovanie a analyzu dat (Statistickd, ekonometrickd, matematicka) — poskytuje rozne
ulohy, ktoré méZeme vykonavat’ na datach (okrem iného analyza rozptylu, regresia,
analyza ¢asovych radov, popisna Statistika),

- transformadcia, triedenie, kombinovanie suborov udajov,

- graficka konstrukcia SQL dotazov (spolu s generovanim SQL) pomocou sprievodcu,

- vytvaranie grafov a grafickych reportov,

- vytvaranie procesov a tloh vo forme projektu,

- zdiel'anie vysledkov a analyz, export vysledkov do aplikacii Adobe Acrobat, Microsoft
Excel, Microsoft Access, Microsoft Word, Microsoft PowerPoint, automatické
odosielanie e-mailov so spravami a vysledkami,

- pristup k Strukturam SAS OLAP cez SAS OLAP Server alebo iné Struktury dodavatel'ov
a vizualizacia OLAP dat vo forme diagramov.
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SAS EG je bezpecné pracovné prostredie umozitujiice pristup viacerych pouzivatel'ov
k rovnakym tudajom. Jednoduché pouzivatel'ské rozhranie a kompatibilita s inymi
databazami zabezpecuje intuitivnu pracu s udajmi a komplexnu analyzu prostrednictvom iba

jedného nastroja.

Nelinedrna regresnd analyza v SAS Enterprise Guide

Obrazok ¢. 3 - Nelinearna regresna analyza v SAS Enterprise Guide
SAS Enterprise Guide
File Edit View | Tasks | Program  Tools  Help é' [g' % 5 Ba (& x

Project Tree Data b it Data (sasmucxds[SASmxdo]) -
_S?g Process Ho.r. Describe » ode [2] Log B3 Output Dot
- G h
gj%s”;;:;n 5 rap > ] Modify Task | 3 Filter and Sort Els Query Builder
ANOVA *B vk @ 73 @ mes
| Regression 4 | |s#  Linear Regression... 0.012308
Multivariate 4 ||£ Nonlinear Regression... l gggggi
Survival Analysis  » | [if  Logistic Regression ... .[II.DDDAS
Capability » " Generalized Linear Models... 0.000442
L3 ooooTTT 0.000365
Control Chart:
ontroftharts g 0.000171 0.000188
fm Pareto Chart.. 7 0.000262 0.000296
2 Z & 0.000209 0.000267
Time Series 3 =
o 2 0.000092 0.000176
Data Mining g i 0000183 0000774
OLAP N 1 0.000182 0.00024
12 0.000158 0.00026
Task Templates 3 13 0.00013 0.00027
TS T 4 0.000212 0.00039

Zdroj: vlastné spracovanie, softvér SAS Enterprise Guide

Sucastou pouzivatel'ského rozhrania SAS Enterprise Guide je aj nelinearna regresia.
Na obrazku ¢. 3 modzeme vidiet' jej zaradenie v softvérovom prostredi. Pri odhade
parametrov regresného modelu je moZzné si vybrat’ jednu z troch metdd opisanych v kapitole
3.2 Metody odhadu parametrov deterministickych modelov umrtnosti (Gaussova-
Newtonova metdda, Gradientna metdda, Levenbergova-Marquardtova metdda).

Procedtra nelinearnej regresie v SAS Enterprise Guide poskytuje Sirokti ponuku
moznosti nastavenia vystupu. Za jej hlavnua nevyhodu povazujeme maly vyber predvolenych
tvarov nelinedrnych modelov, ktoré nezodpovedaju vztahom deterministickych modelov
umrtnosti (zdkonom Umrtnosti) opisanym v Casti 3.1, ktoré si predmetom tejto zaverecne;j
prace. To v8ak nie je problém, pretoze v prostredi SAS EG sa daju upravovat’ ale aj pisat’
vlastné programy pomocou programovacieho jazyka SAS. Ukazku programu nelinearne;j
regresnej analyzy najdeme v prilohe 1.

Na naprogramovanie vlastného kodu nelinedrnej regresnej analyzy sa predpoklada

znalost’ Styroch procedir PROC SQL, PROC NLIN, pripadne PROC SQRT a PROC
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GPLOT. Procedira PROC GPLOT sluzi na tvorbu grafickych vystupov. V pripade

nelinearnej regresie ide konkrétne o grafy predikovanych hodnét, rezidui, a iné. PROC

SORT nachadza vyuzitie pri usporiadani pozorovanych udajov podl’a hodnét jednej alebo

viacerych premennych. Tieto procedury nie st bezpodmiene¢ne nevyhnutné pre vytvorenie

programu nelinedrnej regresie, ale napomahaju k hlbsej analyze. PROC SQL patri

k vychodiskovym procediram, ktoré obsahuje kazdy program a pouziva sa na vytvaranie,

udrziavanie, ziskavanie a aktualizaciu tdajov. NajpodstatnejSou procedurou vytvorenou

priamo pre nelinearnu regresnti analyzu je PROC NLIN. Obsahuje mnozstvo prikazov,

ktorych prehl'ad ndjdeme v (SAS Institute Inc, 2015). Za najdolezitejSie prikazy povazujeme

tieto

METHOD (= MARQUARDT,NEWTON,GRADIENT) - sluzi na Specifikaciu
iteracnej metody, ktora ma byt pouzita na odhad parametrov nelinearneho regresného
modelu.

MAXITER (=n) — pomocou tohto prikazu definujeme maximalny pocet iteracii
optimaliza¢ného algoritmu. Predvolena hodnota je n = 100.

CONVERGE (= ¢) — pouziva sa na stanovenie konvergen¢ného kritéria pre proceduru.
Prednastavena hodnota konvergenéného kritéria je 1075,

MODEL — pomocou prikazu vymedzime pozadovany tvar regresného modelu.
PARMS - dava priestor pre blizSiu S$pecifikaciu parametrov a nastavenie ich

pociato¢nych hodndt. Pociato¢né hodnoty s prednastavené na 0.001.

Obrazok ¢. 4 - Fazy iteracného postupu
Nonlinear Regression
Results

The NLIN Procedure
Dependent Variable 2020
Method: Marquardt

Iterative Phase

Iter a b ¢ Sum of Squares
0 0.000190 0.000018 1.1135 1.486E-6
1 0.000187 0.000014 1.1192 1.358E-6
2 0.000203 0.000012 1.1232 1.29E-6
3 0.000214 0.000011 1.1258 1.27E-6
4 0.000224 9.856E-6 1.1283 1.265E-6
5 0.000227 9.64E-6 1.1290 1.262E-6
6 0.000227  96E-6 1.1291 1.262E-6
7 0.000227 9.594E-6 1.1291 1.262E-6
8 0.000227 9.593E-6 1.1291 1.262E-6

NOTE: Convergence criterion met.

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG
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pre Gompertzov-Makehamov model tmrtnosti v roku 2020 bez zohladnenia pohlavia.
Sucastou vystupu vyslednej procedury nelinedrnej regresnej analyzy su jednotlivé fazy
iteraénej metody (obrazok ¢. 4), ktoré obsahuju aj studet §tvorcov rezidui. Dalej vo vystupe
najdeme sumar procesu odhadovania premennych (obrazok €. 5), kde je definovana pouzita

metoda, pocet iterdcii na dosiahnutie konvergen¢ného kritéria, pocet pozorovani a iné

Casti predstavime ukdzku vystupu procediry nelinearnej

charakteristiky.

charakteristiky pre model a rezidualnu zlozku ako pocet stupiiov vol'nosti, sucet Stvorcov,
priemerny sucet S$tvorcov. Pomocou nich sa navySe dopracujeme k F Statistike a jej

p-hodnote, na zaklade ktorych sme schopni otestovat’ Statistickii vyznamnost’ nelinearneho

Obrazok €. 5 - Sumar procesu odhadu parametrov
Estimation Summary

Method Marquardt
Iterations 8
Subiterations 8
Average Subiterations 1
R 7 754E-6
PPC(b) 0.000014
RPC(b) 0.000093
Object 1.673E-9
Objective 1.262E-6
Observations Read 50
Observations Used 00
Observations Missing 1]

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Vystup zahfia aj analyzu najmenSich Stvorcov (obrazok €. 6), v ktorej sa nachadzaju

regresného modelu.

a s intervalmi spolahlivosti odhadu parametrov (obrazok ¢. 7). Okrem toho vystup obsahuje
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Obrazok ¢. 6 - Analyza najmensich §tvorcov

Approx
Source DF| Sum of Squares Mean Square F Value, Pr>F
Model 2 0.000054 0.000027 1002.43 <.0001
Error 47 1.262E-6 2 685E-8
Corrected Total 49 0.000055

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Dolezitym vystupom st aj odhady parametrov spolu s ich Standardnymi odchylkami



aj korela¢nu maticu parametrov (obrazok ¢. 8) a nakoniec graf pozorovanych hodndt miery

umrtnosti v zavislosti od veku (obrazok ¢. 9).

Obrazok ¢. 7 - Odhad parametrov
Approx Approximate 95% Confidence

Parameter Estimate Std Error Limits Skewness
a 0.000227 0.000039 0.000150 0.000305 -0.0750
b 9.593E-6 2.825E-6 3.909E-6 0.000015 0.7694
c 1.1291  0.00686 1.1153 1.1429 0.1294

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Obrazok ¢. 8 - Korelaéna matica

Approximate Correlation Matrix
a b c
a| 1.0000000 -01391414 -0.1261535
b| -0.1391414 1.0000000 0.1266709
c| -0.1261535 01266709 1.0000000

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Obrazok €. 9 - Graf zavislosti miery umrtnosti od veku
Observed 2020 by Vek
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Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

ARIMA

Procedara ARIMA poskytuje komplexni sadu nastrojov na jednorozmernu
identifikaciu modelu asovych radov, odhad parametrov a prognozu a zarovei ponuka vel'ka
flexibilitu v druhoch modelov ARIMA, ktoré je mozné analyzovat’. V €asti 3.3.2 sme uviedli

postup tvorby ARIMA modelu podla Box-Jenkinsovej metody, pricom tato metoda sa
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vyuziva aj v programe SAS Enterprise Guide. Na obrazku ¢. 10 vidime, ze ARIMA modely

su v softvérovom prostredi zaclenené medzi Casové rady.

Obrazok ¢. 10 - ARIMA modelovanie v SAS Enterprise Guide

@ SAS Enterprise Guide - ProjectCBD.egp

File Edit View | Tasks | Program Tools Help |2-@E- % & & & X - %3 Process F
Project Tree Data * g and Forecasting3 -
—J8eg Process Flow Describe ' | Code @ Log @ Results
—#1 SAS xlsx G h R
& Import Data rap odify Task | Export - Send To - Create - Publish |E Proj
- Import Data ANOVA ’
—1&3 Data Imported . ,
- Linear Regr SR
" Generalized Multivariate 4
»

—1&5 Data Imported

Survival Analysis

-8 ARIMA Mod
4z ARIMAMod ~ Capability b
E igmi mog Control Charts v :ﬂee':
V& Pareto Chart... Sta
Time Series * ‘ 1  Prepare Time Series Data... r
Data Mining v |l Basic Forecasting... ]
OLAP v ‘Ié ARIMA Modeling and Forecasting...
. Task Templates , | Regression Analysis with Autoregressive Errors... o
[# Regression Analysis of Panel Data...
Server List @ & & Create Time Series Data...
RGAen Forecast Studio Create Project...
Refresh ‘ Disconnect Forecast Studio Open Pr
F-2 Servers | Forecast Studio Override Project...
T A Nehcnta N AD Crcncnen

Zdroj: vilastné spracovanie, softvér SAS Enterprise Guide

Pre naprogramovanie kodu ARIMA modelov sa predpokladd znalost' prace
s procedirami PROC SORT, PROC GPLOT, PROC SQL aPROC ARIMA. Prvé tri
procedury st zname uz z nelinedrnej regresie v prvej Casti tejto kapitoly. PROC ARIMA je
procedura tvorby ARIMA modelov, ktord sa sklada z troch faz — IDENTIFY, ESTIME,
FORECAST. Ukéazku programu ARIMA modelovania najdeme v prilohe 1.

Vo faze identifikdcie sa aplikuje prikaz IDENTIFY na zistovanie moznych
vyhovujucich modelov ARIMA. Prikaz IDENTIFY ¢ita ¢asové rady, ktoré sa maja pouzit’
v d’al§ich prikazoch, s moZnostou diferencovania a pocita autokorelacie, inverzné
autokorelacie, ¢iasto¢né autokorelacie a krizové korelacie. V tomto kroku je mozné vykonat’
testy stacionarity, aby sa zistilo, ¢i je potrebné diferencovanie ¢asového radu. Analyza
vystupu prikazu IDENTIFY zvycajne vedie k jednému alebo viacerym modelom ARIMA,
ktoré by mohli byt vhodné.

Vo faze odhadu a diagnostickej kontroly pouzivame prikaz ESTIMATE na urcenie
modelu ARIMA, ktory by zodpovedal premennym Specifikovanym na zéklade formulacie
IDENTIFY ana odhad parametrov tohto modelu. Prikaz ESTIMATE tiez vytvéra
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diagnostické Statistiky, ktoré ndm pomahaju posudit’ primeranost’ modelu a na zaklade nich
porovnavame presnost’ modelov navzajom.

Testy vyznamnosti pre odhady parametrov signalizuju, ¢i niektoré premenné v modeli
nie su zbytoc¢né. Testy bieleho Sumu rezidui zasa naznacujq, ¢i rezidua neobsahuju d’alSie
informacie, ktoré by mohli viest’ k zloZitejsiemu modelu. Specifikdcia OUTLIER poskytuje
d’al$i uzitoény néstroj na kontrolu toho, ¢i su¢asny odhadovany model zohl'adituje vSetky
odchylky v ¢casovom rade. Ak diagnostické testy poukazuju na problém s modelom, je
potrebné vyskusat’ iny model a nasledne zopakovat’ tato fazu.

Vo faze progndzovania sa pouziva prikaz FORECAST na predpovedanie buducich
hodnét casovych radov a na generovanie intervalov spolahlivosti tychto predpovedi

z modelu ARIMA vytvoreného v predchaddzajucom kroku prikazom ESTIMATE.

Obrazok €. 11 - Opisné Statistiky

Name of Variable = Slope2

Period(s) of Differencing 1
Mean of Working Series 0.000229
Standard Deviation 0.001096
Number of Observations 24
Observation(s) eliminated by differencing 1

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Potom ako sme sa venovali zdkladnym prikazom pri tvorbe ARIMA modelov,

predvedieme aj ukazku vystupu procedury pre parameter KEZ) CBD modelu tmrtnosti
bez zohl'adnenia pohlavia. Prikaz IDENTIFY najskor zobrazi hodnoty opisnych Statistik
(obrazok ¢. 11), pozostavajticich zo stupna diferenciacie, poc¢tu pozorovani, strednej hodnoty
a $tandardnej odchylky ¢asového radu. Dalej tento prikaz vytvori panel grafov na posudenie
autokorelacie a analyzu trendov, pricom prikaz NLAG riadi pocet oneskoreni, pre ktoré su
zobrazené autokorelacie. V predvolenom nastaveni st funkcie autokorelacie vykreslené
na oneskorenie 24. Panel obsahuje graf casového radu, graf vyberovej autokorelacnej
funkcie (VACF), graf inverznej vyberovej autokorelacnej funkcie (VIACF) a graf parcialne;j
vyberovej autokorelacnej funkcie (VPACF).
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Obrazok €. 12 - Grafy autokorelacnych funkcii pred a po pridani integraéného ¢lena

Trend and Correlation Analysis for Slope Trend and Correlation Analysis for Slope(1)
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Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

V prvom rade potrebujeme z nestacionarneho Casového radu spravit’ stacionarny,
k comu nam pomoze integracny clen (obrazok ¢. 12). Na identifikovanie stupna
diferenciacie nam moze pomoct’ tento sumar pravidiel (Robert Nau, 2020):

Pravidlo 1 - Ak ma casovy rad pozitivnu autokorelaciu s vysokym poctom oneskoreni
(povedzme 10 alebo viac), pravdepodobne potrebuje vyssi stupenn diferencidcie.

Pravidlo 2 - Ak je autokorelacia s oneskorenim -1 nulova alebo negativna alebo st vsetky
autokorelacie malé, potom ¢asovy rad nepotrebuje vyssie poradie diferenciacie. Ak je tato
autokorelacia negativna s hodnotou -0,5 alebo viac, rad méze byt prediferencovany.
Pravidlo 3 - Optimalny stupen diferenciacie je Casto ten, pri ktorom je Standardna odchylka
diferencovanych  Casovych radov najnizS§ia. Mierne prediferencovanie alebo
poddiferencovanie je mozné napravit’ pomocou ¢lenov AR alebo MA.

Pravidlo 4 - Nediferencovany model predpoklada, ze povodny ¢asovy rad je stacionarny
(okrem iného). Model, ktory je raz diferencovany, predpokladd, Ze povodny rad ma
konStantny trend (napr. model ndhodnej prechadzky). Model dvakrat diferencovany
predpoklada, Ze povodny rad ma trend meniaci sa v ¢ase (napr. nahodny trend).

Po vymedzeni stupna diferencovania je potrebné stanovit stupen autoregresného
polyndému p, a tie stupeii polynému kizavého priemeru g. Najpouzivanejsi postup spoéiva
v hl'adani podobnosti medzi tvarmi autokorela¢nych funkcii ACF a PACEF s ich teoretickymi
tvarmi. Na identifikovanie stupiiov AR a MA ¢lenov existuje tiez niekol'ko pravidiel, ktoré

nam pomozu pri ich stanoveni (Robert Nau, 2020):
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Pravidlo 5 - Ak funkcia parcialnej vyberovej autokorelacie (PACF) diferencovaného
¢asového radu zobrazuje ostry skok a/alebo je autokorelacia s oneskorenim -1 pozitivna, teda
ak sa rad javi mierne poddiferencovany, odporuca sa zvazit' pridanie jedného alebo
viacerych ¢lenov AR do modelu. Oneskorenie, po prekroceni ktorého PACF ostro skoci,
indikuje pocet vyrazov AR.

Pravidlo 6 - Ak vyberova autokorela¢na funkcia (ACF) diferencovaného radu znazorfuje
ostry skok a/alebo autokorelacia s oneskorenim -1 je negativna, teda ak sa rad javi mierne
prediferencovany, navrhuje sa pridat’ do modelu ¢len MA. Oneskorenie, po prekroceni
ktorého ACF ostro skoci, vyjadruje pocet vyrazov MA.

Pravidlo 7 - Cleny AR a MA mézu navzajom rusit’ svoje efekty, takze ak sa zda, Zze model
S oboma ¢lenmi vyhovuje idajom, je potrebné vyskuSat’ aj model s jednym menSim poctom
¢lenov AR a jednym mensim poctom ¢lenov MA, najmé ak odhady parametrov v pdvodnom
modeli si vyzaduji na skonvergovanie viac ako 10 iteracii.

Pravidlo 8 - Ak je v ¢asti modelu AR jednotkovy koren, to znamena, ak je sucet koeficientov
AR takmer presne 1, mali by sme znizit' pocet ¢lenov AR o jeden a zvysit stupenl
diferenciécie o jeden.

Pravidlo 9 - Ak je v ¢asti modelu MA jednotkovy koren, teda ak je sucet koeficientov MA
takmer presne 1, mali by sme zniZit' poCet ¢lenov MA o jeden a znizit' tiez stupen
diferenciécie o jeden.

Pravidlo 10 - Ak sa dlhodobé prognézy javia ako nepravidelné alebo nestabilné,

Vv koeficientoch AR alebo MA m6zu mat’ jednotkovy koren.

Obrazok ¢. 13 - Test bieleho Sumu

Autocorrelation Check for White Noise
To Lag Chi-Square DF Pr > ChiSq Autocorrelations
6 62.05 6 <.0001 0.803 0.658 0.613 0.596 0428 0.243

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Posledna cast’ predvolené¢ho vystupu prikazu IDENTIFY je kontrola bieleho Sumu.
Toto je aproximativny test Statistickej hypotézy, ze ziadna z autokorelécii casového radu az
do daného oneskorenia sa vyznamne nelisi od 0. V pripade, Ze je tato hypotéza pravdiva,
ARIMA model nie je potrebny pre tento ¢asovy rad. V tomto pripade hypotézu bieleho Sumu

zamietame, ked’Ze p-hodnota testu je mensia ako 0,0001 (obrazok ¢. 13).
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Obrazok ¢. 14 - Odhad parametrov ARIMA modelu
Conditional Least Squares Estimation

Approx
Parameter | Estimate Standard Error t Value Pr > |t| Lag
MU 0.0002492 0.00003816/ 6.53 <.0001 O
MA1,1 0.85277 0.11388 7.49 <0001 1

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Tabul'ka odhadov parametrov na obrazku ¢. 14 mé ndzov ,,Conditional Least Squares

Estimation®, ktory oznacuje pouziti metédu odhadu. S prikazom METHOD moézeme

nastavit’ aj iné metdody odhadu. V SAS Enterprise Guide médme na vyber metddu maximalnej

vierohodnosti, podmieneni metdédu najmensich Stvorcov anepodmienent metodu

najmensich §tvorcov. Tabul'ka odhadov parametrov obsahuje zoznam parametrov v modeli.

Pre kazdy parameter tam najdeme jeho odhadovani hodnotu, Standardnti odchylku

a t statistiku pre odhad, na zdklade ktorej vieme posudit’ Statisticku vyznamnost’ parametra.

Obrazok ¢&. 15 - Statistiky goodness of fit

Constant Estimate 0.000249
Variance Estimate 9.814E-7
Std Error Estimate 0.000991

AlC -262.002
SBC -259.646
Number of Residuals 24

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Dalsou ¢astou vystupu prikazu ESTIMATE je tabulka Statistik goodness-of-fit

na obrazku ¢. 15, ktoré pomahaja pri porovnani tohto modelu s inymi modelmi.

Obrazok ¢. 16 - Korelaéna matica
Correlations of Parameter

Estimates
Parameter MU MA1.1
MU 1.000 -0.206
MA1,1 -0.206  1.000

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Okrem tychto vystupov tiez obsahuje tabul'ku korelacii odhadov parametrov, ako je

znazornené na obrazku €. 16. Tato tabulka slizi na postdenie, do akej miery modze
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kolinearita ovplyvnit’ vysledky. Ak st dva odhady parametrov vel'mi vysoko korelované, je

potrebné zvazit’ vylucenie jedného z nich z modelu.

Obrazok ¢. 17 - Testy autokorelacie rezidui
Autocorrelation Check of Residuals

To Lag Chi-Square DF Pr > ChiSq Autocorrelations
6 294 5 0.7085 0.228 -0.139 0.064 0.065 -0.093 -0.114
12 7.06 11 0.7940 -0.049 -0.050 0.096 0.011 -0.185 -0.191
18 15.47 17 0.5618 -0.007 -0.150 -0.197 0.110 0.179 -0.071

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Obrazok €. 18 - Grafické analyza rezidui

Residual Noermality Diagnostics for Slope2(1)
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Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

DalSou stéastou vystupu je kontrola autokorelacii rezidui (obrazok &. 17), ktora je
dodlezita na postudenie vhodnosti odhadnutého modelu. Tento vystup mé rovnaku formu ako
kontrola autokorelécie bieleho Sumu. Chi-kvadrat $tatistika testu sliiZi na posudenie toho, ¢i
rezidud st korelované alebo ¢i neobsahuji d’alSie informacie, ktoré by mohli viest’
k zlozitejsSim modelom. V tomto pripade zamietame autokorelaciu rezidui v ARIMA modeli
na vysokej hladine vyznamnosti, o znamena, Z7e¢ dany model je adekvatnym modelom
pre tento Casovy rad. Vystup obsahuje aj graficku analyzu rezidui (obrazok ¢. 18), ktora je
najjednoduchsim prostriedkom na posudenie normality nahodnej zlozky. Q-Q graf, skratka
pre kvantil-kvantil graf, sa pouziva na posudenie, ¢i subor udajov potencialne pochadza

z nejakého teoretického rozdelenia. V nasom pripade je teoretickym rozdelenim prave
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normalne rozdelenie. Ak si rezidud normalne rozdelené, body v Q-Q grafe budu lezat
na priamej diagonalnej c¢iare. Naopak, ¢im viac sa body v grafe vyrazne odchyl'uju
od priamej diagonalnej Ciary, tym je menej pravdepodobné, Ze rezidua sa riadia normalnym
rozdelenim. Odchylky kvantilov od osi 45° st zanedbateI'né, teda mdzeme konstatovat’, ze
rezidualna zlozka ma blizko k normélnemu rozdeleniu. Na zaklade postudenia Statistickej
vyznamnosti parametrov, Akaikovho informa¢ného kritéria (AIC), korelacnej matice, ale aj
analyzy rezidui vyberieme model, ktory je najvhodnej$i pre dany Statisticky rad.
Matematické vyjadrenie vysledného modelu zobrazené na obrazku ¢. 19 je takisto sucast'ou

vystupu ARIMA procedury.

Obrazok ¢. 19 - Matematické vyjadrenie modelu

Model for variable Slope2
Estimated Mean 0.000249
Period(s) of Differencing 1

Moving Average Factors
Factor 1: 1 - 0.85277 B**(1)

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Na vytvorenie prognézy pouzijeme prikaz FORECAST po vybere vo faze ESTIMATE
modelu, ktory povazujeme za najlepsi. Moznost' LEAD urcuje, na kol’ko obdobi mé byt
prognéza. Volba ID predstavuje premennu, ktord je zvyCajne v tvare datumu, cCasu.
Predvoleny prikaz FORECAST zobrazuje progndézované hodnoty, ako je to zniazornené
v tabul’ke na obrazku ¢. 20. Tabulka prognézy obsahuje pre kazdé progndézované obdobie
pocet pozorovani, hodnotu progndzy, Standardni odchylku a 95 % interval spol'ahlivosti.

Vystup obsahuje aj grafické zobrazenie prognézovanych hodnot (obrazok ¢. 21).

Obrazok €. 20 - Prognoza

Forecasts for variable Slope2
Obs Forecast Std Error 95% Confidence Limits
26 0.099123 0.0009907 0.097182 0.101065
27 0.099372 0.001001 0.097410 0.101335
28 0.099622 0.001012 0.097638 0.101605
29 0.099871 0.001022 0.097867 0.101875
30 0.100120 0.001033 0.098086 0.102144

Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG
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Obrazok €. 21 - Grafické zndzornenie progndzy
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Zdroj: vystup zo softvéru SAS EG

Poznamka:

Jednou z hlavnych nevyhod ARIMA modelov, ako sme uz spomenuli v Casti 3.3.2, je,
ze metodoldgia si vyzaduje zna¢nll mieru znalosti a dlhodobé skusenosti. Naviest
na spravny smer nam moéze pomoct funkcia auto.arima(), ktora je sucastou forecast
kniznice v softvéri R. Funkcia auto.arima() pouziva modifikaciu Hyndman-Khandakarovho
algoritmu (Hyndman a Khandakar, 2008), ktory kombinuje test jednotkového korena,
minimalizaciu AIC a metédu maximalnej vierohodnosti na ziskanie modelu ARIMA. 35
moznych argumentov pre auto.arima() poskytuje vela variacii tohto algoritmu. Viac
informacii 0 argumentoch je mozne najst’ v RDocumentation [29].

Algoritmus Hyndman-Khandakara pre automatické modelovanie ARIMA je
nasledovny:

1. Diferencia d (0 <d < 2)sa uréi pomocou opakovanych Kwiatkowski—Phillips—
Schmidt-Shin (KPSS) testov. Tento test sa pouziva na zistenie, ¢i je Casovy rad
staciondrny okolo strednej hodnoty alebo linedrneho trendu, alebo je nestacionarny
v dosledku jednotkového korena. Stacionarny Casovy rad je taky, ktorého priemer

arozptyl su v Case konStantné.
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2. Hodnoty p a g potom ziskame pomocou minimalizacie AIC po diferencovani tidajov.
Namiesto toho, aby sa zvazovali vSetky mozné kombinacie p a q, algoritmus pouziva
postupné vyhl'addvanie/zarad’ ovanie.

a. Najskor sa odhadnu Styri po¢iatocné modely:

e ARIMA (0,d,0)
e ARIMA (2,d,2)
e ARIMA (1,d,0)
e ARIMA (0,d,1),
pricom kazdy model obsahuje konstantu pokial’ sa d nerovna 2. Ak d < 1,
odhaduje sa este aj dodato¢ny model ARIMA (0, d, 0) bez konstanty.
b. Najlepsi model (s najmensou hodnotou AIC) odhadnuty v kroku a. sa nastavi ako
»aktudlny model®.
c. Dalej sa zvazia variacie si¢asného modelu:
e pozmenenie p a/alebo g aktualneho modelu o + 1;
e zahrnutie/vylucenie konstanty z aktualneho modelu.
Najlepsi model, o ktorom sa doteraz uvazovalo (bud’ aktudlny model alebo jedna
z tychto varidcii), sa stdva novym aktudlnym modelom.

Predvoleny postup pouziva niektoré aproximované hodnoty na urychlenie
vyhl'addvania. Tymto aproximaciam sa d4 vyhnat argumentom aproximation = FALSE.
Je mozné, ze model s minimalnym AIC nebude najdeny v dosledku tychto aproximacii alebo
kvoli pouzitiu postupného zarad’ovania. Ak sa pouZije argument stepwise = FALSE, bude
sa hl'adat’ najlepsi model z ovela vdc¢sej mnoziny modelov. Ukazku algoritmu v softvéri R

spolu s vystupmi je mozné najst’ v prilohe 2.
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4 Vysledky prace a diskusia

Princip modelovania miery Gmrtnosti, intenzity umrtnosti, ale aj pravdepodobnosti
umrtia spociva v tom, ze spojité (okamzité) teoretické miery si odhadnuté pomocou mier
vypocitanych zredlnych dat pre rocny vekovy interval, ¢o vedie k nesystematickym
nepravidelnostiam. Graf ¢. 4 obsahuje vekovo S$pecifické miery umrtnosti vypocitané
z udajov o imrtnosti muzov a zien na Slovensku v roku 2020 so zohl'adnenim pohlavia a aj

jeho vynechanim.

Graf ¢. 4 - Miery imrtnosti muzov a zien v roku 2020
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Graf ¢. 4 poukazuje na niekolko dolezitych faktov, ktoré treba brat’ do uvahy
pri modelovani imrtnosti. Jednym z nich su uz spominané nesystematické nepravidelnosti.
Na grafe su viditeI'né najviac pre vek nad 90 rokov, kde klesajuci trend miery imrtnosti je
nerealny a nedava zmysel. Mozeme to vysvetlit’ tak, ze takéhoto veku sa nedoziva vel’a 'udi,
a teda dochadza k malému poctu imrti, pricom st v nich aj velké vykyvy. Tento jav si
mozeme vsimnut’ tiez v mladsich vekoch, kde to ale vzhl'adom na mensie hodnoty vykyvov
nie je az tak vyrazné. Na odstranenie vykyvov, a teda priblizenie sa k spojitym hodnotdm
mier umrtnosti sa pouziva graduacia (vyrovnavanie). Jednou z metod graduacie su aj zakony
umrtnosti, ktorym sa v tejto dizertaénej praci venujeme.

Dalsou dolezitou skuto¢nostou zobrazenou na grafe &. 4 je rozdiel vo vekovo
$pecifickych mierach umrtnosti v zavislosti od pohlavia. Ak neberieme do uvahy vykyvy
od veku 90 rokov, mézeme povedat’, Ze na celom intervale je miera imrtnosti muzov vyssia
ako miera imrtnosti zZien, ¢o nds privadza k otazke, ¢i je spravodlivé zjednotenie pohlavia
pri analyze Umrtnosti, ktorému sme sa venovali v kapitole 1.3. Odlisnosti vo vekovo
$pecifickych mierach Umrtnosti v zavislosti od pohlavia vedu k rozdielnym vyskam
poistného hlavne pri dochodkovom poisteni a poisteni na dozitie. Zanedbanie pohlavia vedie
k podhodnoteniu umrtnosti muzskej populacie a nadhodnoteniu tej zenskej, vysledkom ¢oho
dospejeme ku krivke, ktora je akymsi vazenym priemerom umrti muzov a zien v danom
veku pre dany rok. Vynechanie pohlavia pri modelovani umrtnosti je prijatelné do 18 roku
Zivota, pretoZe rozdiely v mierach imrtnosti muzov a zien st po tento vek zanedbatel'né.
V druhej polovici intervalu, medzi vekmi 51 az 100, si moézeme v§imnut, ze krivka, ktora
nezohladiiuje pohlavie, sa viac priblizuje ku krivke reprezentujicej imrtnost’ Zien. To moze
mat’ za nasledok znacné podhodnotenie imrtnosti muzskej populacie pre tento vekovy
interval.

V nasledujticej kapitole dizertacnej prace sa budeme venovat jednotlivym
deterministickym a stochastickym modelom umrtnosti spominanym v predchadzajucej Casti
a aplikujeme ich na konkrétne tidaje o timrtnosti na Slovensku v rokoch 1993 az 2020
pri zohl'adneni aj zanedbani pohlavia ako faktora modelovania umrtnosti. Modelovanym
vekovym intervalom bude vekové rozpitie od 0 do 100 rokov. Aby sme zarudili
prehladnost’ a vyssiu presnost’” odhadu, vekovy interval sme rozdelili na dve casti, oblast’
do 50 rokov vratane a oblast’ nad 50 rokov. Dalej sa zameriame na vzijomne porovnanie

modelov umrtnosti s vynechanim pohlavia ako faktora modelovania. Vyberieme model,
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ktory najvierohodnejSie opisuje Udaje o umrtnostnom spravani populacie Slovenskej
republiky na celom vekovom intervale, pricom vhodnost’ modelov posudime na zaklade
Statistickych kritérii — priemerny sucet Stvorcov rezidui a Standardnd odchylka rezidui
opisanych v kapitole 3.4. V zavere kapitoly analyzujeme, aky dopad ma vyber konkrétneho
modelu na poistné sadzby, ale aj vplyv zavedenia rodovej rovnosti a efekt zhorSenej
umrtnosti v dosledku koronavirusu na konci sledovaného obdobia na deterministicky
a stochasticky model. Pri analyze vychadzame zo zakladnych poistnych produktov, ktorymi

su docasné poistenie na umrtie a docasny predlehotny dochodok.

4.1 Deterministické modely umrtnosti

4.1.1 Gompertzov — Makehamov model umrtnosti

Modelovanie Umrtnostného spravania populacie Slovenskej republiky sme zacali
jednym z prvych existujucich deterministickych modelov tmrtnosti — Gompertzovym-
Makehamovym zakonom umrtnosti. M6Zeme ho vyjadrit’ pomocou vztahu (3.3), pricom
graficky je znazorneny vo forme rastcej exponencialnej krivky. Vzhl'adom k tvrdeniam
samotnych autorov modelu, o¢akdvame, Ze najlepSie vysledky bude dosahovat’ na vekovom
intervale od 20 do 60 rokov. Na odhad parametrov sme pouZili metddy nelinedrnej regresne;j
analyzy opisané v Casti 3.2. Ked’Ze ponuku nelinearnych modelov softvéru SAS Enterprise
Guide tvori len niekol'ko predvolenych typov, ktoré nie su v stlade stvarmi zakonov
umrtnosti, pri vytvarani umrtnostnych modelov bolo nevyhnutné naprogramovanie
vlastného kédu na odhad parametrov tychto modelov. Priklad vysledného programu
najdeme v prilohe 1.

Tabulka €. 4 obsahuje stihrn vysledkov odhadovanych parametrov Gompertzovho-
Makehamovho zakona umrtnosti zvlast, ale aj spolo¢ne pre muzov a zeny za roky 1993
a 2020 spolu so Statistickymi mierami na posudenie vhodnosti modelov MSE a RMSE.
Vysledky st uvedené osobitne pre vekovy interval (0;50) a (50;100) na dosiahnutie

presnejSich odhadov so zameranim na prehl'adnost’ vystupov.
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Tabulka ¢. 4 - Odhad parametrov GM modelu pre roky 1993 a 2020

Gompertz- 1993 2020
Makeham v .
model Zeny Muzi Spolu [ Zeny Muzi Spolu
= A 0,00023 0,00037 0,00029 | 0,00015 0,0003 0,00023
% SI B|[1,20E-05 4,2E-05 3,1E-05|3,47E-06 1,6E-05 9,6E-06
E c| 1,1205 11182 1,1156 | 1,1419 1,1245 1,1291
= A| -0,0182 -0,0374 -0,0316 | -0,007 -0,0176 -0,1105
% é B [ 5,45E-04 0,00501 0,00261 | 3,60E-05 0,00058 0,0224
E c| 10671 1,0429 11,0494 | 1,0999 1,0686 1,028
MSE 0,0004 0,00083 0,00018 [ 0,00277 0,00332 0,00079
RMSE 0,01998 0,02881 0,01331 [ 0,05266  0,0576 0,02819

Zdroj: vlastné spracovanie

Vysledky modelovania pomocou Gompertzovho-Makehamovho zdkona umrtnosti
Vv zavislosti od pohlavia pre rok 1993 su zndzornené na grafe ¢. 5. Sucast’ou grafu st skutocné
pozorované vekovo $pecifické miery umrtnosti muzov (M1993) a Zien (Z1993) vypocitané
na zaklade idajov zo Statistického uradu Slovenskej republiky a zaroveii ich vyrovnané
hodnoty za pouzitia Gompertzovho-Makehamovho zikona (GM — M1993, GM — Z1993).
V prvej kapitole sme sa venovali anomalii doj¢enskej imrtnosti, ktord je vyrazne vyssia ako
v nasledujucich rokoch zivota. Podl'a grafu ¢. 5, ale uz aj na zaklade tvaru Gompertzovho-
Makehamovho zidkona Umrtnosti (rastica exponencialna krivka) vieme povedat, ze GM
model Umrtnosti nespiiia poziadavky na modelovanie dojéenskej umrtnosti, pretoZe
skutocné pozorované vekovo Specifické miery umrtnosti sa vyrazne odliSuji
od vyrovnanych mier.

Ak sa zameriame na vysledky so zohl'adnenim pohlavia ako faktora modelovania,
v grafe ¢. 5 pozorujeme, ze v pripade muzskej populacie v roku 1993, model zlahka
nadhodnocuje mieru imrtnosti muzov po zaciatok dospelosti, teda do veku 18 roku zivota.
Nésledne je vidielné mierne podhodnotenie Umrtnosti v oblasti havarijného hrbu.
Medzi vekmi 18 az 90 rokov Gompertzov-Makehamov zakon Gimrtnosti takmer absolutne
opisuje umrtnostné spravanie muzskej ¢asti populacie. Vo vysokych vekoch nad 90 rokov
sa na grafe ¢. 5 objavuji vyrazné nepravidelnosti, ktoré sposobuju, Ze pri vyrovnanych

mierach imrtnosti muzov dochddza k podhodnoteniu skutocnych mier umrtnosti.
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Co sa tyka opacného pohlavia, u Zien plati, Ze volatilita idajov je znacne miernejsia
V porovnani s muzmi a takisto v tomto roku nie je viditeI'na na krivke zvySena umrtnost’
V oblasti havarijného hrbu, ¢o sposobilo zlepSenie kvality Gompertzovho-Makehamovho
modelu. Mézeme povedat’, Zze prakticky na celom vekovom intervale, tento zakon umrtnosti
spolahlivo opisuje umrtnostné spravanie zenskej Casti populacie. O tom, ze Gompertzov-
Makehamov model viac zodpoveda tmrtnosti Zenskej populéacie v roku 1993, svedcia aj

hodnoty priemerného suctu rezidui a reziduédlnej odchylky.

Graf ¢. 5 - GM model timrtnosti muzov a zien pre rok 1993
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Ak sa pozrieme do tabulky ¢. 4 odhliadnuc od pohlavia, zistime, ze Gompertzov-
Makehamov model vykazuje este lepSie vysledky s MSE = 0,00018 ako v pripade, ak
uvazujeme oddelene imrtnost’ muzov a zien. Teraz sa d’alej zameriame na vyvoj parametrov
Gompertzovho-Makehamovho zakona tmrtnosti v ¢ase pre pozorované obdobie od roku
1993 do 2020 na vekovych intervaloch (0; 50) a (50;100), ktoré su znazornené na grafoch
¢. 6, 7 a 8. Ked’ze hodnoty parametrov na tychto dvoch intervaloch st pomerne rozdielne,
na lavej strane sa nachadza os hodnoty parametra pre vekovy interval od 0 do 50 rokov

vratane a na pravej strane grafu najdeme os pre vekovy interval nad 50 rokov.

Graf €. 6 - Vyvoj parametra A GM modelu v Case
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Zdroj: vlastné spracovanie

Makehamov parameter A predstavuje konstantu, ktora sluzi na posun grafu funkcie
miery umrtnosti. Na zaklade grafu €. 6 vieme povedat, Ze na vekovom intervale od 0 do 50
rokov nadobuda tento parameter vel'mi nizke hodnoty a vo vSeobecnosti ma klesajucu
tendenciu. Na intervale od 51 do 100 rokov sa parameter sprava uplne odlisne. Dosahuje
zaporné hodnoty, ktoré¢ st okrem iného vel'mi volatilné. Predpokladame, Ze je to sposobené
volatilitou mier umrtnosti vo vysokych vekoch, vd’aka ktorej sa nepodarilo spol’ahlivo
odhadnut’ vysledné parametre modelu. Parameter B Gompertzovho-Makehamovho zakona
umrtnosti mé vplyv na zakrivenie (strmost’) krivky. Je logické preto, ze na intervale
(50;100) st hodnoty tohto parametra vyssie ako do veku 50 rokov (graf €. 7). Rovnako ako

parameter A, ma klesajuci trend. Parameter C takisto pdsobi na tvar krivky miery amrtnosti,
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pricom vyjadruje funkény vzt'ah medzi vekom a mierou timrtnosti. Ako jediny z parametrov

ma porovnatel'né hodnoty na celom vekovom intervale, priCom mierne rastie v ¢ase (graf ¢.
8).

Graf &. 7 - Vyvoj parametra B GM modelu v Case
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Graf ¢. 8 - Vyvoj parametra ¢ GM modelu v ¢ase
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V kapitole sa budeme zaoberat' aj vzajomnym porovnanim deterministickych

a stochastickych modelov tmrtnosti, naco nadm posluzi priemerny sucet Stvorcov rezidui
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a jeho odmocnina (Standardna odchylka rezidui). Graf ¢. 9 zachytdva MSE v jednotlivych
rokoch modelovaného obdobia. NajspolahlivejSie sa nam podarilo vyrovnat krivku
skuto¢nej vekovo Specifickej miery umrtnosti pomocou Gompertzovho-Makehamovho
zakona tmrtnosti v rokoch 1993 a 2011. Naopak najvyssie hodnoty priemerného suctu

Stvorcov rezidui su namerané v rokoch 2009 a 2010.

Graf ¢. 9 - MSE GM modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

Aby sme zosumarizovali uplatnenie Gompertzovho-Makehamovho zakona umrtnosti,
mozeme povedat’, Ze jeho pozorovanim pri modelovani v rokoch 1993 — 2020 sme dospeli
k zaveru, Ze je vhodny hlavne pre vekové rozpitie od 25 do 90 rokov Zivota. V nizsich
vekoch zl'ahka nadhodnocuje mieru imrtnosti populécie, a naopak, vo vyssich vekoch ju
podhodnocuje. V d’alsich Castiach preverime fakt, ¢i novSie modely tUmrtnosti lepSie

odzrkadl'uji imrtnostné spravanie slovenskej populécie.
4.1.2 Kannistov — Makehamov model umrtnosti

Reprezentantom logistickych modelov je Kannistov-Makehamov zakon umrtnosti.
Vztah na vyjadrenie tohto zakona (3.5) obsahuje tri parametre, ktoré bolo potrebné
odhadniit’ pomocou metdd nelinedrnej regresie, teda patri stdle k tym jednoduch$im

modelom. VyznaCuje sa podobnymi charakteristickymi ¢rtami ako Gompertzov-
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Makehamov zdkon umrtnosti. Ked’ze cielom autorov pri tvorbe modelu bolo zohl'adnit’
spomalenie umrtnosti v pokrocilom veku, oCakavali by sme, Ze bude dosahovat’ lepsie
vysledky prave vo vysSich vekoch. Pri vzdjomnom porovnani jednotlivych modelov
v d’alSich Castiach prace sa vSak presved¢ime 0 podobnosti tychto modelov, ktoré st takmer
totozné, ak neberieme do uvahy pohlavie ako faktor, ktory mé vplyv na amrtnost’.

V tabulke ¢. 5 najdeme vysledné odhadované parametre amiery presnosti
Kannistovho-Makehamovho zakona tmrtnosti zvlast’, ale aj spolo¢ne pre muzov a Zzeny

za roky 1993 a 2020 na vekovom intervale do 50 rokov a na intervale (50;100).

Tabul’ka ¢. 5 - Odhad parametrov KM modelu pre roky 1993 a 2020

Kannisto- 1993 2020
Makeham ™ 5
model Zeny Muzi Spolu [ Zemy  Muzi Spolu
g Al 12E-05 4,1E-05 0,00003 | 3,45E-06 1,6E-05 9,5E-06
%3’ B|1,14E-01 01125 0,098 |1,33E-01 01177 0,1217
E C| 0,00023 0,00037 0,00029 | 0,00015 0,0003 0,00023
g A| 0,00016 0,00174 0,00071 | 5,4E-06 0,00011 0,0055
% é B | 8,06E-02 0,0556 0,0644 | 1,18E-01 0,0874 0,0441
E Cc| -0,011 -0,0218 -0,0171 | -0,002 -0,0064 -0,0655
MSE 0,00038 0,0008 0,00017 [ 0,00197 0,00291 0,00077
RMSE 0,01956 0,02823 0,01307 [ 0,04443 0,05394 0,02771

Zdroj: vlastné spracovanie

Pri grafickej analyze sa blizSie pozrieme na rok 2002. Na grafe ¢. 10 st znazornené
vysledky modelovania pomocou Kannistovho-Makehamovho zakona timrtnosti v zavislosti
od pohlavia. Modrou plnou ¢iarou su zachytené pozorované vekovo Specifické miery
imrtnosti muzov (M2002) a miery Gmrtnosti Zien (Z2002) su reprezentované &ervenou
plnou ciarou. Hodnoty tychto mier umrtnosti vyrovnané pomocou Kannistovho-
Makehamovho zakona tmrtnosti predstavuju preruSované ¢iary s oznacenim KM — M2002,
KM — 7Z2002. Takisto ako pri predchadzajicom Gompertzovom-Makehamovom modeli,
Kannistov-Makehamov zakon umrtnosti nie je vhodny na modelovanie dojcenske;j

umrtnosti, ¢o patri k jeho hlavnym nevyhodam.
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Graf ¢. 10 - KM model umrtnosti muzov a zien pre rok 2002
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na grafe ¢. 10 mézeme pozorovat, ze vekovo Specifické miery imrtnosti muZov a Zien
sa do 15 roku zivota znacne priblizuju. Rovnaky jav mo6zZeme vidiet’ aj u populacie nad 90
rokov, kedy sa dokonca krivky skutoénych mier imrtnosti pretali vo veku 96 rokov a doslo
k javu nazyvanému zenska nadumrtnost’. Tento jav v takto vysokych vekoch je sposobeny
najma tym, ze zeny sa dozivaju vyssieho veku, co znamena, ze pocet zien v tomto veku je
vy$$i, a teda aj zomiera viac zien ako muzov. Pravdepodobnost’ umrtia v starobe by mala
byt umuzov vicSia, ¢o koreSponduje s mierami umrtnosti vyrovnanymi pomocou
Kannistovho-Makehamovho zakona umrtnosti. M6Zeme povedat,, Ze prakticky na celom

vekovom intervale, tento zdkon uUmrtnosti velmi dobre opisuje Umrtnostné spravanie
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populacie muzov aj zien s miernym podhodnotenim tmrtnosti v oblasti havarijného hrbu
Vv pripade muzskej Casti populacie. Okrem toho je umrtnost’ vyrazne nadhodnotend pri oboch

pohlaviach vo veku od 96-teho roku zivota.

Graf ¢. 11 - Vyvoj parametra A KM modelu v ¢ase

——A (0-50) =—A (51-100)

__0,00004 014 __
o o
g 0,000035 012 S
o 0,00003 01 B

m )
£ 0,000025 2
3 0,08 S
£ 0,00002 5
o 0,06 =
€ 0,000015 P
< 0,04 €
+ 0,00001 <
S o
£ 0,000005 002 g
© P\A - 2
S 0 0§
o P HEI NI P IHTL DA D> HNDO =
e A R M NN S N N RN NEIRNCRN G
PP F PP E ST &

Rok
Zdroj: vlastné spracovanie
Graf €. 12 - Vyvoj parametra B KM modelu v ¢ase
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Zdroj: vlastné spracovanie

Vyvoj parametrov  Kannistovho-Makehamovho  zdkona  Umrtnosti v Case

pre pozorované obdobie od roku 1993 do 2020 na vekovych intervaloch (0; 50) a (50;100)
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je zobrazeny na grafoch ¢. 11, 12 a 13. Hodnoty parametrov na tychto vekovych intervaloch
su vyrazne odlisné, preto sa na grafoch nachédzaji znova dve osy. Parametre AaB
Kannistovho-Makehamovho modelu vplyvaju na tvar krivky. Hodnoty tychto parametrov st
vel'mi volatilné, pricom parameter A ma na intervale (0; 50) klesajtci trend. Medzi rokmi
1997 az 2000 sa Kannistovmu-Makehamovmu zékonu Umrtnosti nepodarilo spolahlivo
priblizit’ tvaru krivky vekovo $pecifickej miery umrtnosti pre vek od 51 do 100 rokov, preto
parametre Vv tomto obdobi sa vyrazne odlisuji od vyvoja v d’alsich rokoch. Ulohou
Makehamovej konstanty C je posun krivky funkcie miery umrtnosti v smere osi y. Tento

parameter nadobtida hodnoty blizke nule a vo vSeobecnosti ma klesajticu tendenciu.

Graf ¢&. 13 - Vyvoj parametra C KM modelu v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie

Ouz niekolkokrat spomenutej podobnosti Kannistovho-Makehamovho modelu
umrtnosti s Gompertzovym-Makehamovym zakonom sved¢i aj graf ¢. 14, ktory zobrazuje
vyvoj priemerného suctu stvorcov rezidui KM modelu. Tento graf je prakticky identicky
s grafom ¢. 9 zobrazujicim MSE GM modelu v predchadzajticej kapitole. Pri porovnani
priemerného suctu rezidui tychto dvoch modelov je rozdiel rozpoznatelny az na piatom
desatinnom mieste. NajlepsSie sa nam teda opéat’ podarilo vyrovnat’ krivku skuto¢nej vekovo
Specifickej miery UGmrtnosti pomocou Kannistovho-Makehamovho zakona umrtnosti

v rokoch 1993 a 2011 a najhorsie to na zaklade hodndt MSE dopadlo v rokoch 2009 a 2010.
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Graf ¢. 14 - MSE KM modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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V kone¢nom doésledku je Kannistov-Makehamov zakon umrtnosti velmi podobny
Gompertzovmu-Makehamovmu zakonu uUmrtnosti. Hoci patri k logistickym modelom
a medzi vyndjdenim tychto dvoch zédkonov umrtnosti je viac ako 100 rokov, ich vysledky

na populécii Slovenska st prakticky zhodné.
4.1.3 Heligmanov - Pollardov model umrtnosti

Heligmanov-Pollardov  zdkon tUmrtnosti sa skladda zdeviatich biologicky
interpretovatel'nych parametrov, a teda méZeme ho zaradit’ uZ ku komplexnej$im modelom.
Matematicky je vyjadreny vztahom (3.6). Komplexnost tohto zakona sa odzrkadl'uje
Vv jeho tvare, ktory nepredstavuje uz len jednoduchu exponencialne rastacu krivku. Naopak
je mozné ho omnoho viac tvarovat’, o ma za nasledok, zZe sa vie lepsie prisposobit’ trendu
umrtnosti v oblasti havarijného hrbu, ako aj vo vysokych vekoch. Ked’Ze v ostatnych Statoch
sa pouziva pre vSetky vekové kategorie, predpokladame, Ze aj pre Slovenska republiku sa
osved¢i ako vhodny kandidat na modelovanie umrtnosti na celom vekovom intervale.
Tabul’ka ¢. 6 pozostava z odhadovanych parametrov Heligmanovho-Pollardovho zakona
umrtnosti, osobitne pre muzov aj Zeny, ale tiez SO zanedbanim pohlavia ako faktora
umrtnosti za roky 1993 a 2020 na intervale vekov od narodenia po 50 rokov a od 51 az

do 100 rokov. Stc¢ast’ou tabul’ky ¢. 6 su aj Statistické miery presnosti modelov MSE a RMSE
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na posudenie vhodnosti modelov a ich vzajomné porovnanie. V tabul’ke ¢. 6 mézeme vidiet,
ze parametre A az F st pre dva vekové intervaly rovnaké. Je to z toho dovodu, ze ked’Ze sa
tieto parametre vztahuju k detskej imrtnosti a imrtnosti v havarijnom hrbe, nemaji vplyv
na vekovy interval nad 50 rokov. Parametre G, H a K st rozdielne, pretoze exponencialny
narast umrtnosti v zavislosti od veku sa pre vekové intervaly 1iSi. Ak by sme chceli mat’ len

jednu supravu parametrov, museli by sme zvolit’ pri odhade parametrov iné vekové intervaly.

Tabul’ka ¢. 6 - Odhad parametrov HP modelu pre roky 1993 a 2020

Heligman- 1993 2020
Pollard ” ”
model Zeny Muzi Spolu | Zeny Muzi Spolu
A | 0,00236  0,1432 0,00524 | 0,681 0,8257 0,00022
B | 1,5457 15,643 3,4783 | 12,6961 29,6209 -0,8973
. C 0,181 0,4828 0,223 1,1563  1,0833 0,036
% D | 0,00023 0,00075 0,00045 | 0,00128 0,0181 0,0805
E E | 28,2974 14,8924 12,9132 | 0,0456 0,2464 0,2185
g F | 17,3594 21,0134 20,2703 | 141825 896,2 3333,1
* G| 29E-05 53E-05 0,00004 | 1,6E-06 7,6E-09 1,1E-08
H 1,1022 1,1144 1,1115 1,1586 1,3027 1,2831
K | 1,0559 1,0405 1,084 0,4455 -6E+15 1
A | 0,00236  0,1432  0,00524 0,681 0,8257  0,00022
B | 1,5457 15,643 3,4783 | 12,6961 29,6209 -0,8973
+ C 0,181 0,4828 0,223 1,1563  1,0833 0,036
% D | 0,00023 0,00075 0,00045 | 0,00128 0,0181 0,0805
E E | 28,2974 14,8924 12,9132 | 0,0456 0,2464  0,2185
g F | 17,3594 21,0134 20,2703 | 141825 896,2 3333,1
- G | 0,00033 5,1E-05 5,8E-05 | 5,3E-10 3,9E-08 8E-09
H | 1,0698 1,1054 1,0983 1,2623 1,2106  1,2261
K| -959,7 1,0284 1,0221 1,0145 1,0193 1,0169
MSE 0,00024  0,0004 0,0001 | 0,00026 0,00041 0,00028
RMSE 0,01552 0,01999 0,01006 | 0,01598 0,0202 0,01664

Zdroj: vlastné spracovanie
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Graf ¢. 15 - HP model timrtnosti muzov a zien pre rok 2011
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Zdroj: vlastné spracovanie

V grafickej analyze sa budeme ststredit’ na rok 2011. Graf €. 15 obsahuje pozorované
vekovo $pecifické Umrtnosti muzov (M2011) azien (Z2011) spolu s vysledkami
modelovania pomocou Heligmanovho-Pollardovho zakona timrtnosti (HP — M2011, GP —
72011). Co sa tyka dojéenskej imrtnosti, zatial’ Ziadny z modelov ju nebol schopny vyjadrit’.
Hoci pri Heligmanovom-Pollardovom zakone Umrtnosti ide o zlozitejsi model, nie
pre vSetky roky sa nam podarilo dospiet’ k spravnemu odhadu dojcenskej umrtnosti. Tak to
bolo aj v znazornenom roku 2011. Okrem tohto nedostatku, na vekovom intervale (0; 50)
dosahuje vyborné vysledky u oboch pohlavi. NajvicSou vyhodou modelu na tomto intervale

je schopnost’ prispdsobit’ sa iimrtnosti v oblasti havarijného hrbu, ktory je pozorovatelny
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predovsetkym na muzskej populacii. V druhej Casti vekového intervalu je to 0 nieco horsie.
U muzov je viditelné malé podhodnotenie Umrtnosti medzi 51 a 67 rokom zivota.
Nadhodnotenie je naopak pozorovateI'né medzi vekmi 76 az 87. Pre obe pohlavia je tiez
mozné si v§Simnut' vyraznejSie podhodnotenie umrtnosti vo veku nad 89 rokov, o je vSak

spdsobené najma volatilitou udajov o imrtnosti vo vysokych vekoch.

Graf ¢. 16 - Vyvoj parametra A HP modelu v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie

Graf €. 17 - Vyvoj parametra B HP modelu v ¢ase
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Graf ¢. 18 - Vyvoj parametra C HP modelu v case
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Graf ¢. 19 - Vyvoj parametra D HP modelu v ¢ase
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na grafoch ¢. 16 az 24 je znazorneny vyvoj parametrov Heligmanovho-Pollardovho
zakona umrtnosti pocas analyzovaného obdobia medzi rokmi 1993 a 2020. Parametre A, B
a C tvoria prvy ¢len tohto zakona umrtnosti zamerany na Umrtnost’ deti. Parameter A
ovplyviluje imrtnost’ do 1 roka, parameter B vplyva prave na imrtnost’ v prvom roku Zivota
a napokon parameter C posobi na umrtnost’ az po zaciatok dospelosti, teda priblizne do 18

roku zivota. Tieto parametre nadobudali pocas sledovaného obdobia malé¢ hodnoty, najmé
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Z toho dovodu, ze pravdepodobnost tmrtia v mladom veku je nizka. V ojedinelych
pripadoch je na grafoch vidiet’ prudké odchylenie od ostatnych rokov. V tychto rokoch sme
vSak neboli schopni spol'ahlivo odhadntt’ umrtnost’ do 1 roku zivota.

Vyvoj umrtnosti v oblasti havarijného hrbu ovplyvnuje parametre D, E a F, pricom
parameter D zachytava vySku hrbu, E meria jeho Sirku a parameter F reprezentuje
umiestnenie hrbu na vekovej osi. Na zaklade grafov ¢. 19, 20 a 21 mézeme povedat,, ze tieto

parametre mali pocas sledovaného obdobia volatilny ale vcelku staciondrny priebeh.

Graf ¢. 20 - Vyvoj parametra E HP modelu v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie
Graf ¢. 21 - Vyvoj parametra F HP modelu v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie

100



Posledny clen tvoreny parametrami G, H a K reprezentuje umrtnostné spravanie
dospelych T'udi az do konca vekového intervalu. Tieto parametre pritom ovplyviiuju
zakladnu uroven umrtnosti a mieru narastu, teda sklon krivky amrtnosti. Vzhl'adom na to,
ze vplyvaju na amrtnost’ pocas dospelosti, su ako jediné rozdielne pre dva vekové intervaly
(0; 50) a (50;100). Ich hodnoty st vSak podobné, takze nepotrebujeme osobitne osi
pre jednotlivé intervaly vekov. Parameter G je blizky nule a ma klesajiicu tendenciu. Zvysné

dva parametre su vo vSeobecnosti staciondrne a nadobtidaji hodnoty okolo 1.

Graf €. 22 - Vyvoj parametra G HP modelu v ¢ase
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Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢. 23 - Vyvoj parametra H HP modelu v ¢ase
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Graf ¢&. 24 - Vyvoj parametra K HP modelu v case
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Graf ¢. 25 - MSE HP modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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Graf ¢. 25 zachytava vyvoj priemerného stctu rezidui MSE v jednotlivych rokoch
pozorovaného obdobia. Tvar krivky je podobny s vyvojom MSE prechadzajucich modelov
(Gompertzov-Makehamov zakon umrtnosti, Kannistov-Makehamov zakon umrtnosti),
avSak nadobuda nizSie hodnoty, ¢o nasvedcuje tomu, ze dosahuje lepSie vysledky.
Podobnost’ tvaru pripisujeme Specifickym ¢rtdm mier umrtnosti v konkrétnych rokoch
spOsobenym systematickymi nepravidelnostami redlnych udajov a ich volatilitou

Vo vysokych vekoch. NajlepSie hodnoty priemerného stctu Stvorcov rezidui po vyrovnani
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krivky pozorovanej vekovo Specifickej miery uUmrtnosti na zdklade Heligmanovho-
Pollardovho zakona tmrtnosti boli namerané v rokoch 1993 a 2011. Na druhej strane,
najhorSie sa nam podarilo priblizit’ skuto¢nym mieram tumrtnosti v rokoch 2006 a 2008.

Na zaver mdzeme povedat, Ze nazaklade vysledkov modelovania umrtnosti
Heligmanovym-Pollardovym zdkonom tmrtnosti v rokoch od 1993 az po 2020, povazujeme
tento zdkon vhodny na modelovanie umrtnosti slovenskej populécie. Predovsetkym dobré
vysledky dosahuje pri modelovani havarijného hrbu. Naopak, pri doj¢enskej imrtnosti Sme
nie vzdy dospeli k spravnym hodnotam miery umrtnosti, ani s takto zlozitym modelom.
Vo vysokych vekoch sme pozorovali mierne podhodnotenie Umrtnostného spravania

populacie Slovenska.

4.1.4 CoDe model umrtnosti

CoDe model, podobne ako predchadzajtci zakon iimrtnosti, patri ku komplikovanej$im
modelom, ktoré by sa svojim tvarom mali vediet' prispdsobit’ tmrtnostnym trendom
populacie. Sklada z piatich aditivnych ¢lenov reprezentujucich imrtnost’ v za sebou idticich
fazach zZivota (detska Umrtnost, Umrtnost mladistvych a Umrtnost v obdobi rannej
dospelosti, neskorej dospelosti, ale aj v starobe), ktoré st stéastou matematického
vyjadrenia (3.7). Aditivne ¢leny obsahuju celkovo 10 parametrov, priCom Sest’ z nich sa
Vv Case meni. Parametre, ktoré st konStantné v Case, je potrebné v prvom rade nastavit’
na zaklade potrieb populécie Slovenska.

Parameter m predstavuje vek, v ktorom je ndrast miery umrtnosti najprudsi.
V pozorovanom obdobi od 1993 po 2020 bol najprudSi narast mier imrtnosti viditel'ny
medzi 14 az 18 rokom zivota, preto sme zvolili parameter m = 16 rokov.

Parameter M reprezentuje modus dizky Zivota spominany v kapitole 1.2. Jeho hodnota
je rozdielna v zavislosti od pohlavia a takisto sa v ¢ase vyvija, hoci v modeli ju povazujeme
za konstantnii. Vyvoj modusu dizky Zivota zachytava graf & 26. Pri modelovani sme
vyskusali r6zne hodnoty parametra M a usudili sme, Ze je idealne pouzit M = 80 rokov, ¢o
je priblizne priemerna hodnota modusu dizky Zivota.

Parameter h modZeme povazZovat za pomocny parameter, ktory ndm umoZiluje
na zéklade modalneho veku cely vekovy interval rozdelit’ na priblizne rovnako vel'ké cCasti,

ktoré budu koreSpondovat’ so zivotnymi fazami. Preto sme si zvolili h = 30.
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Poslednym casovo invariantnym parametrom je parameter g, ktory predstavuje hornu
hranicu miery umrtnosti, teda hodnotu, ku ktorej sa priblizuje pravdepodobnost’ imrtia
osoby vo veku nad 110 rokov. Podla rdznych zdrojov, ktorym sme sa venovali uz
Vv teoretickej Casti 3.1.1.4, je tato hranica r6zna, avSak hodnota parametra g nema velky
vplyv na vysledok modelu, preto sme pouzili g = 0,7 rovnako ako autori CoDe modelu.
Okrem parametrov obsahuje vztah pre CoDe model aj dve konstanty (3.8) a (3.9), ktorych
hodnoty zavisia od vypoc¢itanych parametrov a sltizia na to, aby medzi iroviiami imrtnosti
v r6znych fazach Zivota bol plynuly prechod. Na zaklade komplexnosti predpokladame

vhodnost’ CoDe modelu na celom vekovom intervale.

Graf & 26 - Vyvoj modusu dizky Zivota medzi rokmi 1993 az 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

Tabulka ¢. 7 zahfiia odhadované parametre CoDe modelu spolu s vypocitanymi
konStantami zv1ast’ pre muZov aj Zeny, ale tiez So zanedbanim pohlavia ako faktora iumrtnosti
za roky 1993 a 2020 na celom vekovom intervale. Ked’ze v modeli st oddelené rozne fazy
zivota pomocou indikatora I(*), nie je potrebné rozdel'ovat’ vekovy interval na viac ¢asti
na zarucenie vyssej presnosti modelu, ¢o povazujeme za velkt vyhodu. Stcast'ou tabul'ky
C. 7 st aj Statistické miery presnosti modelov MSE a RMSE na posudenie vhodnosti modelov

a ich vzajomné porovnanie.
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Tabulka €. 7 - Odhad parametrov CD modelu pre roky 1993 a 2020
CoDe 1993 2020
model | Zeny Mui Spolu | Zeny MuZi Spolu

A |0,00101 0,0006 0,0006 |0,00048 0,00047 0,0005

B | 01174 004999 0,0583| 0,105 0,0878 0,1005

a [0,00019 -0,0002 -0,0002[0,00014 0,00021 0,00022
o |m 16 16 16 16 16 16
2 M 80 80 80 80 80 80
2 |n 30 3 30| 30 30 30
S |bl| 01154 00721 00816| 01302 00972 0,111
£ lg 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7 0,7
o

b2| 0,0795 10,1119 10,0941 0,18 0,09684 0,0677
b3| 0,0864 0,0733 0,079| -0,086 -0,104 0,0928
cl|-0,0036 0,00432 0,00144| 0,0018 -4E-05 -0,0048
c2 | -0,0092 0,03444 0,0134]0,24303 0,20718 -0,025
MSE |0,00023 0,00054 0,00012|0,00035 0,00052 0,00032
RMSE |0,01504 0,02315 0,01072|0,01861 0,02277 0,0179

Zdroj: vlastné spracovanie

Na grafe ¢. 27 sme analyzovali schopnost’ CoDe modelu opisat’ imrtnostné spravanie
populacie Slovenska v roku 2020. Graf ¢. 27 pozostava z pozorovanych vekovo Specifickych
mier umrtnosti muzov (M2020) a Zien (Z2020) spolu s vysledkami modelovania pomocou
CoDe modelu (CD — M2020, CD — Z2020). Vel’kou vyhodou CoDe modelu je, Ze ako jediny
nemal problém sa prispdsobit’ dojéenskej umrtnosti pocas celého sledovaného obdobia.
Na intervale do 51 rokov CoDe model vedel opisat’ tmrtnostny trend v oblasti havarijného
hrbu, hoci v roku 2020 tento hrb nie je taky viditeI'ny. Je to z toho dévodu, Ze v roku 2020,
aj v dosledku pandémie, policia zaznamenala najmenej dopravnych nehdd za poslednych
desat’ rokov, ale aj celkovo od vzniku Slovenskej republiky. Na cestach zahynulo celkovo
224 0sdb, ¢o je 0 21 menej obeti ako v roku 2019 a zaroven druhy najniZsi pocet od vzniku
samostatnej Slovenskej republiky (Ministerstvo vnutra SR, 2021). Na intervale od 51 rokov
je to na zaklade grafu ¢. 27 onieCo horSie. U zien je mozné pozorovat vyrazné
podhodnotenie umrtnosti medzi 65 a 87 rokom Zivota. U oboch pohlavi mal CoDe model

problém pribliZit’ sa mieram imrtnosti vo vysokych vekoch nad 87 rokov.
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Graf ¢. 27 - CD model timrtnosti muzov a zien pre rok 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

Zameriame sa teraz na vyvoj jednotlivych parametrov CoDe modelu pocas
analyzovaného obdobia medzi rokmi 1993 a 2020, ktory je znazorneny na grafoch 28 az 33.
Parametre A a B tvoria prvy ¢len tohto zakona imrtnosti, ktory sa venuje umrtnosti v nizkom
veku. Parameter A odraza dojcensku umrtnost’ a z grafu ¢. 28 vidime, ze ma klesajtci trend,
¢o nasvedCuje tomu, Ze umrtnost vrannom S$tadiu Zivota sa zniZzuje. Parameter B
reprezentuje detsku tmrtnost’. To, ze na grafe ¢. 29 modézeme pozorovat’ rastuci trend,
neznamena, ze detska umrtnost’ rastie, pretoze parameter B je ovplyvneny parametrom A.
Efekt zmien v hodnote parametra B je v Case relativne maly, preto zmeny imrtnosti v detstve

mozno prisudit’ najmad zmenam parametra A. Parameter a slizi na opis umrtnosti v oblasti
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havarijného hrbu. Nadobuda nizke hodnoty blizke 0 a podla grafu ¢. 30 vidime, Ze ma rastuici

trend.

Graf ¢. 28 - Vyvoj parametra A v CD modeli v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie

Graf ¢&. 29 - Vyvoj parametra B v CD modeli v ¢ase
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Graf ¢. 30 - Vyvoj parametra a v CD modeli v Case
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Graf ¢. 31 - Vyvoj parametra b1 v CD modeli v Case
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Parametre b;, b, a b; potom opisuju umrtnost’ v roznych fazach Zivota v zavislosti
od zvolenych konstantnych parametrov modelu. Vzhl'adom na hodnoty M = 80ah = 30,
parameter b, reprezentuje sklon umrtnosti do veku 50 rokov (skora dospelost), b, opisuje
uroven umrtnosti medzi 50 az 80 rokom zivota (neskora dospelost’) a parameter b; vyjadruje
narast umrtnosti v zavislosti od veku pre osoby nad 80 rokov (staroba). Podla grafu ¢. 31 ma

parameter b, mierne rastuci trend. Sklon umrtnosti do veku 50 rokov vsak nie je ovplyvneny
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len tymto parametrom, ale zavisi aj od Urovne parametrov predchadzajacich ¢lenov.

Umrtnost’ sa medzi 50 az 80 rokom Zivota podas sledovaného obdobia podla grafu &. 32

zlepsila, pricom v pandemickom roku 2020 je viditeI'ny vyrazny narast. Napokon vyvoj

parametra b; je vel'mi kolisavy, €o je spdsobené volatilitou idajov o timrtnosti vo vysokych

vekoch.

b2

Parameter b3

Parameter
p
o
~

Graf ¢&. 32 - Vyvoj parametra b2 v CD modeli v case
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Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢. 33 - Vyvoj parametra bz v CD modeli v Case
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Zdroj: vlastné spracovanie
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Graf ¢. 34 zachytdva vyvoj priemerného suctu rezidui MSE v jednotlivych rokoch
pozorovaného obdobia. Samotny odhad parametrov bol v dosledku komplexnosti modelu
pomerne naro¢ny. Na zaklade vysledkov MSE mo6zeme povedat’, ze CoDe model dosahuje
lepSie vysledky nez jednoduché modely (Gompertzov-Makehamov zakon umrtnosti,

Kannistov-Makehamov zakon umrtnosti), avSak vo vSeobecnosti horSie opisuje imrtnostné

vve

hodnoty priemerného suctu Stvorcov rezidui po vyrovnani krivky pozorovanej vekovo
Specifickej miery umrtnosti na zaklade CoDe modelu, boli namerané v rokoch 1993 a 2011.
Naopak, najmenej sa nam podarilo priblizit' skutoénym mieram Gmrtnosti v rokoch 2000
a 2009.

Graf ¢. 34 - MSE CD modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

CoDe model povazujeme za vhodny na modelovanie imrtnosti V pozorovanom obdobi.
Jeho vyhodou je schopnost’ modelovat’ doj¢ensku umrtnost’ a havarijny hrb. Vo vysokych
vekoch nedosahoval az tak dobré vysledky, ako sme ocCakavali v suvislosti s jeho
zlozitostou. Uz samotné nastavenie konStantnych parametrov si vyzadovalo doéslednu
analyzu. Z toho dovodu zlozitost modelu povazujeme za jeho najvacsiu nevyhodu. Existuja
vSak uz aj pokusy o zjednodusenie tohto modelu, najma obmedzenim poctu ¢asovo zavislych
parametrov. Prikladom tohto pokusu je Bardoutsos a kol. (2018), ktory si ale uvedomuje, zZe

zniZenie poctu parametrov vedie k robustnejSim odhadom.
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4.2 Stochastické modely iumrtnosti

4.2.1 Lee-Carterov model umrtnosti

V tejto Casti prejdeme na modelovanie umrtnostného spravania populéacie Slovenske;j
republiky pomocou stochastickych modelov Umrtnosti. Jednym z prvych a zaroven
najzname;jsi je Lee-Carterov model imrtnosti, pri ktorom pracujeme s logaritmami vekovo
Specifickych centralnych mier tmrtnosti, ktoré vyhovuji vztahu (3.10). Tento model je
vhodny na modelovanie celého vekového intervalu, priCom nemé problém sa prisposobit’
anomalidm miery imrtnosti, akymi su napriklad dojenska timrtnost’ a havarijny hrb. Princip
modelovania pomocou stochastickych modelov sa znac¢ne lisi od tych deterministickych.
Lee-Carterov model obsahuje tri parametre, z ktorych dva zavisia od veku a jeden sa vyvija
v zavislosti od ¢asu. Na odhad parametrov sme pouzili metdédu Habermana a Russolillo,
ktora vychddza z metddy najmensich Stvorcov za pouzitia singularneho rozkladu matice

a pozornost’ sme jej venovali v ¢asti 3.3.1.

Tabul’ka & 8 - Odhad parametra «® LC modelu
Rok KEZ) Rok KEZ)

1993 16,646 | 2007 4,861
1994 20,793 |2008 0,980
1995 22,138 2009 -2,016
1996 17,481 (2010 -3,314
1997 17,542 2011 -9,337
1998 18,241 |2012 -10,787
1999 14,966 | 2013 -14,556
2000 13,875(2014 -19,430
2001 13,340 (2015 -16,407
2002 10,333 2016 -22,859
2003 10,052 | 2017 -21,953
2004 6,819 (2018 -23,869
2005 8,292 |2019 -29,535
2006 5,840 (2020 -18,741
Zdroj: vlastné spracovanie

V tabul’kach ¢. 8 a 9 najdeme vysledky odhadnutych parametrov Lee-Carterovho
modelu pre populaciu Slovenskej republiky za casové obdobie od roku 1993 do 2020,

W

pricom hodnoty parametrov zavislych od veku st uvedené v tabulke ¢. 9 a hodnoty
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parametra zavislého od Casu st uvedené v tabul’ke ¢. 8. Z dovodu vel'kého mnozstva tdajov
obe tabulky znazorfiuji parametre modelu bez uvazovania pohlavia ako faktora, ktory
vplyva na imrtnost. Vystup modelovania umrtnosti zvlast pre muzov a zeny najdeme

Vv prilohe 3.

Tabul’ka ¢&. 9 - Odhad parametrov £ a 82 LC modelu

vek @D a@ |vek gD p®@ [vek g® g® |vek p® @ |vek gD p®@
X X X X X X X X X X
0 -5006 0,015| 20 -7,435 0,007| 40 -6,234 0,015| 60 -4,302 0,009| 80 -2,526 0,009
1 -7,491 0,011| 21 -7420 0011| 41 -6,125 0014| 61 -4214 0,008| 81 -2,415 0,007
2 -7,972 0016 22 -7,442 0,010| 42 -6,020 0014| 62 -4131 0,009| 82 -2,307 0,007
3 -8346 0024| 23 -7458 0011| 43 -5902 0,014| 63 -4,049 0,008| 83 -2,191 0,007
4 -8427 0016| 24 -7,386 0,009| 44 -5789 0014| 64 -3,980 0,009| 84 -2101 0,006
5 -8479 0019| 25 -7,357 0,011| 45 -5689 0,013| 65 -3,904 0,010| 85 -2,002 0,005
6 -8,824 0026| 26 -7,352 0,011| 46 -5591 0,013| 66 -3,821 0,010| 86 -1,887 0,005
7 -8782 0022| 27 -7,268 0,010| 47 -5481 0,013| 67 -3,742 0,010 87 -1,797 0,004
8 -8,667 0014| 28 -7312 0,009| 48 -5378 0,013| 68 -3,665 0,010| 88 -1,714 0,004
9 -8737 0012| 29 -7,210 0,010| 49 -5283 0,013| 69 -3579 0,010| 89 -1,615 0,003
10 -8,883 0,020| 30 -7,153 0,011| 50 -5164 0,011| 70 -3496 0,010| 90 -1,536 0,002
11 -8,656 0,010| 31 -7,077 0,009| 51 -5074 0,010| 71 -3404 0,010| 91 -1,443 0,002
12 -8,809 0,015| 32 -7,047 0,011| 52 -4978 0,011| 72 -3310 0,011| 92 -1,391 0,001
13 -8,632 0,013| 33 -6,909 0,011| 53 -4909 0,010| 73 -3229 0,011| 93 -1,336 -0,001
14 -8474 0,012| 34 -6,848 0011| 54 -4798 0010| 74 -3,129 0,011| 94 -1,287 0,000
15 -8,248 0,012| 35 -6,748 0,013| 55 -4,737 0,010| 75 -3034 0,010| 95 -1,281 0,001
16 -7,934 0,008| 36 -6,662 0,010| 56 -4,644 0,010| 76 -2,942 0,010| 96 -1,277 -0,001
17 -7,832 0,011| 37 -6,538 0,010| 57 -4565 0,009| 77 -2,849 0,009| 97 -1,367 -0,003
18 -7,633 0,009| 38 -6,446 0,014| 58 -4484 0,009| 78 -2,741 0,009| 98 -1,378 0,002
19 -7,521 0,008| 39 -6,322 0,014| 59 -4388 0,009| 79 -2,634 0,009| 99 -1,929 -0,011

Zdroj: vlastné spracovanie

Pre lepSie pochopenie st odhadované parametre Lee-Carterovho modelu za obdobie

od roku 1993 po 2020 znazornené na grafoch ¢. 35, 36 a 37. Vseobecny tvar krivky logaritmu

centrdlnej miery umrtnosti reprezentovany parametrom ﬁ,gl) vykazuje podla ocakavani

vysoku dojcensku tmrtnost’, havarijny hrb medzi 18 az 24 rokom Zivota a takmer linearny
narast u starSich vekovych skupin. Parameter citlivosti imrtnosti ﬁ,gz) je kladny az do veku
92 rokov. To znamen4, Ze do tohto veku sa umrtnost’ pocas sledovaného obdobia zlepSovala.
V porovnani s inymi vekmi st hodnoty tohto parametra vyrazne vysSie v rannom S$tadiu
zivota okolo 5 az 15 roku zivota, ¢o naznacuje, Ze umrtnost’ na tomto vekovom intervale sa

zlepSuje rychlejsie ako v inych vekovych skupinach. U I'udi nad 93 rokov je v niektorych
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pripadoch parameter ,8,52) zéporny alebo vel'mi blizky 0, ¢o znamend, ze umrtnost’ sa

pre tieto veky zhorSuje alebo zostava priblizne rovnakd. Index umrtnosti ;c§2) naznacuje

vyvoj umrtnosti v ¢ase. Na zdklade grafu ¢. 37 mdézeme pozorovat, ze ma klesajuci trend,

¢o naznacuje zlepsovanie (pokles) timrtnosti v ¢ase. V poslednom pandemickom roku doslo
r , 2 v . , , ’

k pomerne prudkému narastu parametra KE ), ¢o je Vsulade s aktudlnou umrtnostnou

situaciou.

Graf & 35 - Parameter B LC modelu

B1

D

Parameter Bx

O 1N O oLwOoLwmOoLwmoLwmoLwmoLwmwoLwn o wn
A N ANOOM T T O W0 O O~~~ 0w o,

100

Vek

Zdroj: vlastné spracovanie

Graf & 36 - Parameter 52 LC modelu
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Graf ¢. 37 - Vyvoj parametra KEZ) LC modelu v ¢ase
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Zdroj: vilastné spracovanie

Na grafe ¢. 38 sme zndzornili pozorované centralne miery imrtnosti muzov (M1993)
a zien (21993) podl'a veku prevedené do logaritmickej podoby na zaéiatku projekcie v roku
1993. Prerusovanymi Ciarami su na grafe vykreslené vekovo $pecifické centralne miery

umrtnosti odhadované pomocou Lee-Carterovho stochastického modelu imrtnosti.

Graf ¢. 38 - Ukazka LC modelu timrtnosti muzov a zien pre rok 1993
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Zdroj: vlastné spracovanie
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Zistili sme, ze prispdsobené miery umrtnosti s velmi blizke pozorovanym
(skutoénym) mieram umrtnosti, okrem toho, ze skutocné miery zahfiiaju nesystematickll
volatilitu. Na grafe ¢. 38 nie su viditelné ziadne vyrazné podhodnotenia respektive
nadhodnotenia umrtnosti. Lee-Carterov model nemal problém sa prisposobit’ dojcenske;j
umrtnosti ako aj imrtnosti v oblasti havarijného hrbu pozorovateného najma u muzskej
Casti populécie.

O kvalite Lee-Carterovho modelu sved¢i vyvoj priemerného stétu rezidui MSE
zobrazeného na grafe &. 39. Co je zaujimavé, vyvoj MSE je protikladny ku deterministickym
modelom. Kym u vSetkych deterministickych modelov bola urovenn priemerné¢ho suctu
rezidui v roku 2011 najniZsia, a teda §lo o najlepsi odhad, u Lee-Carterovho modelu to je
presne opacne. NajspolahlivejSie sa ndm podarilo vyrovnat’ krivku logaritmu skutocne;j
vekovo Specifickej miery umrtnosti pomocou Lee-Carterovho modelu v rokoch 1996

a2017. Naopak najvysSie hodnoty priemerného suctu Stvorcov rezidui su namerané

v rokoch 1994 a 2004.

Graf ¢. 39 - MSE LC modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

Prognézovanie je jednou z najdodlezitejSich stcasti stochastického modelovania.

Vyhodou Lee-Carterovho modelu je, ze ked uz najdeme hodnoty €asovo invariantnych
parametrov ,8,51) a ﬁ,gz), je potrebné predpovedat’ buduci vyvoj len indexu imrtnosti ng),

ktory je ako jediny zavisly od Casu. Existuje niekol’ko metod predikcie, napriklad pouzitie
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regresnych kriviek alebo jednou z najpopularnej$ich metod, a to ARIMA modelovanie

(autoregresny integrovany kizavy priemer), ktorému sme sa venovali v kapitole 3.3.2.

Tabulka ¢. 10 - Progndza ng) LC modelu s 95 % intervalom spol'ahlivosti

95 % Interval

Rok | Prognéza spoPlahlivosti
2021 -27,724 -34,222 -21,225
2022 -24,829 -31,826 -17,831
2023 | -29,067 -37,632 -20,502
2024 | -29,021 -38,286 -19,756
2025| -31,548 -41,795 -21,301
2026 -32,530 -43,483 -21,577
2027| -34,440 -46,162 -22,718
2028 | -35,792 -48,175 -23,410
2029 | -37,480 -50,524 -24,435
2030| -38,966 -52,620 -25,312

Prognéza 95 % Interval

Rok Muzi spolahlivosti
2021| -27,636 -34,019 -21,252
2022| -26,434 -33,614 -19,253
2023| -29,411 -38,043 -20,780
2024 -30,363 -39,902 -20,824
2025 -32,297 -42,808 -21,786
2026| -33,754 -45,090 -22,419
2027| -35,443 -47,576 -23,310
2028 | -37,019 -49,887 -24,152
2029 | -38,650 -52,219 -25,081
2030| -40,255 -54,487 -26,022

Prognéza 95 % Interval

Rok Zeny spolahlivosti
2021| -25,708 -32,278 -19,138
2022 -22,773 -29,816 -15,729
2023| -26,823 -35,468 -18,178
2024 | -26,588 -35,913 -17,263
2025| -28,981 -39,303 -18,660
2026 -29,763 -40,781 -18,744
2027| -31,533 -43,326 -19,739
2028 | -32,696 -45,147 -20,246
2029 -34,232 -47,347 -21,117
2030| -35,540 -49,263 -21,816

Zdroj: viastné spracovanie na zaklade vystupu zo SAS Enterprise Guide
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Zvazili sme niekol’ko moznych modelov ARIMA na prognozovanie indexu umrtnosti.
Na identifikaciu najvhodnejsicho modelu sme pouzili Akaikovo informac¢né kritérium (AIC)
opisané v Casti 3.4. VSeobecne plati, Ze ked’ porovnavame modely, mensie AIC oznacuje
lepsie vyhovujuci model. Podl'a AIC je ARIMA (1,1,0) najlepSie vyhovujicim modelom
pre index Umrtnosti Lee-Carterovho modelu odhadovaného pre populdciu Slovenskej
republiky bez uvazovania pohlavia ako faktora iimrtnosti s hodnotou AIC rovnou 143,7.
Pri ARIMA modelovani v zavislosti od pohlavia zvlast pre muzov a zeny sme dospeli
k podobnym vysledkom. Pre muzov bol najvhodnejs$i model takisto ARIMA (1,1,0) s AIC
rovnym 142,6. U Zien bol odhad t'az$i, ale vedici model bol rovnako ARIMA (1,1,0)
so zodpovedajucim AIC = 144,4. Na predpovedanie budicich hodnét ¢asovo zavislého

W

parametra sme pouzili najvhodnejSie ARIMA modely. V tabul’ke ¢. 10 su uvedené

prognozované hodnoty indexu imrtnosti ng) spolu s jeho 95 % intervalmi spol’ahlivosti
na najblizsich 10 rokov.

Na zaklade tabul’ky ¢. 10, ocakdvame, Ze do roku 2022 sa bude situdcia zhorSovat’, a ze
umrtnost’ populacie sa zvySi. Nasledne predpokladame, ze dojde k poklesu umrtnosti
obyvatel'stva Slovenska. Vyplyva to z klesajuceho trendu parametra ng). Pociato¢ny
odhadovany ndrast umrtnosti je spojeny So zvySenou umrtnostou pocas posledného roku

projekcie (2020), ktory vysokou mieru zasiahla pandémia koronavirusu. Ked'ze ARIMA

modely d4vaji najvyssiu vahu prave najnovsim pozorovaniam, malo to za nésledok ndrast

parametra Kt(z) Vv prvych dvoch rokoch prognozy.

Obrazok €. 22 - Prognoza ng) LC modelu pri zohl'adneni a vynechani roku 2020

Forecasts for kappa_s Forecasts for kappa_s

Forecast
o
o
Forecast
s

-40
-60

1980 1995 2000 2008 2010 2015 2020 2025 2030 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025 2030
Date Date

o Actual Predicted 0O 95% Confidence Limits Start of multi-step forecasts

Zdroj: vystup zo SAS Enterprise Guide
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ARIMA modelovanie sme skusili zopakovat' s vynechanim pandemického roku
Z analyzy. Graficky vystup prognéz zo softvéru SAS Enterprise Guide je zobrazeny
na obrazku ¢. 22. V pripade, Ze by sme vynechali pandemicky rok, uz v roku 2022 by sme
boli na rovnakej oCakavanej umrtnosti ako v roku 2026 pri zohl'adneni pandémie pocas
modelovania. Vzhl'adom na aktudlnu situdciu vo svete spojent s koronavirusom,

povazujeme za spravne zohl'adnit’ tito situdciu pri modelovani imrtnosti.

Graf €. 40 - LC Progndza mier imrtnosti na rok 2030 s 95 % intervalmi spolahlivosti

=] C-2030 e====LC-M2030 e====LC -Z72030

0
&
.
E
\= -4
2]
S E-6
EE
2= g
E
T 10
on
(=]
S 12

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95100
Vek

Zdroj: vlastné spracovanie

Na predpovedanie hodnot imrtnosti podla veku sme pouzili odhadnuté parametre ,B,El),

,52) a prognozované hodnoty indexu umrtnosti ng). Na zaklade progndzy moézeme povedat,

ze v najblizsich rokoch ofakavame narast umrtnosti z dovodu stale pretrvavajucej pandémie
koronavirusu. Tento stav by sa vSak mal neskor ustalit’ a umrtnost’ by mala mat’ nad’alej
klesajuci trend, ako to bolo do roku 2020. Na grafe ¢. 40 mozeme vidiet’ o¢akavané hodnoty
logaritmu vekovo S$pecifickych mier umrtnosti v roku 2030 spolu s95 % intervalom
spolahlivosti pre muZov a Zeny samostatne, ako aj spolu. Casovo zavisly parameter Kt(z)
mozeme odhadnit’ aj na viac ako 10 rokov. Dizka prognézy zavisi od poziadaviek
poistovne. Odporicame vsak robit’ predpoved’ na kratSie obdobie. Jednak z toho dovodu, ze
ziskame presnejSie a spol'ahlivejSie odhady a tieZ predpokladame, Ze Zivotné poistovne

prepocitavaju svoje predpoklady imrtnosti minimalne raz za niekol’ko rokov, ¢o sa odporaca
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aj pri stochastickom Lee-Carterovom modeli z dovodu moznosti zmeny Struktiry imrtnosti

populacie, ako to bolo aj medzi rokmi 1993 a 2020.
4.2.2 Cairns-Blake-Dowdov model umrtnosti

Cairns-Blake-Dowdov (CBD) model sa riadi vztahom (3.11). Vychadza z logistickej
transformécie miery umrtnosti, pricom vyuziva takmer linearnost’ krivky vo vyssich vekoch.
Vzhladom na tento fakt, nie je vhodny na modelovanie celého vekového intervalu.
V pripade slovenskej populacie sme spozorovali, Ze logit krivka miery imrtnosti za¢ina mat’
line4rny trend vo veku od 30 rokov. Nasu analyzu sme preto zamerali na vekovy interval
(30,100), z ¢oho vyplyva, ze priemerny vek na tomto vekovom intervale je X = 65. Uz
na zéklade zvoleného intervalu vieme povedat, ze CBD model mrtnosti nie je vhodny
na modelovanie doj¢enskej umrtnosti a ani havarijného hrbu. Vyuzitie méze n4jst’ napriklad
pri modelovani penzijnych schém. CBD model obsahuje dva parametre, pricom obidva st
zavislé od Casu. Parametre modelu sme odhadli pomocou metddy najmensich Stvorcov

opisanej v kapitole 3.3.1 a na prognézovanie d’alSicho vyvoja sme pouzili ARIMA modely.

Tabulka ¢&. 11 - Odhad parametra lct(l) CBD modelu

KEI) KEI) KEI) K,(:l)
Muzi Zeny Muzi Zeny
1993 -3,746 -3,476 -4,128 2007 -3,868 -3,587 -4,244
1994 -3,699 -3,429 -4,077 2008 -3,900 -3,618 -4,300
1995 -3,700 -3,422 -4,074 2009 -3,944 -3,669 -4,314
1996 -3,766 -3,522 -4,128 2010 -3,968 -3,688 -4,354
1997 -3,779 -3,522 -4,144 2011 -3,957 -3,691 -4,331
1998 -3,777 -3,514 -4,159 2012 -3,985 -3,717 -4,354
1999 -3,813 -3,538 -4,208 2013 -4,022 -3,766 -4,368
2000 -3,848 -3,577 -4,256 2014 -4,068 -3,791 -4,436
2001 -3,774 -3,495 -4,165 2015 -4,044 -3,768 -4,429
2002 -3,805 -3,515 -4,215 2016 -4,093 -3,862 -4,418
2003 -3,813 -3,533 -4,207 2017 -4,100 -3,846 -4,447
2004 -3,855 -3,578 -4,249 2018 -4,114 -3,858 -4,486
2005 -3,835 -3,565 -4,215 2019 -4,149 -3,907 -4,490
2006 -3,858 -3,564 -4,259 2020 -4,094 -3,838 -4,444

Zdroj: viastné spracovanie

Rok kP Rok e
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Tabulky ¢. 11 a 12 pozostavaji z odhadnutych parametrov Cairns-Blake-Dowdovho
modelu pre populdciu Slovenskej republiky za casové obdobie 1993 — 2020.
V oboch tabul’kach st odhadnuté indexy umrtnosti zvlast pre muzov a Zeny, ako aj

po nezohl'adneni pohlavia ako faktora vplyvajuceho na amrtnost’.

Tabulka €. 12 - Odhad parametra ng) CBD modelu

K,(:Z) K,(:Z) K,(:Z) KEZ)

Rok KEZ) Rok KEZ)

Muzi Zeny Muzi Zeny
1993 0,0844 0,0766  0,0971 2007 0,0889 0,0823 0,1006
1994 0,0887 0,0810 0,1017 2008 0,0899 0,0821  0,1035
1995 0,0894 0,0828 0,1013 2009 0,006 0,0839 0,1022
1996 0,0883 0,0789  0,1007 2010 0,0913 0,0847  0,1036
1997 0,0848 0,0764  0,0975 2011 0,0948 0,0876  0,1065
1998 0,0834 0,0747  0,0968 2012 0,0961 0,0893 0,1077
1999 0,0843 0,0761  0,0983 2013 0,0953 0,0889 0,1052
2000 0,0843 0,0750 0,0994 2014 0,0927 0,0874  0,1030
2001 0,0899 0,0820 0,1032 2015 0,0940 0,0875 0,1066
2002 0,0900 0,0823  0,1043 2016 0,0932 0,0862 0,1024
2003 0,0900 0,0821 0,1034 2017 0,0938 0,0876  0,1042
2004 0,0904 0,0826  0,1043 2018 0,0917 0,0843 0,1042
2005 0,0903 0,0822 0,1030 2019 0,0910 0,0841 0,1011
2006 0,0902 0,0835 0,1034 2020 0,0923 0,0861  0,1027
Zdroj: vlastné spracovanie

Z dovodu lepSej prehladnosti st odhadované parametre Cairns-Blake-Dowdovho

modelu za obdobie od roku 1993 po 2020 znazornené na grafoch &. 41 a 42. Uroviiova

< 1 o ‘. . : . .
konStanta modelu KE ) reprezentuje Groven umrtnosti v ¢ase. Ako je znazornené na grafe

¢. 41, odhadovany parameter Kgl) z roka na rok klesa, ¢o potvrdzuje myslienku, ze celkova

uroven umrtnosti sa v sledovanom obdobi medzi rokmi 1993 a 2020 zlepsila. V roku 2000
vidime na grafe ¢. 41 parametra Kgl) ostry skok, ¢o moze suvisiet’ aj s tym, ze v tomto roku
sa nam podla grafu ¢. 44 najmenej podarilo priblizit' ku skuto€nym mieram umrtnosti.
V poslednom roku moézeme vidiet prud$i narast tohto parametra, Co je spojené
S pretrvavajucou pandémiou koronavirusu. Na druhej strane vSak index imrtnosti KEZ) ma
mierne rastuci trend. Narast parametra je viditelny viac u muzskej populécie, zatial' ¢o
u zenskej populacie je tento parameter viac-menej stacionarny a moézeme ho povazovat

za stabilny pocas celého analyzovaného obdobia. Zmena hodndt parametra ng) sposobuje
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zmenu V strmosti logisticky transformovanej krivky umrtnosti, ¢o znamend, ze v pripade

muzskej populacie sa umrtnost’ v mladSom veku (do priemerného veku 65 rokov) zlepSovala

rychlejSie ako vo vysSich vekoch nad 65 rokov. Naopak, Vv pripade populéacie Zien sa

umrtnost’ zlepSovala rovnomerne na celom vekovom intervale.

Graf ¢. 41 - Vyvoj parametra Kfl) CBD modelu v ¢ase
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Graf ¢&. 42 - Vyvoj parametra Kt(z) CBD modelu v ¢ase
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Odhadované hodnoty parametrov Kt(l) a K§2> z tabuliek ¢. 11 a 12 sme dosadili

do rovnice CBD modelu, aby sme ziskali ocakavané hodnoty logit (qx,t ) Ocakévané
hodnoty logit (qy, ) sliZia na porovnanie so skutoénymi pozorovanymi hodnotami miery
umrtnosti v logistickom tvare a na posudenie vhodnosti modelu. Na grafe ¢. 43 sme
znazornili pozorované pravdepodobnosti umrtia muzov (M2020) a Zien (Z2020) vo veku
od 30 do 100 rokov prevedené do logistickej podoby pre rok 2020. PreruSovanymi ¢iarami
su na grafe ¢. 43 vykreslené hodnoty logit (qx,t) odhadnuté pomocou Cairns-Blake-
Dowdovho modelu. Vidime, Ze o¢akavané a skutocné hodnoty su vel'mi podobné. Ked'ze
miery umrtnosti v logistickom tvare nie st uz linearne v pripade I'udi star$ich ako 95 rokov,
dochadza k tomu, ze vyrovnané krivky st menej strmé, a teda pri muzskej populacii je
nadhodnotena tmrtnost’ do 50 roku Zivota a U oboch pohlavi dochadza k podhodnoteniu
umrtnosti od priblizne 80 roku zivota. Miera umrtnosti je nadhodnotend aj u oséb starSich

ako 95 rokov.

Graf ¢. 43 - Ukazka CBD modelu timrtnosti muzov a zien pre rok 2020

72020 === CBD - 72020

M2020 === CBD - M2020

Logit miery imrtnosti - logit(q, ,)
&

30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100
Vek

Zdroj: vlastné spracovanie

Na grafe ¢. 44 je zobrazeny vyvoj priemerného suctu rezidui MSE po vyrovnani
pomocou CBD modelu. Hodnoty MSE st vel'mi nizke, priCom zavisia od linearnosti
logisticky transformovanej miery umrtnosti vo vysokych vekoch. Je dblezité¢ pripomentt’,
ze v nich nie je zohl'adneny cely vekovy interval, ale iba vek od 30 do 100 rokov. Najmenej

spolahlivo sme vyrovnali krivku pravdepodobnosti imrtia v logistickom tvare pomocou
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Cairns-Blake-Dowdovho modelu v rokoch 2000 a 2010. Na druhej strane, najnizsie hodnoty
MSE sme dosiahli v rokoch 2011 a 2012.

Graf ¢. 43 - MSE CBD modelu bez zohl'adnenia pohlavia v rokoch 1993 az 2020
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Zdroj: vlastné spracovanie

Model CBD pozostava z dvoch ¢asovo zavislych parametrov, ktorych vyvoj je potrebné
predpovedat’. V prognostickych modeloch musi byt dodrzany implicitny predpoklad, Ze
trend v budicnosti nezmeni smer. Rovnako ako pri predchadzajucom Lee-Carterovom
modeli sme zobrali do Gvahy niekol’ko moznych ARIMA modelov, pricom na zaklade

Akaikovho informaéného kritéria sme vybrali tie, ktoré boli najvhodnejSie na prognézovanie

indexov umrtnosti K§1> a ;ct(z).

Zacneme parametrom Kt(l). Na zaklade AIC = —108,7 sa vie najlepsie prispdsobit’
doterajSiemu vyvoju parametra, ktory predstavuje Uroviiovil konStantu, pre populaciu
Slovenska bez zohl'adnenia pohlavia model ARIMA (1,1,0). Pre muzsku populaciu
zanajlepsie vyhovujici model povazujeme takisto ARIMA (1,1,0) shodnotou AIC
zodpovedajicou —97,6. V pripade zZien sme dospeli k rozdielnemu vysledku. NajlepSie
spinal poziadavky model ARIMA (2,2,0) s AIC rovnym —98,8.

Parameter ng) reprezentuje sklon CBD modelu. Pri prognézovani bolo naro¢nejsie
odhadnut’ predpokladany vyvoj tohto parametra do budicnosti. Ak neberieme do uvahy
pohlavie, dospeli sme k zaveru, ze d’alsi vyvoj vieme najlepsie zachytit' pomocou modelu

ARIMA (0,1,3), pricom hodnota kritéria AIC predstavovala —263,1. Rovnako tomu bolo aj
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pre muzskt populaciu avsak s odlisnou hodnotou AIC rovnajicou sa —251,6. Napokon

pre populaciu zien nam vysiel za najvhodnejsi model na predpovedanie parametra KEZ)
ARIMA (0,2,2) s AIC = —235,1. V tabul’kach ¢. 13 a 14 st uvedené progndézované hodnoty
indexov Umrtnosti Kgl) a ng) Cairns-Blake-Dowdovho modelu spolu 95 % intervalmi

spol’ahlivosti na najblizsich 10 rokov.

Tabul’ka €. 13 - Progndza parametra Kt(l) CBD modelu s 95 % intervalom spol’ahlivosti

Rok Prognoza KEI) 95 % Interval spol’ahlivosti
2021 -4,142 -4,203 -4,082
2022 -4,158 -4,224 -4,092
2023 -4,173 -4,244 -4,102
2024 -4,188 -4,264 -4,113
2025 -4,204 -4,284 -4,123
2026 -4,219 -4,303 -4,135
2027 -4,234 -4,322 -4,146
2028 -4,249 -4,342 -4,157
2029 -4,265 -4,360 -4,169
2030 -4,280 -4,379 -4,181
Rok | Prognéza Kgl) MutZi | 95 % Interval spol’ahlivosti
2021 -3,890 -3,964 -3,815
2022 -3,906 -3,988 -3,823
2023 -3,921 -4,011 -3,832
2024 -3,937 -4,034 -3,841
2025 -3,953 -4,056 -3,850
2026 -3,969 -4,078 -3,860
2027 -3,985 -4,099 -3,870
2028 -4,001 -4,120 -3,881
2029 -4,016 -4,141 -3,892
2030 -4,032 -4,162 -3,903
Rok | Prognoza K,(:l) Zeny | 95 % Interval spol’ahlivosti
2021 -4,512 -4,579 -4,445
2022 -4,519 -4,586 -4,452
2023 -4,547 -4,618 -4,475
2024 -4,521 -4,592 -4,449
2025 -4,573 -4,662 -4,485
2026 -4,568 -4,656 -4,480
2027 -4,605 -4,700 -4,511
2028 -4,587 -4,682 -4,492
2029 -4,634 -4,739 -4,529
2030 -4,623 -4,728 -4,519

Zdroj: vlastné spracovanie na zdklade vystupu zo SAS Enterprise Guide
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Tabul’ka €. 14 - Progndza parametra ng) CBD modelu s 95 % intervalom spol'ahlivosti

Rok| Prognoza ng) 95 % Interval spolahlivosti
2021 0,0937 0,0903 0,0970
2022 0,0956 0,0909 0,1004
2023 0,0953 0,0895 0,1011
2024 0,0956 0,0898 0,1015
2025 0,0960 0,0900 0,1019
2026 0,0963 0,0903 0,1023
2027 0,0966 0,0906 0,1027
2028 0,0969 0,0908 0,1031
2029 0,0973 0,0911 0,1034
2030 0,0976 0,0914 0,1038
Rok | Prognéza ng) MutZi | 95 % Interval spol’ahlivosti
2021 0,0882 0,0839 0,0924
2022 0,0893 0,0833 0,0954
2023 0,0888 0,0814 0,0962
2024 0,0892 0,0815 0,0970
2025 0,0896 0,0816 0,0977
2026 0,0901 0,0817 0,0984
2027 0,0905 0,0819 0,0990
2028 0,0909 0,0820 0,0997
2029 0,0913 0,0821 0,1004
2030 0,0917 0,0823 0,1010
Rok | Prognoza ng) Zeny | 95 % Interval spolahlivosti
2021 0,1033 0,0984 0,1082
2022 0,1043 0,0994 0,1092
2023 0,1050 0,0989 0,1111
2024 0,1059 0,0998 0,1120
2025 0,1054 0,0992 0,1116
2026 0,1063 0,1001 0,1125
2027 0,1058 0,0996 0,1120
2028 0,1067 0,1005 0,1129
2029 0,1062 0,0999 0,1125
2030 0,1071 0,1008 0,1134

Zdroj: vlastné spracovanie na zdklade vystupu zo SAS Enterprise Guide

Na zéklade tabul’ky €. 13 m6Zeme v nasledujucich rokoch ocakéavat’ pokles umrtnosti
obyvatel'stva Slovenskej republiky. Toto tvrdenie je zaloZzené na klesajucom trende
parametra Kt(l). Druhy parameter Kt(z) ma vSak naopak rastaci trend, preto predpokladédme,

7e v buducnosti bude imrtnost’ v mladSom veku klesat’ rychlejSie ako vo vysSom veku. Ak
by sme vynechali rok 2020 z prognézy, index imrtnosti Kgl) by klesal rovnakym tempom,
avsak tento pokles za¢ina v inom bode, preto sa progndza javi akoby o dva roky posunuta.

Hodnotu parametra, ktort by sme ocakavali v roku 2022 v pripade, ze nezohl'adnime
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pandemicky rok, dosiahneme az v roku 2024 pri zohl'adneni tohto roku. Vyvoj parametra

2 . . , . . y , .. .
K,E ) sa pri ignorovani posledného roku vel'mi nezmenil. Ked'ze koronavirus najviac zasiahol

vekovu skupinu nad 65 rokov, stale plati, ze o¢akdvame rychlejsSie zlepSovanie iimrtnosti

u mladsich l'udi. Graficky vystup progn6z parametrov K'gl) a ng) zo softvéru SAS Enterprise

Guide pri zohl'adneni a vynechani pandemického roku je zobrazeny na obrazkoch ¢. 23 a 24.

Podl'a naSho nazoru je spravne zobrat’ do tivahy aktudlnu situaciu pri modelovani imrtnosti.

Obrazok €. 23 - Prognoza Kgl) CBD modelu pri zohl'adneni a vynechani roku 2020
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Obrazok €. 24 - Prognoza Kt( ) CBD modelu pri zohl'adneni a vynechani roku 2020
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Na predpovedanie pravdepodobnosti umrtia podla pohlavia a veku sme pouzili

odhadnuté indexy tumrtnosti CBD modelu Kgl) a k@,
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Vv nasledujicich rokoch o¢akavame pokles imrtnosti, ktory vSak bude v désledku pandémie
koronavirusu pomalsi. Na grafe ¢. 45 st znazornené miery Gmrtnosti muzov, zien, ako
aj spolu v roku 2030 s 95 % intervalmi spol'ahlivosti. ViditeI'né je priblizovanie miery
Gmrtnosti muzov a Zien, ktoré predpokladime uZ na zaklade ocakavanej dizky Zivota
pri narodeni, ktorej sme sa venovali v kapitole 1.2.1. Za nevyhodu tohto modelu,
Vv porovnani s Lee-Carterovym modelom, povazujeme, ze intervaly spolahlivosti
pre vysledné miery umrtnosti s pomerne Siroké. Prilis Siroké intervaly spol’ahlivosti nie su
pre praktické ucely pouziteIné a naznacuju, ze odhad je nepresny. V naSom pripade to moze
byt sposobené pravdepodobne parametrom ng), ktorého prognéza bola narocna
a vykazovala vic¢siu Standardnu odchylku. Na Sirku intervalu spol'ahlivosti vplyva aj rozsah
vstupnych udajov, preto ak by sme chceli spresnit’ prognézu, museli by sme analyzovat

dlhsie obdobie ako od roku 1993 po 2020, pripadne by sme museli skratit dizku

prognozovanej doby.

Graf ¢. 45 - CBD Prognoéza mier umrtnosti na rok 2030 s 95 % intervalmi spol’ahlivosti
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Zdroj: vlastné spracovanie

4.3 Porovnanie modelov umrtnosti na zaklade RMSE

Jednou z najdolezitejSich cCasti modelovania umrtnosti je samotné vyhodnotenie
a porovnanie modelov. Predmetom analyzy su Styri deterministické a dva stochastické
modely opisané v Casti 3.1. Ked’Ze poist'ovila sa snazi ¢o najpresnejsie odhadnit’ timrtnost’
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svojich poistencov v zavislosti od veku, snazi sa vybrat' taky model, ktory je schopny ¢o
najlepsie opisat’ umrtnostné spravanie populacie. Existuje viacero ukazovatel'ov, pomocou
ktorych je mozné posudit’ kvalitu modelu. Pri naSej analyze pouzijeme ukazovatel RMSE
(Standardna odchylka rezidui), ktory predstavuje druhti odmocninu MSE (Priemerny stdet
Stvorcov rezidui), pricom niz§ie hodnoty tohto indikatora znamenaji lepSiu schopnost’
modelu prisposobit’ sa pozorovanym hodnotdm ukazovatelov umrtnosti populacie

Slovenska. Viac informacii o tychto ukazovatel'och najdeme v kapitole 3.3.

Graf ¢. 46 - Porovnanie modelov na zéklade RMSE bez zohl'adnenia pohlavia

GM KM HP CD LC CBD

0,05
0,04
w 0,03
)
@ 0,02
0,01

0

I
L N ' D
B A A AP

Rok

Zdroj: vlastné spracovanie

N
Q\

CR RS
%Q\Q\\Q\

S
» B AR A A

HmDoH N D
9 S O O
SHENIESEN

Na grafe ¢. 46 su zobrazené hodnoty ukazovatela RMSE v jednotlivych rokoch
pozorovaného obdobia pri zanedbani pohlavia ako faktora vplyvajiceho na uroven tmrtnosti
populacie Slovenskej republiky. Na zaklade vysledkov méZeme za modely, ktoré najviac
vyhovuju datam o umrtnostnom spravani populédcie Slovenska, povazovat Heligmanov-
Pollardov deterministicky model umrtnosti a Lee-Carterov stochasticky model umrtnosti.
hodnoty RMSE prave Lee-Carterov model, ktory sa vel'mi Casto pouziva aj v praxi
a zvysnych 11 rokov dosiahol najlepsie vysledky spominany Heligmanov-Pollardov zakon
umrtnosti. Velkou vyhodou tychto modelov je, Ze st vhodné pre celé vekové rozpétie
a vedia sa prispdsobit’ dojcenskej umrtnosti, hoci pri Heligmanovom-Pollardovom modeli

sa nam to nie vzdy podarilo, d’alej havarijnému hrbu, ale aj umrtnosti vo vysokych vekoch.
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Zanevyhodu Heligmanovho-Pollardovho zdkona umrtnosti povazujeme jeho zlozitost
spojenu s pomerne vel’kym poétom parametrov. Naopak Lee-Carterov model sa sklada len
z troch parametrov a je relativne jednoduchy, ¢o pravdepodobne suvisi s tym, preco je tak
popularny.

Na zdklade grafu ¢. 46 mozZzeme povedat, ze priemerné vysledky dosahoval
Gompertzov-Makehamov zakon umrtnosti, Kannistov-Makehamov zdkon uUmrtnosti
a takisto CoDe model. Hlavne CoDe model bol vzhl'adom na svoju komplexnost’ vel'kym
sklamanim najmd vo vysokych vekoch, kde sme ocakavali, ze bude pomerne presne
opisovat’ krivku miery umrtnosti. Vyzdvihnit' mézeme najmé jeho schopnost’ modelovat’
dojcenskt timrtnosti, s ktorou mala viac¢sina modelov problém.

Napokon za najmenej vyhovujuci povazujeme Cairns-Blake-Dowdov model. Je to
velmi jednoduchy model, ktory vyuziva takmer linearnost’ krivky miery umrtnosti
v logistickom tvare vo vyssich vekoch. Nie je teda vhodny na modelovanie celého vekového
intervalu, ¢o predstavuje jeho najvacsiu nevyhodu. Hoci autori modelu tvrdia, Ze riziko
umrtnosti je spojené najma s vys$S§im vekom, je pravda, Ze miery umrtnosti v logistickom
tvare nie st uz linearne ani u l'udi starSich ako 95 rokov, a teda jeho pouzitie je vhodné
prakticky len na intervale medzi 30 a 95 rokov Zivota. Ked’Ze Zivotné poistovne maju aj

mladSich klientov, tento model nepovazujeme za pouzitel'ny.

Tabulka €. 15 - Hodnoty RMSE modelov umrtnosti pre Zeny

Zeny 1993 2002 2011 2020
RMSE GM (0,019976 0,048651 0,020433 0,052659
RMSE KM [0,019558 0,038423 0,014565 0,044433
RMSE HP [0,015516 0,01533 0,007266 0,01598
RMSE CD (0,015036 0,022745 0,010715 0,018611
RMSE LC |0,027106 | 0,01442 0,02941 | 0,00824
RMSE CBD [0,022367 0,031294 0,015445 0,034887

Zdroj: vlastné spracovanie

V zavislosti od pohlavia sme vzhl'adom na vysledky analyzovali v dizerta¢nej praci uz
len vybrané roky 1993, 2002, 2011 a 2020. Zavery porovnania modelov boli totizto podobné
ako v pripade zanedbania pohlavia pri analyze. Hodnoty RMSE jednotlivych modelov
Vv konkrétnych rokoch v zavislosti od pohlavia s sti¢astou tabuliek ¢. 15 a 16. Na zaklade
tabul’ky ¢. 15 vidime, Ze u Zenskej populacie dosahovali najlepsie vysledky takisto najma

Heligmanov-Pollardov model a Lee-Carterov model, pricom v roku 1993 vynikol aj CoDe
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model, ktory sa drzal minimalne Vv prvej trojke najlepsich modelov v kazdom z tychto rokov.
Najhorsie dopadol v pripade zien Gompertzov-Makehamov model a Cairns-Blake-Dowdov
model. U muzskej populacie analyza viedla k prakticky rovnakym zaverom.
Vo vSeobecnosti st vSak hodnoty RMSE vV pripade muzov vyssie, ¢o je sposobené najma
tym, ze u muzskej populécie je viac viditelny havarijny hrb a tiez preto, ze vo vysokych

vekoch dochadza k vyssej volatilite udajov.

Tabulka €. 16 - Hodnoty RMSE modelov timrtnosti pre muzov
MuZi 1993 2002 2011 2020
RMSE GM |0,028813 0,066656 0,028263 0,057603
RMSE KM [0,028225 0,057888 0,026844 0,05394
RMSE HP |0,019993 0,021614 0,017844 0,020203
RMSE CD |0,023155 0,040423 0,025525 0,022767
RMSE LC |0,028835 [0,047680° 0,035193 q
RMSE CBD|0,034737 0,04296 0,03086 0,046976

Zdroj: vlastné spracovanie

Statisticky urad Slovenskej republiky (SU SR) kazdoro¢ne zverejiiuje imrtnostné
tabul’ky slovenskej populacie. Na vyrovnanie nepravidelnych vykyvov na krivke
vypotitanej vekovo Specifickej miery tmrtnosti pouziva SU SR metédu kizavych
priemerov, ktora je vhodnd na odstranenie malych vykyvov, teda pre mladSie veky.
U vyssich vekoch je to iné, tu metéda kizavych priemerov nedokaze vyrovnat' miery
umrtnosti tak, aby odstranila vykyvy sSposobené velkymi Statistickymi odchylkami
vo vstupnych datach vyplyvajacich hlavne z nerovnomerného rozdelenia malého poctu
zomrelych v starSich vekoch populacie. V praxi sa uvedené velké odchylky vypocitanych
mier umrtnosti vo vyssich vekoch riesia extrapolaciou, a teda empirické hodnoty sa nahradia
modelovymi hodnotami. SU SR pri vypoéte imrtnostnych tabuliek pouziva Gompertzov-
Makehamov model. Mészaros (2016) v spolupraci s INFOSTAT vypracoval material,
v ktorom testoval pouzitelnost viacerych deterministickych modelov adal SU SR
odporicanie na spracovanie umrtnostnych tabuliek v d’alSich rokoch. Vo vSeobecnosti
dospel Kk zaveru, ze vécsina modelov je vyhovujlca, avSak navrhol nemenit metodiku
vypoctu umrtnostnych tabuliek, aby sa tym zabezpecila konzistentnost’ a porovnatel'nost’
vypoéitanych hodnét s minulostou. Pre porovnanie, napriklad Statisticky urad Ceskej

republiky aplikoval do roku 2017 rovnaki metodiku. V roku 2018 sa namiesto

130



Gompertzovho-Makehamovho modelu zacal pouzivat v Umrtnostnych tabulkach
pre modelovanie umrtnosti v najvyssich vekoch Kannistov-Makehamov model.

Co sa tyka vyuzitia modelov imrtnosti v oblasti poistovnictva, Zivotné poistovne &asto
zuzitkuji priamo vysledky SU SR, ktoré upravia tak, aby vyhovovali umrtnostnému
spravaniu ich poistného kmena. V pripade zivotnych poistovni, ktoré vytvaraju vlastné
Gmrtnostné modely, zvy&ajne aplikujii podobné postupy ako SU SR. Stale viac ale sa
V poistnej praxi stava populdrnejsi prave Lee-Carterov stochasticky model umrtnosti, ktory

pri nasej analyze (graf ¢. 46) dosahoval najlepsie vysledky.

4.4 Analyza vplyvov na stanovenie poistnych sadzieb

V predchadzajucej Casti sme popisali niekol’ko deterministickych a stochastickych
modelov imrtnosti, ktoré tvoria len maly vyber zo vSetkych existujicich modelov. Snazili
sme sa ale vybrat’ vzorku modelov tak, aby obsahovala prierez od najstarSich po najnovsie
a od tych najjednoduchsich po najzlozitejsie. V tejto Casti sa preto zameriame na to, aky
vplyv mé vyber modelu na poistné sadzby. Okrem toho sa pozrieme aj na d’alSie vonkajsie
vplyvy, akymi st zavedenie gender smernice a pandémia koronavirusu. Pri analyze budeme
vychadzat' zo zékladnych a zaroven najviac kupovanych poistnych produktov, ktoré sme
predstavili v ¢asti 3.5. Na ich vypocet potrebujeme poznat’ rocné pravdepodobnosti tmrtia
a prezitia v konkrétnom veku X. Ro¢na pravdepodobnost’ imrtia osoby vo veku X je priamo
vystupom niektorych modelov tUmrtnosti, pri ostatnych sme pouzili predpoklad
0 konStantnej] miere Umrtnosti medzi celo¢iselnymi vekmi, podla ktorého plati
Qxe = 1—e ™t a u,, = m,,, pripadne sme ich transformovali z logaritmického tvaru.
Pravdepodobnost’ ro¢nej miery doZitia osoby vo veku X vieme potom vyjadrit’ pomocou
miery Umrtia ako p,, =1 —q,,. Popri pravdepodobnostiach, ktoré byvaju sucastou
umrtnostnych tabuliek, potrebujeme na urcenie poistnych sadzieb tiez poistno-technickt
urokovi mieru, ktord je platnd Vv case uzavretia zmluvy. My sme pri vypoctoch

pre jednoduchost’ predpokladali irokovi mieru na urovni 1 %.
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441 Analyza vplyvu vyberu modelu

Aby sme zistili, aky vplyv ma vyber modelu umrtnosti na vysku poistnych sadzieb,
zobrali sme jednoro¢né pravdepodobnosti iimrtia, ktoré sme dostali za pouzitia jednotlivych
modelov Vv poslednom roku sledovaného obdobia, teda v roku 2020. Na zaklade nich sme
potom vypocitali poistné sadzby pre docasné poistenie na umrtie a do¢asny predlehotny
dochodok pre rdozne veky od 10 do 80 rokov s dobou trvania poistenia do 90-teho roku Zivota
osoby. Pri stochastickych modeloch sme brali do uvahy aj prognézu vyvoja parametrov
danych modelov do budicnosti. Najmi vd’aka tomu, Ze stochastické modely zohl'adiiuju
zlepSovanie imrtnostného spravania populdcie, platilo, Ze ¢im bola poistna doba dlhSia, tym
viac sa poistné sadzby medzi sebou odliSovali.

Ako priklad uvedieme dva pripady, konkrétne to je poistenie pre 30 ro¢na osobu
na dobu trvania 60 rokov a pre 70 ro¢nu osobu s poistnou dobou 20 rokov. Vypocitané
sucasné hodnoty tychto dvoch poisteni, ¢ize hodnoty jednorazového netto poistné¢ho
zaplateného v pripade jednorazovej vyplaty poistnej sumy pri umrti, resp. vyplaty dochodku

pocas zivota poistenej osoby vo vyske 1 p. j., su zaznamenané v tabul’ke ¢. 17.

Tabul’ka €. 17 - Vplyv vyberu modelu na poistné sadzby

1 . T e
Model | 43555, 93080 |Model| 47535 7039

GM ]0,56558 37,31921| GM |0,76905 10,51556
KM ]0,56144 37,49934| KM |[0,76507 10,64854
HP |0,52286 39,59510| HP |[0,73256 12,48671
CD |0,52852 37,51868| CD |0,67640 12,40714
LC |0,44918 40,82240| LC |0,69607 13,05442
CBD |0,42611 40,86078| CBD |0,65858 12,94262

Zdroj: vlastné spracovanie

Aby sme lepSie ukazali, Co to pre poistovitu znamend, budeme predpokladat’, ze poistna
suma nebude jednotkova, ale napriklad vo vyske 1 000 €. V tomto pripade by mohol byt
rozdiel medzi jednorazovym netto poistnym, ktoré si zivotna poistoviia vypyta za krytie
rizika amrtnosti, az 140 € v zavislosti od toho, aky model na modelovanie umrtnosti pouzije.
Tento rozdiel nie je az taky vyrazny, no pri dochodkovom poisteni moze byt rozdiel

V pripade &, 55, aZ 3 542 €.
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Vzhl'adom na to, ze vysledky sa viac odlisuju pri dlh§om trvani poistenia, v grafickej
analyze znazornime vysky poistnych sadzieb pre 30 rocnti osobu s poistnou dobou 60 rokov.
Na grafe €. 47 su znazornené vysky jednotlivych poistnych sadzieb vypocitanych na zéklade
pravdepodobnosti umrtia ziskanych pomocou réznych modelov tmrtnosti. Cervenou &iarou
je na grafe ¢. 47 zobrazena uroven poistnej sadzby vypocitana pomocou realnych udajov
pred aplikovanim tmrtnostnych modelov. Ked'ze vypocitané hodnoty su vysoko volatilné
a nebert do tivahy vyvoj umrtnosti v ¢ase, ¢iara ma len informativny charakter. Na zaklade
grafu ¢. 47 mozeme povedat, Ze najvicSie rozdiely su prave medzi deterministickymi
a stochastickymi modelmi umrtnosti a zivotnd poistoviia by mala zvazit, ¢i bude brat’

do avahy o¢akavané zlepSovanie imrtnosti.

v . . , . 1 .
Graf &. 47 - Porovnanie poistnych sadzieb pre A, 0,80] & 430,60]
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Zdroj: vlastné spracovanie
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4.4.2 Analyza vplyvu gender smernice

Analyzu vplyvu gender smenice o rodovej rovnosti na vysku jednorazového netto
poistného rovnako ukédzeme na do¢asnom predlehotnom déchodku a na do¢asnom poisteni
na umrtie. Pri vypoctoch poistnych sadzieb pouZzijeme pravdepodobnosti ziskané pomocou
Heligmanovho-Pollardovho zakona umrtnosti pre rok 2020, ktory na zaklade RMSE patri
k modelom, ktoré najviac vyhovuji umrtnostnému spravaniu populacie Slovenska.
Konkrétne poistné sadzby sme vypocitali pre veky 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70 a 80, pricom
uvazujeme u oboch produktov s dizkou trvania poistenia 20 rokov.

Jednotlivé vysky poistnych sadzieb pre rozne veky a dobu trvania poistenia 20 rokov
pri doasnom poisteni na imrtie si zaznamenané v tabul’ke ¢. 18 a graficky zndzornené
na grafe ¢. 48. Tabul’ka ¢. 18 okrem toho obsahuje aj zmenu poistnych sadzieb muzov a Zien
Vv percentach oproti spolo¢nej sadzbe, ako aj rozdiel poistnych sadzieb muzov a Zien
Vv absolitnom a relativnom vyjadreni. Sice st sadzby poistného vel'mi malé vzhl'adom
na pouzitie jednotkovej poistnej sumy pre tento typ poistenia, rozdiely medzi poistnymi

sadzbami pred a po zavedeni rovnosti zien a muzov su pomerne vel'ké.

Tabul’ka €. 18 - Vplyv gender smernice na sadzby pre doCasné poistenie na umrtie

Vek e Al | Zmena  Zmena | Absolitny  Percentudlny
M ya %,20| M z rozdiel (M-Z) rozdiel (M-Z)
10 | 0,00917 0,00379 0,00640 | -30,17 % 69,02 % 0,00538 84,03 %
20 | 0,01903 0,00697 0,01251 | -34,25% 79,55 % 0,01206 96,39 %
30 | 0,04010 0,01758 0,02149 | -46,41% 22,20 % 0,02252 104,78 %
40 | 0,06653 0,02059 0,03657 | -45,04% 77,56 % 0,04594 125,63 %
50 | 0,14239 0,02811 0,08481 | -40,44 % 201,67 % 0,11428 134,74 %
60 | 0,44876 0,17947 0,30726 [ -31,53% 71,21 % 0,26929 87,64 %
70 | 0,80373 0,65899 0,73256 | -8,85% 11,16 % 0,14474 19,76 %
80 | 0,91481 0,89261 0,90441 | -1,14% 1,32% 0,02221 2,46 %

Zdroj: vlastné spracovanie

Pri do¢asnom poisteni na tmrtie hra imrtnost’ vel'mi ddlezita ulohu. Z grafu ¢. 48 je
zrejmy vplyv zavedenia gender smernice na vysku poistného pre tento typ poistenia.
Do veku 30 rokov su rozdiely mensie a vznikaji najméa v dosledku toho, Ze havarijny hrb je

viditel'ny viac u muzskej Casti populédcie. AvSak potom zacnt rast’ a pre vysSie veky st uz
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rozdiely neprehliadnutel'né. Napokon pre osoby nad 80 rokov sa poistné sadzby znovu

priblizuju.

Graf ¢. 48 - Porovnanie poistného pre doCasné poistenie na umrtie
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Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢. 49 - Percentudlna zmena poistnych sadzieb pre docasné poistenie na imrtie
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Zdroj: vilastné spracovanie

Mozeme vSak urobit’ aj iné zavery. Napriklad, kym vo veku 20 rokov je narast
poistného pri unisex umrtnostnych tabulkach o 79,55 % vyssi nez pre Zeny, vo veku 70
rokov je tento ndrast ,len“ 11,16 %. Muzi zase platia vo veku 20 rokov o 34,25 % mene;j,

ako by platili pred zavedenim rodovej rovnosti pohlavi. Vo veku 60 rokov je to ,iba

0 8,85 %. NajvyssSia zmena je viditend u 50 rocnych Zien, ktoré by za docasné poistenie
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na imrtie na dobu 20 rokov zaplatili 0 201,67 % vysSie jednorazové netto poistné. Nase

tvrdenia su podlozené grafom ¢. 49, kde je zaznamenana zmena poistnej sadzby v percentach

po zavedeni gender smernice na zaklade tabulky ¢. 18.

Teraz prevedieme analyzu vplyvu rodovej rovnosti muzov a zien na sadzby poistného

pre docasny predlehotny dochodok. V tabulke €. 19 a na grafe €. 50 su zndzornené jednotlivé

vysky poistnych sadzieb pre rozne veky a dobu trvania poistenia 20 rokov.

Tabul’ka €. 19 - Vplyv gender smernice na sadzby pre docasny predlehotny dochodok

Vek 4, 70| a, 70] - Zmena  Zmena Ab_soh'ltny Perc_entuélny

M Z ’ M Z rozdiel (M-Z) rozdiel (M-2Z)
10 18,16581 18,19673 18,18126 | 0,09% -0,08 % -0,03091 -0,17 %
20 18,08545 18,17587 18,13293 | 0,26 % -0,24 % -0,09042 -0,50 %
30 17,95477 18,11709 18,05883 | 0,58 % -0,32% -0,16232 -0,90 %
40 17,68599 18,01163 17,94880 | 1,49% -0,35% -0,32565 -1,81 %
50 17,31784 18,05785 17,68928 | 2,14% -2,04% -0,74001 -4,18 %
60 15,48741 17,47102 16,53390 | 6,76 % -5,36 % -1,98361 -12,00 %
70 10,77700 13,96145 12,48671 | 15,86 % -10,56 % -3,18445 -25,50 %
80 6,39894 7,96442 7,22730 | 1295% -9,26 % -1,56549 -21,66 %

Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢. 50 - Porovnanie poistného pre docasny predlehotny dochodok
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Na rozdiel od do¢asného poistenia na umrtie, po zavedeni rovnakych sadzieb poistného

pre muzov a Zeny, muzi platia vyssie poistné a Zeny nizsie. Pred zavedenim gender smernice
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do praxe, vzhl'adom na to, Ze zeny sa dozivali vysSieho veku, a teda pravdepodobnost’
vyplatenia dochodku bola vysS$ia, zeny platili vysSie poistné. U muzov je to samozrejme
naopak. Ako mézeme vidiet’ na grafe ¢. 50, rozdiely opat’ narastaju az vo vyssich vekoch.
Voci doCasnému poisteniu na umrtie je vsak narast, resp. pokles poistnych sadzieb oproti
pouzivaniu réznych tmrtnosti zien a muzov nizsi. Vyznamné percentudlne zmeny st u 0séb
nad 60 rokov. Napriklad muz vo veku 70 rokov, ktory by chcel docasny predlehotny
doéchodok na 20 rokov by musel zaplatit’ jednorazové netto poistné vyssie o 15,86 %, zatial

¢o 70 ro€na Zena by platila 0 10,56 % menej. Toto tvrdenie je zrejmé z grafu €. 51.

Graf ¢. 51 - Percentudlna zmena poistnych sadzieb pre docasny predlehotny déchodok
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na zaver mézeme skonstatovat’, Ze hoci sa rozdiely v imrtnosti muzov a Zien neustale
zmen§ujl, ako sme si ukazali v kapitole 1.2.1, pri ur¢itych typoch poistenia ma zavedenie
gender smernice stale vyznamny vplyv na vypocet jednorazového netto poistného.
Pri docasnom poisteni na imrtie Zeny zaplatia na poistnom v priemere az 0 67 % viac zatial
¢o u muzov je to v priemere 0 30 % menej, ako to bolo pred zavedenim nariadenia do praxe.
Na druhej strane, pri dochodkovom poisteni naopak st Zeny zvyhodnené a muzi zaplatia
viac, av§ak v priemere to je do 5 %.

Ked’ vSak zacneme porovnavat redlne brutto alebo tarifné poistné, rozdiely uz zavisia
aj od typu poistovne, akym spdsobom ocenuje jednotlivé produkty, aké vyuziva faktory

a postupy pri odhadoch a vypoctoch sadzieb poistného.
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4.4.3 Analyza vplyvu koronavirusu

Ako sme uz spomenuli v kapitole 1.2.1, pandémia Covid-19 mala negativny vplyv
na vyvoj umrtnosti populacie Slovenska, ¢o sa moze odzrkadlit' aj na vyske poistného
produktov Zivotného poistenia. Dosledky pandémie na Zivotné poistenie ukazeme
na zékladnych produktoch zivotného poistenia, ktorymi st doCasné poistenie na amrtie (tzv.
uverové poistenie) a doCasny predlehotny dochodok. V analyze sa zameriame na dva
umrtnostné modely, deterministicky Heligmanov-Pollardov model a stochasticky Lee-
Carterov model. Pri deterministickom modeli porovname poistné sadzby vypocitané
pomocou pravdepodobnosti imrtia a prezitia ziskanych za roky 2019 a 2020. Pri analyze
so stochastickym modelom Umrtnosti sa zameriame na to, ako ovplyvni poistné sadzby
vynechanie pandemického roku 2020 pri progndzovani vyvoja parametrov LC modelu.

Jednotlivé poistné sadzby pre rozne veky s dobou trvania poistenia 20 rokov
pri docasnom poisteni na timrtie a do¢asnom predlehotnom déchodku za roky 2019 a 2020
vypolitané¢ za pouzitia Heligmanovho-Pollardovho modelu Umrtnosti su znazornené
v tabul’ke ¢. 20 ana grafe ¢. 52. Tabulka ¢. 20 obsahuje aj percentudlnu zmenu, ktord
vyjadruje o kol’ko vzrastla, respektive poklesla, poistna sadzba v désledku zmeny tmrtnosti

medzi rokmi 2019 a 2020. Na zaklade hodnét v tabul’ke ¢. 20, vidime Ze doslo k poklesu

poistnych sadzieb pre A}lc 75/ & narastu v pripade &, 55, pre osoby do 30 rokov. Je to najma

z toho dovodu, ze v 2020 doslo k mensiemu poctu havarii, ateda umrtnost’ v oblasti

havarijného hrbu bola nizsia.

Tabul’ka ¢. 20 - Vplyv koronavirusu na sadzby pri deterministickom modeli imrtnosti

Deterministicky Heligmanov-Pollardov model umrtnosti
Vek | A} 55 - 2019 A5 -2020  Zmena |&,3p - 2019 4,55 - 2020 Zmena

x,20| x,20|
10 0,00693 0,00640 -7,67 % 18,17767 18,18126 0,02 %
20 0,01320 0,01251 -5,20 % 18,12680 18,13293 0,03 %
30 0,02881 0,02149 -25,41 % | 18,03559 18,05883 0,13 %
40 0,03060 0,03657 19,48 % | 17,89555 17,94880 0,30 %
50 0,04217 0,08481 101,10% | 17,98912 17,68928 -1,67 %
60 0,23171 0,30726 32,61% | 17,14464 16,53390 -3,56 %
70 0,67915 0,73256 7,86 % 13,36587 12,48671 -6,58 %
80 0,88875 0,90441 1,76 % 7,87246 7,22730 -8,20%

Zdroj: vlastné spracovanie
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Pri déchodkovych poisteniach predpokladdme, Ze zhorSenie umrtnostnej situacie, bude
mat’ za nasledok pokles poistného, ked’ze rizikom pre dochodkové poistenia je dozivanie
a nie umrtie, ¢o je vidiet’ aj na grafe ¢. 52. Ked’ze pandémia ovplyvnila najviac vyssie vekové
kategorie, pozorovatel'né je to az od veku 50 rokov. Ak by poistnd suma nebola 1 €, ale
napriklad 1 000 €, 60 - rocné osoba by v roku 2020 zaplatila jednorazové netto poistné nizsie
0 611 €, ¢o predstavuje pokles o 3,56 %.

Na rozdiel od déchodkového poistenia, pri zhorSeni imrtnostnej situdcie pri poisteni
na umrtie by doslo k narastu poistného pre osoby starSie ako 40 rokov. Ak by si teda 60
ro¢na osoba chcela zaobstarat’ do¢asné poistenie na imrtie na 20 rokov s poistnou sumou
10 000 € v roku 2020 namiesto 2019, zaplatila by zan jednorazové netto poistné vyssie

0 756 €, o znamena narast o 32,61 %.

Graf ¢. 52 - Porovnanie sadzieb za pouzitia deterministického modelu umrtnosti
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Zdroj: vlastné spracovanie
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Dalej ukazeme, ako by tato analyza vyzerala, ak by sme pouzili pri modelovani
umrtnosti stochasticky Lee-Cartevov model. Tomu, ako sa zmenila progndza parametra Kt(z)
LC modelu pri zohl'adneni a vynechani roku 2020, sme sa venovali v ¢asti 4.2.1. Teraz sa
pozrieme na to, aky by to malo vplyv na poistné sadzby docasného poistenia na umrtie
a docasného predlehotného déchodku. Tabul'ku €. 21 tvoria poistné sadzby pre rézne veky
srovnakou dobou trvania 20 rokov pri doCasnom poisteni na umrtie a doCasnom
predlehotnom dochodku pred a po vynechani roku 2020 v procese prognézovania parametra

Lee-Carterovho modelu. Porovnanie poistnych sadzieb je tiez graficky znazornené na grafe
¢. 53.

Tabul’ka ¢. 21 - Vplyv koronavirusu na sadzby pri stochastickom modeli timrtnosti

Stochasticky Lee-Carterov model iumrtnosti
Vek Ailm - bez 2020 Aic.ﬁl -s2020 Zmena éx'm - bez 2020 éx,m -52020 Zmena
10 0,00486 0,00536 10,21 % 18,19352 18,19000 -0,02 %
20 0,00928 0,01027 10,65 % 18,15669 18,14954  -0,04 %
30 0,02004 0,02266 13,05 % 18,09862 18,08242  -0,09 %
40 0,05891 0,06520 10,69 % 17,87174 17,82771  -0,25%
50 0,14405 0,15655 8,68 % 17,23382 17,14109 -0,54 %
60 0,30410 0,32762 7,73 % 16,06778 15,87888  -1,18 %
70 0,67725 0,69607 2,78 % 13,36030 13,05442 -2,29%
80 0,92642 0,92650 0,01 % 8,20282 8,01898 -2,24 %

Zdroj: vlastné spracovanie

V porovnani s deterministickym modelom tmrtnosti, ponechanie pandemického roku
pri prognozovani parametra, ovplyvnilo vSetky vekové kategérie. Tento dopad vSak nie je
ani zd’aleka taky vyrazny ako v pripade deterministického modelu, ¢o nam potvrdzuje aj graf
¢. 53. Napriklad, ak by sme zobrali do uvahy rovnaké parametre ako v predchadzajicom
pripade, teda vek 60 rokov, doba trvania poistenia 20 rokov a poistnd suma 1 000 €,
jednorazové netto poistné pre dochodkové poistenie by sa znizilo o 189 €, ¢o predstavuje
pokles 0 1,18 %. Pri poisteni na umrtie s poistnou sumou 10 000 € by jednorazové netto

poistné s rovnakymi parametrami vzrastlo o 7,73 %, €o je v absolutnej hodnote 235 €.
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Graf ¢. 53 - Porovnanie sadzieb za pouzitia stochastického modelu umrtnosti
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Zdroj: vlastné spracovanie

Zvysena umrtnost’ v dosledku koronavirusu ma taktieZz vplyv aj na poistné sadzby
produktov Zivotného poistenia. To, v akej miere, zavisi aj od druhu modelu, ktory si
poistoviia vyberie na modelovanie Umrtnosti. Pri dochodkovych produktoch by doslo
v dosledku koronavirusu k znizeniu poistnych sadzieb, a teda k zlacneniu tychto poistnych
produktov, priCom najviac by sa tato situacia odzrkadlila pri osobach starSich ako 50 rokov.
Pri pouziti deterministického modelu umrtnosti by doslo k poklesu poistnej sadzby
docasného predlehotného dochodku v priemere 0 2,4 %, zatial’ o pri pouziti stochastického
modelu tmrtnosti by to bolo len 0 0,8 %. Naopak pri poisteni na umrtie zvySena tmrtnost’

viedla k vy$§im poistnym sadzbam. Na sadzby docCasného poistenia na umrtie mal

koronavirus vacsi vplyv ako na docasny predlehotny dochodok. Pri deterministickom modeli
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doslo k narastu sadzby v priemere 0 16 % a ovplyvnilo to najma vyssie vekové kategorie.
V pripade stochastického modelu Umrtnosti doslo k narastu sadzieb pre vSetky vekové
kategorie, ale v priemere to bolo len 0 menej ako polovicu, teda 8 %.

Tato situacia vSak realne v praxi nenastala, ked’ze v zivotnom poisteni sa uzatvaraji
dlhodobé poistné produkty a jedno-, resp. dvojrocny vyraznejsi vykyv v imrtnosti populacie
neovplyvni kalkuldciu poistného. Poistovne sa zdlhodobého hladiska chrédnia
pred zvysenou imrtnost'ou ako rizikom istymi formami zaistenia, ktoré znizuju riziko strat
poistovne. Okrem toho sa v pripade Zivotného poistenia pri ocefiovani produktov, za a¢elom
preventivnej ochrany pred nasledkami zlého vyberu, zvycCajne volia pesimistické
predpoklady. Kazda poistovia sa uz v minulosti snazila pocitat’ s pandémiou, a preto si
nemoze dovolit’ nebyt’ pripravend, ak také nieCo nastane. Pandémia koronavirusu naplno
zasiahla fungovanie krajiny a poistovne aktualne eviduju zvySeny zaujem klientov
0 informacie, ¢i a ako zZivotné poistenie Kryje aj ochorenie na COVID-19. Mnohé¢ poistovne
sa rozhodli aj nad ramec poistnych podmienok neuplatiiovat’ ziadnu vyluku v priamej
suvislosti s koronavirusom, t. j. z dovodu pandémie alebo infekcnej choroby. Plati to
pre rizika praceneschopnosti, hospitalizacie, vaznych chorob, invalidity a smrti vo vSetkych
produktov Zivotného poistenia, dokonca Casto aj tych, ktoré uz nie si v aktivnom predaji.

Odpoved’ na to, aké nasledky malo krytie rizika spojeného s koronavirusom
na jednotlivé poistovne, a tiez ako celkovo ovplyvnil COVID-19 poistny obchod, je mozné
najst’ v Sprave o solventnosti a finanénom stave poistovne (SFCR). Na zaklade SFCR
jednotlivych poistovni sme dospeli k zaveru, ze v dosledku pandémie doslo k poklesu
zaujmu 0 sporiace a investicné druhy produktov Zivotného poistenia. Naopak vyrazne sa
zvysil dopyt po rizikovom Zivotnom poisteni a zdravotnom poisteni. Vzhl'adom na to, Ze sa
poistovne rozhodli kryt riziko spojené s koronavirusom, prejavilo sa to aj na ndraste
poistnych plneni a poklesu ziskovosti suvisiacich produktov zivotného poistenia. Okrem
toho pandémia ovplyvnila aj finan¢né trhy, ¢o sa takisto odzrkadlilo na ¢islach uverejnenych
v SFCR. Velkou vyzvou v c¢ase pandémie bolo pre poistovne tiez skvalitnenie
a zefektivnenie bezkontaktného predaja poisteni, alebo aj elektronického hldsenia poistnych

udalosti.
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Z.aver

Umrtnost’ je vyznamnym predpokladom aktuérskej bazy. Zivotna poistoviia na zéklade
pravdepodobnosti umrtia v zavislosti od veku vykondva mnohé poistno-matematické
vypocty, medzi ktoré patri napriklad kalkulacia poistného a technickych rezerv. Dramaticka
zmena umrtnosti ma u zivotnej poistovne za nasledok vazne finan¢né straty. Ocakavania
0 umrtnostnom spravani poistného kmena uzko suvisia s typom produktu Zzivotnej
poistovne. Podhodnotenie umrtnosti ma negativny vplyv na doc¢asné poistenie na timrtie
a naopak, v pripade dochodkového poistenia moze prave nadhodnotenie umrtnosti viest’
K vysokym stratim poistovne.

Predmetom dizertacnej prace bolo modelovanie imrtnosti pomocou deterministickych
a stochastickych modelov, porovnanie ich aplikovatelnosti na umrtnostné spravanie
populacie Slovenska, a tiez ich vyuzitie v oblasti aktuarstva.

V tvode dizerta¢nej prace sme predstavili problematiku tykajicu sa umrtnosti v oblasti
poistovnictva. Oboznamili sme sa so zakladnymi pojmami umrtnosti ako sti¢asti aktuarskej
béazy. Dalej sme bliZsie opisali imrtnost, jej ukazovatele a analyzovali sme vyvoj imrtnosti
od vzniku Slovenskej republiky az po si¢asnost’. Statistiky umrtnosti v poslednych rokoch
vyrazne ovplyvnila pandémia koronavirusu. Infekcia COVID-19 mala za nasledok 6,8 %
umrti, pricom najviac sa prejavila vo vekovej skupine seniorov (vo veku nad 65 rokov).
Z dlhodobého hl'adiska sa imrtnost’ neustale zlepSuje, za ¢o mdzeme vd’acit’ najmé rozvoju
mediciny a d’alSich vied suvisiacich so smrtou. V celom sledovanom obdobi pretrvavala
nadumrtnost’ muzskej ¢asti populacie, avSak rozdiely v umrtnosti medzi pohlaviami klesaju.
Na konci prvej kapitoly sme priblizili legislativnu upravu poistovnictva v Eurdpskej tnii
S0 zameranim na gender smernicu, ktord sa zasadne dotyka prave umrtnosti, ked’ze sa
zaoberda problematikou vylicenia pohlavia ako faktora vstupujiceho do poistno-
matematickych vypoctov.

Druha kapitola vymedzuje ciele zaverecnej prace. Hlavnym ciel'om dizerta¢nej prace
bolo teoreticky a aj prakticky preskumat’ problematiku modelovania imrtnosti pomocou
roznych typov parametrickych modelov z aktuarskeho hladiska. Nasledne aplikovat
nadobudnuté poznatky na modelovanie imrtnosti populacie Slovenska, a taktiez analyzovat
vplyvy, akymi s gender smernica a koronavirus, ktoré maji dopad na samotné modelovanie

umrtnosti. Tieto ciele sme naplnili po teoretickej aj praktickej stranke.
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Na zaciatku 3. kapitoly sme opisali vybrané deterministické a stochastické modely
umrtnosti. Uké4zali sme ich zédkladné vzt'ahy, prednosti, ale aj nedostatky, ktor¢ mézu mat’
vplyv na presnost’ modelov v praktickej Casti. Venovali sme sa dokladnej charakteristike
metdod odhadu parametrov modelov umrtnosti. Pri deterministickych modeloch sme
pouzili metédy nelinearnej regresie. Vybrali sme si Gaussovu-Newtonovu metddu,
Gradientnu metodu a Levenbergovu-Marquardtovu metddu, ktoré su sii¢astou analytického
softvéru SAS Enterprise Guide. Za najefektivnejSiu metodu modzeme povazovat
Levenbergovu-Marquardtovu metodu, ktora spaja prednosti ostatnych dvoch spominanych
metdd. Na odhad parametrov stochastickych modelov sa pouziva niekol’ko metéd. My sme
si zvolili metodu najmenSich S$tvorcov zapomoci sSingularneho rozkladu matice
a Habermanovho-Russolillovho  pristupu. Na progndézovanie vyvoja parametrov
stochastickych modelov sme vybrali modely ARIMA. ARIMA vytvaraju vel'mi presné
prognostické modely pre rozne druhy udajov, pricom plati, ze vyuzivajl najnovsie
pozorovania pri analyzovani minulych chyb prognéz pre spravne odhadnutie budiceho
vyvoja. Dalej sme sa v tejto kapitole zaoberali mierami kvality modelov a presnosti ich
prognoéz — priemerny sucet Stvorcov rezidui, Standardnd odchylka rezidui, Akaikovo
informacné kritérium a Bayesovské informacné kritérium, ktoré ndm posluzili ako néstroj
na vzajomné porovnanie modelov v praktickej ¢asti ako aj na porovnanie prognostickych
schopnosti stochastickych modelov. V zavere kapitoly sme pribliZili softvérové rozhranie
SAS Enterprise Guide so zameranim na procedury nelinearnej regresie a ARIMA
modelovania.

Prakticka cast’ zavere¢nej prace je pre Citatelov najviac prinosna, pretoze je priamo
zamerana na aplikaciu deterministickych a stochastickych modelov iimrtnosti na reélne data
0 umrtnostnom spravani populacie Slovenskej republiky v ¢ase od jej vzniku v roku 1993 az
po sucasnost’. Predmetom modelovania st vekovo Specifické miery umrtnosti zvlast' muzov
a zien, a tiez spolocné miery umrtnosti v rozpiti od 0 do 100 rokov vypocitané pomocou
idajov o imrtnosti ziskanych zo Statistického uradu Slovenskej republiky. V pripade
deterministickych modelov sme vekovy interval rozdelili na dve ¢asti (od 0 do 50 rokov
aod 51 do 100 rokov), ¢o prispelo K lepsej interpretovatelnosti vysledkov. Najvacsim
nedostatkom starSich modelov bolo zanedbanie dojcenskej imrtnosti. Z deterministickych
bol CoDe model ako jediny schopny spol'ahlivo odhadntat’ hodnotu timrtnosti do 1 roku

zivota. Pri Heligmanovom-Pollardovom modeli sa nam to podarilo len v niektorych rokoch.
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Co sa tyka stochastickych modelov, tak Lee-Carterov model nemal s odhadom dojéenske;j
umrtnosti takisto problém. Jednoduchsie modely oproti tym zlozitejSim mali eSte jednu
slabinu, ktorou bol tvar krivky. Vzh'adom na nenaro¢nost’ mali jednoduchy exponencialny
tvar, ktory sa nevedel prisposobit’ umrtnostnému spravaniu populacie v tzv. havarijnom
hrbe, viditeI'nom v obdobi okolo 20 roku zivota. Preto dosahovali lep$ie vysledky na datach
v roku 1993, kedy tento hrb nebol taky vyrazny. Za vyhodu stochastickych modelov
povazujeme to, ze zohl'aditujii ocakavané zlepSovanie timrtnosti v case. CBD model je vSak
vhodny iba na modelovanie umrtnosti populdcie nad 30 rokov, ¢o nie je pre zivotni
poistovnu vel'mi praktické. Okrem toho, v porovnani s Lee-Carterovym modelom, intervaly
spolahlivosti pre vysledné miery imrtnosti boli pomerne $iroké, ¢o naznacuje, ze odhad je
nepresny. Najndro¢nej$i na pracu bol CoDe model ahoci vyborne opisuje dojéenskil
umrtnost’ a oblast’ havarijného hrbu, vo vysokych vekoch nedosahoval az tak dobré
vysledky, ako sme ocakavali v suvislosti sjeho zlozitostou. Uz samotné nastavenie
konstantnych parametrov si vyzadovalo doslednu analyzu.

Kedze poistoviia sa snazi €o najpresnejSie odhadnit’ imrtnost’ svojich poistencov
v zavislosti od veku, snazi sa vybrat’ taky model, ktory je schopny co najlepSie opisat’
umrtnostné spravanie populacie. Po individualnej analyze vybranych modelov, sme ich preto
porovnali na zaklade miery presnosti, konkrétne Standardnej odchylke rezidui RMSE.
Na zéklade vysledkov, modely, ktoré najviac vyhovuji datam o umrtnostnom spravani
populacie Slovenska mozeme povazovat Heligmanov-Pollardov deterministicky model
umrtnosti a Lee-Carterov stochasticky model Umrtnosti. V zavislosti od pohlavia sme
analyzovali len vybrané roky 1993, 2002, 2011 a 2020. Vysledky porovnania modelov boli
podobné ako v pripade zanedbania pohlavia pri analyze, velmi dobré vysledky vSak
dosahoval aj CoDe model.

Nakoniec sme analyzovali, aky dopad ma vyber konkrétneho modelu na poistné sadzby
jednorazového netto poistného, ale aj vplyv zavedenia rodovej rovnosti a efekt zhorSenej
umrtnosti v dosledku koronavirusu na konci sledovaného obdobia na deterministicky
a stochasticky model. Vychéadzali sme zo zdkladnych poistnych produktov, ktorymi su
docasné poistenie na umrtie a doCasny predlehotny dochodok. Poistné sadzby za pouzitia
vybranych modelov tUmrtnosti sa vyrazne odliSovali. V pripade docasného poistenia

cvwr

poistnym az 33 % a pri doasnom predlehotnom déchodku to bolo okolo 9 %. Najvicsie
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rozdiely boli prave medzi deterministickymi a stochastickymi modelmi iimrtnosti a zivotna
poistoviia by mala zvazit, ¢i bude brat’ do ivahy o¢akavané zlepSovanie imrtnosti. Co sa
tyka zavedenia rodovej rovnosti, hoci sa rozdiely v umrtnosti muzov a zien neustale
zmensuju, pri urcitych typoch poistenia ma zavedenie gender smernice stdle vyznamny
vplyv pri vypocte jednorazového netto poistného. ZvySena umrtnost v dosledku
koronavirusu ma taktieZ vplyv aj na poistné sadzby produktov Zivotného poistenia. To,
v akej miere, zavisi aj od druhu modelu, ktory si poistoviia vyberie na modelovanie
umrtnosti.

Vyskum sme realizovali najmé v spominanom prostredi SAS Enterprise Guide. Ako
pomocné nastroje nam posluzili aj softvérové rozhranie R a Microsoft Excel. Vypoctove;j
realizacii praktickej Casti prace predchadzalo mnozZstvo ¢asu §tidia jednotlivych modelov
a metod odhadu ich parametrov, ako aj stadium prace s pouzitym softvérovym rozhranim.
Vzhl'adom na to, Ze sme analyzovali obdobie medzi rokmi 1993 az 2020 a z&roven umrtnost’
zvlast’ v zavislosti od pohlavia, ale aj pri zanedbani pohlavia ako faktora, ktory vplyva
na tmrtnost, priCom sme sa tiez snazili zachytit vplyv koronavirusu na parametre
stochastickych modelov, samotny proces modelovania spocival v odhade nesmierne
velkého mnozZstva modelov umrtnosti. Preto verime, Ze dizertatnd praca prinesie Citatel'om
nové informacie a poznatky z modelovania umrtnosti a poukdze na doleZitost’ Statistiky

v aktuarskych vedach.
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