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ABSTRAKT

OTTINGER, Marek: Metdédy pripustnych smerov pre rieSenie Uloh nelineldo
programovania.— Ekonomicka univerzita v Bratislavé:akulta hospodarskej informatiky;
Katedra operaneho vyskumu a ekonometrie. — Veduci zaseeg prace: prof. Ing. Michal
Fendek, PhD =~ Bratislava: FHI EU, 2014, 50s.

Cielom prace je popis niekKkych optimalizénych metdéd, uenych na rieSenie
nelinearnych uloh. Uvedené su priklady uplatneaig/¢hto metdd v praxi. V metodickej
Casti prace su popisané teoretické vychodiska tyctgtthd a v praktickejasti je ukdzané
konkrétne rieSenie vybranej metddy. Vysledkom prgee procedlra, umakijlca

pozorovanie priebehu vypmvého procesu vybranej metddy v jednotlivych itééh

a analyzu vplyvu zmeny vstupnych parametrov na #gpoV praci je vysvetlena
problematika Badania optimalneho portfélia s rizikovymi cennynaippgermi, pre ktora je
uvedeny modelovy priklad rieSeny metdédou redukoghrgradientov s vyuzitim vlastnej

procedury v prostredi MS Excel.
Kracoveé slova:

metdda redukovanych gradientov, vyber portféligikovymi cennymi papiermi, VBA,

MS Excel, nelinearne programovanie, metédy pripictrsmerov



ABSTRACT

OTTINGER, Marek:Feasible direction methods for solving of nonlingaogramming
problem. — University of Economics in Bratislavd:aculty of Economics and Informatics;
Department of Operations Research and EconometriCBhesis supervisor: prof. Ing.
Michal Fendek, PhD= Bratislava: FHI EU, 2014, 50s.

Aim of this theses is to describe some of the ogliation methods, which are intended
for solving nonlinear problems. There are shown fwmmples for application of such
methods in real life. In methodological part of Ware described theoretical resources of
these methods and in practical part is shown ces@lution of a chosen method. Result of
this work is a procedure, which let us watch thenpotational process of the chosen
method during each iterative and to analyse impaatput changes on results. Issues of
portfolio selection problem with risky securitiesealescribed in this theses, for which is
then constracted a model example. The exampleéas #olved according to reduced

gradient method using author’'s own procedure inBA8el environment.
Keywords:

reduced gradient method, portfolio selection witbky securities, VBA, MS Excel,

nonlinear programming, feasible direction methods
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Uvod

V stasnosti mdézZzeme pozoravayrazny vyvojovy posun v oblasti inforéraych
technologii, ktorych spbsoby aplikacie sa rozSirdm mnohych oblasti hospodérstva.
Naratné matematické algoritmy sa pouZzivaju pri modeldovabznych situacii zo
skut@ného sveta.Ci uz v oblasti priemyslu, logistiky, riadenia hosiostva alebo
investéného rozhodovania, upfaivanie optimalizénych algoritmov vedie k zvySeniu
efektivity rozhodovania.

Okrem toho, Ze si technologicky pokrok vyzadufadanie spésobov a metdd pre
rieSenie Sirokého spektra problémov, poskytuje apZstvo nastrojov pre ich rieSenie.
Vykony dnesSnych poitacov umoziuju dosiahnt vypccty takych udloh, o ktorych sa eSte
v nedavnej minulosti uvazovalo iba v teoretickejine. Ambiciou tejto prace je poukdza
na moznosti rieSenia optimalizaych algoritmov pouZitim vSeobecne dostupnych
nastrojov, medzi ktoré patri aj MS Excel.

Pri modelovani problémov z praxe &sto vyskytuju rézne typy optimaligaych
problémov. MézZu by linearne alebo nelinearne, s ohtamiami alebo bez ohramni,
celctiselné alebo necaltselné. Funkcie v optimalizaom probléme mézu, ale nemusia
byt diferencovatiné, mézu, ale nemusiatbkonvexné. Niekedy uvazujeme optimalizaciu
S neistotou, tiez znamu ako stochastickil optimailizakde su funkcie dané na zéaklade

urcitej pravdepodobnosti.

Tato praca je zamerana na popis metddemych pre rieSenie nelinearnych
optimalizanych dloh. V prvejéasti prace su predstavené niektoré priklady prajtic
problémov, ktoré mézu Isymodelované ako ulohy nelinearneho programovanisad je
kladeny predovSetkym na rozdiely pri tvorbe matéckstth modelov pre tieto problémy.
Okrem inych, je tu detailne popisany aj problérfadania optimalneho portfélia
s rizikovymi cennymi papiermi, ktory v pradialej skimame. \d’alSej kapitole si potom
priblizené matematické nastroje, ktoré nam ufmg? tieto problémy rieg§i Popisané su
dve skupiny metdd, metédy v ktorych sa pristupujee&eniu nelinearnych ohrgeni
priamo a metddy, pri ktorychfadame rieSenie s vyuZzitim aproxingch algoritmov.
Ziskané poznatky hodnotime a z uvedenych optimadizan algoritmov vyberame metodu

redukovanych gradientov, ktora je vhodna pitadanie optimalneho portfoliddalej



popisujeme tvorbu vyptového algoritmu pre tato metddu, ktory sme navrhli
prostrednictvom jazyka VBA pre MS Excel. V prétlej stanovime hypoteticky problém
hradania optimalneho portfélia s rizikovymi cennynaipgermi. Stanovenu ulohu rieSime
pomocou nastroja GAMS, kde dosiahneme optiméalngenie. Nasledne popisujeme
zadanie hypotetickej udlohy do nami navrhnutého rtigoi. Na zaklade vystupov

vytvorenej proceduryredgrad hodnotime uspeSnosaplikacie metdédy redukovanych
gradientov na uvedenom priklade. Praca svojim absabmeruje k vysvetleniu metody
hradania optimalneho portfélia, ptiom sa zameriava na popis vypmvého procesu

zaloZzeného na metdde redukovanych gradientov.



1. Sucasny stav rieSenej problematiky

Problematika nelinearneho programovania (NLP) m&mv Siroky rozsah
uplatnenia a v poslednych dés@&iach zaznamenala vyznamny pokrok. Vznikaju stale
nové modely v réznych oblastiach Zivota a existijwka Skéla rieSeni pre vzniknuté
optimaliza&né ulohy. Problémy nelinearnej optimalizacie saawobju napriklad v oblasti
dopravy, telekomunikacie, chemického priemyslu,ploogarstva, marketingu, vyzivy, ale
aj fyziky ¢i mechaniky. V tejtocasti blizSie uvedieme niektoré priklady a priblizim

spbsob rieSenia pomocou metdd nelinearneho progaamen

Existuje niekdko skupin problémov, na ktoré malo nelinearne @omvanie
vyznamny dopad. Lasdon a Waren [5] popisuju trastlaplikacie nelinearnych modelov,
ropny a chemicky priemysel, nelinearnetsi& ulohy, modely ekonomického planovania.
Prva kategoria zaha problémy planovania produkcie a distriblcie, s produktov,
optimalizaciu chodu réznych vyrobnych jednotiek ralpémy obnovy ropnych
a plynovych zéasobnikov. Problematika nelinearnyieti sa sustrduje na optimalizaciu
tloh dodavky elektrickej energie, vody a plynu vdalmch inZinierskych sieti
a vyvazenych modeloch mestskych dopravnych tokestid skupina poskytuje nédd na
viacero aplikacii v oblasti ekonomického planovanpiklady zahiujuce optimalne
riadenie a dynamické ekonometrické modely, modebkplbdarskeho planovania pre jedno
obdobie, formulacie uloh pouzitych v energetikeoBnphospodarstvei modely systému
planovania vysSieho vzdelavania. V tejto kapitotmulggzeme na niektoré véasnosti

rieSené problémy a tidneme postupy ich rieSenia.

1.1 Modely optimalneho planovania

NLP modely boli tieZ pouZzité pri optimalizacii pldvania v priemysle. UvaZzujme
problém kontroly teploty tekutiny v nepretrzitomopese spracovanigasto je potrebné,
aby bol prad vychadzajuci z jednej vyrobnej jedyotichladeny alebo zahriaty naciié
teplotu, podla poziadaviek nadvazujucej jednotky. Pece, chéadvymenniky tepla su
pouzivané na zmenu teploty toku. V jednom vyrobnzemiadeni sa nachadza mnoho
takychto tokov prudiacich cez komplexnu Struktusthnevnych a chladiacich zariadeni.
Vztahy medzi teplotami prudov a zariadeni su nelirgdako aj funkcia nakladov na
prevadzku vyhrevnych a chladiacich. zariadeni. Brya979) so spolmosti Standard Oll
popisal optimalizény model planovania, ktory udava parametre pre wrileg tepla, pece



a chladée pre zostavenie daného procesu atepelnej koafigur Systém hodnoti
existujuci systém, ako aj budice moZzné zostavedgojky. Z dévodu komplexnosti
celého systému bol vyptovy ¢as modelu prilis dlhy. Autori preto vyvinuli aproxanu
funkciu, ktord je nenatma na vypoet. Kal’ je najdené jej optimum, hodnota pévodnej

ucelovej funkcie je vypéitana vychadzajuc z optimalneho rieSenia aproximeyalohy.

1.2 Problém produktového mixu s cenovou elasticitou

Pri zostavovani produktového mixu je lwen ndjdenie optimélnej Struktary
produkcie pre produkty podniku, viddom na obmedzenia zdrojov potrebnych pre vyrobu
produktov, pri maximalizacii celkového zisku podnikv/ niektorych pripadoch je dana
fixna hodnota zisku vdtmdom na produkt, vysledn&elova funkcia je teda linearna.
V mnohych dlohach zaoberajlcich sa produktovym mix@ak vystupuju wité faktory,
vnasSajuce do delovej funkcie nelinearne zavislosti. Ry vyrobca méze napriklad
narazi na problém cenovej elasticity, kedy sa moznosdaja vyrobkov znizuju pri raste
cien a naopak. Cenovo-dopytova krivka je v takofpgite zakrivend, ¥ah medzi cenou
tovarup(x) a predanym mnozstvorje nelinearny. Firma potom dosahuje zisk z presaja
jednotiek na urovnxp(x) minus naklady na produkciu a distribaciu. Ak sdat@aklady na
produkciu a distribuciu vyrobkov fixné, vyjadreniéoa, zisk firmy z vyrobyx vyrobkov je
dany nelinearnou funkcioB(x) = xp(x) — cx. Ugelovl funkciu potom vyjadrime ako

set takychto nelinearnych funkcii pre vSetky progukt

Dal3im dévodom pre vznik nelinearity walovej funkcii byva tiez skutmog’, Ze
hraniné naklady na produkcidalSej jednotky zavisia od drovne produkcie. Napdkl
ked hrantné néklady pri zvySeni produkcie klesnu v dosleékektivnejSej produkcie
s bohatSimi skusengammi. Podobny jav moéZze Byspbdsobeny aj nakupom drahSich
zariadeni pre vyrobu ¥a@ieho objemu produktov, ktoré umigd vyrobu s nizSimi

nakladmi.

1.3 Ulohy hospodarskeho planovania

Modely nelinearneho programovania je mozné aphlRovaj Vv oblasti
hospodarskeho planovania. Medzi ne patria aj moz@bperajice sa ulohami planovania
v rozvojovych krajindch. Prikladom je trieda modeldrulgok”, ktord bola popisana
Inmanom (1978). Pre kazdy ekonomicky sektor sundefiné premenné ako produkcia,
fixné investicie, export, import, hromadenie zas@hrantenia su tvorené Styrmi

zakladnymi vZahmi. Produkcia musi pokiyalebo presiahnudopyt, pri ¢om nesmie

4



prekrait kapacity sektora, investicie su limitované dosfupin fondmi a rovnovaha
platieb je obmedzena. Ulohou je maximalizbvspotrebu domécnosti vystupov so
vSetkych sektorov. VSetky premenné reprezentujunbgd réznych ekonomickych
agregatov v konsmom roku osemrmého planovacieho horizontu (1974-1981), za
predpokladu, Ze fixné investicie, produkcia a hrdbgnaci produkt budu ré&konstantnou
mierou. Nezndme miery rastu majihwolené optimalizaciou;o vedie k exponencialnym

nelinearitam v mnohych podmnozinach ohéani.

Pri s sektoroch hospodarstva ma Yulgoksky modlet5 ohranéeni, z toho2s+1
nelinearnych &s+4 premennych, z tohds+2 nelinearnych. Verzia modelu obsahujluca 53
sektorov bola pouzitd Korejskym ministerstvom eeé&ky a narodnych zdrojov na
vySetrenie zdélezitosti dhdom medzisektorovej alokacie kumulativnych inwéistza
obdobie 1974-1981 a medzsektorového modelu zaim@&md obchodu v roku 1981.

V tychto aplikaciach bola pouzitd schéma rekurzinénearneho programovania.

DalSou vyznamnou triedou modelov planovania si PRGL@odely, popisané
Nortonom (1978) alnmanom (1977). Ide o cenovo-gidoe, statické ciastkove,
rovnovazne modely. Verzia s jednym spotrdiuite, bez investicii a bez verejného sektora
v ktorej je dopyt po komoditach funkciou cien vSetk komodit a realneho prijmu
spotrebitéov. ZoHadneny je aj wah medzi dostupnymi prodékymi zdrojmi a cenou
komodity. Ci¢om takéhoto modelu je maximalizacia celkového objespotrebovanych

surovin minus hodnota pouzitych zdrojov, ktordge helinearna.

Vyznamnou ¢ag’ uUloh v ramci metdd nelinedrneho programovania mbye
formulovana prostrednictvom kvadratickych aloh, r&tosi vyZaduju optimalizaciu
kvadratickej funkcie vzZFadom na linearne ohraminia. Principy podporujuce tieto modely
pochadzaju povodne od Samuelsona (1952) a bolitigviané Takayamom (1971)
a Manneom (1979). Aplikacie modelovali produkciudistribaciu uhlia, vSeobecné

energetické modely a modelylpmhospodarskeho planovania.

1.4 Prepravny problém s usporami z objemu

Typickou aplikaciou pre dopravny problém jecemie optimalneho planu pre
dopravu tovarov z réznych zdrojov do r6znychl'oie s danymi ohrateniami dopytu
a ponuky, vzhiadom na minimalizaciu prepravnych nékladov. Preédimych ulohdch sa
predpoklada, Ze su néklady na prepravu fixné, b#adu na prepravované mnoZzstvo.

V skutainosti vSak tieto naklady nemusiatbfyxné. Pri vékych dodavkach su niekedy
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mozné uspory z objemu, pri ktorych mézu héadi naklady spojené s pridanim dodat
prepravovanej jednotky klesa Vysledné dopravné naklady pre prepravovanych
jednotiek su potom dané nelinearnou funkoi®), ktora je pocastiach linearna funkcia
so sklonom zodpovedajacim hranym nakladom. Kazda kombinacia zdroja d'aie
zodpoveda rovnakej funkcii prepravnych nakladovklibidy na prepravi; jednotiek zo
zdrojai (i = 1,2,...,m) do cidaj (j = 1,2,...,n) su potom dané nelinearnou funkciou

Cij(xij)- Ugelova funkcia pre rieSenie problému mé potom tvar

f(x) = ii Cij(xij)- (1.4.1)

i=1j=1

Hoci je (telova funkcia nelinearna, ohréania su ob§ajne stéle linearne, v rovhakom

tvare, ako pri linearnych ulohach.

1.5 Vyber portfélia s rizikovymi cennymi papiermi

Investor s danym doéchodkom obvykle stoji pred oolrtutim, akym spésobom
investovd do réznych aktiv. Takéto rozhodovanie je spojerdnotenim viacerych
faktorov. Pri investovani do rizikovych aktiv intesvzdy akceptuje nejaké riziko. Riziko
je moznos, Ze sa skutmy vynos bude odliSovaod aiakdvaného vynosu. To, aka je
velkos’ rizika, ktoré je investor ochotny akceptévenoZno popisa prostrednictvom
investorovych preferencii meranych aplikaciou kquie aakavanej uziténosti. Za
predpokladu, Ze sa investor pokuSa dosiéhtw najvyssi zisk a riadipritom Grove

svojho vystavenia sa riziku, mdéZzemel'dievestora sformulovatymito dvoma spdsobmi:

N 1

a) pri danej miere rizika zaistico najvyssi dakavany vynos,

b) pre poZzadovanu Uroiemiery vynosu zaisfiotakavany vynos s najnizsim moznym

rizikom.

Problém investiného rozhodovania mozno formuldvaako udlohu nelinearneho
programovania. Nelinearita v takychto ulohach pdelaaso zofadiovania rizika. Hoci
existuju rézne modely pre vyber portfélia, Sirokplatiovana je metdda kvadratickej

optimalizacie, pri ktorej sa minimalizuje riziko.

V sltasnosti je beznou praxou, Ze profesionalni manavéikych akciovych
portfélii pouzivaju poitatové modelyciastaine zaloZzené na nelinearnom programovani.

Preto Ze sa investori orientuju n&dakavany vynos ako aj na mieru rizika spojenu s ich



investiciou. Metddy nelinearneho programovania 8atral’uji na zostavenie takého
portfélia, ktoré za uiitych predpokladov predstavuje optimalnu rovnovamedzi tymito

dvoma faktormi. Tento postup je s prevaznej mieslozeny na prelomovom vyskume
Harryho Markowitza a Williama Sharpeho, ktory imnpzhol ziskd& Nobelovu cenu za

ekondmiu v roku 1990.

Model popisujuci tento problém moze tbfjormulovany ako dloha nelinearneho
programovania, v ktorej mame réznych cennych papierov pre zostavenie portfolia
a rozhodovacie premenng (j=1,2...n) ktoré predstavuju mnozstvo, v akom je nakipeny
j-ty cenny papier. Nech; aogj; vyjadruju priemer a varianciu vynosu, respektiv@zeme
tiez povedsd, Zeg;; vyjadruje mieru rizika j-teho cenného papiera. P+el,2, ...n (i # j)

o;; vyjadruje kovarianciu vynosov medzi cennym papierica cennym papieronj. Pre

variano-kovarignu maticuS plati va’'ah

T

1

Yy = 0% =3 ) (O = 1) (150 — ) (15.1)
t=1

kder predstavuje vynos investidie rokut.

Preto ze by bolo prili§ natné odhadnti vSetky hodnotys;;, zvy¢ajny postup je
zaloZeny na presnych predpokladocliamtom spravania sa trhu, ktoré uma vypaet

g;; priamo zo;; aoj;. Ocakavani hodnotR(x) a varianciw/(x) potom definujeme ako

n
R(x) = Z X (1.5.2)
j=1
n n
V(.X') = Z Gi]-xl-x]-, (153)
i=1j=1

kde V(x) vyjadruje riziko spojené s portféliom. Jednym spdsobom ako zdadnt
rovnovahu medzi tymito dvoma faktormi, je pouZzitigx) Gcelovej funkcie, ktora
minimalizujeme a stasne ako ohraéenie zofiadiujeme R(x) ktoré nesmie ki nizSie
ako minimalny prijateny oatakavany vynos. Uplny tvar nelinearneho modelu meérpo

formu



n n
minV(x) = Z 01X X; (1.5.4)
i=1j=1
pri ohranéeniach
n
Z,u]-xj > L (1.5.5)
j=1
n
> By <B (15.6)
j=1

kde x; = 0, prej = 1,2,...n.L predstavuje najmensi prijéitey acakavany vynosp; je
cena j-teho cenného papieradBge objem financii v rozpite ugenom pre portfélio.
Uvedena formulacia je vhodna v pripade, Zadame rieSenie vyjadrené absolatnymi

velicinami. V takom pripade 98, L, x aP vyjadrené pgaznymi jednotkami.

V praxi mdze nastasituacia, kedy pri Fadani optimalnej kombinacie portfolii
neuvazujeme s konkrétnymi hodnotami vynosov, zardjanvesticii. Nasim citom méze
byt pomerné rozdelenie investicii do jednotlivych gaimpapierov tak, aby sme dosiahli
¢o najv&Ssi percentualny vynos. Premenqéude teda vyjadro¥acag’ investicie viozenu
do i-teho cenného papiera. V takom pripade nefht.6), namiesto toho budeme
uvazovd, ze celkovy objem investicii (rozfet) tvori 100%. Z dévodu zachovania
pestrosti portfdlia byva niekedy kladena poziadawdamedzujuca vysSku investicie do
jedného cenného papiera. Maximalnu moznu investzng&ime akoh;. Takato Glohu

mozZeme zapisaako
min x7 Sx (1.5.7)

s ohranteniami

Z x =1 (1.5.8)

i
Z Uix; =R (1.5.9)
i

kdexi >0, xX; < hi-



Nevyhodou tejto formulacie je, Ze d@zko vyber4d vhodna hodnota pre
dosiahnutie vhodnej rovnovahy medRix) aV(x). Namiesto skafenia vyberom iba
jednéhoL byva zvyajnym postupom parametrické nelinearne programeyame tvorbu
optimalneho rieSenia funkcie, ako Sirokej mnoziny hodnétDalsim krokom je
preskimanie hodn@®(x) aV(x) pre tieto rieSenia, ktoré su optimalne prit@j Urovni L
a nasledny vyber variantu, ktory poskytuje najlepgivnovahu medzi tymito hodnotami.
Takyto postup sa@asto uvadza ako ten, pri ktorom vznikaju rieSemahranici efektivnej
mnoziny v dvojrozmernom grafeR(x), V(x) na ktorom sa nachadza pripusiné&azde
optimalnex je efektivne vtom zmysle, Ze Ziadne iné pripustegenie nie je aspo tak

dobré s rovnakym pomeroRiaV a zarové je lepSie s inym pomeroRaV.



2. Ciel prace

Hlavnym ci¢om prace je popisanie niektorych optimalmgch metod, urenych
na rieSenie nelinearnych uloh. Uvedenim niglgoh prikladov uplatnenia takychto metéd
v praxi sa pokusime zdérazrich vyznam. V metodickejasti prace popisujeme teoretické
vychodiska tychto metdéd a v prakticképsti ukazujeme konkrétne rieSenie vybranej
metody. Vysledkom prace je procedura, ktora uim@g uzivatovi sledova priebeh
vypoctového procesu vybranej metody v jednotlivych ibgaéh a analyzovatak vplyv

zmeny vstupnych parametrov na vypt

Ciastkovym ci®om prace je vysvetlenie problematiky vyberu optimefio
portfolia s rizikovymi cennymi papiermi. Problém jeopisany v teoretickej rovine,
formulovany v podobe hypotetického prikladu a rdisée rieSeny dvoma rdéznymi

metodami nelinearnej optimalizacie.

Nemenej délezitym clem je aj vysvetlenie postupu tvorby, pomocou ktorgh
mozna realizacia optimalizaého algoritmu s vyuZzitim beZzne dostupnych nastrojo
vypoctovej techniky. Opis tvorby vygtovej proceduary v prostredi MS Excel uniaie
Studujucemu pochopi vazby medzi teoretickym vyjadrenim vybranej metédyej

interpretaciou v jazyku VBA.
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3. Metody rieSenia uloh nelinearneho programovania

V prvej ¢asti tejto kapitoly budu popisané metody, ktor8iaehranienia priamo.
Prezentované metddy su rozSirenim technik odvotleogiqroblémov bez ohraini, pri
ktorych su predstavené Specialne kroky laohujlice ohranienia. Tieto kroky najskor
najdu pripustny smer, ktory ukazuje na ohtané minimum, potom prejdu K&daniu
vzh'adom na pripustnd mnozinu. Vo vSeobecnosti plagi, af kel su uplatnené
penaliz&né metddy, linearne ohraeinia by mali by rieSené priamo a nemali by tby
transformované na rézne rozsirerélavé funkcie. Ziadna takyto predpoklad v3ak néplat
o nelinearnych ohra&gniach, hoci by sa zdalo, Ze Vadom na sfasny stav vypi&ovych
technik, penalizmé metody mézu hyvhodné pre tento typ problému. Priamy pristup,
proces nasledovania aktivneho nelinearneho ateaiai, ako aj ohradénia rovnosti je
obyajne zlozitd &asovo naréna operacia, ktorej je lepSie sa vytiniMoznou
alternativou by mohla Wbynejaka postupnd linearizacia nelinearnych okieamj ktorej

vysledok vo vSeobecnosti spiea v rieSeni postupnosti linearnych dloh.

Projekné metddy a metddy pripustnych smerov pre tlohyne&tnych ohradeni
su orientované vyhradne na ohgtmml optimalizaciu. Tieto metody dutransformuju
ohranteny problém na neohraiseiny, alebo rozSiruji neohrgené metddy na ohramné
problémy primeranou Upravodddania smeru altky kroku. Okrem nich predstavime aj
metody ohrariienej optimalizacie, ktoré su orientované na linegsrogramovanie v tom
zmysle, Ze pozostavaju z krokov, v ktorych su néSegiastkové ulohy linearneho
programovania, alebo ak sa problém po zvazeni diaearnym, algoritmus sa stane
verziou dobre znamej simplexovej metody. Metodyigapé v tejto kapitole, ako dplSie
metody pre rieSenie nelinearnych optimalimgch Uloh popisuje Avriel vo svojej praci
Nelinearne programovanie, analyzy a metddly; kde je okrem blizSieho popisu metéd

mozné najt niekd’ko modelovych prikladov pre aplikaciu popisanyadmoatmov.

3.1 Metbda pripustnych smerov
Ukazme si teraz zakladné postupy rieSenikéeo mnozstva Uloh matematického

programovania. Predpokladajme problém

min f(x) (3.1.1)
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pri ohranéeniach
x € X c R™, (3.1.2)

kde X je uzavreta spojitd mnozinaf ge spojito diferencovated funkcia, ktora ma
ohrantené uroviové mnoziny. Algoritmus pre rieSenie tejto ulohy sazyva metdda

pripustnych smerov ak mézethyopisany nasledovnym spdsobom:
Prek=0,1,...,je dany bod* € X najdeme smerovy vektaf*! kde
Z*OHTVF(x*) < 0 (3.1.3)

a existuje takéi,,., > 0 ktoré spina x* + a,,,z¥** € X pre v3etky0 < a1 < Ty,
tedaz**! je pripustny pokles, tiez nazyvany “poufit¢ smer‘. Utme aj,, takym

kritériom, zZe
xk+l = xk 4 q;,  zZ81 € X, (3.1.4)

Tymto spdsobom pokéajeme pokym nie je splnend niektorA so zastavokiacic

podmienok, idealne podmienka konvergencie.

Metody pripustnych smerov boli odvodené Zoutemhijka mézu by najdené
v mnohych jeho pracach. ¥&ina neohragenych algoritmov popisanych v predoslych
kapitolach, rovnako ako metddy zaoberajuce sa ateaypmi Ulohami popisané v tejto
kapitole, su vlastne Specidlnym pripadom metodyystiych smerov. NavySe simplexova
metoda linearneho programovania moze Iz povazovana za metodu pripustnych
smerov. Treba podotkrijize pre vSeobecnbsnetddy pripustnych smerov je otaztiesu
mysSlienky a zavery popisané v tejto kapitole skuéorozSirenim metdd neohrésimej
optimalizacie, teda&i vobec patria do tejto kapitoly. Rozbor metdéd psimych smerov

teda obmedzime iba na pripady linearne okiesnyich nelinearnych uloh

(LOP) min f(x) (3.1.5)

vzh'adom na

al-jxj—bi=0, i=1,...,m

n
=1

]

(3.1.6)
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n
Zal]x]_blzo’ i:m+1,...,p,
=1

(3.1.7)
definovanych vySSie. V kazdej iteracii metdédy psimych smerov je potrebné vykana

dva zékladné kroky:

1. vyber pripustného smeru poklesu.
2. vd’ba dzky kroku pripustnym smerom.

Pa:nlc prvym, budeme musieikaza, Ze pre dany bog* € X, sdnajuci (3.1.8) a
(3.1.9), sa musi pripustny smer pokleswznachadza v Z*(x*)NZ2(x*). Dalej

definujeme

n n
Zl(xk) = z:Zaijzj :O,j = 1, ...,m;z aiij = 0,l € I(Xk)
j=1

j=1 J
(3.1.8)
Z%(x*) = {z: 2TVf (x*) < 0}, (3.1.9)
kde
1(x*) = i:Zaijx}‘ =b,i=m+1,..,p.
=1
(3.1.10)

Vo vseobecnosti plati, Ze z daného badiue X existuje viacero pripustnych smerov

poklesu a teda najstrmsi z nich mézé bybraty rieSenim optimalizaej tlohy
(NPS) min zTVf(xk) (3.1.11)
vzhadom naz € Z!(x¥), a
lIz|| < 1. (3.1.12)

Pokid’ je Z!(x*) konicka, je pre dosiahnutie kamgho rieSenia nevyhnutné ohréti

[|z]]. VSimnime si, zd|z||, Euklidovska norma je nelinearnou funkciou, teda (2.1.12) je
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nelinearnym ohragenim. Vieme zeZ'(x*¥)NZ%(x*) =@ , teda neexistuje Zziaden

pripustny smer x* prave vtedy a len vtedy, ak existuje vekitae 0 au € R™ kde

kdea! = (ajy, ..., a;y)T. Inymi slovami, je moZné najpripustny smer poklesux? vtedy
a len vtedy, alf(x*) nie je kénicky rozloZeny vektorom, ktory zodpoveda aktivnym
ohrangeniam. Predpokladajme, Ze tieto predpoklady pldiech jet®** bodom kuzela,

ktory je najbliz3ie Wf (x*), teda
(DT — V()] = 0. (3.1.14)
Vektor najstrmsieho pripustného poklesu, ktoryggenim (NPS), je dany ako

k1 _ V() (3.1.15)

2 T e

Algoritmus pripustnych smerov ako aj niektoré do¢iaé procedury boli navrhnuté
McCormickom, Polakom, Zangwillom, ZoutendijkomfalSimi. Ku koncu tejto kapitoly
uvedieme Zautendijkovu metddu, ktord zailoja “cikcakovému® priebehu algoritmu tym,

Ze nezachovava aktivne ohramia aktivnymi, poki&to nie je nevyhnutné.

1. Predpokladajme, 2 € X. VypocitameVf (x?). Nechl, = K, = @, polozime

k = 0 a zvolime malé nejaké malisloe > 0.

2. Zvolime niektord metédu pre Rl pripustného smeru a najderie™? pri

splneni podmienok

(a)Tz¥*1 =0, i=1,...,m (3.1.16)
i T k+1 = 0, i € Ik

(a') z {2 0. iel)iel, (3.1.17)

(V"D — V(") Tz =0, heK, (3.1.18)

DTV (xF) < —e. (3.1.19)

3. Pokid je uloha fiadania smeru nekonzistentna, teda Ziadiié nespia tieto

podmienky, potom

l. AK I, U K, # @, vynechame najstarSi indedyalebo zZKy a prejdeme na krok 2.
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Il. Ak I, U K, = @, skortime. Bolo dosiahnuté optimalne rieSenie.

4. Urime aj,q = min{ag.,, @ps1} - AK ajq = +oo skortime, rieSenie je

neohraniené.
5. Vypcaiitame
xf+l = xk g, 2K (3.1.20)
avf(xkt,

6. Zvazime moznosti

l. AK @}ipq = @prq, POtOmM nechy,, = I, aKyq = K U {k}.

Il. Ak aj ., = a,,,, potom nech

Ly = L U{i: (@)x** 1 =0a (a)"x* >0,i=m+1,..,p} (3.1.21)
anechk,,, = 0.
. a1 = axeq, POStupujeme rovnako ako v 6.11. s tym rozdieldek, , ; = {k}.
7. Nechk = k + 1 a prejdeme ku kroku 2.

VSimnime si, Ze (3.1.18) bolo pridané pre dosigienmdruzenych smerov, poKia

nebolo najdené optimalne rieSenie, teda
@D)TVf(x*) > —¢ (3.1.22)

pre vSetky pripustng alebo mnozinu aktivnych ohrgeni sa meni. V praxi sapostupne
znizuje az k vEmi malému kladnémudislu, aby sa zabezgita priblizna optimalno& Pre

kvadratické deloveé funkcieg = 0 v kazdej iteracii.

Ak nie je dostupny Ziadny pmtocny pripustny bod, mézeme potizirvu fazu

linearneho programovania, v ktorej rieSime pomadamgarnu ulohu

p
minz & (3.1.23)
i=1
pri ohranéeniach
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n

z @ +&=b, i=1..,m (3.1.24)

j=1

n

Zaijx]- +€i = bl', i=m+ 1: Y (3125)
j=1

£>0. (3.1.26)

Ak je optimalnym rieSenim takejto UGlolfy*, ¢*), kdeé&* = 0, potom zadanim® = x*

moéze zé&at’ algoritmus pripustnych smerov s nelinearnéelavou funkciou.

3.2 Projekéné metddy pre nelinearne ohranienia

Niektoré tu uvedené metddy boli rozSirené na mateke UGlohy s nelinearnymi
ohranteniami. Takyto spdsob rieSenia je vSak omnoho i ako pri linearnych
ohranteniach. Ak su ohraténia linearne, smerfadania, pri ktorom je d@lové funkcia
minimalizovand, leZi hil vo vnutri mnoziny pripustnych rieSeni, alebo \epiku nadrovin
zodpovedajucim aktivnym ohraeniam. V oboch pripadoch nehrozi Ziadne riziko
opustenia pripustnej mnoziny posunom zdaného bodoald vzdialenas v smere
hradania. Problém so zobrazovacimi metdédami a metddaripustnych smerov,
vznikajuci pri nelinearnych ohraf@niach spéiva v obmedzenosti smeru’ddania na
prienik dotykajacich sa nadrovin aktivnych nelimg&h ohranieni. V takom pripade
moze akykdvek pohyb v smerelhdania vie$ k nepripustnému bodu a pre navrat do
pripustnej mnoziny su potrebné zvlastne kroky. @paky pohyb po smerelddania
a navraty do pripustnej mnoziny sposobuju “vySiwKgav zobrazeny na obrazku 3.2.1.

Obr. 3.2.1 VySivanie nasledovanim aktivnych netmedn ohranieni
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Priame rieSenie tohto problému spésobuje¢a@aspomalenie algoritmu. Z tohto
dévodu sa nepriame rieSenie nelinedrnych obeani prostrednictvom penaligaych
funkcii javi vyhodnejSie, pokiateda nelinearne ohraminia nespadaju pod nejaky
Specialny typ Struktary, ako pri geometrickom peaogovani. Metddy popisam@lej mozu
byt’ tiez pouzité pri rieSeni &itych nelinearne ohratenych dlohach, miera konvergencie
algoritmu je vSak vo vSeobecnosti pomala. Naproght v tejto kapitole uvedieme stne
zopakovanie niektorych rozsireni technik neotdemej optimalizacie na ulohy nelinearne

ohranteného matematického programovania.

UvaZujme vSeobecny nelinearny problém
min f(x) (3.2.1)
pri ohranéeniach
gix)=0, i=1,..,m (3.2.2)
hi(x)=0, j=1,..,p (3.2.3)

kde f, g, h; su spojito diferencovateé funkcie a najmenej jedno z ohrgmi je

nelinearne. Metdda pre rieSenie tejto ulohy jeirer$m Goldfarbovho algoritmu.

Ohranienie nerovnosti; (x) = 0 linearizované v bode", je dané ako
gi(x®) + (x — x¥)TVg (x>0 (3.2.4)
a podobne linearizované ohrénie rovnosth;(x) = 0 je

i (x*) + (x — x*)TVh;(x)) = 0. (3.2.5)
Ak g;(x*) = 0, linearizované ohradénie (3.2.4) definuje uzavrety polpriestor, tvoreny
dotyenicou nadroviny ku hlading;(x) = 0 v X*. Ak hj(x") = 0, potom body vyhovujlce
(1.5.5) lezia v nadrovine dotykajlucejsgx) = 0 v X

Patas vypd@tov musia zosta vSetky ohranienia rovnosti aktivne. Nelinearne
ohrankenie nazyvame aktivnym v bodé, ak je zodpovedajice linearne ohtamie
aktivne v bode. Ak je niektoré zy aleboh; linearne, su rieené rovnakym spésobom ako
v Goldfarbovom algoritme. Danym pripustnym bodafnuréujeme mnoZinu aktivnych

ohrankeni vxX* a paitame 2!, smer Htiadania, ktory je vhodne zobrazeny do prieniku
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nadrovin zodpovedajiucemu aktivnym ohéaniam. DalSou Glohou je zistia,,, pre
dizku kroku v smereZ**. Je vyhodnotena vzdialeno najblizS§iemu linerizovanému

ohranieniu v smere*!. Nech je tato vzdialené®. Potom majme

ai4+1 = min{c, 6}, (3.2.6)
kde c je nejaka kladna konstanta, naprikleel. Takétoa,,, bude obmedzovadizku

kroku a zabrani pohybdialeko mimo pripustnej mnozinipalej nech

xkl = x* + @y 28t (3.2.7)

a porovname vsetky ohraenia prex’. Ak je niektoré z ohrateni narusené, vektor
navratového smertl je ureny tak, Ze ukazuje naspdo pripustnej mnoziny. Uskuitoi

sa pohyb tymto smerom aje najdeny vnatorny b&d nasledovny interpoémou
schémou, ktora df bod x> na hranici pripustnej mnoZiny. Pre tentl(bola Beamerom

a Wildeom vyvinuta zaujimava interpotg metdda. Minimum £ je potom liadané na
Usetke X, X3 Ak je takéto minimum, povedzmé najdené, a ak je pripustna mnozina
konvexnd, potom s&** nachadza vo vnutri pripustnej mnoZinydsl$om kroku sa opa
musime posuntismerom k ohrageniu v smere najstrmsSieho poklesu, dl@Sieho bodu
Xt Ak nie je medzix* ax*® najdené Ziadne minimum, potomcaea nové kadanie

z bodux“® v smereZ**. Typicka situacia je ukdzana na obrazku 3.2.2.

el

Obr. 2.2.2 Nasledovanie aktivnych nelinearnych ohieni Daviesovou metédou
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PopiSme si teraz algoritmu pripustnych smerov padinearne ohraténia
odvodeny Zoutendijkom. UvaZzujme problém

min f(x) (3.2.8)
vzhradom na

gix)=0, i=1,..,m (3.2.9)
kdef ag; su spojito diferencovalré. Pre vSetky pripustixéae = 0 plati

Xc(x) ={i:g;(x) <€} (3.2.10)

aX je pripustnd mnozina. V k-tej iteracii si dané psipy bodx* aeX > 0. Riesime

linearnu ulohu pre vyber smeru.

min o (3.2.11)
pri

o= zTVf(xk) (3.2.12)

2Tgi(x*) =0, i€ Xx(xF) (3.2.13)

lz| <1, j=1,..n (3.2.14)

Nech optimalne rieSenie®** € R,z**1 € R. Ak o1 < —e*, potomet! = €*; inak

1 y & ’ e 7 7 . * ’
e"“z;e". Po najdeni pripustného smeru musime gvolizku kroku aj,, . TU

vypaocitame ako

Qp4+1 = Min {a;c+1, a,;ﬂ} (3.2.15)
kde

Qppr = max {ap: @DV + apy,2%1) < 0} (3.2.16)

Qper = max {appq: (XX + 251 € X}, (3.2.17)

Pre a,,; <+, Vf(x* + ay1z"*1) = 0. Dalej vypaitame x**1 = x* + a2z .

Tato metéda konverguje k rieseniu Glohy danej 2.83.a (3.2.9), kde bod nazyvame
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rieSenim, ak z neho neviemeitirziaden pripustny smer poklesu. Vy¢pboa, ., moze by

samozrejme &ni komplikovany a moéze ypotrebnych viacero ite¢aych nastrojov.

Viacero uspesnych realizacii metod penghgah funkcii a algoritmov pre linearne
ohrantené nelinearne ulohy viedli k dvom vyznamnym pracarktorych su nelinearne
ohrantené ulohy rieSené sériou linearne ohtanych uloh, pouzitim Lagrangeovej

penaliz&nej funkcie.
Znovu uvazujme ulohu s ohr&enim nerovnosti
min f(x) (3.2.18)
gi(x) =0, i=1..,m (3.2.19)

kde f ag; su spojito diferencovaiteé, konvexné a konkavne funkcree R™. Metdda
Rosena a Kreusera mozeflpopisana nasledovne: &@me vubovdnomx® € R™. V k-

tej iteracii mame mnozinu indexdyx”) definovani ako
I(x*) = {i:g;(x*) <0, i=1,..,m} (3.2.20)
VypogitameA* ako

A = (xR VF (0, (3.2.21)

kde

JHk) = [(Jock))T/(xk)]_l e (3.2.22)

kdeJ(x¥) predstavuje Jacobiho maticu (maticu parcialnyativéeii) funkcieg; v bodex®
pre i € I('x¥), teda matica, ktorej riadky sUg;(x¥), i € I(x*). PotomJ*(x*) je
veobecne inverzna JKx*). Matica(J(x*))7J(x¥) ma by nesingularnaDalej rieSime

linearne ohraieny problém

mind () = Y (g0 = g () = (x = ¥)Vg, (6]

k>0
(3.2.23)
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vzhradom na
gi(x®) + (x —xM)TVg;(x*) =0, i=1,..,m (3.2.24)

napriklad Goldfarbovou metddou. Nech je riesexffth Ak X! sdna pre Glohu (3.2.18) a
(3.2.19) podmienky Kuhna-Tuckera prvého raducg#au toleranciou, skafime, inak
polozimek=k+1 a opakujeme predoslé kroky. Je mozné ukazatato metdda konverguje
kvadratickou mierou, ak su splnenécité predpoklady regularity. VSimnime si, Ze sa v
(3.2.20) nikdy neobjavia linearne ohré&mia, st vSak zahrnuté v (3.2.24).

V podobnej metdde navrhuje Robins rieSenie (3)248(3.2.19) s pridanym

ohrantenim rovnosti
hi(x)=0, j=1,..,p (3.2.25)

kde h;, rovnako akd ag; su dvojnasobne spojito diferencovat@, nasledovne: V iteracii

k mame vektox® € R™ a vektorya* € R™, A* > 0, u* € RP. RieSime ohragend Glohu

wi R (x) = hy (g, x)|

4
=1

mind £() = " A¥g:00) = G Cxi )] -
i=1

]

(3.2.26)

pri ohranéeniach
Gi(x*,x) = g;(x%) + (x = x*)TVvg;(x*) >0, i=1,..,m (3.2.27)
hi(x*,x) = b (x¥) + (x = x¥)TVR;(x¥) =0, j=1,..,p. (3.2.28)

Nech je riesenim*!. Ziskame zodpovedajlice Lagrangeove multiplikatdrit >0,
pktl | tejto linearne ohraténej Glohy. Ak je viac ako jeden znich trojity
(k1 AR+ k+1) - yyberieme spomedzi nich ten, ktory je padugitych Standardov
najblizsie k(x*, Ak, u*). Ak (x¥*1,2%+1 uk*+1) sdnaji nutné podmienky optimalnosti
Kuhna-Tuckera prvého radu pre ulohu definovanu.2.48) , (3.2.19) a (3.2.25) vditej
tolerancii, skottime. Inak polozim&=k+1 a prerieSime (3.2.26) s danymi ohggmiami.
Pasiatosny bod algoritmux’ musi by pripustny. Znova, za vhodnych predpokladov

vzh'adom na funkciu definujucu ulohu, algoritmus komge k optimu kvadraticky.
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3.3 Metody aproximatného programovania

VSeobecne najjednoduchSi postup pri rieSeni Ulelmeérneho programovania
sériou linearnych uloh je aproximacia kazdej nélmej funkcie vyskytujucej sa v ulohe
linearnou funkciou a rieSenie vyslednej linearriehy. Okamzita namietka je, Ze linearna
aproximacia je pouzitea iba lokalne, teda iba v bodoch, okolo ktorychnséinearne
funkcie aproximuju alebo vich malom okoli. Pre wnptie pouziténého algoritmu
musime teda obmedzpohyb z daného bodu, okolo ktorého su funkcie »xprovane,
robia sa teda iba malé kroky. Z tohto dévodu sadthepopisané v tejtdasti nazyvaju aj
“malo-krokové"* gradientové metddy, naproti Tke-krokovym*“ metddam, ktoré boli

popisané vyssie.

Prva tu uvedena metdda aproxtmého programovania bola odvodena Griffithom
a Stewartom. UvaZujme vSeobecnu ulohu nelinearnmlogramovania s ohraf@nymi

premennymi.

min f(x) (3.3.1)

vzh’'adom na

gix)=0, i=1,...m (3.3.2)
h(x)=0 [=1,.,p (3.3.3)
u=2x=20 j=1,.,n (3.3.4)

kdef, g, h su diferencovat®mé funkcie a horné ohramniau; su dané. Ak su zavedené
nenulové spodné ohraeinia, moézu by jednoducho transformované na predoSla formu

jednoduchou zmenou premennych.

Predpokladajme, Z& je pripustnym rieSenim ohr&enej Ulohy. Linearizaciou

kaZdej nelinearnej funkcie ptidostaneme
fO) =f(x,x2) = f(2) + (x — DVf(®) (3.3.5)
gi(¥) = g (%) =9;:(X) + (x—%)"Vgi(x), i=1,..,m (3.3.6)
h(x) = h(x, %) = (&) + (x —0)TVh(X), 1=1,..,p. (3.3.7)

Uvedieme novy vektoy definovany ako
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y=x—X. (3.3.8)

Nakd’ko jey vSeobecne neohrasiny v znamienku, zavediemet'ah

yi=y =y, j=1..,n (3.3.9)
kde

yi=z0 y7 20 j=1.,n (3.3.10)
n y] ak y] > 0

Vi = { (3.3.11)
J 0 aky; <0
- _ =Y ak yj <0

Yi = {0 ak y; > 0. (3.3.12)

Patetnos |yj| reprezentuje vzdialendsx od X, , zodpovedajuceho komponentu

aproximujuceho bod#. Tato vzdialenosbudeme ohratiova’ nerovnogou
lyi|<m, j=1..n (3.3.13)

kde my predstavuju dané ohraenia. Nakdko je vektorx tiez ohranteny, mdézeme

vyvodit’

0 <y <min{m;,u; — x,} (3.3.14)

0 <y; < min{m;,x}. (3.3.15)
Aproximacia linearnej tlohy je dana

min f(x, ®) = f(®) + D'V (@) - )V (X) (3.3.16)
vzhradom na

§.(x, %) = g;(®) + (y")Vg;(x) — (y)Vg;(X) =0, i=1..,m

h(x, %) = (@) + DV @) - ) V(@) =0, 1=1,..,p

a tieZ na vysSie uvedené nerovnice.
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Griffithov a Stewartov algoritmus pozostava zatémej schémy, v ktorej je
rieSena predosla linearna ulohacimajuc v bodex. Ak je optimalne rieSenie tejto
aproxim&nej ulohyx; pripustné pre ohratenu ulohu, potom je pouzité ako novy bod
aproximacie predalSiu linearnu ulohu, s rovnakymi ohra@niami, aké boli pouzité
v predoSlej ulohe. Ak je vSak naopak nepripustné, nie je prijaté a linearna alljh
znovu rieSena s redukovanymi hodnotami Bod sa nazyva optimalnym pre ohkgmu
Glohu vtedy, k& je pripustny vramci uditej tolerancie aak su splnené kritéria

konvergencie na za sebou iducich hodnotéalfi(x).

Hodnoty ohrartieni m vyrazne ovplyyuju GspesSnasaplikacie algoritmu. Ak su
prilis malé, uskutétnené kroky su tiez ¥eni malé a progres je pomalSi. Na druhu stranu,
prilis ve’ké hodnotymy mézu sposolsinepripustnasriesenia, nasledkokoho su potrebné
postupné redukcie ohraeni. Pri presune z jedného aproxém@ho bodu do iného su
vSetky linearne funkcie znovu aproximované a muai teSena celkom nova linearna
tloha. Metdéda nie je obmedzend na konvexné Uulolgh azovSeobecnenia. Hoci
konvergencia k lokadlnemu optimu nebola preukazangee konvexné ulohy, v praxi v
pripade konvexnosti metdda 2@ne konverguje. Griffith-Stewartova metdda je ot
predovsetkym v tlohach nelinedrnej optimalizacir®hymi premennymi a s moznym
nedostatkom predpokladu konvexnostid’ke len malo nelinearnych ohrageni pridanych
k linearnym. V takychto uUlohach jeéasto nutné vylepSi nejaké konkrétne rieSenie

a teoretické predpoklady konvergencie su nepodistatn

Je potrebné zmieni sa otom, Ze nelinearne Uulohy, v ktorych su fuekci
separovatiné, ako ulohy sdelovou funkciou v tvare

f(x) = fi(x) + f2(x2) + -+ fru(x3) (3.3.19)

pri linearnych ohrafeniach, mézu Ity bez problémov rieSené linearnou aproximaciou,
ktord vyuZziva niektoré modifikacie simplexovej miydalebo linearneho programovania.
Uspesna implementécia metod aproxiného programovania zavisi odiiného riedenia
aproxim&ného podproblému. d&hny algoritmus kvadratického programovania
a skut@énog’, Ze nelinearne funkcie moézu tbyaproximované efektivnejSie pomocou
kvadratickych vyustili k vyvoju pokrdlejSich metdd aproxim@mého programovania.
Prikladom tejto triedy algoritmov je Fletcherovatéua nadrovin.
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Tato metdda je navrhnuté pre rieSenie oliemjich, pripadne neohr&enych uloh.
Fletcher neuvazoval nelinearne oht@mié ulohy, mozno preto, Ze takéto ohtania by sa
dali lepSie riedi nepriamo, teda ich transformaciou doéeldvej funkcie. Uvazujme

problém

min f(x) (3.3.20)
S ohranteniami

ATx > b, (3.3.21)

kdef je diferencovaita funkcia,A je matica rozmeru x m ab je vektor rozmerum.
NechX udava mnoZzinx € R™ sdiiajicu ohranienia (3.3.21). V kazdej iteracii metody je
realizovana kvadraticka aproximadig, (x,x*) v bodex’, ktory zodpovedd v bode x‘
ataktieinq(x") = Vf(x*). Hessian funkcig, je popisany danou symetrickou maticou
B«. Kazda ciastkova Uloha pozostava zrieSenia kvadratickejhyil v ktorej je fq
minimalizovand vziadom na (3.3.21) avEadom na ohratéenie, ktoré obmedzuje

moznos presunu z daného bodfiv tvare

llx —x_k ||, = 1121,@;1S>§l|x]-—x}<| < h*, (3.3.22)

Délezitou viastnogou tejto metddy je, Ze poskytuje symetricky odhéd(3.3.22) teda

definuje hyperkocku, pre ktoru fgv urcitom zmysle platnou aproximacidu

DalSou déleZitou viastnésu je aktualizacidB, matice v kazdej iteracii. Rovnako
ako v nejakom kvazi-Newtonovskom algoritme pre maokienu optimalizaciu,Bx je

aktualizovana prostrednictvom druhostopej korekcie, pre ktoru plati vah
kak = yk (3323)

kde rovnostp® = x* — x*~1t ayk = Vf(x*) — Vf(x*¥~1) st splnené. Navrhovany tah

pre aktualizaciu je dany ako

0¥ = Bap ) @) + 0" = Bi-ap™)" P (r* — B0 )"

B = Be-a t (P*)Tpk [((PO)TPk]?

(3.3.24)
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Tento aktualizény vz'ah nezartuje, ZeBy bude kladne difinitna v pripade, B je
kladne definitna. Nasledkom tejto skémosti méze by situacia, kedy jednotlivé podulohy
vedl k bodom dpajucim nutné podmienky optimalnosti Kuhna-Tuckem& su vsak
globalnym minimom. Hoci Fletcherov algoritmus kvaiitkého programovania méze tieto
pripady vyrie&, je omnoho vhodnejSie aby bolitahy pre aktualizaciu upravené do take;j
podoby, kde bude pg@tocnd maticaB, kladne definitna a vSetkgalSie By budu tiez
pozitivne definitné. Tento krok méze tbyskut@neny vynasobenim druhého a tretieho

prvku pravej strany rovnice (3.3.24) vhodne zvolekonStantow, 0 < 6 < 1, teda
det By = adetBy_q, (3.3.25)
kde ako prikladr = 0.1. DetailnejSi popis tejto metddy je uvedena v pfaaiela [2].

3.4 Algoritmus redukovanych gradientov

Tato kapitola je zameran& na rieSenie okkemjch nelinearnych dloh metédami,
ktoré su podobné postupu rieSenia simplexovej nyefdd linearne programovanie. Pre
opakovanie najskér uvedieme metodu redukovanyctigmtov pre linearne ohraf@nia
a potom jej zovSeobecnenie pre ulohy s nelinearrgimanteniami. UvaZzujme linearne

ohranteny problém
min f(x) (3.4.1)
vzhradom na
Ax =b (3.4.2)
x>0, (3.4.3)

kdef je spojito diferencovatea realna funkciai je maticam x n b je vektor rozmerum a
m < n. Vektor premennyclx moze by rozdeleny na dva subvektary= (xZ,x")T, kde
xB =B, ...,xB)T je vektor bazickych, alebo zavislych premennych x¥ =
(xV, ...,xN_,.) je vektor nebazickych, nezavislych premennych.oBod aj maticaA je
rozdelena nd = [B, C], kde predpokladame, bez straty vSeobecnosti,\Z&lpm riadkov
A zodpoveda béazickym premennyrbalej predpokladame, 78, submatica k matici

A rozmerum x m zodpovedajlca vekton? je nesingularna. Potom modZeme zapisa

BxB+CxN =b (3.4.4)

26



xB =B~1ph— B 1CxN. (3.4.5)

Dalej predpokladame, Ze béazické premenné si nededieme, teda plati, Ze? > 0.
Nebazické premenné su nazyvané nezavislymi, pdia, Ze do nich priradimé&iselné
hodnoty, dostaneme jedifre rieSenie wahu (3.4.4).

Zakladna myslienka metédy redukovanych gradiesfmiva v eliminéciix? (ako
funkciex) pomocou (3.4.5) a uvaZovanie optimadizej tlohy len v zavislosti od". Tato
myslienka bola uplatnena v difekgrych algoritmoch odvodenych Wildom a Beightlerom
pod pojmom “ohrartiené derivaty,” vo Wolfove] metdde redukovanych geatbv

a v Zangwillovej konvex-simplexovej metode.
Zo vz¥ahu (3.4.5) dostaneme redukované gradieaR?~ ™ pomocou v£ahu
r(xV) = Vv f(xB(xN), xN) — (B71O) TV, s f(xB(xN), xM). (3.4.6)

Keby sme sa teraz z aktualnej hodngtymohli pohndi v smere zaporne redukovaného
gradientu bez poruSenia nezapornych oldearii vektorax, prejavilo by sa zniZzenie

funkénej hodnotyf. Tento krok je vykonany nasledovne:

Je dany pripustny, prei = 1, ...,n — m vypositame

e[ 0 ak % =0an >0
T Nk o , (3.4.7)
—1;(x™%) za inych okolnosti
a nech
ZBHrHl = g Nk (3.4.8)

V pripade, Ze je vektar™**! nulovy, znamena to, Ze sa z daného bodu uZ nerkdme
posunti, nemb6zeme uz teda ndjepsie rieSenie a algoritmus kidnV opanom pripade

potitamezktl = (ZBK+1 ZNK+YT Dali bodx*+1 = (xBKk+L xNk+1)T e dany vEahom
xk+l = xk 4 qf 20T, (3.4.9)
kdeay,, je dané vahmi

at,,; = max {ap,q: x5 + 285 > 0} (3.4.10)
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aZ,; =max {ap,:xV* + ap 2V > 0} (3.4.11)

flxk+ a;+1zk+1) = minak+1{f(xk + ap412°71): 0 < a4y < min (ai+1i al%+1)}-
(3.4.12)
Ak ap,, < at,,, nech jeX** definované veahom (2.4.9). Inak
xP*+ab 2 =0 (3.4.13)

pre niektord, ax? je vynechané z vektora bazickych premennych naewmins najvésou
kladnou nebéazickou premennou. Algoritmus &oked ||z%*1|| < €, kdee > 0 je malé

éislo.

Metdéda redukovanych gradientov méze zlyleakonvergencii k bodu ktory &m

podmienky Kuhna-Tuckera koli jef’'dkateniu sa. Bolo navrhnutych ni¢ko technik pre

potlatenie tohto javu. Jedna z nich navrhuje zmenu pb'ewfzfv"‘“ jej vynulovanim,
v pripade 2ex{""‘ <ear(xN*) >0, kdee > 0 je nejakd vopred dand hodnotdm

nahradime wah (3.4.7).Dalsi postup navrhol McCormick. Hodnat4™ je pod’a neho
vypositand na zakladeéf (x*~1) v pripade, Zer; nie je neohragené minimum funkcie

flx*t + ayz"%) pri zk.

Ak je f linearnou funkciou, metdda redukovanych gradies@stava simplexovou
metodou linearneho programovania pomocou jednodlugtavy pravidiel pre zmenu baz.
Ak nie su pritomné obmedzenia, metdéda redukovargretdientov sa stadva technikou
najstrmsieho poklesu ateda na moézeme nahliadaako na rozSirenie neohrdenej
techniky. McCormick navrhol Upravu metdody redukogen gradientov, ktord sa da
povazovd za rozSirenie DFP maticového algoritmu pre lineadohranienia. Preukazal
konvergenciu tejto metddy k bodu, ktory vyhovuje dpienkam Kuhna-Tuckera
v superlinearnej miere, za splnenigityich miernych podmienok.

Abadie a Carpentier zovSeobecnili metodu redukgelangradientov na ulohy

s nelinearnymi ohraténiami. UvaZzujme ulohu s ohr&enou premennou

(NOU) min f(x) (3.4.14)
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vzh’'adom na
h;(x) =0, i=1,..,m

B=x2=a,

(3.4.15)

(3.4.16)

kdef, hy, hy,..hy, maju by spojito diferencovat@é funkciex € R™ am < n.

Kazdy pripustny boe® je povaZovany za nedegenerativityznamena 7g° moze

byt rozdeleny na dva subvektony= (x5°, x¥9)T kdex?° € R™,xN° € R"™, Podobne

aja = (aB0,aVNT B = (BB, pNOYT, zarove plati
IBB,O > xB,O > aB,O

a vektory

oh(x%)  An(xO]"

BO '’ 5. BO |’
0x7 0Xp,;

V,sh;(x°) = i=1..,m

(3.4.17)

(3.4.18)

su linearne nezavislé. Matid# (x°) rozmerum x m ktorej riadky sV, sh;(x°) je teda

nesingularna. Jednoduchym spésobom sa datovagi nutné podmienky optimalnosti

Kuhna-Tuckera pre® v tlohe (NOU) potvrdzuju existenciu vektora® € R™, A° € R*™™

takych, ze

m
Vonf(x0) — Z W0V, v By (x®) — 2° = 0
i=1

m
Voof () = ) Vo hi(x) = 0
i=1

kde
A](-) >0 ak x]gv,o = a]{v,o
A =0 ak B> >a"?
A <0 ak  x"=p"

Teda
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uo = [AF(xO)] V.8 f (x) (3.4.24)

2=V nf(x?) — AN (xO)[AB(x)] 1V, 5f (x0), (3.4.25)

kde AM (x°) je matica rozmer@n —m) X m matica, ktorej riadky st tvorené vektormi
V.nh;(x°). Analogicky k (3.4.6),1° je redukovanym gradientom ak sU ohtania
linearne. Pre kaZzdé pripustn® moéZeme teraz pomocou danej rovnice \@s A°
a v pripade, ze dosiahnut€sgna tiez podmienky (3.4.21) az (3.4.23), potom sihéut
podmienky optimalnosti danej (NOU) funkcie splnenBodex’. ZovSeobecnena metéda
redukovanych gradientov je zaloZend na iterativnprasune z pripustnéha® do
pripustnéhoxx?,... pokid nie je dosiahnuty bod!, kde! vypositand z (3.4.25) dpa
podmienky (3.4.21) az (3.4.23). Predpokladajmemzene pripustng® a zodpovedajlce

¥ nesphia tieto tri v2ahy. Je potom potrebné zméhodnotu nebazického vektora tak, ze
N+l = Nk 4 g, ZFHL) 01 =0, (3.4.26)
kdezf*' = 0 ak

=o' arf >0, alebo x'=p"*ai <o (3.4.27)

Inak bul’ polozimez*' = -2 aleboz/*' =0, vzhtadom na pravidla zavisiace na

partikularnej verzii pouzitej metddy.

1. Pri GRG verzii polozimfrj"+1 = —/1]’-‘ vzdy, kel neplati (3.4.27). Tato Vba je

rovnaka, ako v pripade, kedy su ohtamnia linearne.

2. V pripade GRGS verzie najskdr ndjdeme irglpgamocou

|2%| = max]|Af|, (3.4.28)
]
kde indexyj maju v&Si rozsah ako tie, pre ktoré neboli splnené (3)4Rdtom nech

0 | # S
ZJ;<+1 _ {—A" § _ (3.4.29)
S

Té&to verzia sa zhoduje so simplexovou metdédoujpage Ze optimalizaym problémom

je linearna uloha.
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3. V GRGC verzii cyklicky Lfmjemezj’“'1 = —/1}‘. Cyklus pozostava i iteracii.

Prek = 1,...,n ugime

0 |+ k
ZJ;<+1 _ {—,1’5‘ § i k}' (3.4.30)

za predpokladu, Z& nie je indexom bazickej premennej a Ze neplad.23). V takom

pripade je iteracia vynechana. V momentd ke= n sa vratime kik = 1, a takdalej.

Ked sme uZ za pouzitia jednej z metodctilirz**1 € R*™, vezmeme pokusnu

hodnotu dzky krokuf,,, kdef?,, > 0 a definujeme

Nk
(B ak X" + 0412/ > B]
- Nk Nk Nk
x]N’k = i " ak X" + Ok 412t < (3.4.31)
Nk 1 k+1 v ,
X"+ Ojy12 za inych okolnosti.

Pre dosiahnutie pripustnosti rieSime rovmeuaelinearnych rovnic
hi(xB,xNky=0, i=1,..,m (3.4.32)

pre m premennych?, ..., xB iterativnou proceddrou podobnou Newtonovej metdde.

tej iteracii Newtonovej metddy potom dostaneméave
xB,l+1 — xB,l _ [AN(xB'l’fN'k)]_lh(xB'l’)?N'k)' (3433)

kdeh = (hy, ..., h,,,))T axBt = xB* prel = 0. Vztah (2.4.33) sa pouziva, pokiaenastane

jeden z nasledovnych pripadov:

1. Miera|lh(xB*, V%)l rastie v niekbkych po sebe iducich iteraciach. V takom

pripade v utitej miere znizime}, ,, prep@itame (3.4.31) a vratime sa k rieSeniu (3.4.32).
2. Dostaneme
FxBUFNEY > f(xBl-1 gNky, (3.4.34)

Korekcia prebieha rovnako ako v pripade 1.

3. Pre niektord lezi bod &5, V%) mimo ohranieni definovanych v (3.4.16).

Najdeme bodi?! leZiaci na Ustke medzixB!~1 a xB! pre ktory 2! = o' alebo
~B,l _ B,l . , . P . s - b ’ N,l
#2t = pB pre nejaké& a prevedieme zmenu v aktualnej baze tymFenahradimer)”,
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kde indexs je dany pravidlom podobnym tomu, ktoré sa poujpiiasimplexovej metdde.
MéZeme napriklad uplatfivztah

AN (D)5 (A% ()5 |vs = max,{[|AY (D), (A% ()7 v} (3.4.35)

0h4 (%) Ohm, (%)
ax{0V P ax{;’

kde AN(X), je riadkovy vektor( ) vypasitany pre ¥ = (&8, xVF) |
(AB(%));1 je r-ty riadok matic€A® (%))~ a
v, = min{(i{,v‘k — a{,v’k), (ﬁzl,v‘k — f{,v’k)}. (3.4.36)
RieSenie (2.2.31) sa teraz realizuje s novou bazou.
4. Iteracie konverguju, teda
|A(xBY, #VK)|| < € (3.4.37)
pre nejakd*, kdee predstavuje malé kladriéslo. Ak

BBV > xBU > oBl (3.4.38)

poloZzime x**1 = (x®',xNk) anajdeme novy smer lddania. Ak je niektory
z komponentovr z x3% na dolnej alebo hornej hranici, zmenime bazu rkonako

v pripade 3. Vypéty koncia najdenim bodu $ipajiceho nutné podmienky optimalnosti.
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4. Tvorba procedury pre algoritmus redukovanych gradientov

Problém fiadania optimalneho portfdlia s rizikovymi aktivanje uUlohou
s linearnymi ohraieniami, v ktorej je &elova funkcia nelinearnou funkciou. Prave tieto
vlastnosti su délezité pri Vbe vhodnej aproximaej metody pre jej rieSenie. Spomedzi
metdd popisanych v kapitole 3 sa ako najvhodnejdia algoritmus redukovanych
gradientov, popisana v 3.4. Pomocou programovacielzgka VBA sme vytvorili
procedururedgrad ktora umo#uje rieSenie jednoduchych nelinearnych dloh powziti

algoritmu redukovanych gradientov.

Prostredie talikového procesora MS Excel je vykonnym nastrojom pre
jednoduchu préacu s datami vo forme matigektorov, poskytuje tak vhodné podmienky
nie len pre vypeéet rieSenia zadanych dloh, ale aj analyalakie spracovanie ziskanych
vysledkov. Primarnym clem, s ktorym bola procedunedgrad navrhovana je nielen
n4js’ rieSenie zadaného optimakzeeho problému, ale aj popfsgriebeh algoritmu
redukovanych gradientov. Okrem hodn6t kmre a (&elovej funkcie ukazuje algoritmus aj
hodnoty ciastkovych vysledkov, ako su hodnoty redukovanéraaigntu, smeru kroku,
dizky kroku, ¢ inych parametrov popisanych v podkapitole 3.4ocBdira umaiuje
uzivat€ovi nahliadnti do vypd@tového procesu v kazdej jednej iteradimm umo#uje
hibSie pochopenie algoritmu. Kompletny zdrojovy ktajto procedury s dopljucimi
poznamkami je uvedeny v prilohe 1. V prilohe¢. 2 je uvedeny modelovy priklad,
sluziaci ako navod pre pouzitie algoritmu. V teflasti prace sa budemkalej venové

detailnejSiemu popisu procedingdgrada postupu jej tvorby.

4.1 Navrh vstupov a vystupov pre proceduru

Budeme predpoklada Ze optimalizény problém, ktory chceme rigSzodpoveda
(3.4.1), (3.4.2) a (3.4.3). Nakko je procedura zamerana predovsetkym na popibgirie
algoritmu, priprava vstupnych Udajov je ponecham&iivat&ovi. Pri volani procedury je
potrebné, aby uZivdtezadal gradient delovej funkcie ako vstupny parameter. Priklad
formulacie vstupnych Gdajov je uvedenyQ@br. 4.1.1
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A A B C D E F G H
1 x1 X2 %3 x4 X5

2 |

3

awe [ ]

5

6 |DF |

T

) A b
9

10

11

12 az | |

13

Obr. 4.1.1 — Formulacia vstupnych udajov pre uléhw 2

Podobne ako je tomu pri volarsolveru v MS Excel, aj proceduraedgrad
vyZzaduje, aby pred jej volanim uzivateaformuloval vEahy medzi bunkami. Konkrétne

ide o vZ’ahy medzi hodnotoucélovej funkcie, premennymi a posunom, v tvare
f(x)=xkF"1 4 aj_,zF1 (4.1.1)

a vyjadrenie gradientu ¢alovej funkcie pomocou buniek, v ktorych su umiesin

premenneé.

Tab. 4.1.1 — popis poli pre vstup

ozn&enie pole vyznam
X1 X2 x3 x4 x5 B2:F2 X;
UF B4 f(x)
DF B6:F6 Vf (%)
A B9:F10 A
b G9:G10 b
az B12:F12 a;zk

ProceduUra po spusteni vyzve uziVat@rostrednictvom série dialégovych okien

aby zadal vSetky vstupné parametre tak, ako staméedrlab. 4.1.1

Vstup e ==

Oznac pole s ucelovou funkcou (F)

Lo ]|

Obr. 4.1.2 Priklad dialégového okna
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Sled prikazov, slUziaci na vymedzenie poli pre wysheboli blizSie popisané, ndko

nijak priamo nesuvisia s vypmm algoritmu redukovanych gradientov. Vystup aitgou

ma tvar vyobrazeny n@br. 4.1.3

|
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
33
a6
37
38
39
40
41

A B C D E F G
S
B
M
BDF |
r | |
7 | |
ZN |
28 |
zk |
afa [ ]
alfak [ ]

Obr. 4.1.3 — Formuléacia vystupnych udajov pre ul6hx 2

Tab. 4.1.1 — Popis poli pre vystup

ozn&enie pole vyznam
k B18 k
B B20:C21 B
N B23:D24 C
BDF B26:C26 VfE
r B28:F28 r(x)
zj B30:F30 z;
zN B32:D32 zN
zB B34:C34 zB
zk B36:F36 zk
alfa B38 Amax
alfak B40 ak
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4.2 Popis tvorby zdrojového kodu

ESte pred zaatkom vyp@&tového procesu musi algoritmus definbyaomocné
premenné, ktoré budu pouzité pfialSich vypdtoch. Tymito parametrami su et
premennych v &elovej funkcii (), p@&et ohranteni (m), celkovy péet premennych(n),
suradnice bunky pre vypis vystupu (VX, Vy),éeb iteracii (k) a konStantu predstavujlcu
najva&sie dosiahnutmé ¢islo pri vypatoch (inf). D& sa povedaze hodnota z kapitoly
3.4 predstavujuca Vi malécislo je v tejto procedure definovana dkimnf.

| = az.Count

m = B.Count

n = X.Count

VX = vyp.Row
Vy = vyp.Column
k=0

inf = 1000000000

Vypoctovy cyklus (iteracia) zdana zapisongisla iteracie do prislusného pola.

Fort=1Toite
k=k+1
Cells(Vx, Vy + 1) =k

Indexyn premennych je potrebné rozdata dvecasti, mnozinu indexov bazickych
premennych Bl) srozmeromm a mnozinu indexov nebazickych premennydkl) (
srozmeromn-m Pre zjednoduSenie vyftou budd v mnozineBl uloZzené indexy
premennychx s najvysSou hodnotou, v mnoZziNéindexy s najnizSou hodnotou. Pri tomto
postupe bola pouZzita pomocna prememigset ako nahrada zX. Hr'adanie indexuBl

bolo navrhnuté v tvare

Fori=0To 100
DFset(i) = -inf
Next i

Forj=1Ton
DFset(j) = X(j)
Next j

Fori=1Tom
Forj=1Ton
If (DFset(j) = Application.Max(DFset)) Then
BI(i) = j
DFset(j) = -inf
Exit For
End If
Next |
Next i

36



a prelN v tvare

Fori=0To 100
DFset(i) = inf
Next i

Forj=1Ton
premennegj

DFset(j) = X(j)
Next j

Fori=1Ton-m

Forj=1Ton
If (DFset(j) = Application.Min(DFset)) Then
NI(i) =]
DFset(j) = inf
Exit For
End If
Next j
Next i

Nasledne boli indexil zoradené vzostupne.

Fori=1Tom
Forj=1Tom
If (BI(i) < (BI(j))) Then
p = BI(i)
q = BI()
BI(i) = q
BI(G)=p
Exit For
End If
Next |
Next i

Obdobny postup bol uplatneny aj pi&atianie indexoWwl.

Fori=1Ton-m
Forj=1Ton-m
If (NI(i) < (NI(j))) Then
p = NI(i)
q = NI(j)
NI(i) = q
NI(j) = p
Exit For
End If
Next |
Next i

Pomocou ziskanych indexov bola maticéA) rozdelena n&8 (RB)aC (RN). Z gradientu
V£ (x) (DF) bol vy&leneny vektoWf(x)2 (RBDP.
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Fori=1Tom
RBDF(i) = DF(BI(i))

Forj=1Tom
RB(i, j) = A(i, BI(j))
Next |

Forj=1Ton-m
RN(, ) = A, NIj))
Next |
Next i

Z dévodu zjednoduSenia vytov Vv priebehu procedary aredukcie ¢ho

premennych bol iah (3.4.6) pre vypeet redukovaného gradientu upraveny na
rk = Vf(x*) - vf(x*)BEB~1A (4.2.1)

KedZe pri vypdte dochadza k adtavaniu matic, procedura musi vyttbrzdpornéu
jednotkovu maticuRNEG.

Fori=1Ton
Forj=1Ton
If i =j) Then
RNEG(, ) =-1
Else
RNEG(, j)=0
End If
Next |
Next i

S vyuzitim funkcieMMult nasledne dojde k vyptu redukovaného gradientyRr).

Rr = Application.MMult(RBDF, Application.MMult(Appl ication.
Minverse(RB), A))

Rr = Application.MMult(Rr, RNEG)

Fori=1Ton
Rr(i) = Rr(i) + DF(i)
Next i

Na zaklade podmienok (3.4.7) st vyfiané hodnoty; (Rz).

Forj=1Ton
If Rr(j) > 0 Then
Rzj(j) = (-X()) * Rr(j)
Else
Rzj(j) = -Rr()
End If
Next |

Ako je zname z popisu metody, v pripade Ze je vektaulovy, bolo v predoslej iteracii
najdené optimalne rieSenie a algoritmus &onV takom pripade su vSetkgalSie

nedopd@itané vysledky nahradené ozeaimN/A.
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If Application.Sum(Rzj) <1 /inf Then
If Application.Sum(Rzj) > -1/ inf Then

RzN = "N/A"
RzB = "N/A"
Rzk = "N/A"
Ralfa = "N/A"
Ralfak = "N/A"
az = "N/A"
Exit For
End If
End If

Vektor 2\ je vytleneny zaz; pomocou indexiNl.

Forj=1Ton-m
RzN(j) = Rzj(NI(j))
Next j

Pod’a vz'ahu (3.4.8) je potom pomocou funkMMult a Transposerypctitany vektorZ.

RNT = Application.Transpose(RN)

RzB = Application.MMult(RzN, RNT)

RzB = Application.MMult(RzB, Application.MMult(RNEG 2, Application.
Minverse(RB)))

Spojenim vektoro?" aZ® pomocou indexoW! aBI potom dostaneme smer posufiu

Fori=1Tom
Rzk(BI(i)) = RzB(i)
Next i

Forj=1Ton-m
Rzk(NI(j)) = RzN(j)
Next |
Dalsim krokom v algoritme je vypet dzky kroku v smere®. Aby sme nasli hornt
hranicu pre fFku kroku a,,,, popisany vo wahu (3.4.12) akomin(ai,,, a2,,)

pouZzijeme Specialny ¥ah, vhodny pre zjednoduSenie vypo

. T Xk
min ! 1 Zjp <0p ak 7, <0
Omax = J1sisn{ Zj,

(4.2.2)
o ak Zy = 0

vyjadreny kédom ako

Ralfa = inf
Forj=1Ton
If Rzk(j) < 0 Then
If (-X(j) / Rzk(j)) < Ralfa Then
Ralfa = (-X(j) / Rzk(j))
End If
End If
Next |
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Pre ziskanie hodnoty; ako optimalneho rieSenia ulohy (3.4.12) pouzivasoéver
zabudovany v MS Excel. Procedura najskoér vytvoriatizmedzi polormaz, Ralfaka Rzk

pomenuje polia a nasledne vykona sled prikazow@jeenie optimalneho rieSenia.

adr = Cells(14, 1).Address
Forj=1Tol

az(j).FormulaArray = "= " & Ralfak.Address & "* " & Rzk(j).
Address & ™

Next |

F.Name = "SF"
Ralfak.Name = "Salfak"
Ralfa.Name = "Salfa"

solverreset

SolverOk SetCell:="SF", MaxMinVal:=2, ValueOf:="0", ByChange:=
"Salfak"

SolverAdd CellRef:="Salfak", Relation:=1, FormulaTe xt:="Salfa"
SolverAdd CellRef:="Salfak", Relation:=3, FormulaTe xt:="0"

SolverOk SetCell:="SF", MaxMinVal:=2, ValueOf:="0",
ByChange:="Salfak"

SolverSolve True

ltercia ko®i vypastom nového riesenie.

Fori=1Ton
X(i) = X(i) + (Ralfak * Rzk(i))
Next i
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5. RieSenie hypotetického prikladu

Ako sme uviedli v kapitole 3, pozname ni€éko metdd, ktorymi mézeme néjs
optimalne rieSenie ulohy nelinearneho programovakau je aj uloha pre vyber portfélia
popisana v podkapitole 1.5. V tejto kapitole popi€espdsob tvorby takejto Ulohy na
hypotetickom priklade Styroch cennych papierov. |&#®e potom najdeme optimélne
rieSenie tejto Ulohy pomocou vyggoveho softvéru GAMS. V podkapitole 5.3 prevedieme

vypocet tohto prikladu metédou redukovanych gradienteywgitim proceduryedgrad

5.1 Formulacia ulohy

UvaZzujme problém lmdania optimalneho portfélia, pri ktorom sa investo
rozhoduje, v akom pomere rozdeli svoje investicedzh 4 cenné papierd\( B, C, D.
Investor chce pri minimalnom riziku dosiahhwynos aspd 15%, pri ¢om z dévodu
diverzifikacie nechce do jedného aktiva investoviac ako polovicu zdrojov. Znadme su

vynosy jednotlivych cennych papierqf/v obdobi 10 rokov.

Tab. 5.1.1 — Vynosy cennych papieraase

t A B C D

1 1.04 1.64 1.28 1.04
2 1.13 0.96 1.32 1.03
3 1.16 0.98 0.97 1.06
4 1.12 1.5 1.29 1.52
5 1.11 0.88 1.31 1.04
6 1.15 1.73 1.25 1.05
7 1.04 1.34 1.17 1.19
8 1.14 0.77 0.98 1.04
9 1.05 0.88 0.94 1.45
10 1.06 1.82 1.19 1.08

Na zaklade udajov Zab. 5.1.1sme uéili priemerné vynosy. = (1,1; 1,25; 1,17; 1,15).

Na zéklade (1.5.1) sme vygtali variano-kovarig&nu maticuS.

Tab. 5.1.2 — Variégno-kovaria’na matica S

0.00227 -0.00519 -0.00032  -0.00201
-0.00519 0.15991  0.02577 0.00069
-0.00032 0.02577  0.02271 -0.00406
-0.00201 0.00069 -0.00406 0.03358
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Dosadenim parametrov ulohy do (1.5.7), (1.5.8).8.9) sme dostali formul&ciu

hypotetickej tlohy v tvare

min f(x) =0,00227x2 + 0,15911x2 + 0,02271x2 + 0,03358x2 — 0,01038x,x,
— 0,00064x, x5 — 0,00402x,x, + 0,05154x,x5 + 0,00138x,x,

—0,00812x5%,

pri ohranéeniach

1,1x, + 1,25x, + 1,17x5 + 1,15x, > 1,15

x1+x2+x3+x4 = 1
kde 0,5 > x4, x,, x5, x, = 0.

5.2 RieSenie ulohy pomocou GAMS

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

Ciel'om tvorby algoritmu v GAMS bolo n4jdenie optimalogbortfolia na zaklade

znalosti priemernych vynosqv a vari@no-kovarignej maticeS. Takéto rieSenie bolo

dosiahnuté zadanim nasledovného kodu:

sets i/1*4/
alias(i,j);

parametersr(i)/11.1,21.25,31.17,41.15/,
table S(i,j)

1 2 3 4
1 0.00227 -0.00519 -0.00032 -0

2 -0.00519 0.15991 0.02577 0.
3 -0.00032 0.02577 0.02271 -0
4 -0.00201 0.00069 -0.00406 0.

variables x(i), OBJ;

EQUATIONS OHR1,0HR2,QP, DH, HH;

QP.. OBJ =E= (SUM (j, SUM(i, (S(i.j)*x())*x()))));
OHR1.. SUMi, (r(i)*x(i))) =G= 1.15;

OHR2.. SUM(i, x(i)) =E= 1;

DH(i).. x(i) =G= 0;

HH(i).. x(i) =L= 0.5;

MODEL PORTQP/QP,0HR1,0HR2, DH, HH/,
SOLVE PORTQP USING NLP MINIMIZING OBJ;
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Vysledky rieSenia su takéto (uvadzamedas’ vystupu):

MODEL STATISTICS

BLOCKS OF EQUATIONS 5 SINGLE EQUATION S 11
BLOCKS OF VARIABLES 2 SINGLE VARIABLE S 5
NON ZERO ELEMENTS 21 NON LINEAR N-Z 4
DERIVATIVE POOL 10 CONSTANT POOL 26
CODE LENGTH 66

SOLVE SUMMARY

MODEL PORTQP OBJECTIVE OBJ
TYPE NLP DIRECTION MINIMIZ E
SOLVER CONOPT FROM LINE 26

**+% SOLVER STATUS 1 Normal Completion
**+ MODEL STATUS 2 Locally Optimal
*+* OBJECTIVE VALUE 0.0065

RESOURCE USAGE, LIMIT 0.016  1000.000
ITERATION COUNT, LIMIT 9 2000000000

EVALUATION ERRORS 0 0
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

- EQU QP . . . 1.000

- EQU OHR1 1.150 1.150 +INF 0.274

--- EQU OHR2 1.000 1.000 1.000 -0.302

---- EQU DH

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

1 0.299 +INF

2 0.075 +INF

3 0.372 +INF .

4 0.255 +INF  EPS

---- EQU HH
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

1 -INF 0.299 0.500 EPS
2 -INF 0.075 0.500
3 -INF 0.372 0.500
4 -INF 0.255 0.500

---- VAR x
LOWER LEVEL UPPER MARGINAL

1 -INF 0.299 +INF
2 -INF 0.075 +INF
3 -INF 0372 +INF
4 -INF 0.255 +INF

LOWER LEVEL UPPER MARGINAL
---- VAR OBJ -INF  0.007 +INF
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Z uvedeného vystupu vyplyva, Ze bolo najdené ofdtim rieSenie ulohy po 9
iteraciach. Hodnota aglovej funkcie najdeného rieSenfdx*) = 0.0065 s korgimi

x* = (0,299;0,075; 0,372; 0,255).

Investor dosiahne optimalne rozdelenie portfokairavestuje 29,9% zdrojov do
aktivaA, 7,5% do aktivaB, 37,2% do aktiva C a 25,5% do aktiva D, fmn dosiahne

vynos 15% s mierou rizika 0,65%.

5.3 RieSenie ulohy pomocou procedury redgrad
Pre rieSenie ulohy vyberu optimalneho portféliagadurouredgrad potrebujeme
formuléciu dlohy v tvare (5.1.1). Tato procedurak/racuje iba s ohrargniami rovnosti,

je teda potrebné, aby sme oheamie (5.1.2) upravili na
1,1x; +1,25x, + 1,17x3 + 1,15x, — x5 = 1,15. (5.3.1)

Ohrantenie (5.1.3) vyhovuje poziadavkam procedury, méZgatzosta v pévodnom
tvare. Z rieSenia dosiahnutého v GAMS vidime, Zeaobeniex,, x,, x3,x, < 0,5 nema
vplyv na rieSenie ulohy. Pre zjednoduSenie ho edmhy vynechame. ESte pred volanim

vypoctového algoritmu je potrebnédit’ gradient delovej funkcie

Vf(x) = (0,00454x, — 0,01038x, — 0,00064x; — 0,00402x,;
—0,01038x, + 0,31982x, + 0,05154x; + 0,00138x,;
—0,00064x, + 0,05154x, + 0,04542x; — 0,00812x,;
—0,00402x, + 0,00138x, — 0,00812x; + 0,06716x,).

(5.3.2)

Ucelova funkcia musi biyd’alej doplnena pita vz'ahu (4.1.1) aby mohli byneskor

vytvorené vZahy medzi jednotlivymi vstupnymi mnozinami.

f(x**1) = 0,00227(x? + a;z¥) + 0,15911(x2 + ajz¥) + 0,02271(x2 + ajz¥)
+0,03358(x2 + a;z¥) — 0,01038(x; + ajzF)(x, + ajz¥)
—0,00064(x; + ajz¥) (x5 + ajz¥) — 0,00402(x; + ajzF) (x4
+ a;zy) + 0,05154(x, + a,z7 ) (%3 + az3) + 0,00138(x,

+ a;zX) (x4 + a;zK) — 0,00812(x;5 + ajz¥) (x4 + a}zF)

(5.3.3)
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Ako vychodiskovy pripustny bod sme si zvokifi = (0,1;0,4; 0,4;0,1; 0,043). Zadanie
vstupnych parametrov do pracovného harka MS Exceypbrazené n@br. 5.2.1

4 A B c D E F G H
1 X1 X2 X3 b X5

2 | 01 0.4 0.4 0.1 0.043

2

5

6 DF |

7

g A b

9 |dgl 11 1.25 117 1.15 1 1.15

10 dg2 1 1 1 1 0 1

[y
iy

12 az | |
13

Obr. 5.3.1 — Formuléacia ulohy prdéddanie optimalneho portfélia

Medzi bunkami boli poth vz'ahov (5.3.2) a (5.3.3) vytvorené vazby:

B4 = ((0.00227*(B2+B12)"2)-(0.01038*(B2+B12)*(C2+C1 2))-(0.00064*
(B2+B12)*(D2+D12))-(0.00402*(B2+B12)*(E2+E12))+(0.1 5911*(C2+C12)"2
)+(0.05154*(C2+C12)*(D2+D12))+(0.00138*(C2+C12)*(E2 +E12))+(0.02271
*(D2+D12)"2)-(0.00812*(D2+D12)*(E2+E12))+(0.03358%( E2+ E12)"2))

B6 = (0.00454*B2)-(0.01038*C2)-(0.00064*D2)-(0.0040 2*E2)

C6 = -(0.01038*B2)+(0.31982*C2)+(0.05154*D2)+(0.001 38*E2)

D6 = -(0.00064*B2)+(0.05154*C2)+(0.04542*D2)-(0.008 12*E2)

E6 = -(0.00402*B2)+(0.00138*C2)-(0.00812*D2)+(0.067 16*E2)

Uloha je teraz pripravena na zavolanie procedédgrad Vstupné parametre sme

vloZili prostrednictvom dialogovych okien tak, akopopisujeTab. 5.3.1.

Tab. 5.3.1 — Zadavanie vstupov

poZiadavka vstup
(F) “B4"
(DF) “B6:E6"
(A) “B9:F10¢
(B) “G9:G10¢
(X) “B2:F2“
(az) “B12:E12"
vypis “A18"
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Po zadani pftu iteraciik = 100 sme prostrednictvom procedngdgrad dosiahli
vysledok x1% = (0,210;0,021;0,520;0,367;0,020) .
najdeného rieSenia j&x°%) = 0.0094. Kompletny vystup algoritmu po 100 iteraciach
ukazujeObr. 5.3.2aObr. 5.3.3

Hodnota delovej funkcie

A A B C D E F G H
1 x1 %2 %3 xd %5
2 |D.210~412E~36 0.021302508 0.520252935 0.366586 0.020342986
3
4 |UF
5
6 |DF |-D.EI'DIEI'?2483 0.031948608 0.021616478  0.019579 ]
7
) A b
9 |dgl 1.1 1.25 1.17 1.15 1.15
10 dg2 1 1 1 1 0 1
11
12 az 0.000394328 7.22682E-05 -0.008063484 D.DDSEDE|
13
Obr. 5.3.2 — Vysledky po 100 iteraciach
4 A B C D E F G
18 [k 100
19
20 B 1.17 1.15
21 1 1
22
23 N 11 1 1.25
24 1 0 1
25
26 BDF | 0.022050757 0.018923561
27
28 |r | -0.012148853 -0.002226514 1.35308E-16 1.56E-16  0.156359797|
29
30 |zj | 0.012148853 0.002226514  -7.14857E-17 -5.6E-17 -0.003197051]
31
32 zN | 0.012148853 -0.003197051  0.002226514
33
34 1B | -0.248428222 0.271317088
35
36 zk | 0.012148853 0.002226514  -0.248428222 0.271317 -0.003197051
37
39
a0 |alfak
a1

Obr. 5.3.3 — Vysledky po 100 iteraciach
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Zaver

Praca poskytla préad niektorych metod pre rieSenie uGloh nelinearnej
optimalizacie. V metodickejcasti bola popisané projgké metdody pre nelinearne
ohrantenia, metdéda pripustnych smerov pre nelinearneandfenia, metody
aproxim&ného programovania a algoritmus redukovanych gnéole V popise bol
uvedeny zakladny princip tychto metdd, ako aj mektich rozSirenia. Pre nadobudnutie
lepSieho prefadu o mozZnostiach uplatnenia nelinearnych optiraaiyzch algoritmov
bolo uvedenych niek&o prikladov praktickych aplikacii z praxe. Ukazaline, Ze je
mozné tieto metddy vyuZi v modeloch optimalneho planovania, v problémoch
produktového mixu s cenovou elasticitou, v niekébry problémoch hospodarskeho
planovania, pri rieSeni prepravnych problémov odmmi z objemu, ako aj pri vybere

portfolia s rizikovymi cennymi papiermi.

PreStudovanim uvedenych optimatimgch Uloh a rozborom popisanych metdd pre
nelinearnu optimalizaciu sme si pd&alSie skimanie vybrali problém vyberu portfélia

s rizikovymi faktormi, narieSenie ktorej sme pouaigoritmus redukovanych gradientov.

Jednym z cibov prace bol navrh softvérového rieSenia pre vybrametodu
nelinearnej optimalizacie. Pre tentdell bola navrhnutd proceduradgrad umoziujuca
rieSenie  jednoduchych nelinearnych Udloh z lineainymhranteniami  vyuZzitim
aproxim&ného algoritmu redukovanych gradientov. Proced@angvrhnutdq tak, aby
okrem vypd@tu koraiov Ulohy a hodnoty delovej funkcie umoznila uzivatevi ndi’ad do
priebehu algoritmu. Vystup procedury ukazdjastkové vysledky, ako napriklad smer
najdeny pripustny smer posurii dizku kroku v pripustnom smere. UZividei je
dovolené, aby pri volani vygtovej procedury zadal get iteracii, po ktorych sa vypet
zastavi. Pri opatovnom volani procediry mdZe tesyoocet pokr&ova’ d’alej, znova
o to’ko iteracii, kdko uzivat& zvoli. Proceduraedgrad je teda vhodnym nastrojom pre
analyzu vypoétového procesu algoritmu redukovanych gradientowe@ou peéiatocného
bodu pre vyptet je mozné pozorovazmeny v dosiahnutom rieSeni, vyplyvajlce

z vlastnosti tohto algoritmu.

Aby sme si overili¢ci sme pre rieSenie ulohy vyberu portfélia zvoli dng
algoritmus, skonstruovali sme hypoteticky prikladktorom sme Padali optimalnu

kombinaciu Styroch aktiv na zéklade pozorovaniavughosov v desiatich obdobiach. Na

a7



zaklade teoretickych predpokladov sme zostavilimglizatna Glohu, ktord sme vyriesili
pomocou vypotového nastroja GAMS. Tymto spdsobom sme dosigitlir@lne rieSenie
x* =(0,299;0,075;0,372;0,255; 0) s hodnotou ¢&elovej funkcie f(x*) = 0.0065 .
Hypotetickl Ulohu smedalej upravili do tvaru, ktory poZaduje procedimedgrad
RieSenim 100 iteracii dosiahli vysledok!®® = (0,210;0,021;0,520;0,367;0,020)
ahodnotu &elovej funkcie f(x1°°) =0.0094. MoOZeme konStatova Zze sme
aproxim&nou metédou redukovanych gradientov nedosiahlinogdtie rieSenie, je vSak
viditel'né, Ze sa toto rieSenie k optimalnemu rieSeniui. bHad prepodte vasieho pdtu

iterdcii k = 1000 sa dosiahnuté rieSenie od optimalnehad’afmje. Zadanim iného

29 17 2 1 ~ . , . , s . .
—;—;=;—;0) sme uZ po nielikych iteraciach dosiahli
75°150° 5710

paiatoiného bodux) = (
vysledok vzlalujici sa od optima3® = (0,771;0,027; 0,046 ;0,089;0). Nepresnost
algoritmu moéze by spésobeny nepresnasni vo vyp@tovom procese, ktoré sa s kazdou
iteraciou kumuluju. Zlyhanie v konvergencii k opfimemu bodu méze Byspdsobené aj

“cikcakovitym*® priebehom algoritmu, ktorého odstednie procedura neriesi.

Pre ukazku vyp&oveho procesu pri ktorom procedimedgrad najde optimalne
rieSenie bol skonStruovany modelovy priklad popysaprilohe 2. Priklad je dostatoe
jednoduchy na to, aby sa dal prepa’ rucne. Jeho rieSenim mdZze Studujuaci hibSie

pochopt’ priebeh procedursedgrada overt’ spravnos vypoctov.
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