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Abstrakt

ZIVCAKOVA Maria: GLM a odhad technickych rezerv. — Ekonomicka univerzita v
Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra matematiky a aktuarstva. —

Veduci zavere¢nej prace: RNDr. Jan Gogola, PhD. — Bratislava: FHI EU, 2013, 73 s.

Cielom tejto diplomovej prace bolo priblizit' deterministicky a stochasticky
pristup k odhadu technickych rezerv. Objasnit’ metddy spojené s doplnenim vyvojovych
trojuholnikov, inak nazyvanych aj IBNR trojuholnikov a dokazat, 7Ze
vybrané deterministické postupy odhadu rezerv ndm davaji rovnaké vysledky ako
vybrané stochastické postupy. Dalej sme sa v tejto praci venovali problematike
zovseobecneného linearneho modelu (GLM), kde sme sa snazili ¢itatel'a oboznamit’ o
tvare modelu, jeho predpokladoch, vlastnostiach a metéodach odhadu neznamych
parametrov. Praca je rozdelena do troch kapitol. Obsahuje dva grafy, jeden diagram,
34 tabuliek a Styri prilohy. Prva kapitola je venovana definovaniu technickych rezerv.
Uvadzali sme v nej delenie technickych rezerv stanovené zdkonom a jednotlivé typy
sme blizSie popisovali. V d’alSej Casti sme sa zamerali na odhad technickych rezerv a
zovseobecneny linedrny model. Venovali sme sa metdode Chain Ladder a niektorym jej
zovSeobecneniam, d’alej separacnej metode, metdde Cape Cod a Bornhuettero —
Fergusonovej metdde. Pre lepSie pochopenie zovSeobecneného linearneho modelu sme
najprv charakterizovali klasicky linearny model. Popisali sme predpoklady v oboch
linearnych modelova podrobne aj jednotlivé casti zovSeobecneného linedrneho
modelu. Zaverecnd kapitola sa zaobera aplikaciou metdd Chain Ladder, separacne;j
a Cape Cod a zovSeobecnen¢ho linearneho modelu na data. Snazili sme dokézat, ze
deterministickd metdoda Chain Ladder a stochasticky GLM s Poissonovym rozdelenim
poistnych plneni vracaji rovnaké hodnoty odhadu vysky technickych rezerv. Tuto

skuto¢nost’ sa ndm dokazat’ podarilo.

KTIacoveé slova: technické rezervy, zovSeobecneny linearny model, GLM, metoda Chain
Ladder, vyvojovy trojuholnik



Abstract

ZIVCAKOVA Maria: GLM and estimation of technical reserves. — University of
Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of Mathematics

and Actuary. — Supervisor: RNDr. Jan Gogola, PhD. — Bratislava: FHI EU, 2013, 73 p.

The scope of this thesis was to describe deterministic and stochastic approach to
estimate technical reserves. Clarify the methods associated with the solving of run-off
triangles (IBNR triangles) and prove that the selected deterministic reserves estimation
procedures give us the same results as selected stochastic processes. Furthermore, this
paper is dedicated to the issue of a generalized linear model (GLM), where we tried to
inform the reader about the shape of the model, its assumptions, properties and methods
of estimation of unknown parameters. The work is divided into three chapters. It
contains two graphs, one diagram, 34 charts and four annexes. The first chapter is
devoted to defining the technical reserves. Here we presented division technical reserves
laid down by law and more detailed description of various types. In the next section we
focused on the estimation of technical reserves and generalized linear model. We
dedicated the Chain Ladder and some of its generalizations, next separation method, the
method Cape Cod and Bornhuettero - Ferguson method. First we described classical
linear model to better understand the generalized linear model, then we examined in
detail assumptions of the generalized linear model. The final chapter is addressing to
application of deterministic methods and the generalized linear model with Poisson
claims to data set of claims. We have tried to show that deterministic method Chain
Ladder and the generalized linear model with Poisson claims return the same value of

estimates. This fact we successfully demonstrated.

Keywords: technical reserves, generalized linear model GLM, method Chain Ladder,
run-off triangle
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Uvod

Poistenie je zmluvny vztah medzi poistoviiou a poistencom, kedy poistovia na
seba prebera poistné riziko poistenca a zavdzuje sa v pripade poistnej udalosti poskytnat
poistencovi poistné plnenie. Na ucely poskytnutia poistnych plneni si musi poistoviia
vytvarat’ technické rezervy. Ked'Ze zistenie skutocnej vysky skody moze trvat’ aj niekol'ko
rokov (najma v nezivotnom poisteni), spravne urcenie technickych rezerv sa nedd presne
vypocitat, ale len odhadnut. Tento odhad by mal byt ¢o najefektivnej$i, aby mala
poistovia finanéné prostriedky na uhradenie vSetkych poistnych plneni, ktori vzniknua
a nedostala sa do straty. Skuto¢nd vyska poistnych plneni by sa nemala vel'mi 1iSit' od

odhadovane;.

Ciel'om tejto diplomovej prace je popisat’ poistno — matematické metdédy na odhad
technickych rezerv. Budeme sa venovat deterministickému odhadu, ktory je v praxi
poistovilami vyuzivany najCastejSie. Takyto odhad je vSak len bodovym odhadom
a neposkytuje nam d’alSie informacie o odhade technickych rezerv, napriklad nepozndme

variabilitu.

Tieto informacie mozeme ziskat’ odhadom pomocou zovSeobecneného linearneho
modelu, bezne nazyvanému GLM (z angl. Generalized Linear Model). GLM je stale viac
vyuzivany poistoviiami hlavne kvOli jeho nenaroénym predpokladom a presnym
vysledkom. Niektoré typy GLM odhadu technickych rezerv ndm dévaji rovnaké vysledky
ako odhady ziskané deterministickymi metoédami (napriklad metédou Chain Ladder). Toto
tvrdenie sa budeme snazit’ dokdzat na praktickom priklade. V slovenskej literature sa
nachddza stale malo informacii o zovSeobecnenom linedrnom modeli, iked je jeho
vyuzitie rozsiahle. Okrem odhadu technickych rezerv nim mo6zeme modelovat napriklad

rizikové poistné.

Najvacsim prinosom tejto diplomovej prace je prezentovanie GLM, obozndmenie
sa s predpokladmi modelu, popisanie jeho komponentov a naslednéd aplikacia v praxi pri

odhadovani vysky technickych rezerv.
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1  Sucasny stav rieSenej problematiky doma

a v zahranici

Dolezitou a stale aktudlnejSou povinnostou poistovni je dosiahnut’ zaruky, aby
kazda poistoviia bola schopna splnit’ vSetky svoje zavéizky , ktoré na seba prevzala
uzavretim poistnych zmlav, a to aj v budicnosti, v ekonomickych podmienkach, ktoré nie
su v Case uzavretia poistnej zmluvy zndme. Problém je o to zavaznejSi, Ze poistenie
predstavuje zvacsa dlhodoby zavizok, ktorého poistné plnenie sa Casto odklada o niekol’ko
rokov od momentu zaplatenia poistného alebo uzavretia poistnej zmluvy. Preto je
poistenie uzko spojené s tvorbou technickych rezerv. Technické rezervy su potrebné pre
poistovaciu ¢innost’, vyznamnu ulohu hraju aj pri rezervotvornom poisteni.

Pre poistoviiu by bolo vhodné tvorit' technické rezervy v optimalne vyske, teda
dostatocne vysoké na to, aby bola poistoviia schopnd plnit’ svoje zavidzky z poistnych
plneni v kazdom okamihu, ale na druhej strane musi byt ich tvorba aj efektivna. Tieto
poziadavky nie je jednoduché splnit’, ked’Ze sa technické rezervy Casto urcuji na zdklade
pravdepodobnosti.

Pre poistoviiu predstavuji podstatny objem finan¢nych prostriedkov a st zdrojom
investicnych vynosov. Na ich vySku a pohyb dohliada samotnd poistoviia aj dozorné
organy nad poistovnictvom, ktoré sa ich snazia regulovat. V suvislosti s tym sa zavadza
princip sledovania poistovne SOLVENCY II. Prave technické rezervy s najdolezitejSim
faktorom pri posudzovani solventnosti poistovne aslizia aj na hodnotenie

konkurencieschopnosti na poistnom trhu.

1.1 Technické rezervy

V nasledujucej kapitole som ¢erpala z [1],[2],[3].[4].[5]-

Technické rezervy su vytvarané poistovatel'om ako naklady povinne podl'a zdkona
k plneniu zavédzkov z poistovacej ¢innosti, ktoré st pravdepodobné alebo isté, ale neisté je

ich vyska a okamih ich vzniku.
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Zakon stanovuje typ aj priemernt vySku technickych rezerv, st prisne sledované
dozornymi organmi (napriklad Néarodnou bankou Slovenska) aj samotnou poistoviiou.
Pouzivaja sa na krytie rizik, zavdzkov a strat z poistovacej ¢innosti. Tvoria sa vo vyske
dostato¢nej na to, aby bola poistovia schopna v kazdom okamihu uhradit’ vSetky zaviazky
vyplyvajiice z poistnych zmliv a inych ¢innosti ato v plnej miere asamostatne pre
nezivotné a samostatne pre zivotné poistenie. Predstavuju ddlezitu sucast’ pasiv kazdej
poistovne. O kazdej rezerve sa uctuje oddelene od ostatnych zaviazkov.

Technické rezervy nesmieme miesat’ s ,,netechnickymi* rezervami, ktoré poist'ovia
vytvara ako kazdy iny podnikatel'sky subjekt a nepouziva ich primarne na krytie rizik
z poistovace] Cinnosti (napriklad zakonny rezervny fond, zdkonné rezervy urcené na

opravu hmotného majetku, rezervy na kurzové straty).

Aktiva, ktorych zdrojom st technické rezervy, podliehaji prisnym obmedzeniam,

pretoze ich umiestnenie musi spliat’ tieto zasady:

» L, Zasadu bezpecnosti, podla ktorej prostriedky technickych rezerv a garanc¢ného

fondu su ulozené tak, aby poskytovali zaruku navratnosti tychto prostriedkov
technickych rezerv

» Zasadu rentability, podla ktorej prostriedky technickych rezerv a garanéného

fondu zabezpec€uji vynos z ich umiestnenia alebo zisk z ich predaja

» Zasadu likvidity, podla ktorej Cast’ prostriedkov technickych rezerv je ulozena tak,

aby sa dala ihned’ pouzit na plynulua thradu vyplat zavizkov zuzavretych
poistnych zmlav

» Zasadu diverzifikacie, podl'a ktorej prostriedky technickych rezerv su umiestnené

u vdcSieho poctu pravnickych osdb, medzi ktorymi nie je vztah materskej
spolo¢nosti a dcérskej spolo¢nosti, alebo ze tieto pravnické osoby nekonaju

el

v zhode

Zo zakona je poistoviia povinna vytvarat tieto technické rezervy:

= Technicku rezervu na poistné buducich obdobi

= Technicku rezervu na poistné plnenie

! Zakon o poistovnictve ¢. 8/2008 o poistovnictve a o0 zmene a doplneni niektorych zakonov
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= Technicku rezervu na poistné prémie a zlavy

= Technicku rezervu na uhradu zavdizkov voci Slovenskej kanceladrii poistovatelov
vznikajucich z ¢innosti

= Technicku rezervu na Zivotné poistenie

= Technicku rezervu na krytie rizika z investovania financnych prostriedkov v mene
poistenych

»  Technicku rezervu na vyrovnavanie mimoriadnych rizik v poistnom odvetvi
nezivotného poistenia

= Dalsie poistné rezervy

1.1.1 Technicka rezerva na poistné buducich obdobi

Technickd rezerva na poistné buducich obdobi zodpoveda tej Casti predpisaného
poistného, ktoré¢ sa vztahuje na budice uctovné obdobie. Napriklad Stvrtina ro¢ného
poistného zaplateného na konci septembra pokryje zvySok bezného uctovného
(kalendarneho) roka (zasluzené poistné, earned premium), zatial o zvyS$né tri Stvrtiny
poistného (nezasluzené poistné, unearned premium) sa uz vztahuji k prvym deviatim
mesiacom nasledujuceho uctovného roka atato Cast’ je nutné v beznom uctovnom roku
umiestnit do rezervy na poistné buducich obdobi. Bezne sa nazyva ako rezerva na
nezasluzené poistné.

Celkova vyska tejto rezervy sa vypocita ako sucet nezaslizenych casti poistného
stanovenych pre jednotlivé poistné zmluvy. Ak technicka rezervu nie je mozné urcit’ tymto
sposobom, pouzivaju sa na urcenie jej vySky poistno - matematické metody. Delenie
poistného na zaslizené a nezasluZené vacSinou vykondva systém poistovni hned pri
predpise poistného.

Stucastou technickej rezervy na nezaslizené poistné je rezerva na neukoncené
rizika. ,,Rezerva na neukoncené rizikd sa tvori, ak predpisané poistné, ktoré sa vzt'ahuje na
budtce uctovné obdobie, nie je dostato¢né na krytie vSetkych poistnych plneni z poistnych
udalosti a ndkladov, ktoré nastanii v budiicom obdobi a vztahuji sa na platné poistné
zmluvy.“? Technickd rezerva na poistné budicich obdobi sa tvori v neZivotnom poisteni

a v zivotnom okrem zivotnych poisteni za jednorazové poistné.

? Zakon o poistovnictve &. 8/2008 o poistovnictve a 0 zmene a doplneni niektorych zakonov

13



1.1.2 Technicka rezerva na poistné plnenie

Technicka rezerva na poistné plnenie predstavuje odhad celkovych ndkladov, ktoré
vyplyvaji z thrad vsetkych poistnych plneni, ktoré nastali do konca uctovného obdobia,
zniZzené o uz vyplatené poistné plnenia vo vztahu k tymto udalostiam.

Tvori sa v zivotnom aj nezivotnom poisteni, av§ak v Zivotnom poisteni nie je tak
dolezita, zivotné poistovne do nej nanajvys len prevadzaji technicku rezervu na zivotné
poistenie pri ohlaseni poistnej udalosti alebo bezprostredne pred vyplatou poistného
plnenia. Naopak v nezivotnom poisteni ma dolezitu ulohu, je vyznamna hlavne pritych
produktoch nezivotného poistenia, u ktorych dochddza k ¢asovému oneskoreniu medzi
poistnou udalostou a dokon¢enym poistnym plnenim (napriklad pri havarijnom poisteni,
urazovom poisteni, povinnom ruceni, cestovnom poisteni a pri inych produktoch, kde
moze likvidacia poistnej udalosti trvat’ niekol'’ko rokov, zvlast, ak pri nej doSlo k ujme na
zdravi). Podl’a typu poistnej udalosti sa technicka rezerva na poistné plnenie deli do dvoch

zloziek:

1.) Technicka rezerva RBNS (Reported But Not Settled)

Tato rezerva je urena na krytie zavidzkov z poistnych udalosti
nahlasenych do konca bezného uctovného obdobia, ale vtomto obdobi
nevybavenych (pripadne vybavenych, ale eSte Uiplne nevyplatenych). V praxi sa
tvori z odhadov pre jednotlivé poistné udalosti, kedy likvidator oceni
predpokladant vysku (budtceho) poistného plnenia na zaklade svojho odhadu
alebo podla zavedenej praxe v poistovni ana zéklade pripadnych dalSich

informacii a vyvoja dan¢ho pripadu svoje odhady postupne spresiuje.

2.) Technicka rezerva IBNR (Incurred But Not Reported)

Tato rezerva je urCena na krytie zavidzkov zpoistnych udalosti
vzniknutych v beznom uctovnom obdobi, ale vtomto uctovnom obdobi
nenahldsenych. Pre kvalifikovany odhad IBNR rezervy sa pouzivaju
matematicko — Statistické metody, ktoré berti do uvahy aj vonkajSie faktory ako
je inflacia (napriklad narast cien stavebného materidlu), zmeny vyhlaSok

a predpisov.
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RBNS alIBNR rezervy spolu tvoria rezervu, ktoru nazyvame IBNS rezerva
(Incurred But Not Settled), kryje zavizky z poistnych udalosti vzniknutych v beznom
uctovnom obdobi, ale v tomto obdobi nevybavenych.

Vyska technickej rezervy na poistné plnenie v Zivotnom a nezZivotnom poisteni sa
urcuje ako sucet technickych rezerv na poistné plnenia vypocitanych pre jednotlivé poistné
udalosti. Ak jej vySku nie je mozné urCit takymto spdsobom, pouzijeme na jej vypocet

poistno — matematické metody.

1.1.3 Technicka rezerva na poistné prémie a zl’avy

Technickd rezerva na poistné prémie a zl'avy je urCend na krytie nakladov a zliav
poskytnuté v stulade s poistnymi zmluvami. Takéto rezerva sa vytvara napriklad na zlavy
za frekvenciu platenia bezného poistného (napriklad klient zaplati poistné vzdy na rok
dopredu namiesto mesaénych splatok) alebo za oslobodenie od platenia poistného
v pripade invalidity, kedy pri nastipeni invalidity poistenca pokracuje poistenie
v nezmenenej podobe bez platenia poistného, alebo za bonusy v havarijnom poisteni
(napriklad zmluvne zarucené zl'avy poistného podl'a poc¢tu minulych bez§kodovych rokov).

Ak je stcastou zjednané¢ho poistného plnenia podiel na zisku, zahrituje sa v tejto
rezerve (pokial’ uz nie je zahrnuty v rezerve na zivotné alebo nezivotné poistenie), priCom
podielom na zisku sa rozumie alikvotna Cast’ pripadného celkového prebytku hospodarenia
poistovne v suvislosti s vykondvanim poistenia pripadajuci na danu poistni zmluvu
a pouzitou v prospech poistenca. Technicka rezerva na poistné prémie a zlavy sa urCuje

ako suhrn technickych rezerv vypocitanych podl'a jednotlivych zmluv.

1.1.4 Technicka rezerva na uhradu zavizkov voci Slovenskej kancelarii

poist'ovatel’ov vznikajucich z ¢innosti

Technickd rezerva na uhradu zavidzkov voci Slovenskej kanceldrii poistovatelov
vznikajicich z ¢innosti je ur€end na plnenie zavizkov vznikajucich z ¢innosti, na ktoré

Slovenska kanceldria poistovatelov nema vytvorené aktiva. Poistoviia tvori tuto rezervu
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vrozsahu, vakom sa podiela na celkovych zavdzkoch vznikajucich z ¢innosti podla

osobitného predpisu dan¢ho zakonom.

1.1.5 Technicka rezerva na Zivotné poistenie

Technickd rezerva na Zivotné poistenie je tvorena na krytie zavizkov zo Zivotného
poistenia. Je to najdolezitejSia rezerva v ramci klasickych zivotnych poisteni. Pocita sa
poistno — matematickymi metdodami ako suhrn rezerv podla jednotlivych zmlav
prospektivne tak, Ze od hodnoty budlcich zavdzkov vratane podielov na zisku alebo
podielov na prebytku poistného a ndkladov spojenych so spravou poisteni sa odpocita
hodnota budticeho poistného. Rozdiel medzi poistnou Ciastkou (Ciastka splatna v pripade
poistnej udalosti) a vytvorenou technickou rezervou na Zivotné poistenie sa nazyva

rizikovy kapital. Ak je technicka rezerva zapornd, nahradi sa nulou.
Nettorezervu v Zivotnom poisteni V" (nettorezerva na rozdiel od bruttorezervy

nezohladnuje spravne naklady poistovne) na konci ¢ —teho roka poistenia uzatvoreného vo

vstupnom veku x na poistni dobu n moZeme vSeobecne zapisat’ ako

n n

x+j x+j x+j-1
Z(aj-lx+j-v +bj-dx+j_,-v ) Z-Zw._l-v

netto __ j=t+1 J=t+j
4 Vx - X+t P

Y /

X+t

X+t
%

X+t

kde
[ je pocet 0sOb dozivajucich sa veku x podl'a pouzivanej imrtnostnej tabul’ky,

d_ je pocet zomrelych vo veku x podla pouzivanej umrtnostnej tabul’ky,

V= je diskontny faktor zodpovedajuci technickej miere i,

1
(1+1)
P je rocné poistné platené vzdy na zaciatku roka poistenia,

a, je poistné plnenie vyplatené pri doZiti sa konca ¢ —teho roka poistenia,

b, je poistné plnenie vyplatené pri imrti pocas ¢ —teho roka poistenia.

16



Na vypocet rezervy sa pouzivaji rovnaké umrtnostné tabulky a rovnaka technicka
urokova miera (/,d_,i) ako na vypodet poistného.

Technickd urokova miera i predstavuje zaru¢ené zhodnotenie poistného vysledku
pre klienta, ked'ze je zakalkulovand priamo do vypoctu poistnych sadzieb arezervy.
Maximalnu vysku technickej urokovej miery stanovuje Narodna banka Slovenska, avSak
neplati pre produkty zivotného poistenia s jednorazovym poistnym, ak poistna doba netrva
dlhsie ako pat rokov. V roku 2008 stanovila Narodna banka Slovenska maximalnu vysku
technickej urokovej miery na 2,5%.

Bruttorezerva v Zivotnom poisteni V" naviac zohladiiuje aj spravne naklady
poistovne. Bruttorezerva na konci ¢—teho roka poistenia uzatvoreného vo vstupnom veku x

na poistnu dobu 7 s bezne platenym poistnym ma tvar

n
. X+l
hIEATER

J=t+l
1 X+
II/xbmtto — J/Xnettu —4. ax+t,n—t — J/xnettu 4. lx+t % ’
a - i
X+ j—
ol pIEATERY
=
x
[ -v

kde A oznaCuje pociato¢né¢ jednorazové ndklady poistovne ( v zivotnych
poistovniach sa vac¢Sinou odhaduju v percentach a poistnej Ciastky S, teda A=a-§).
Podstatni ¢ast’” pociatonych jednorazovych nakladov tvoria ziskavacie naklady na
provizie vyplacané poistoviiou ako odmena predajcom za zrealizovany predaj poistenia.

Clen odgitany od nettorezervy sa nazyva zillmerizaény rozdiel a jeho odéitanie od
rezervy poistného sa oznacuje ako zillmerizacia rezervy, namiesto bruttorezervy potom
hovorime o Zillmerovej rezerve. Zillmerizaciu moézeme vysvetlit' takto: pociatocné
naklady A vynalozi poistoviia hned’ pri uzatvoreni poistenia (napriklad proviziu agentovi
vyplati bezprostredne po uskuto¢neni predaja). Pri beZnom poistnom ich od klienta dostane
naspat’ az pri splatkach poistného, takze sa stava veritelom klienta. Pri predCasnom zaniku
poistenia (poistna udalost’ alebo zruSenie poistenia) by poistoviia o dlznt Cast’ prisla, preto
sa znizuje rezerva poistného (konto klienta) v danom cCase vzdy o neumorenu cast
pociatocnych ndkladov, ktord zrejme predstavuje prave zillmerizaény rozdiel.
Zillmerizacia méze viest' k zdpornym hodnotam Zillmerovej rezervy (zvyCajne k tomu

dochadza v prvych rokoch dlhodobych poistnych zmluv) a v tomto pripade sa zdporné
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hodnoty nahradia nulou. Zo zdkona je povolend zillmerizacia do vySky obstaravacich

nakladov zapoc¢itanych do poistného v Zivotnom poisteni.

1.1.6 Technickd rezerva na Krytie rizika zinvestovania finan¢nych

prostriedkov v mene poistenych

Technickd rezerva na krytie rizika z investovania finan¢nych prostriedkov v mene
poistenych je urcena na krytie zdvdzkov poistovni voci poistenym pri tych odvetiach
poistenia, kedy na zdklade poistnej zmluvy nesie investi¢né riziko poistenec. Uplatituje sa

hlavne v ramci investiéného zivotného poistenia.

1.1.7 Technickd rezerva na vyrovnavanie mimoriadnych rizik

v poistnom odvetvi nezivotného poistenia

Technickd rezerva na vyrovnavanie mimoriadnych rizik sa zvycCajne nazyva aj
vykyvova rezerva (equalization reserve). Tvori sa zcCasti poistného aje urena na
vyrovnavanie zvySenych nakladov na poistné plnenia, ktoré vznikli kolisanim Skodového
priebehu (kolisanim pomeru medzi poistnym plnenim a poistnym) v dosledku skutocnosti
nezavislych na voli poistovne. Takéto kolisanie nemusi byt’ stale nahodné, ale méze mat’
racionalne dovody (sice zvycCajne tazko predpovedatelné), ako su klimatické vykyvy,
ekonomické cykly a pod.

V kazdom pripade je vSak ziaduce, aby poistoviia v obdobi s priaznivym Skodovym
priebehom vytvérala zo vznikajiceho prebytku poistného (nad dlhodobym priemerom)
technick rezervu, zktorej by sa mohlo cerpat’ vrokoch snepriaznivym Skodovym
priebehom.

Vytvara sa vo vyske 75 % technického zisku, maximalne 12 % predpisaného
poistného zniZeného o podiel zaistovatela, ale len dovtedy, kym nedosiahne hodnotu
150 % predpisan¢ho poistného zniZzené¢ho o podiel zaistovatel'a za poslednych pat’ rokov.
Poistoviia nie je povinna tto rezervu tvorit, ak predpisané poistné predstavuje menej nez
4 % z celkového predpisaného poistného alebo ak je prijaté poistné z nezivotného poistenia

mensSie ako 2 500 000 eur.
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1.1.8 DalSie technické rezervy

Dalsie technické rezervy si poistoviia vytvara, ak nie je schopna uhradit’ zavizky
vocCi poistenym z niektorej skor spominanej rezervy. Na tvorbu tychto rezerv je potrebny
predchadzajiaci suhlas Narodnej banky Slovenska vydany na zaklade Ziadosti poistovne.
Medzi takéto rezervy patri napriklad rezerva na katastrofické rizika ako st zemetrasenia,
zéplavy, sopeCny vybuch, atomové rizika, zodpovednosti za farmaceuticky vyrobok
a d’alSie.

Obcas si poistoviia vytvara CBNI technicku rezervu (Covered But Not Incured).

Tato rezerva je urCend na krytie zdviazkov z nevzniknutych a neopravnenych poistnych

udalosti. V takom pripade hovorime o poistnych podvodoch.

2 Ciel’ a metodika prace a metody skumania

Ciel' prace spocCiva v priblizeni metod vhodnych na odhad technickych rezerv.
Objasnime si postupy niektorych deterministickych odhadov technickych rezerv, ktoré
stale patria medzi najpouzivanejSie. Zameriame sa na stochasticky pristup k odhadu rezerv
pomocou zovSeobecnené¢ho linedrneho modelu, ktory je v dneSnej dobe coraz viac
pouzivany aktuadrmi vd’aka jeho nendrocnym predpokladom a poskytnutim obsiahlejSich
informacii o odhadovanych technickych rezervach. I napriek tomu je na Slovensku maélo
literatary, ktora by sa venovala teoretickym 1 praktickym postupom zovSeobecnenych

linearnych modelov.

Teoreticky si ukdzeme poistno — matematické metdody na dokoncenie IBNR
trojuholnika. Niektoré uvedené teoretické postupy aplikujeme na data, ¢im si ukdzeme, ze
deterministicky pristup metddy Chain Ladder poskytuje rovnaké vysledky ako stochasticky

pristup zovSeobecnenym linearnym modelom s Poissonovym rozdelenim poistnych plneni.
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2.1 Odhad technickych rezerv

V nasledujucej kapitole som ¢erpala z [2],[3] a [4].

Najviési podiel kapitalu ma poistoviia prave ztechnickych rezerv. Castokrat
dosahujii az mnohonasobok ro¢ného prijmu poistovne zo ziskaného poistného
a mnohonasobok jej zisku. Prave preto musi poistoviia venovat’ mimoriadnu pozornost’
déveryhodnému a €o najpresnejSiemu odhadu vysky technickych rezerv. Ich podcenenie
a nepresnost’ moze viest' k velkym hospodarskym problémom poistovne, ktoré sa mozu
prejavit’ aj az o niekol'ko rokov, 1 ked’ za toto obdobie vykazuje poistovna fiktivny zisk (z
dovodu toho, ze tieto straty su skryté). V tejto kapitole si bliz§ie priblizime niektoré vyssie
spominané poistno — matematické metody, ktoré sa pouzivaju na odhadovanie vysky
technickych rezerv. Viac¢Sinou vychddzaji z minulych dat usporiadanych do tzv.
vyvojovych trojuholnikov (run-off triangle). Vyvojové trojuholniky obsahuji doteraz
vyplatené poistné plnenia zapisané do riadkov podla obdobia vzniku a do stipcov podla
obdobia vyvoja, na diagondlach vyvojového trojuholnika tak vznik4a clenenie podla
kalendarneho roka. ZvyCajne sa pouzivaju rocné vyvojove trojuholniky, teda obsahuju
ro¢né uctovné obdobie, aj ked’ v praxi sa niekedy pracuje s polro¢nymi alebo Stvrtrocnymi
vyvojovymi trojuholnikmi. Metddy vychadzajace z vyvojovych trojuholnikov sa nazyvaji
trojuholnikové metddy. Ich princip spociva v doplneni vyvojovych trojuholnikov na

obdlzniky hodnotami (odhadmi) vysky $kéd X, apredovSetkym v najdeni odhadu
celkovej vysky Skod X, , ktoré vznikli v roku i, i=0,l,..,n. Medzi trojuholnikové
metody patri metdda Chain Ladder, separacna metoda, metdéda Cape Cod, Bornhuetterova

— Fergusonova metdda, de Vylderova metdda najmensich Stvorcov, metdda London Chain

Ladder, a d’alSie. Niektoré z nich si pribliZzime.

Vysvetlenia pojmov:
® Rok vzniku poistného plnenia (origin year)
Je kalendarny rok vzniku poistnej udalosti (napriklad prvy riadok sa
tyka poistnych udalosti, ktoré vznikli vprvom kalendarnom roku

niekol'’koro¢ného minulého obdobia pouZzitého na konstrukciu trojuholnika).
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Rok vyvoja poistného plnenia (development year)

Je pocet rokov, ktoré uplynuli od wvzniku poistnych udalosti
(napriklad prvy stipec, zvy&ajne oznateny ako stipec ,,0% obsahuje poistné
plnenia vyplatené eSte v roku vzniku poistnych udalosti).

Kalendarny rok poistnych plneni (calendar year)

Reprezentuje vSetky poistné plnenia v danom kalendarnom roku
(napriklad vedlajSia diagonala obsahuje poistné plnenia vyplatené
v minulom roku, teda v poslednom kalenddrnom roku niekolkoroéného
minulého obdobia pouzitého na konstrukciu trojuholnika).

Kumulativny vyvojovy trojuholnik (run-off triangle for cumulative losses)

Vznikne postupnou kumuléciou (nahromadenim) riadkovych hodndt

(nekumulativneho) vyvojového trojuholnika, pricom X ; vyjadruje celkova
vySku 8kdd, ktoré vznikli v roku i aboli uhraden¢ do konca roka j, Y,

oznacuje vysku s§kod, ktoré vznikli v roku i a boli uhradené v roku & a plati

J
Xl.,j:zYi,k, i=j=0,1,..,n a n vyjadruje maximalny pocet rokov
k=0

potrebnych do vyplatenia poistnej udalosti od jej vzniku.

Rok Rok v¥voja
vzniku 0 1 J n—1 1
0 Koo KXoy e X, 0./ --- v Ko
1 KXo Ay i A Lj i X
I Xig Xy X
n—1 L0 KXo
L X’z.ﬂ

Tabulka 2.1: Kumulativny vyvojovy trojuholnik
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2.1.1 Metoda Chain Ladder

V nasledujucej kapitole som ¢erpala z [5] a [8].

Metoda Chain Ladder sa oznacuje aj ako trojuholnikova metoda alebo stupiiovita
metdda. Vychadza zpredpokladu, Ze pomer kumulativnych poistnych plneni medzi
susednymi rokmi vyvoja zostdva pre jednotlivé roky vzniku priblizne rovnaky.

2.1.1.1 Neupravenda metoda Chain Ladder

Neupravend metdoda Chain Ladder vychaddza zvyvojového trojuholnika

(Tabulka 2.1: Kumulativny vyvojovy trojuholnik). Hodnoty X, zvykni byt vyjadrené

v rovnakych finanénych jednotkach. Ak st vyjadrené¢ vo financnych jednotkach bezného

roka, hovorime o metéde Chain Ladder upravene;j o inflaciu.

Pre poistné plnenie £, ; plati
X, =0
P :{ g T=T 2

pricom F,; je poistné plnenie na poistné udalosti, ktoré vznikli v roku i, a boli zaplatene
vo vyvojovom roku ;.

Dalej plati

t,,=— pre j=1,2,.,na i=0,1,2,...,n—j,

kde ¢, oznaCuje veliCinu, ktoru nazyvame vyvojovy koeficient alebo tiez spojovaci

pomer.
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Zakladnou podmienkou pouzitia metédy Chain Ladder je, ze ani jedno poistné

plnenie X, nesmie byt nulove, X, . #0, vyvojové koeficienty ¢, ; si priblizne rovnaké
pre pevné j a i=1,2,..,n—j anevykazuji Ziaden trend. Vypocitame vyvojovy faktor b, ,
ktory ziskame spriemerovanim vyvojovych koeficientov ¢, ;,f, ,....t,_; ;, Casto pouZivame

obycajny aritmeticky priemer

1 il
b =

;= t . j=12,...,n, (2.2)
n—j+1:3

ij?

ale zvy€ajne sa pouziva vazeny aritmeticky priemer

n—

J
b= ZO‘,wi,, tys J=L2,.m (2.3)
s vahami
_ Xi,j—]
vvi’j - n—j
Xk,j—]

k=

[=}

Potom vieme vyvojovy faktor b, upravit’ do tvaru

n—j
X. .
b= X Xy GV
j M}i,j ij n—j X T on—j
i=0 i=0 ZX i,j-1 X
k,j-1 i,j-1
k=0 i=0

V praxi sa najCastejSie vyuziva prave v tomto tvare.
Predpokladame, Ze poistné plnenia v jednotlivych vyvojovych rokoch maju

podobny charakter aj v nasledujucich rokoch. Potom pre odhad kumulativnych poistnych

plneni na nasledujuce roky plati
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X=X, [] bi=X,.b, i=12..n, j=n—i+ln—i+2,..n.

Odhadnuté kumulativne poistné plnenia na nasledujice roky sa vo vyvojovom
trojuholniku nachddzaji pod diagonélou.

Odhadované technické rezervy P, i=L2,...,n, j=n—i+ln—-i+2,..n, ktoré
musi poistoviia vytvorit' pre poistné plnenia na poistné udalosti, ktoré vznikli v i—tom
roku a budu vyplatené v j—tom vyvojovom roku, vypocitame podla vztahu (2.1) z tychto

odhadnutych kumulativnych poistnych plneni.

Odhad celkovych technickych rezerv na poistné plnenia z poistnych udalosti, ktoré

vznikli v rokoch 1 az n a doteraz eSte neboli vyplatené dostaneme suctom

Technické rezervy dokazeme vy¢islit’ podl'a rokov vzniku poistnej udalosti aj podl'a

budutcich rokov uhradenia poistnych plneni.

Metoda Chain Ladder vracia relativne spolahlivé vysledky, ak je portfolio
stabilné a inflacia ma stabilni Groven, pripadne je nulova. Nedostatkom je fakt, Ze pri
vypoCte nasobime najmenej presné hodnoty s najvacSimi faktormi. Aj napriek tento
nevyhode sa metéda Chain Ladder v praxi Casto vyuziva ato pre vyhodu, ktorou je

jednoduchost’ a nendro¢nost’ potrebnych tdajov tykajucich sa poistnych udalosti.

2.1.1.2 Metoda Chain Ladder s inflacnym vyrovhanim upravend

o urokovu mieru

Klasicka metdéda Chain Ladder uvazuje o stabilnej miere inflacie, ¢o nie je
vzdy mozné vzhl'adom na to, ze sa vyvojové trojuholniky tykaji pomerne dlhé¢ho ¢asového
obdobia. Z tohto dovodu sa odporuca zahrnit’ do vypoctov technickych rezerv pomocou

metody Chain Ladder aj vplyv inflacie.
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1)

2)

3.)

4)
5.)

Potom sa postup vypoctu mdézeme zhrnut’ do piatich krokov:
Z kumulativneho vyvojového trojuholnika vyratame poistné plnenia, ktoré boli

redlne vykonané podl'a vztahu:

F,=X,
})1 0= Xl
Vsetky zndme vyplatené poistné plnenia prepocitame na Uroven cien ku koncu
n —tého vyvojového roka podl'a mier inflacie z minulych rokov.

Vyvojovy trojuholnik z tychto upravenych financnych platieb prepocitame na
kumulativny.

Aplikujeme klasickt metodu Chain Ladder na odhad technickych rezerv.
Odhadnuté technické rezervy diskontujeme k datumu ich odhadu o

poistno — technicka irokova mieru.

2.1.1.3 Zovseobecnenie metody Chain Ladder

St zname viaceré =zovSeobecnenia metddy Chain Ladder. Jedno znich

zovseobeciiuje vzorec na vypocet vyvojovych faktorov (2.3) takto:

J
_pm) _ (m) C_
bl.’j—bj E wt j=L2,...,n,

i=0

kde vahy su

Kumulativne poistné plnenia X,

i i=12,...,n, j=n—i+lLn—i+2,...,n potom

ziskame rovnakym postupom ako pri klasickej metode Chain Ladder. Toto zovSeobecnenie

sa nazyva metoda Chain Ladder m —teho radu.
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Mobzeme vidiet, Ze pre m=0 dostdvame metdédu Chain Ladder s vyvojovymi
koeficientmi pocitanymi ako obyc€ajny aritmeticky priemer, teda vzorec (2.2). Pre m=1 je
to vzorec (2.3), takze vyvojové koeficienty dostaneme pomocou vazeného aritmetického
priemeru. Pre m—>o je hodnota vyvojového faktora rovna hodnote vyvojového

1,j—-12°"> n—j+l,j—l}'

koeficienta, b, =1, ;, pre také i, pre ktor¢ plati X i1 = Mmax {X 010X X

2.1.1.4 Metoda London Chain Ladder

Metoda London Chain Ladder vychadza zo zovSeobecnenia klasickej metody Chain

Ladder Specialne pre m =2 . Snazime sa n4jst’ také hodnoty b,,b,,...,b,, aby vyraz

n n—
z =

(Xi,j—] _Xi,j )2 >

J
j=1 i=0

nadobudal minimalnu hodnotu. Takéto hodnoty existuju a daju sa jednoznacéne urcit’ z

n-j
2 .
bj = Zwl.’jtl.,j , Jj=12,..,mn,
i=0
kde
2
2 Xi,j—l
Wi,j T on—j .
X2
k,j-1
k=0

2.1.2 Separa¢na metéda

V nasledujucej kapitole som erpala najmi z [2], [4], [5] a [8].

Vypocet technickej rezervy pomocou metdody Chain Ladder a jej uprav prestal
vyhovovat’ v polovici sedemdesiatych rokov minulého storocCia, pretoze sa miera inflacia

neustale menila a odhad jej buduceho priebehu bol Coraz viac zlozitejsi. Vtedy prisiel
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australsky aktuar Greg Taylor s postupom vypoctu technickych rezerv pomocou separacne;j

metody, ktorej vyhodou je najmai to, Ze jej sucastou je aj odhad mier inflacie.

Vychodiskom tejto metdody je vyvojovy trojuholnik. Rozdiel od metdédy Chain
Ladder je, ze pozname pocet §kod N, pre kazdy rok vzniku poistnej udalosti. V pripade, Ze
by neexistovala inflacia, bolo by wvyplatené konStantné¢ poistné plnenie vkazdom

vyvojovom roku j bez ohl'adu na rok vzniku i.

Oznac¢me r; podiel §kdd vo vyvojovom roku j z celkovych 8kdd. Predpokladame,

ze nezavisi od roku vzniku i poistnej udalosti a plati

Iy+n+..+r =1,

kde £ je maximalny pocet rokov potrebnych na zlikvidovanie skody.

Symbol 4, ; predstavuje vySku skutocnej priemernej individualnej Skody v roku
i+j, kde i je rok vzniku poistnej udalosti a j je vyvojovy rok. Hodnoty 4, . su

konstantné pre kazdy kalendarny rok, teda hodnota A je konsStantnd na kazdej diagonale

vyvojového trojuholnika. Hodnoty 4,,; v jednotlivych rokoch su rozdielne kvoli zmene

miery inflacie.
Pri tychto predpokladoch plati

P.=N.-r-A1

i,j [ A

(2.4).

Takéto poistné plnenia vieme prepisat do vyvojového trojuholnika (Tabulka 2.2:

Vyvojovy trojuholnik poistnych plneni £, ; vyjadrenych vztahom (2.4)).
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Rok vyvoja
i N;
0 1 = J - k1 i
0 Ny Ny | Ny TEE Neri; | N | Ny
1 N, N4y Ny = Ny ,:'*; bisl B Ny
i N, Nt | Ndg e Nk,
k-1 Neo | Neatoden | Nt
Ik N, N A

Tabulka 2.2: Vyvojovy trojuholnik poistnych plneni £, ; vyjadrenych vztahom (2.4)

Z vyvojoveho trojuholnika poistnych plneni P, chceme odhadnat hodnoty

Ty, 1,....,t, ana zaklade nich aj hodnoty A4,,4,,...,4,. Vdaka tymto odhadom moéZeme

doplnit’ vyvojovy trojuholnik do obdlznika.

Dalej vytvorime maticu §tandardizovanych hodnot

i,j>0,i+j<k,

i,j Jo Ty

P .
S =—L=yr.2
N.

1

ktori mo6zeme rovnako zapisat do vyvojového trojuholnika (Tabulka 2.3: Vyvojovy

trojuholnik Standardizovanych hodndt).
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Rok Rok vyvoja
vzniku 0 1 o 5 o k-1 e
0 Soo Sa1 S St S
1 S10 811 St St
: S Su Sy
k-1 Si1o Sew1
k St

Tabulka 2.3: Vyvojovy trojuholnik Standardizovanych hodnot

Na zaklade vztahu pre maticu Standardizovanych hodn6t méZeme vyvojovy trojuholnik
prepisat’ do tvaru, s ktorym budeme d’alej pracovat (Tabulka 2.4: Upraveny vyvojovy

trojuholnik Standardizovanych hodndt).

Rok Rok vyvoja
vzniku 0 1 i J =3 k-1 k
0 ¥y M Fil; Py Pty
1 rydy KA .- ridig G T
i Folk; nAa e Vites
k-1 Fyliy KA,
k Fo

Tabulka 2.4: Upraveny vyvojovy trojuholnik Standardizovanych hodnot

Chceme odhadnat’ hodnoty T j=0,1...k a A

i+

0<i+j<k. Na to ndm

poslizia vstupy na i — tej diagonale, ktoré ozna¢ime d, pre i=1,2,....k .
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Potom plati

d, = Sk,o +Sk—l,l +"’+Sl,k—l +S0’k =
=1A +hA +o A A A =

=X (r+n+.+n)=2

Z toho vyplyva, Ze d, je odhad A4, _, d, :ik. Jediny vstup s 7, , ktory obsahuje

vyvojovy trojuholnik, je S, =74, , odkial dostaneme odhad 7,

Rovnako postupujeme pre odhad A, | a 7,

d, = Sk,o + Sk_l’l +...+ Sl’,{_l =
=1A thA ot A =

=X (r+h+otr)=

:/Ik—l'(l_rk) = by =T

Analogicky pre A, , dostaneme odhad

Takto budeme pokraCovat’, az kym neodhadneme vSetky hodnoty ik,ik_],...,lo

A 7T el

A
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Na odhad 4, pre ¢ >k pouzijeme predpoklady o vyvoji inflacie v d’alSich rokov.

Ak predpokladame, ze v sledovanom obdobi je priemerna vyska individualnej Skody

v stabilnej mene konStantna, potom

vyjadruje mieru inflacie v roku ¢.

Pre odhad technickej rezervy na poistné plnenia z poistnej udalosti, ktoré vznikli

v roku i a budu vyplatené vo vyvojovom roku ; plati

i=0,1,2,.k, k<i+j<2k

j g

2.1.3 Metoda Cape Cod

V nasledujucej kapitole som erpala z [2], [4] a [10].

Metoda Cape Cod dostala nazov podl'a mesta aktuarskej konferencie, kde bola
navrhnuta. Na rozdiel od metédy Chain Ladder a separacnej metddy berie do uvahy aj
$kodovy pomer. Skodovy pomer je podiel poistného plnenia a poistného.

Ak su riadky vyvojového trojuholnika tvorené podla roku vzniku poistnej udalosti,
na vypocet Skodového pomeru pouZijeme zasluzené poistné, ak su tvorené podla roku
uzatvorenia poistenia, na stanovenie Skodového pomeru sa pouzije predpisané poistné.

Pri odhade vysky technickej rezervy vychaddzame zkumulativneho vyvojového

trojuholnika, ktory obsahuje doteraz vyplatené poistné plnenia X, ., ktoré¢ vznikli v roku i
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abuda vyplatené vo vyvojovom roku ;. Pre jednoduchost predpokladame konStatn
vysku zaslizeného poistného.

Najprv vypocitame koeficienty vyvoja b;, j=2,3,...,n, pre ktoré plati vztah

a inverzné koeficienty i, j=2,3,..,n,

Pre kazdy rok vzniku poistnej udalosti vypocitame upravené zaslizené poistné,
ktoré dostaneme vynasobenim zasliZzeného poistného a inverzného koeficientu. S¢itanim
diagonalnych prvkov v kumulativnom vyvojovom trojuholniku ziskame celkové poistné
plnenie. Podielom tohto celkového poistného plnenia a upraveného zasliZzen¢ho postného
dostaneme Skodovy pomer.

Technické rezervy pre jednotlivé roky vzniku poistnych udalosti vypocitame
vyndsobenim zaslizené¢ho poistného, Skodového pomeru a doplnku prislusného inverzného

koeficienta i}, ktory dostaneme zo vzt'ahu

i_;zl—ij, j=2.3,..,n.
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Celkova vysku technickych rezerv dosiahneme suctom technickych rezerv pre

jednotlivé roky vzniku ;.

2.1.4 Bornhuetterova — Fergusonova metoda

V nasledujucej kapitole som erpala z [2], [4] a [10].

Bornhuetterova — Fergusonova metdda sa podoba metéde Cape Cod, ale namiesto
celkového Skodového pomeru pracuje s individualnymi Skodovymi pomermi. Berie do
uvahy, Ze za dlhSie ¢asové obdobie sa bude Skodovy pomer z roka na rok menit’.

Aj tato metoda vychadza z kumulativneho vyvojového trojuholnika. Na rozdiel od
metody Cape Cod nemusi byt” vyska zasluzeného poistného pre roky 1,2,...,n konStantna,

ale mOZe sa menit’.

Postup odhadu technickych rezerv je podobny ako pri metéde Cape Cod. Najprv

vypocitame koeficienty vyvoja b, , kumulativne koeficienty m,, inverzné koeficienty i, aj

doplnky inverznych koeficientov i’.

Podla vztahu (2.1) vypocitame poistné plnenia F,;, ktor¢ nasledne predelime

zaslizenym poistnym z, pre jednotlivé roky vzniku a dostaneme individualne Skodové
pomery. Vznikne ndm novy vyvojovy trojuholnik (Tabulka 2.5: Vyvojovy trojuholnik
Skodovych pomerov).
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Rok Rok vyvoja
vzniku 1 2 J e —1 —
1 j:;_l ﬁ.] ﬁ.\;’ lil:;_:'z—l ﬁ_rz
g g =] g g
P P, B ; Py
? ‘1 12 J
2y 4 Z, Zy
: il £ P
i
z z, z
B Pois
n—1
Zn—l Z.i‘!—l
F
n
Z.?’!

Tabulka 2.5: Vyvojovy trojuholnik Skodovych pomerov

Tento vyvojovy trojuholnik doplnime do obdlZnika extrapolaciou Skodovych

pomerov v jednotlivych rokoch vyvoja. Skodovy pomer vkazdom riadku spoditame
a dostaneme celkovy Skodovy pomer s, .
Vysku technickych rezerv R pre prislusSné roky vypocitame vynasobenim

Skodového pomeru s, , zasliZzeného poistného z; a doplnku inverzného koeficientu 7

R=s5 z-i i=12,...n, j=1,2,..,n.

Celkova vysku technickych rezerv R ziskame sictom jednotlivych technickych

rezerv
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2.2 Odhad technickych rezerv pomocou GLM

Vsetky metody odhadujuce vysku technickej rezervy, ktoré sme doteraz uviedli,
vychddzaju z deterministického pristupu. Sa to vlastne bodové odhady, ktoré nam vSak
neposkytuji informdciu o variabilite technickej rezervy. V poistovniach sa zacinaji
vyuzivat metddy odhadu technickych rezerv zalozené na stochastickom pristupe. Tie su
narocnej$ie na pochopenie, ale ddvaji ndm viac informacii o odhadovanych technickych
rezervach.

V takom pripade sa mozeme obratit’ na zovSeobecneny linedrny model (generalized
linear model GLM). Zovseobecneny linearny model je zovSeobecnenim klasického
linearneho modelu, pre lepSie pochopenie zovSeobecneného linedrneho modelu si najskor

priblizime klasicky linedrny model.

2.2.1 Linearny model

V nasledujucej kapitole som erpala z [6], [7] a [9].

Linearny aj zovSeobecneny linedrny model maji za ciel’ vyjadrit vztah medzi

vysvetlovanou (zavislou) premennou Ya vysvetlujicimi premennymi X, priCom

j=12,...,k. Vysvetlované¢ (zavisl¢) premenné¢ su kvantitativne premenné, ktorych
zavislost od inych premennych zistujeme. Vysvetlujuce (nezavislé) premenné su
kvantitativne 1kvalitativne premenné, o ktorych predpokladame, ze vyvolavaji zmeny
vysvetlovanej premennej apomocou ktorych odhadujeme hodnoty vysvetlovanej

premennej. Oznacujeme ich XXy X s X aich pozorovania sa oznacuju
Xips Xigseees Xijees Xy s kde i=1,2,....n.

Majme linearny regresny model

YVi= ﬂo +ﬁlxi] +ﬁ2xi2 +"'+ﬁkxik +é,

35



koeficient B, nazyvame lokujica konStanta a je interpretovand ako podmienend stredna

hodnota vysvetlovanej premennej Y v pripade, ak vSetky vysvetlujuce premennée X,

( j= 1,2,...,k) nadobudaju nulovi hodnotu. Splnenie tohto predpokladu je Casto neredlne,

vtom pripade lokujuca konStanta nema logickt interpreticiu. Napriek tomu je jej

zaradenie do linedrneho modelu potrebné kvoli kvalite modelu (lokujuca konStanta S,
spolu s nadhodnou zlozkou ¢; odzrkadl'uji vplyv neuvazovanych a nezaradenych Cinitel'ov
na vysvetlovanil premennu) a z geometrického hladiska (lokujica konStanta S, urCuje
postavenie regresnej nadroviny v priestore).

Koeficienty S,, (j=1,2,...k) nazgvame regresné koeficienty, udavaju, aky

prirastok resp. ubytok strednej hodnoty vysvetlovanej premennej Y zodpoveda

Jednotkovému prirastku vysvetlujicej premennej X, pri nezmenenych hodnotach
ostatnych vysvetlujicich premennych. O prirastku hovorime v pripade, ak S, >0,
o ubytku, ak B, <0. Tato interpretacia regresnych koeficientov je vSak zjednoduSena,
pretoze vyjadruje Cisty vplyv vysvetlujucich premennych X, na vysvetlovani premennu

Y, ¢o je korektné len za predpokladu nezéavislosti. V praxi st ale vysvetlujuce premenné
X ; navzajom aspoii CiastoCne zavislé.

Linearny regresny model mdZeme zapisat’ pomocou matic a vektorov takto

» I x, ... x;\B &
I K
v, I x, ... x, )\B, g,
— —_—
y X B g

kde

¥ je n—prvkovy stipcovy vektor pozorovanych hodnét vysvetlovanej premennej Y ,
X je matica typu nx(k+1) pozorovanych hodnét vysvetlujicich premennych X,
B je (k+1)— prvkovy stipcovy vektor neznamych parametrov,

£ je mn—prvkovy stipcovy vektor nahodnych chyb, predstavuje nahodnu zlozku

regresného modelu.
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2.2.1.1 Predpoklady linedarneho modelu

1. Nahodna zlozka linedrneho modelu, ktora obsahuje ndhodné chyby ¢, , ma nulova

strednl hodnotu. Pre maticové znenie to znamena, Ze vektor nahodnych chyb £ je

nulovym vektorom.

2. Predpoklad homoskedasticity; rozptyl ndhodnych chyb ¢, je konStantny, teda so
zmenami hodn6t vysvetlujicich premennych X, sa rozptyl o nahodnych chyb

nementi.
2 ;o
,):ag pre i=1,2,...,n.

Ak splnenie predpokladu homoskedasticity nie je redlne, hovorime

o heteroskedasticite.
3. Néhodné chyby ¢, su pre I'ubovol'né dvojice hodnoét vysvetlujucich premennych

X, # X, vzajomne zavislé, takZe ich kovariancie su nulove.

cov(si,ej) =0 prevSetky i#j.

Ak je tento predpoklad poruSeny, hovorime o autokorelacii chyb.

4. Nahodna zlozka ¢ ma normalne rozdelenie snulovou strednou hodnotou

a rozptylom .
el.~N(0;aj) prei=12,...,n.

5. Vysvetlujice premenné X, su nestochastické, to znamena nenahodné a neexistuje

medzi nimi funk¢énd linedrna zavislost, teda hodnost matice X typu nx(k+1) je

k+1:

hX)=k+1<n.
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6. Predpokladédme, Ze B je vektor konstant, ktorému sa nedavaju ziadne obmedzujuce

poziadavky. Casto sa presadzuje bayesovsky pristup, ktory povazuje jednotlivé
zlozky tohto vektora za ndhodné veliCiny, o ktorych mame doplnkové informacie

zlepsSujuce kvalitu linearneho modelu.

Vektor ndhodnych chyb &€ ma n—rozmerné normalne rozdelenie s vektorom

strednych hodnoét £ (E ) = 0, , ktory je mierou polohy vektora & a obsahuje stredné

hodnoty E (&) jeho prvkov a s kovarianénou maticou

i

20 0
2
zg = 0 6.8 O :Gj -In
0O o0 o’

Z predpokladu o nezavislosti nahodnych chyb vyplyva, Ze matica 2, je diagonalna

a z predpokladu o homoskedasticite vyplyva, ze na diagondle ma rovnaké prvky.

Ak su splnené hore uvedené predpoklady pre klasicky linearny model, potom pre

vysvetl'ovanu premennu Y plati:

1.) Vektor 77 je vektorom podmienenych strednych hodndt vysvetlovanej

premennej Y anazyva sa linearny prediktor.

2
7= EGM B rE) <EXP) v E(E) =X

8

E(X-B) =X ,ked7e X-f jekonitantaa E (§) =0.
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i1.) Kovarian¢na matica vektora y je totozna s kovariancnou maticou nahodne;j

zlozky € .

5, =C(3)=C(Xp+&)=C(Xp)+C(s) =0+C(5) =%, = o} I,

pricom X-f je konstanta, teda C (X-3) = 0.
iii.)  Néahodny vektor ¥ méa n—rozmerné normélne rozdelenie s parametrami X a

o2 1.

V~N(X-p; ol 1)

2.2.2. ZovSeobecneny linearny model GLM (Generalized linear model)

V nasledujucej kapitole som erpala hlavne z [9] a [7].

GLM modely obsahuju Siroky okruh modelov, ktoré zahtnajii linedrne modely ako
Specidlny pripad. Obmedzenia predpokladov normality, ktoré platili pri linedrnych
modeloch, vpripade GLM neplatia. Miesto toho predpokladdme, Ze vysvetlovana
premennd Y je ¢lenom exponencialnej triedy rozdeleni. Exponencidlna trieda je Siroky
okruh rozdeleni, ktoré maju rovnaku formu hustoty pravdepodobnosti. Rozptyl nie je

konStantny, ale méZe sa menit.
Predpoklady zovSeobecneného linearneho modelu:

(GLM1) Nahodna zlozka: Kazda =zlozka Y je nezavisla apochadza
z exponencialnej triedy rozdeleni.

(GLM2) Systematicka zlozka: Vektor 77 je vektorom podmienenych strednych

hodndt vysvetl'ovanej premennej Y a nazyva sa linearny prediktor.

7=X-p
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(GLM3) Vizbova funkcia, link function: Vztah medzi nidhodnymi

a systematickymi zloZkami je Specificky vdzbovou funkciou g, ktord je diferencovatel'na

a monotonna.

2.2.2.1 Exponencidlne triedy rozdeleni

Exponencialne triedy rozdeleni st definované ako

[i(736,.6)= exp{%ﬁ;g@)ﬂ(wﬁ)} :

kde a/(¢), b(6,) a c(y,,¢) s vopred stanovené funkcie, 6, je parameter strednej hodnoty

a ¢ sanazyva ruSivy parameter.

V praxi je uZitocné poznat’ dve zakladné vlastnosti exponencidlnych tried:
o rozdelenie je presne Specifikované v podmienkach jeho strednej hodnoty

a rozptylu

o  rozptyl Var(K) je funkciou strednej hodnoty

Var(Yi)=¢.VT(#"),

kde V(x) Je Specidlna funkcia, ktord sa nazyva rozptylova funkcia, o, je

konStanta predstavujuca vahu alebo vierohodnost’ (kredibilitu) pozorovania i.

Do exponencialnej triedy rozdeleni patria rozdelenia: normalne, Poissonovo, binomické,
gama, inverzny Gaussian a d’alSie. Hodnoty rozptylovych funkcii pre konkrétne rozdelenia
moézeme zapisat’ do priechladnej tabul’ky (Tabulka 2.6: Hodnoty rozptylovych funkcii pre

konkrétne rozdelenia).
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Rozdelenie Rozptylova funkcia

F(x)
Normalne i
Poisson -
Gama +
Binamickeé x(1-x): pocet pokusov =1
Inverziy Gaussian 2

Tabul’ka 2.6: Hodnoty rozptylovych funkcii pre konkrétne rozdelenia

Vyber rozptylovej funkcie ovplyviiuje vysledky zovSeobecneného linearneho
modelu. Na grafe (Graf 2.1: GLM graf pre roézne rozptylové funkcie) mézeme vidiet
vysledky troch roznych, ale vel'mi jednoduchych zovSeobecnenych linearnych modelov
pouzitych na tri pozorovania (modré body). Hodnoty vysvetlovanej premennej Y sa
nachadzaju na y-ovej osi, hodnoty vysvetl'ujicej premennej su na x-ovej osi. Pouzili sme

tri rozne rozptylové funkcie, normalnu, Poissonovu a gama rozptylova funkciu.

10

Data Normal Poisson Gama

Graf 2.1: GLM graf pre r6zne rozptylové funkcie
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Zovseobecneny linearny model snormdlnou rozptylovou funkciou, kedy
predpokladdme, ze kazdé pozorovanie ma rovnaky fixny rozptyl, vytvara vhodné hodnoty,
ktoré sa priblizuja origindlnym hodnotdm (modrym bodom) s rovnakou vahou.

Naopak, zovSeobecneny linearny model s Poissonovou rozptylovou funkciou
predpokladd, Ze sa rozptyl zvySuje socakdvanou hodnotou kazdého pozorovania.
Pozorovania s niz§imi oakavanymi hodnotami maji nizsi predpokladany rozptyl, co ma
za nasledok vysSiu kredibilitu (doveryhodnost’). Potom model vytvara vhodné hodnoty,
ktoré st viac ovplyvnené pozorovaniami nalavo sniZzSou ocCakavanou hodnotou ako
pozorovania napravo s vySSou ocCakdvanou hodnotou ateda s vy$SSim predpokladanym
rozptylom.

Zovseobecneny linearny model s gama rozptylovou funkciou je dokonca omnoho

viac ovplyvneny bodom (pozorovanim) nal’avo ako bodom napravo.

Dalsi priklad ilustruje vhodnej§i aredlnej§i vyber rozptylovej funkcie, ktory
zlepSuje spravnost’ modelu. V tomto priklade uvazujeme umelo vygenerované data, ktoré
reprezentuju poistné portfolio. Tieto data obsahuju niekolko ratingovych faktorov
(niektoré z nich su korelované) a pre kazdy pripad predpokladdme, ze pozndme skotucny
vplyv ratingovych faktorov.

Skodovy priebeh je nahodne vygenerovany pre kazdé poistné s gama rozdelenim so
strednou hodnotou obsahujicou predpokladany efekt ratingovych faktorov. Skodovy
priebeh analyzujeme pouZitim troch modelov. Vidime, ako presne vysledky kazdého
modelu suvisia so skutocnym vplyvom faktorov.

Pouzijeme tri metddy modelovania, a to jednofaktorovu analyzu, GLM s normalnou
rozptylovou funkciou a GLM s gama rozptylovou funkciou. Vysledky pre jeden ratingovy
faktor vidime na grafe (Graf 2.2: Roéznych metdody modelovania). Pozorujeme, Zze
nasledkom korelovanosti medzi ratingovymi faktormi v datach je jednofaktorova analyza
znacne skreslena.

GLM s normélnou rozptylovou funkciou sa nachiadza blizSie ku skuto¢nym
vysledkom, ale v§imnime si, ze najlepSie vysledky nam dava GLM s gama rozptylovou

funkciou, ktory je najblizsie ku skutoénému modelu.
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=e—=Ckutotny vplyv =—s=lednofaktorovdanalyza = GLM/MNormal —e— GLM/Gama

Graf 2.2: R6znych metddy modelovania

Okrem rozptylovej funkcie V(x) definuju rozptyl kazdého pozorovania aj d’alSie

dva parametre, a to ruSivy parameter ¢ a apriorne vahy o,

] ¢'V(:ui).

Var[ =
Q.

1

2.2.2.2 Apriorne vahy

Apriorne vahy zaClefiuji do modelu informacie ohl'adom znamej kredibility
vSetkych pozorovani. Napriklad pri modelovani Skodovej frekvencie moéoze jedno
pozorovanie suvisiet’ s mesaénym a iné s roénym ¢asovym obdobim. Pritom pozorovanie
z jedného roku nam dava viac informécii a ma menSiu variabilitu ako pozorovanie
z jedného mesiaca. Potom mozeme apriérne vahy definovat’ ako dizku ¢asového obdobia
pozorovania.

Pre lepSie pochopenie uvedieme priklad pouzitia apridrnych vah pri modelovani

vyiky $kod.
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Priklad: UvaZujeme pozorovania Skodovosti osobnych automobilov, ktoré roztriedime

podl'a rovnakych kritérii do i stiborov. Nech
z, je vySka k —tej Skody v i —tom stibore
o, je pocCet §kod v i —tom subore

Y je pozorovana stredna hodnota vysky Skody v i —tom subore

L
o,

Predpokladame, Ze pri ndhodnom generovani individualnych $kod sme
pouzili gama rozdelenie. Ozna¢me stredni hodnotu a rozptyl vysky k —tej Skody v

i — tom subore ako

E[zl,k]:m‘

1

Var[zl,k] = szl,z .

Predpokladame, ze vSetky Skody st nezavislé, teda plati

1 & 1
=E[K]:;’;E[Zik]:;'wimi =m,

[u—
S}
(S}
—_
(S}

2

,

‘ o
- - 202 =
Var = E —0oc'm-=—-0o"'m- =" -—.
k= CO- .

=L
a)

Vieobecny zapis pre vietky exponencidlne rozdelenia je ¥ (u,)=pu’, ¢=0c" aapriorna

vaha sa rovna poctu §kéd v i — tom stbore.
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2.2.2.3 Rusivy parameter

V niektorych pripadoch (napriklad Poissonovo rozdelenie) je ruSivy parameter ¢
rovny 1. AvSak vo vSeobecnosti a pre d’alSie exponencialne triedy rozdeleni je ¢ vopred
neznamy a v tom pripade musi byt odhadnuty z dat. Odhadovanie ruSivého parametra nie
je nutné na vy¢islenie vektora 8, ale na zaru¢enie spolahlivosti $tatistiky. Parameter ¢
mdzeme odhadnit’ pomocou metddy maximalnej vierohodnosti. Nevyhodou tejto metody
je, Ze nie je mozné derivovat’ explicitny vyraz pre ¢ atak odhad metddou maximalnej

vierohodnostou moze trvat’ podstatne dlhSie.

Alternativou je pouzit’ na odhad:

e momentovy odhad (Pearsonovu x> §tatistiku) definovanu ako

e odhad na zéklade celkovej deviancie

kde D je celkova deviancia.

2.2.2.4 Deviancia

Deviancia je miera toho, ako vel'mi sa vhodne zvolené hodnoty liSia od pozorovani,

je teda mierou presnosti. Uvazujme funkciu deviancie d (X, ,ul,) definovanu ako
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za podmienky, ze V(x) je kladnd, d(Y,u,) je tiez kladni a vyhovuje podmienkam pre
funkciu vzdialenosti. Nech Y je pozorovanie a p, je stredna hodnota tohto pozorovania,
d (K, ﬂf) je mierou rozdielu medzi vhodne zvolenymi a aktualnymi pozorovaniami, ktora
priklada va¢siu vahu na rozdiel medzi ¥ a u,, ked je rozptylova funkcia 7(x) mald. Ak Y,

pochddza zrozdelenia s malym rozptylom, potom je vac¢si doraz kladeny na odliSnost’

medzi ¥ a u,. Funkcia deviancie d (Yl,, ,ul,) je zovSeobecnenou formou Stvorcovych chyb.

S¢itanim dieviancnej funkcie cez vSetky pozorovania dostdvame celkovi mieru deviancie

nazyvanu celkova deviancia D

D:Zn:2a)ifwd§.

=2 e

4 I e 4 4 v I4 7 . . *
Predelenim tohto vyrazu ruSivym parametrom ¢ dostdvame Skalovu devianciu D ,

ktora je zovSeobecnenou formou suctu stvorcovych chyb.

Rozdiel dvoch $kalovych deviancii D a D, bude mat y* rozdelenie s podtom

stupnov volnosti rovhym rozdielu medzi poctami stupiiov volnosti oboch modelov,
pricom pocet stupiiov vol'nosti pre jeden model je definovany ako pocet pozorovani minus
pocet parametrov.

* 5 2
Dy =D, ~ Xy »

kde ¢ je pocet stupiiov volnosti pre model so $kalovou devianciou D; a df, je

pocet stuptiov volnosti pre model so $kdlovou devianciou D). y° testy dobrej zhody,
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ktoré testujil nezavislost, zavisia od Skalovej deviancie. Pre niektoré rozdelenia (napriklad
Poissonovo a binomické) predpokladdme, Ze ruSivy parameter je znamy a mozno ho
vypocitat’ Statisticky presne. Pre d’alSie rozdelenia je ruSivy parameter nezndmy a musime
ho odhadnat’. NajcastejSie sa odhaduje pomerom deviancie a poctu stupiiov vol'nosti. Ak
nie je odhad ruSivého parametra presny, moéze spdsobit’ znizenie spolahlivosti testu. Je

mozné ukazat, Ze aj po deleni poctom stupiiov volnosti ma odhad rusivého parametra y’

rozdelenie. Fisherovo — Snedecorovo rozdelenie je rozdelenie pomeru dvoch y* rozdeleni.

Teda aj rozdiel deviancii vydeleny upravenym ruSivym parametrom ma Fisherovo —

Snedecorovo rozdelenie

Dl _Dz ~F
(dfl _df'z)Dz /df'2 dh—df,.df,

To znamena, Zze F — test je vhodné pouzit, ak je ruSivy parameter neznamy

(napriklad pri gama rozdeleni), ale nie, ak je znamy.

2.2.2.5 Vizbové funkcie (Link functions)

Vizbova funkcia (link function) je inverznou funkciou linedrneho prediktora

H; :g_l (771»)-

Teoreticky by sme mohli pouZitt odliSné vidzbové funkcie pre jednotlivé
pozorovania i, ale v praxi je to nemozné. Viazbova funkcia musi vyhovovat’ podmienkam,
teda musi byt diferencovatelna a monotonna. V tabulke (Tabulka 2.7: Typy vdzbovych

funkcii) moézeme vidiet’ niektoré typy vizbovych funkcii.
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g(x) g '
x x
In(x) &
In (x/(1-x)) e f{1+¢)
1fx 1fx

Tabulka 2.7: Typy vdzbovych funkcii

Pre zjednodusenie matematického vypoctu zovSeobecneného linedrneho modelu sa

vyuzivaji kanonické vdzbové funkcie. Zakladnou vlastnostou je rovnost linedrneho
prediktora 77 s kanonickym parametrom 6. DalSou charakteristikou je, ze inverzna
vizbova funkcia g' je inverznou funkciu b'. Kazdé rozdelenie z exponencialnej triedy

ma svoju kanonickl vdzbovu funkciu. Vo vSeobecnosti plati

fi(3::6.¢)= eXp{w#Z)(Q)H(ym)} =

+c(y,.9) = exp{%z)(m)+c(yi,¢)} .

Tvary kanonickych vdzbovych funkcii pre niektoré typy rozdeleni zobrazime

v tabul’ke (Tabulka 2.8: Typ kanonickej vizbovej funkcie vzhl'adom na typ rozdelenia).
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Typ rozdelenia Kanonicka vizbovi funkeia
Normalne U
Poissonovo En{ ,u}
Gama 1
Binomické In{ 4f(1-p}|
Inverzny Gaussian 1/ u?

Tabul’ka 2.8: Typ kanonickej vdzbovej funkcie vzhl'adom na typ rozdelenia

V praxi nie je nutné pouZivat’ kanonické vizbové funkcie, pretoZze rézne moderné

softwary dokazu ratat’ aj zlozit¢ matematické operacie.

2.2.2.6 Posun (offset)

Existuji pripady, kedy vplyv vysvetl'ujlicej premennej je znamy a pred
odhadovanim parametrov g je vhodné zahrnut do modelu informacie o tejto premenne;.
Nech & je vektor obsahujuci zndme informacie o vysvetlovanej premennej, potom

linearny prediktor 77 definujeme ako

=)
Il

=
+

Yy

Vektor £ sa nazyva posun (offset) a plati
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2.2.2.7 Struktiira zov§eobecneného linedrneho modelu

Predpokladant Struktiiru zovseobecneného linedrneho modelu definujeme ako

n=El)=e (S5, 04
Var[ i]: ¢Va()ul) )

1

kde

Y je vektor hodn6t vysvetl'ovanej premennej,

g(x) je vizbova funkcia, ktora je vopred stanovena,

X, je matica hodn6t vysvetlujicich premennych (tzv. dizajnova matica),
B, je vektor odhadovanych parametrov,

& Jje vektor obsahujici zname informacie o vysvetlovanej premennej, posun
(offser),

V(x) je rozptylové funkcia,

¢ je parameter rozptylovej funkcie V(x),

o, je apriorna vaha, ktora urcuje kredibilitu alebo vahu kazdého pozorovania.

Vektor hodn6t vysvetl'ovanej premennej Y, dizajnova matica X, apriorne vahy o,
aposun (offset) & vychadzaji zdat aoich koneCnom tvare rozhoduje Clovek, ktory

vytvara model. Predpoklady, ktoré blizSie definuji model st védzbova funkcia g(x),

rozptylova funkcia ¥(x) a parameter ¢, ktory je bud’ zndmy alebo odhadovany.

Typickou formou modelu pri modelovani poctu poistnych §kdd alebo frekvencie je
viacnasobné Poissonovo rozdelenie. Poissonovo rozdelenie ma charakteristicka vlastnost’,
ktora je vhodna vtom, Ze je invariantnd vzhladom na ¢as. Teda napriklad Skodova
frekvencia za rok bude rovnaka ako Skodova frekvencia za mesiac. To vSak neplati pri
pouziti inych rozdeleni, napriklad gama rozdelenia. VSeobecnd forma modelu pri

modelovani poistnych $kod ma gama rozdelenie. Gama rozdelenie ma vynikajucu
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vlastnost’ pri modelovani vysky Skody, pretoZe je invariantnd vzhladom na menu. Teda
vypocet vysky Skody v doldroch bude rovnaky ako v eurdch pri pouziti gama rozdelenia.

To neplati pri inych rozdeleniach ako napriklad Poissonovom.

V tabul’ke (Tabulka 2.9: Tvary modelu) méZzeme vidiet' niektoré typické tvary

modelu.
_ Skodova Priemerna
t frekvencia Aot vvika skody
Vizbova funkcia In(x} Inx} Inx}
Chybova zloika Poisson Poisson gama
Rusivy parameter 1 1 odhadovany
Rozptylova funkcia X X b
Apridrne vahy expozicia 1 podla skad
Posun (offset) 0 In (expozicia) 0

Tabul'ka 2.9: Tvary modelu

2.2.2.8 Odhad neznamych parametrov pre zovSeobecneny linedarny model

metdodou maximdlnej vierohodnosti

Pre exponencidlnu triedu rozdeleni —ma logaritmicka funkcia maximalnej

vierohodnosti formu

T )

Tuto logaritmicku funkciu zderivujeme podla §;; j=1,2,..., p a dame do rovnosti
s nulou
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k tomu plati, ze

Ou, 00, 1
=b'(0 —L=p"(60 —t =
m=bO) = 5=t = G EE)
on, _ o _ 1
n,=g\k - —8\H — =
( ) = a‘ul ( ) = 8771 g'(,ul)

on.
n=BX,+BX,+. . +BX, = oan _

a potom mozeme dospiet’ k

2.2.2.9 Standardné chyby

Pomocou Statistickej tedrie mdézeme odhadnit’ nepresnosti v modelovani, tieto
nepresnosti sa nazyvajui Standardné chyby. PredovSetkym viacrozmerna Rao — Cramerova
nerovnost’, ktord hovori, ze rozptyl odhadu parametra je vicsi pripadne rovny ako druha
derivacia logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti na minus prvi, moze stanovit
Standardné chyby pre odhad kazdého parametra.

Tieto chyby st definované ako diagonala kovarianénej matice — H ', kde — H ™!
je Hessova matica, ktorej prvky su druhé derivacie logaritmickej funkcie maximalnej
vierohodnosti. Standardné chyby povazujeme za ukazovatele rychlosti, akou logaritmicka

funkcia maximalnej vierohodnosti klesa.
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Diagram (Diagram 2.1: Zmena logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti
vzhl'adom na parametre) ilustruje jednoduchy pripad s dvoma parametrami B, a S,
a ukazuje, ako sa meni logaritmicka funkcia maximalnej vierohodnosti vzh'adom na r6zne

hodnoty tychto parametrov. Vidime, Ze zmenami parametra 1 ( ,B]) z optimalneho stavu sa

logaritmickd funkcia maximalnej vierohodnosti zmenSuje omnoho rychlejSie ako

rovnakymi zmenami parametra 2 ( ,82), teda mdZeme povedat’, Ze sa krivka logaritmicke;j

funkcie maximalnej vierohodnosti stava strmSou v smere parametra 1 nez parametra 2.
Druhd parcidlna derivacia logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti podla
parametra 1 je velkd a zdpornd, potom Standardna chyba pre parameter 1 je mala (podla
Rao — Cramera druhad parcidlna derivdcia na minus prva). Naopak druhd parcidlna
derivicia logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti podl'a parametra 2 nie je tak
vel'ké a je zapornd, teda Standardna chyba parametra 2 je vicSia, ¢o nam indikuje vacsiu

nepresnost’.

Logaritmicka
funkcia
maximalnej
vierohodnosti

iy w}‘ n k

\ \\\
R \“\% @}\E\}mﬁ“\%{h\\\#{h .
t‘a\‘

. "‘#-Ij;r -
: v“l
\

Parameter 1 Parameter 2

Diagram 2.1: Zmena logaritmickej funkcie maximalnej vierohodnosti vzhladom na

parametre
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Vo vSeobecnosti predpokladame, Ze odhady parametrov maji asymptoticky
Normalne rozdelenie, v désledku ¢oho je teoreticky mozné previest’ jednoduchy test na
odhad kazdého parametra. Test spociva v porovnani kazdého odhadu s nulou, teda ¢i vplyv

kazdej tirovne faktora ma signifikantny rozdiel od zakladnej urovne tohto faktora. Na to sa

zvy&ajne vyuziva y° test. Stvorec odhadov delime ich rozptylom a vysledok porovnavame

s x° rozdelenim. Tento test v skuto¢nosti porovnava parameter so zakladnou troviou
faktora, teda nie je nevyhnutny ani prospesny, ked’ze vyber zékladnej Grovne je l'ubovolny.
Teoreticky je moZné opitovne zmenit' zakladni uroved atak zostrojit' trojuholnik y?

testov porovnavajucich kazda dvojicu odhadov parametrov. Ak ziaden =z takychto

rozdielov nie je signifikantny, je to dokazom toho, Ze faktor nie je signifikantny.

2.2.2.10 Vhodnost’ dat

Analyza $kod pomocou zovSeobecneného linearneho modelu vyzaduje spolahlivé
a vel'ké mnozstvo informacii a skusenosti ziskanych z minulosti. Idealne data by mali byt
zalozen¢ na dvoj- az trojronych skusenostiach. Vierohodné vysledky moézeme vo
vSeobecnosti docielit zo 100 000 expozicii (moézu byt rozdelené napriklad po 50 000
v kazdom z dvoch rokov). Celkova Struktira dat vhodna pre analyzu $§kéd pomocou
zovseobecnené¢ho linearneho modelu sa skladd =z informécii ohladom poistenia
a Skodovych informécii individudlneho rizika.

Ratingové faktory mézu ovplyvnit’ rdézne typy $kdd rozdielnym sposobom, preto je
uzito¢nejSie analyzovat’ ich osobitnymi modelmi. Takouto analyzou dosiahneme cistejSie
zékladné trendy. Po vytvoreni zdkladnych modelov podla jednotlivych typov §kod

stanovime jediny model, ktory vyhovuje suhrnu zakladnych modelov.

2.2.2.11 Poissonov model

Poissonov model je zovSeobecneny linedrny model s vysvetl'ovanou premennou,
ktora pochadza z Poissonovho rozdelenia. Z tabul’ky (Tabulka 2.8: Typ kanonicke;j

vizbovej funkcie vzhl'adom na typ rozdelenia) vidime, Ze viazbova funkcia pre Poissonovo
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rozdelenie je logaritmicka. Vysvetlovanou premennou s pre nas poistné plnenia £,

ktoré vznikli v roku i a boli uhradené do konca roku ;.
Predpoklady Poissonovho modelu:

e Nekumulativne poistné plnenia B ; s nezavislé premenné a maji Poissonovo

rozdelenie so strednou hodnotou

E(P,)=x-y,, ixzl,j<n.

LJ

e y, interpretujeme ako pomer naroku vo vyvojovom roku ;j k narokom vo

vyvojovom roku n a plati
Vty,+o.+ty +y =1

e X, je oCakdvana hodnota kumulativnych poistnych plneni do vyvojového roku n

Vysledky ziskané Poissonovym modelom su rovnaké ako vysledky ziskané metddou Chain

Ladder. Dokaz indukciou tohto tvrdenia mozeme néjst v [11].

55



3  Vysledky prace

Stochasticky pristup k odhadu technickych rezerv ndm o odhade poskytuje viac
informacii neZz deterministicky, no napriek tomu sa vpraxi viac vyuziva viac

deterministicky pristup a to z dévodu, Ze je menej narony na pochopenie nez stochasticky.

My si ukédZeme deterministicky pristup k odhadu technickych rezerv metddou

Chain Ladder s vyvojovym faktorom b,, j=1,...,9, vypocitanymi ako vazeny aritmeticky

priemer a stochasticky pristup na odhad technickych rezerv zrovnakych dat ako pri
metode Chain Ladder pomocou Poissonovho modelu. Deterministicky postup spracujeme
v softvére MS Excel 2007, stochasticky v open source Statistickom systéme R (po
vzajomne] dohode s vedicim diplomovej prace sme sa rozhodli kvoli nenarocnej
dostupnosti pre vol'ne stiahnutel'ny program R, nie softvér SAS).

Pri odhadovani metodou Chain Ladder by sme mali dostat’ rovnaké vysledky ako

pri odhade Poissonovym modelom.

3.1 Odhad technickych rezerv metodou Chain Ladder

Metddu Chain Ladder na odhad technickych rezerv aplikujeme na data, ktoré sme
vygenerovali pomocou softvéru Statgraphics Plus a pochadzaja z Poissonovho rozdelenia
z toho dovodu, aby vyhovovali predpokladom Poissonovho modelu a mohli sme tak
porovnat’ vysledky oboch metod.

Vsetky vypocty robime v softvére MS Excel 2007 a ndjdeme ich aj na priloZzenom
CD v prilohe A.

Tabulka (Tabulka 3.1: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik poistnych plneni v
tisicoch) obsahuje tieto data a povazujeme ich za vysky poistnych plneni v tisicoch. Rok
vzniku poistnej udalosti je od roku 2003 do roku 2012 (riadky v Tabulke 3.1). Pocet
rokov, ktoré uplynuli od vzniku poistnej udalosti po jej vyplatenie su od roku ,,0° do roku
9, hovorime o vyvojovych rokoch (stipce Tabulky 3.1). Vyvojovy rok ,,0“ obsahuje
poistné plnenia vyplatené eSte v tom roku, kedy vznikli. Vyvojovy rok 5 vyjadruje vysku

poistnych plneni, ktoré boli vyplatené po piatich rokoch od ich vzniku. Hodnoty vo
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vyvojovom trojuholniku vyjadruja vysku poistnych plneni, ktoré vznikli vroku i,

i =2003,2004,...,2012,

a boli vyplatené do konca roka j, j=0,1,..,9. Pre rok 2003

nevytvarame technickt rezervu, ked’ze sa do vyvojového roku 9 poistné plnenia zlikviduju

same.
Rok vzniku Vyvojovy rok
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2003 6576 5434| 4987 | 4124| 3214 2765| 1674| 964 | 734| 514
2004 5876 5012| 4624 | 3876| 2456| 1785| 1007 | 684 | 325
2005 4374 | 3574 2464 | 1735 956 775| 573| 397
2006 2345| 1676 746| 539| 329| 239| 146
2007 3546 2344\ 1543 | 934| 543| 321
2008 3789 | 3087| 2675| 999| 653
2009 4567 | 2675| 1735| 756
2010 4825| 3746| 2103
2011 5315| 2937
2012 5554

Tabulka 3.1: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik poistnych plneni v tisicoch

Tabul'ka (Tabulka 3.2: Kumulativny vyvojovy trojuholnik poistnych plneni

v tisicoch) vznikol postupnou kumulaciou (s€itanim) riadkovych hodndt nekumulativneho

vyvojoveého trojuholnika (Tabulka 3.1: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik poistnych

plneni v tisicoch).

Rok Vyvojovy rok

vzniku | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2003 [6576| 12010 16997 | 21121 | 24335| 27100 | 28774 | 29738 | 30472 | 30986
2004 5876 | 10888 | 15512 | 19388 | 21844 | 23629 | 24636 | 25320 | 25645

2005 [4374| 7948 |10412| 12147 | 13103 | 13578 | 13751 | 14048

2006 [2345| 4021 | 4767| 5306| 5635| 5774| 5870

2007 [3546| 5890 7433| 8367| 8910| 9231

2008 3789 | 6876| 9551| 10550 11203
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2009 4567 | 7242| 8977| 9733
2010 [ 4825| 8571| 10674

2011 5315| 8252
2012|5554

Tabulka 3.2: Kumulativny vyvojovy trojuholnik poistnych plneni v tisicoch

Dalej vypocitame vyvojové koeficienty t;, podla vztahu

vysledky zapiSeme do tabul’ky (Tabulka 3.3: Vyvojové koeficienty).

i =2003,2004,...,2011, j=1,2,...,9,

Rok Vyvojovy rok

vznik

u 2 3 4 5 6 7 8 9
2003 1,826 1,415| 1,243| 1,152| 1,114] 1,062| 1,034| 1,025| 1,017
2004 1,853 1,425 1,25| 1,127| 1,082| 1,043| 1,028 1,013
2005 1,817 1,31] 1,167 1,079| 1,036| 1,013| 1,022

2006 1,715 1,186| 1,113| 1,062| 1,025| 1,017

2007 1,661 1,262| 1,126| 1,065 1,036

2008 1,815 1,389| 1,105| 1,062

2009 1,586 1,24 1,084

2010 1,776 | 1,245

2011 1,553

2012

Tabulka 3.3: Vyvojové koeficienty

Zakladnou podmienkou pouzitia metdédy Chain Ladder je, ze ani jedno poistné

plnenie nesmie byt nulové a vyvojové koeficienty maju mat’ priblizne rovnakti hodnotu.

Z nekumulativneho vyvojového trojuholnika (Tabulka 3.1: Nekumulativny vyvojovy

trojuholnik poistnych plneni v tisicoch) a tabulky vyvojovych koeficientov (Tabulka 3.3:

Vyvojoveé koeficienty) vidime, ze je tato podmienka splnena.
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Dalej predpokladame, Ze inflacia je nulova.

Zo vztahu 2.3 vyratame vyvojové faktory b,, j=1,2,....9, ako vazeny aritmeticky

priemer a zazna¢ime do tabulky (Tabulka 3.4: Vyvojové faktory).

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
bi | 1,74] 1,329] 1,176] 1,106] 1,074] 1,042] 1,029] 1,019] 1,017

Tabulka 3.4: Vyvojové faktory

Teraz mame vSetky potrebné udaje na doplnenie kumulativneho vyvojového

trojuholnika. Chybajice udaje dopocitame na zaklade vzt'ahu
J

X, =X, H bo=X,, b, i=12..n, j=n—i+Ln-i+2,..,n, n=10

i,n—i i,j
k=n—i+1

a predstavuji odhadnuté kumulativne poistné plnenia na nasledujiuce roky. Vznikne nam

doplneny kumulativny vyvojovy trojuholnik (Tabulka 3.5: Doplneny vyvojovy

trojuholnik).
Rok Vyvojovy rok
vzniku | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2003 ||6576| 12010| 16997 | 21121 | 24335 | 27100 | 28774 | 29738 | 30472 | 30986
2004 ||5876| 10888 | 15512 | 19388 | 21844 | 23629 | 24636 | 25320 | 25645 | 26078
2005 ||4374| 794810412 | 12147| 13103 | 13578 | 13751 | 14048 ) 14318 | 14560
2006 |2345| 4021 | 4767| 5306| 5635| 5774| 5870) 6040| 6156| 6260
2007 |3546| 5890| 7433| 8367| 8910| 9231| 9620| 9898 | 10089 | 10259
2008 |3789| 6876| 9551|10550| 11203 | 12035 | 12542 | 12905 | 13153 | 13375
2009 (4567 7242| 8977| 9733]| 10765 | 11565 | 12052 | 12401 | 12639 | 12852
2010 (4825| 8571|10674) 12553 | 13884 | 14915 | 15543 | 15993 | 16301 | 16576
2011 |5315| 8252110967 | 12898 | 14265 | 15325 | 15970 | 16433 | 16749 | 17031
2012 (5554 9662 | 12842 | 15102 | 16703 | 17944 | 18699 | 19241 | 19611 | 19942

Tabul’ka 3.5: Doplneny vyvojovy trojuholnik
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Technické rezervy (TR) vieme vyc¢islit' podl'a roku vzniku poistnej udalosti (PU)
(Tabul’ka 3.6: Technické rezervy v tisicoch podla roku vzniku poistnej udalosti) aj podl'a
roku uhradenia poistnych plneni (PP) (Tabul'ka 3.7: Technické rezervy v tisicoch podla

roku uhradenia poistnych plneni).

Rok vzniku | VySka
PU TR

2004 4326
2005 511,7
2006 390
2007 1028
2008 2172
2009 3119
2010 5902
2011 8779
2012 14388
Spolu: 36722

Tabulka 3.6: Technické rezervy v tisicoch podl'a roku vzniku poistnej udalosti

Rok |y ska
uhradenia TR
PP
2013 11828
2014 8383
2015 5803
2016 4056
2017 2797
2018 1739
2019 1133
2020 652,6
2021 330,8
Spolu: 36722

Tabul’ka 3.7: Technické rezervy v tisicoch podla roku uhradenia poistnych plneni
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Vyska celkovych technickych rezerv je 36 722 000 € a tito suma je rovnaka pre
technické rezervy odhadnuté podla roku vzniku poistnej udalosti ako aj pre technické

rezervy odhadnuté podla roku uhradenia poistnych plneni.

3.2 Odhad technickych rezerv zovSeobecnenym linearnym

modelom

Teraz prejdeme k odhadu technickych rezerv pomocou zovSeobecnené¢ho

linearneho modelu, konkrétne Poissonovho modelu.

Podl'a Veralla by nam mali vyjst’ rovnaké vysledky ako pri odhade metodou Chain

Ladder.

Odhad robime pomocou open source programu R, ktory je volne stiahnutelny na
stranke :

http://cran.r-project.org/

Tento Statisticky program predstavuje komplexny systém na pracu s idajmi, ich
analyzu, spracovanie a grafické zobrazenie. Vyvinul ho Rick Becker, Allan Wilks a john
Chambers v Bellovych laboratoriach. Mala skupina Statistov, ktori si hovoria R
Development Core Team, udrziavaju zékladnt distribuciu programu R. Mnozstvo
Specidlnych balikov vytvaraju dobrovolnici, ¢im zvySuji funkcionalitu programu R. My

vyuZijeme prave jeden z takychto balikov, presne balik ,,ChainLadder*.

Vychddzame zrovnakych kumulativnych dat ako pri metéde Chain Ladder.
PrepiSeme ich do textového suboru (format .txt), s ktorym vie R pracovat’. Data musia mat’
tvar matice, preto miesto prazdnych miest v dolnom trojuholniku napiSeme NA (Not

Available).
Kod na odhad technickych rezerv sa nachadza v prilohe B. Uvedieme len niektoré

vystupy z programu R, ktoré nam dokdzu, Ze skuto¢ne je odhad pomocou GLM rovnaky

ako pomocou metddy Chain Ladder.
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total 36722
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Tabulka 3.8: Odhad technickych rezerv pomocou Poissonovho modelu

dew

origin 1 2 3 4 = & 7 = =] 10

1 6576 12010 16997 21121 24335 27100 25774 29735 3047z 30936
EE76 10888 15512 19388 21844 23629 24636 25320 25645 26073
4374 7948 10412 12147 13103 13578 13751 14045 14318 14560
2345 4021 4767 L5306 E&35 5774 5370 6040 &156  &260
3546 E5B90 7433 3367 89210 9231 9820 9899 10089 10259
3789 6876 9551 10550 11203 12035 12542 12905 13153 13375
4587 7242 8977 9733 10765 11565 120852 12401 12640 12853
4525 8571 10674 12553 13884 14915 15543 15993 16301 16576
E315 8252 10967 12897 14264 15324 15969 16431 16747 17030
10 5554 9662 12841 15101 16702 17943 186958 19240 19610 199471

oo -1 o o L

Tabulka 3.9: Doplneny vyvojovy trojuholnik pomocou Poissonovho modelu

Vidime, ze hodnoty odhadov technickych rezerv zovSeobecnenym linearnym
modelom s Poissonovym rozdelenim poistnych plneni (Tabulka 3.8: Odhad technickych
rezerv pomocou Poissonovho modelu) st zhodné s hodnotami odhadov technickych rezerv
vypoc¢itanymi podla roku vzniku poistnej udalosti (Tabulka 3.6: Technické rezervy

v tisicoch podl'a roku vzniku poistnej udalosti).

Rovnako tak, aj doplneny kumulativny vyvojovy trojuholnik ziskany Poissonovym
modelom v programe R (Tabulka 3.9: Doplneny vyvojovy trojuholnik pomocou
Poissonovho modelu)je zhodny s doplnenym vyvojovym trojuholnikom vypocitanym

metddou Chain Ladder v Exceli (Tabulka 3.5: Doplneny vyvojovy trojuholnik).

Vystup z programu R obsahuje aj hodnoty deviancie pre odhady technickych rezerv

podla roku vzniku poistnej udalosti. Devianciu sme definovali ako mieru presnosti odhadu.
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Z tabulky (Tabulka 3.10: Deviancia) vidime, Zze pre prvy odhadovany rok je deviancia
najvyssia, teda presnost’ odhadu je vysoka. So zvySovanim rokov a tym padom ubudanim
informacii o vyske poistnych plneni vo vyvojovych rokoch sa deviancia znizuje, az pre

posledny rok nadobuda nizku hodnotu, teda odhad je nepresny.

Dew.To.Date
L9B33960
L9645352
L2376997
L 80973953
LB8376075
L7ET73140
LBE3943]
LA845282
L278E07Y
L7318231

[ N N Y S Y O
oo oo ooooo

total

Tabul’ka 3.10: Deviancia

3.3 Odhad technickych rezerv separa¢nou metodou

V nasledujicej Casti si ukdZeme odhad technickych rezerv separacnou metddou,

ktora pri svojich vypoctoch zahfna aj mieru inflacie.

Vychodiskom je cast' nekumulativneho vyvojového trojuholnika dat, ktoré sme
pouzili pri vypoctoch metdodou Chain Ladder a GLM. Vyvojovy trojuholnik obsahuje
vysky poistnych plneni v tisicoch, ktoré¢ vznikli v roku 2008 az 2012 a boli vyplatené do
konca roka j, j=0,1,...,4 (Tabulka 3.11: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik).

Rok Rok vyvoja Pocet
vzniku 0 1 2 3 4 skod
2008 || 3789 | 3087| 2675| 999| 653| 156

2009 | 4567 | 2675| 1735| 756 143
2010 || 4825 | 3746| 2103 169
2011 | 5315 2937 185
2012 | 5554 207

Tabul’ka 3.11: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik
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Predpokladame, ze potrebny pocet rokov na zlikvidovanie $kod je 5 rokov.
Predpokladana vyska inflacie je 2,3 %. Je to naS odhad, ktory sme stanovili na zaklade
¢lankov o vyvoji miery inflacie v budtiicnosti. Z dévodu, ze stanovit’ predpokladant mieru
inflacie na 10 rokov dopredu je naro¢né a hlavne by to nemuselo vypovedat’ o pravde,
pracujeme s 5 ro¢nym vyvojovym trojuholnikom. Na rozdiel od metéody Chain Ladder
pozname aj pocty §kdd pre jednotlivé roky vzniku poistnych udalosti (Tabul'ka 3.12: Pocty
skod).

Rok Pocet
vzniku | Skod
2008 156
2009 143
2010 169
2011 185
2012 207

Tabul'ka 3.12: Pocty §kod

Teraz aplikujeme postup z podkapitoly 2.1.2 Separacnad metoda. Vytvorime maticu

Standardizovanych hodn6t S.;» 1=2008,...,2012, ;j=0,1,..,4 (Tabul’ka 3.12: Matica

Standardizovanych hodnot).

Rok Rok vyvoja Pocet
vzniku| O 1 2 3 4 skod
2008 | 24,29| 19,79| 17,15| 6,404 | 4,186| 156
2009 | 31,94 | 18,71| 12,13| 5,287 143
2010 | 28,55| 22,17 | 12,44 169
2011 | 28,73 15,88 185
2012 | 26,83 207

Tabul'ka 3.12: Matica Standardizovanych hodnét

Z nej vypocitame hodnoty pomocnej premennej d; a odhad 4, a r;. Vidime, Ze r,

splna podmienku
rh+n+rn+r+r =1

(Tabul’ka 3.13: Odhady d;, 4, a r,).
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Rok odhad | odhad
vzniku A rj

2012 | 64,62 | 64,62 | 0,065
2011 || 74,24| 74,24 | 0,084
2010 || 75,68 | 75,68 | 0,194
2009 || 78,78 | 78,78 | 0,261
2008 || 61,39 | 61,39| 0,396

Spolu: 1

O|lrRLr|IN]|W|>

Tabulka 3.13: Odhady d,, 4, a r,

Odhad A,,,,,, pre k=1,...,4 vypocitame zo vztahu
Aoorzer = Aaory - (1F inflicia)*

(Tabul’ka 3.14: Odhad A,,,,,, ).

Rok i odhad
vyvoja A
2013 1 66,11
2014 2 67,63
2015 3 69,19
2016 4 70,78

Tabulka 3.14: Odhad 4,,,,.,

Pomocou tychto odhadov doplnime maticu Standardizovanych hodnét S, ;, kde

plati

S . =r-A

i,j JoTij?

i=2008,...,2012, j=0,1,...,4
(Tabul’ka 3.15: Doplnena matica Standardizovanych hodnot) ana zdklade nej aj

nekumulovany vyvojovy trojuholnik, ktory zahffia aj pocty §kdd (Tabulka 3.16: Doplneny
IBNR trojuholnik).
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Rok Rok vyvoja

vzniku| 0 1 2 3 4
2008 [ 24,29| 19,79| 17,15| 6,404 | 4,186
2009 | 31,94| 18,71| 12,13 5,287 5,566
2010 || 28,55| 22,17 | 12,44) 12,86 | 5,694
2011 | 28,73| 15,88 17,25| 13,15| 5,825
2012 || 26,83 26,15| 17,65| 13,46 | 5,958

Tabul’ka 3.15: Doplnena matica Standardizovanych hodnot

Rok Rok vyvoja Pocet
vzniku 0 1 2 3 4 skod

2008 | 3789| 3087| 2675| 999| 653| 156
2009 | 4567 | 2675| 1735| 756 795,9| 143
2010 | 4825| 3746| 2103 2173| 962,2| 169
2011 | 5315 2937 3191| 2433| 1078| 185
2012 | 5554 5414| 3653| 2785| 1233| 207

Tabul’ka 3.16: Doplneny IBNR trojuholnik

Odhad technickych rezerv podla roku uhradenia poistného plnenia sa nachadza
v tabul’ke (Tabulka 3.17: Technické rezervy).

Rok Vyska
uhradeniaPP| TR
2013 11574
2014 7048
2015 3863
2016 1233
Spolu: 23718

Tabul'ka 3.17: Technické rezervy

Celkova vyska technickych rezerv je 23 718 000 €.

3.4 Odhad technickych rezerv metodou Cape Cod
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V tejto Casti aplikujeme na odhad technickych rezerv metdédu Cape Cod.

Vychadzame z nekumulovaného vyvojového trojuholnika sudajmi, ktoré sme
pouzili pri odhade technickych rezerv separa¢nou metodou. Metdéda Cape Cod na rozdiel
od Chain Laddera a separanej metody berie do uvahy aj Skodovy pomer. Je to pomer
poistného plnenia a poistného. Riadky nasho vyvojového trojuholnika s tvorené podla
roku vzniku poistnej udalosti, preto na vypocet Skodového pomeru pouzijeme zasluzené

poistné. Predpokladdme, Ze ma konStantna vysku 13 500 000 €.

Z nekumulativneho vyvojového trojuholnika urobime kumulativny (Tabul’ka 3.18:

Kumulativny vyvojovy trojuholnik).

Rok Rok vyvoja Pocet
vzniku 0 1 2 3 4 skod
2008 3789 6876 9551| 10550| 11203 156
2009 4567 7242 8977 9733 143
2010 4825 8571| 10674 169
2011 5315 8252 185
2012 5554 207

Tabul’ka 3.18: Kumulativny vyvojovy trojuholnik

Zo vztahov obsiahnutych v podkapitole 2.1.3 Metoda Cape Cod vypocitame

vyvojové koeficienty b;, kumulativne koeficienty m,, inverzné koeficienty i, a doplnky

inverznych koeficientov 7}, j=1,2,3,4.

1

2

3 4

bj

1,67285

1,28706

1,09472

1,0619

Tabulka 3.19: Vyvojové koeficienty b,

1

2

3 4

1,67285

2,15305

2,35699

2,50288

Tabulka 3.20: Kumulativne koeficienty m,
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j 1 2 3 4
i 0,59778 | 0,46446 | 0,42427 | 0,39954

Tabul’ka 3.21: Inverzné koeficienty i,

j 1 2 3 4
i' 0,40222 | 0,53554 | 0,57573 | 0,60046

Tabulka 3.22: Doplnky inverznych koeficientov i

Vy¢islime celkové poistné plnenie, ktoré ziskame s¢itanim diagonalnych prvkov
kumulativneho vyvojového trojuholnika. Cini 45416 000 €. Vypoditame upravené
zaslizené¢ poistné vynasobenim zaslizeného poistného a inverznych koeficientov pre
vSetky roky vzniku poistnej udalosti. SC€itanim vSetkych upravenych zasluZzenych poistnych
dostaneme celkové upravené zaslizené poistné, jeho vyska je 25461 700 €. Skodovy

pomer je potom

13500000

——— =0,530208.
25461700

j 1 2 3 4 Spolu:

€ 8070€|6270,18 | 5727,65| 5393,8| 25461,7

Odhad technickych rezerv podla roku vzniku poistnej udalosti sa nachadza
v tabul’ke (Tabulka 3.23: Odhad technickych rezerv). Ziskali sme ho vynasobenim

zasluZeného poistného, Skodového pomeru a prislusného doplnku inverzného koeficientu.

Celkova vyska technickych rezerv je 15 131 200 €.
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Rok vzniku PU

Vyska

TR
2009 2878,99
2010 3833,31
2011 4120,97
2012 4297,98
Spolu: 15131,2
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Zaver

V diplomovej praci sme sa venovali zovSeobecnenému linedrnemu modelu
a odhadom technickych rezerv. Snazili sme sa pribliZit' metddy odhadovania technickych
rezerv na zaklade deterministického pristupu ipomocou GLM, ktory predstavuje

stochasticky pristup.

V prvej kapitole sme sa venovali charakteristike technickych rezerv apopisu

jednotlivych druhov, ktori ndm prikazuje vytvarat’ zakon.

V d’alsej kapitole sme podrobne rozoberali deterministické postupy odhadu
technickych rezerv. Uviedli sme niekol’ko najcastejSie pouzivanych metdd ako metddu
Chain Ladder, separacni metodu, Cape Cod a Bornhuetterovih — Fergusonovi metddu.
Zamerali sme sa na GLM. Uviedli sme predpoklady modelu, venovali sme sa

charakteristike a Strukture GLM a podrobne sme popisali jednotlivé zlozky modelu.

V poslednej kapitole sme sa venovali aplikacii popisanych metdd v praxi. Ukazali
sme si aplikdciu metdody Chain Ladder na vygenerované data. VypoCty sme robili
v softvére MS Excel 2007. Na rovnaké data, ktoré spinali predpoklady GLM, sme
aplikovali zovSeobecneny linearny model s Poissonovym rozdelenim poistnych plneni
a logaritmickou védzbovou funkciou (log link function). Aplikacia spocivala v doplneni
IBNR trojuholnika a robili sme ju v open source programe R, ktory sme v tejto kapitole
tiez charakterizovali. Obe metody ndm dali zhodné vysledky, ¢im sme dokazali tvrdenie

Veralla, Ze odhady Chain Ladder metodou a GLM s Poissonovym modelom st rovnaké.

GLM je zaloZeny na Statistickej teorii a pontuka praktické metody pre poistovne,
ktoré nim dosahuju prijatelny zisk a su konkurencieschopné. GLM je G¢inny, priehladny

a vSeobecne uznavany ako Standard v americkych 1 europskych poistovniach.

70



Zoznam pouzitej literatury

Zakon o poistovnictve €. 8/2008 z 28. novembra 2007 o poistovnictve a 0 zmene a

doplneni niektorych zakonov ako vyplyva zo zmien a doplneni vykonanych
zakonom ¢. 270/2008 Z. z., zakonom ¢. 552/2008 Z. z., , zdkonom ¢. 186/2009 Z.
z., zakonom ¢. 276/2009 Z. z., zdkonom ¢. 129/2010 Z. z., zdkonom ¢. 130/2011 Z.
z., zakonom €. 332/2011 Z. z., zakonom ¢. 520/2011 Z. z. zakonom ¢. 547/2011 Z.
z. a zdkonom €. 32/2013 Z. z.

CIPRA, T. 2006. Financni a pojistné vzorce. 1. vyd. Praha: Grada Publishing,
2006. 375 s. ISBN 80-247-1633-X

CIPRA, T. 2005. Prakticky priivodce financni a pojistnou matematikou. 2. vyd.
Praha: Ekopress, 2005. 308 s. ISBN 80-86119-91-2

CIPRA, T. Kapitdalova priméranost ve financich a solventnost v pojistovnictvi. 1.
vyd. Praha: Ekopress, 2002. 272 s. ISBN 80-86119-54-8

FECENKO, J. 2012. NezZivotné poistenie. 2. vyd. Bratislava: Vydavatel'stvo
EKONOM, 2012. 222 s. ISBN 978-80-225-3400-0

SOLTES, E. 2008. Regresnd a korelacnd analyza s aplikdciam. 1. vyd. Bratislava:
Iura Edition, 2008. 287 s. ISBN 978-80-8078-163-7

LAMOS, F. — POTOCKY, R. 1998. Pravdepodobnost a matematickd Statistika:

Statistické analyzy. 2. vyd. Bratislava: Vydavatel'stvo UK, 1998. 344s. ISBN 80-
223-1262-2

PACAKOVA, V. 2004. Aplikovand poistnd Statistika. 3. vyd. Bratislava: Tura
Edition, 2004. 261 s. ISBN 80-8078-004-8
ANDERSON, D. a kol. 2007. 4 practitioner’s guide to generalized linear models.

3. vyd. Watson Waytt, 2007. 113 s.

GATIALOVA, J. 2012. Technické rezervy pre nezivotné poistenie: Diplomova

praca. Bratislava: UK, 2012. 76s.

VERALL, R. J. 1996. An investigation into stochastic claims reserving models and

the chain — ladder technique .[online]. London. City University, 2000.

71



[cit. 2013. 04. 20.] Dostupné na internete:
<http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167668799000384>.

BUSA, J. — SEVCOVIC, L. 2007. R Open source system na spracovanie nidajov.

[online]. Dostupné na internete:

<http://people.tuke.sk/ladislav.sevcovic/esf/Rtlac.pdf>.

72



Priloha A

PriloZzené CD s vypocétami odhadov technickych rezerv metdodou Chain Ladder

v softvére MS Excel 2007.
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Priloha B

Kod na odhad technickych rezerv pomocou zovSeobecneného linedrneho modelu
s Poissonovym rozdelenim poistnych plneni v open source programe R.
Poznamky st napisané za znakom #.
# Nacitame balik ChainLadder
> library(ChainLadder)
# Do premennej ‘data’ ulozime kumulativny vyvojovy trojuholnik (IBNR trojuholnik),
ktory mame ulozeny v textovom subore (formdt .txt). Cestu knemu, ktorda je
v ivodzovkach, musime zmenit’ podl'a toho, kde sa v naSom pocita¢i nachddza a nazov

"GLM.txt" podla toho, ako ho pomenujeme

>data<-read.table("C:\\DocumentsandSettings\\MARCA\\Diplomovka\\GLM.txt",
header=TRUE)

# Zobrazime nacitané data

>data

# Data musia mat’ tvar trojuholnika

> data<-as.triangle(data)

# Odstranime X z nazvov stipcov

> dimnames(data)$dev=1:10

# Odhad pomocou GLM, Poissonov model, vidzbova funkcia logaritmicka

> g <- glmReserve(triangle= data, var.power = 1, link.power = 0,
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cum = TRUE, mse.method = "formula", nsim = 1000)

> fit1<- glmReserve(data)

# Zobrazime odhadnuté IBNR rezervy

> fit1$summary

# Zobrazime doplneny IBNR trojuholnik

> g$FullTriangle



Priloha C

Prilozené¢ CD s vypoctami odhadov technickych rezerv separacnou metodou

v softvére MS Excel 2007.
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Priloha D

PriloZzené CD s vypoctami odhadov technickych rezerv metédou Cape Cod

v softvére MS Excel 2007.
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