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Záver estimácie – východisko verifikácie

� Výber metódy odhadu v konkrétnej aplikácii závisí aj  od požiadaviek 
praxe, od ú čelu, na ktorý má model slúži ť, t. j. ktorú časť je 
potrebné najtesnejšie modelova ť

� na dosiahnutie čo najlepšej zhody je vhodné použi ť v konkrétnom 
prípade viaceré metódy, výsledky vzájomne porovna ť, prípadne 
výsledky jednej metódy použi ť ako vstupné hodnoty 
optimaliza čných procedúr ďalších metód

� metódy, sú teoreticky, technicky a hlavne časovo náro čné a ich 
výsledky možno vylepšova ť opakovaním procedúr

� nemožno voli ť najvhodnejší odhad kvantilovej funkcie pod ľa 
vlastností odhadov pri jednotlivých metódach, dôraz na dôslednú 
analýzu kvality a vhodnosti získaných kvantilových t varov



Fázy kvantilového modelovania

Identifikácia
Vystihnutie tvaru

empirického rozdelenia
kvantilovým tvarom

Estimácia
Odhad parametrov

kvantilového modelu

Verifikácia
Overenie vhodnosti

kvantilového modelu
kvantilovým tvarom

Proces interaktívny, revidujúci predchádzajúce výsledky 
novými zisteniami s vrátením sa s novými informáciami k 

predchádzajúcim fázam, postupom a technikám.



Verifikácia – pojem a zameranie

Process rozhodovania o tom, či identifikovaný a 
odhadnutý model je primeraný a platný pre 
empirické dáta a uvažovanú situáciu 

� fáza hodnotenia kvality (kvantilových) modelov, 
ktorá zahŕňa:ktorá zahŕňa:
� porovnania s empirickými údajmi v detailoch
� zváženie primeranosti funkčného tvaru pre 

nadväzujúce analýzy
� porovnanie s predchádzajúcimi výsledkami a 

zisteniami (sa známymi a v praxi overenými 
informáciami) 



� „dobrá zhoda“ - kvalitne modelovať konkrétne 
empirické dáta (testy dobrej zhody rozdelení,

grafické, numerické porovnania)
� jednoduchos ť – môže byť päť a viacparametrický

� vhodnos ť pre vyjadrenie charakteristík rozdelenia 
možnosť porovnať krivky s rovnakým analytickým 

Všeobecné požiadavky na QM

možnosť porovnať krivky s rovnakým analytickým 
vyjadrením, s rovnako definovanými charakteristikami 
v časových alebo prierezových analýzach

� viacnásobný prístup v analýzach - smerujúci k systému
viacparametrických funkcií (modelovanie v podsúboroch -
prierezové analýzy z rôznych hľadísk) 

� jednoduchá aktualizácia v budúcnosti aj možnosť 
transformácií prehlbujúcich elasticitu

� aplikovateľnosť simula čných metód
© Ľubica Sipková



Stratégia Q-modelovania
Odhadnú ť viaceré modely a porovnávaním 

vybra ť najvhodnejší:

� je výhodné navrhnúť viac analytických tvarov
rozdelení, ktoré spĺňajú všeobecné požiadavky 
a možno ich považovať za vhodné podľa 
predbežných porovnaní

� odhadnúť ich parametre aplikáciou viacerých 
estima čnýcyh metód , prípadne aj ich kombinovaním 
v minimalizačných procedúrach

� pri výbere najlepšieho analytického tvaru spomedzi nich 
je žiaduce použiť viaceré techniky hodnotenia kvality
a vhodnosti štatistických modelov

predbežných porovnaní



Stratégia 2
• Prvý krok: 
odhadnúť „odskúšaný“ komplexný elastický tvar (použiť 

známe zovšeobecnené tvary )

2. Až po neúspechu:
kombinovať jednoduché kvantilové tvary pomocou 

matematického aparátu a dať im príslušnú váhu v matematického aparátu a dať im príslušnú váhu v 
častiach rozdeleni (skladať kvantilový tvar „na mieru “)

Existujú výnimky:Existujú výnimky:Existujú výnimky:Existujú výnimky: v rozsiahlych analýzach, keď modelujeme 
v podsúboroch s významnou históriou v danej oblasti 

(ak už známe možné tvary - je vhodné priamo skladať 
odskúšané rozdelenia)



Problémy pri verifikácii

� nedostato čná zhoda teoretického modelu s empirickým 
rozdelením náhodného výberu (takmer určite zhoda 
s ktorýmkoľvek ďalším náhodným výberom by bola ešte 
horšia) - model nespĺňa podmienku dostatočnej 
reprezentatívnosti. (Testy Chí-kv. a KS test pri veľkých 
výberoch takmer vždy znamenajú neúspech)

� pri modelovaní rozdelenia s dlhým koncom príčinou 
významného skreslenia výsledkov

�korelácia hodnôt (posúdenie intenzity 
korelácie vstupných dát a jej vplyvu na odhad 
parametrov modelu)

�heteroskedasticita , t. j. väčšia variabilita 
hodnôt z koncov rozdelenia (testy známe z 
teórie ČR)  



Ako naklada ť z autokoreláciou v 
grafoch?

V knihe Gilchrista  z roku 2000 str.227 časť s názvom:
„Unit exponencial spacing control chart“

Aplikácia transformácie cez exponenciálne rozdelenie:

( )( )[ ]rr xFy −−= 1ln
� vypočítaj „medzere“ podľa:

� nezávislé „medzere“ jednotkového exponenciálneho 
rozdelenia možno znázorniť oproti poradiu r

( )[ ]rr

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,1 01 =−−+= − yyyrnv rrr



Ako postupova ť pri verifikácii?

� odporúčajú sa testy modelu na 
viacerých výberových súboroch dát
(pri veľkých súboroch deliť súbor na 
časť pre estimíciu a časť pre verifikáciu)časť pre estimíciu a časť pre verifikáciu)

� grafické a kvantitatívne porovnania
odlišností medzi teoretickým 
a empirickým rozdelením

�charakteristík rozdelení

� ich grafických znázornení



Nepoužíva ť simulované náhodné 

hodnoty jednotlivých modelov

Podľa odporučení Gilchrista používať - rady odhadov 
mediánového rankitu rozdelenia populácie :

� vypočítať presné hodnoty mediánových rankitov 
odhadnutých tvarov, t. j. odhady mediánov rozdelení 
n-usporiadaných štatistík podľa jednotlivých n-usporiadaných štatistík podľa jednotlivých 
odhadnutých kvantilových funkcií

Metódy porovnávania rozdelenia empirických hodnôt 
s rozdelením mediánového rankitu modelu by mali 
byť uprednostnené pred metódami porovnávania 
empirických hodnôt so simulovanými hodnotami 
odhadnutých modelov.



� predstavujú rady prostredných hodnôt teoretických 
rozdelení kvantilov pre každý odhadnutý kvantilový 
tvar

� predstavujú rady odhadov mediánového rankitu 
rozdelenia populácie

Prečo mediánový 
rankit?

rozdelenia populácie

� rozsah zodpovedajúci rozsahu výberového súboru

� simulované náhodné hodnoty jednotlivých modelov
majú príliš veľkú variabilitu – v koncoch najväčší 
problém, rad stredných hodnôt – mediánov má 
výrazne menšiu variabilitu – v koncoch stred 
rozdelení 



Ako vypo čítať n-teoretických 
hodnôt 

� Mediány rozdelení kvantilov sa dajú vyjadriť a 
vypočítať presne pre každý tvar kvantilovej 
funkcie , zatiaľ čo stredné hodnoty rozdelení 
kvantilov často len pomocou aproximácií

� Vstupnými p-hodnotami do vzťahov pre tvary 
teoretických rozdelení by teda mali byť výberové 
p-hodnoty mediánového rankitu hľadaného 
rozdelenia, vyjadrené cez BETAINV funkcie 
odhadnutých kvantilových tvarov



Grafické (vizuálne) analýzy
Vhodné robi ť pomocou ponúkaných procedúr 

programových štatistických, prípadne iných 
grafických balíkov:

�skladaných grafov funkcií hustôt
�Q-Q grafov
�škatuľkovitých grafovškatuľkovitých grafov
�grafov rezíduí
�štandardizovaných rezíduí
�grafov kvantilových charakteristík 
�porovnanie ich stredových umiestnení pomocou 

výberových mediánov / priemerov a ich 95 %-ných 
intervalov spoľahlivosti

a ich porovnaním pre jednotlivé tvary



Porovnanie funkcií hustôt

Variables
LNP Model
PRIJMY

Density Traces

9

12

15
(X 0,000001)

de
ns

ity

0 1 2 3 4
(X 100000,)

0

3

6

9

de
ns

ity



Porovnanie distribu čných funkcií

Variables
LNP Model
PRIJMY0,8
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Porovnanie kvantilových funkcií (empirickej 
a simulovaných hodnôt modelu)



Porovnanie kvantilových funkcií modelu a 
empirického rozdelenia
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Kvantilové funkcie s ich intervalmi 
spo ľahlivosti

Graf kvantilov CP s 99% hranicami teoretického rozd elenia 
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Q-Q graf modelu a empirického rozdelenia

Quantile-Quantile Plot
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Q-Q graf pre ganmma-Paretovo rozdelenie
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CDPD data

Box-and-W hisker Plot

Porovnanie škatu ľkovitých grafov
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Porovnanie škatu ľkovitých grafov

Box-and-Whisker Plot
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Box-and-Whisker Plot
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Median Plot with 95,0% Confidence Intervals
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Porovnanie mediánov a ich intervalov 
spo ľahlivosti
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Porovnanie histogramov
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Grafické posúdenie kvality Gamma-Paretových 
tvarov modelov rozdelenia príjmov domácností SR
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Grafy rezíduí modelov a empirického tvaru

Graf rezíduí
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Kvantitatívne analýzy

� aplikácia klasických metód overenia vhodnosti 
štatistických modelov pomocou štatistických 
programových balíkov

� porovnania základných charakteristík� porovnania základných charakteristík

� analýzu rozdelenia rezíduí 

� porovnanie koeficientov korelácií na posúdenie miery 
lineárnej závislosti hodnôt teoretického rozdelenia od 
empirických hodnôt znázornenej v Q-Q grafoch. 



Charakteristiky teoretického a empirického 
rozdelenia a ich zhody

n á zo v  š ta tis tik y E m p ir ic k é  r . W P D  O D W P D  A
m in . h o d n o ta 5 4 3 2 5 5 2 5 3 2 5 4 9 3 8
d o ln ý p e rc e n til 6 5 3 8 8 6 1 7 2 2 6 4 7 3 3
d o ln ý d e c il 1 0 7 9 5 6 1 0 8 7 9 2 1 1 1 3 6 4
d o ln ý k va rtil 1 6 6 6 6 3 1 6 5 2 4 1 1 6 5 6 2 1
m e d ia n 2 3 7 4 0 7 2 3 9 8 6 5 2 3 7 1 1 2m e d ia n 2 3 7 4 0 7 2 3 9 8 6 5 2 3 7 1 1 2
h o rn ý k va rtil 3 5 8 3 2 4 3 0 8 0 8 9 3 0 5 1 9 6
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h o rn ý p e rc e n til 5 8 4 1 7 9 5 6 9 5 4 8 6 0 0 7 9 9
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S S E x 6 .9 0 2 9 E + 1 0 1 .6 2 9 0 E + 1 1
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V ýb e r. K o e f. K o re l. x 0 .9 9 8 2 0 .9 9 6 3











Pravdepodobnostné modelovanie
inverznými distribu čnými funkciami: 

Modifika čné pravidlá pre kvantilové funkcie 

Spracovanie siedmej z cyklu prezentácií o 
kvantilovom modelovaní. 

Podrobnejšie možno nájsť v monografii:Podrobnejšie možno nájsť v monografii:

Sipková, Ľ; Sodomová, E.: Modelovanie kvantilovými
funkciami, Vydavate ľstvo EKONÓM, Bratislava, 
2007; 175 s.
ISBN 978-80-225-2346-2
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