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ABSTRAKT

KUTIKOVA, Jana: Zdkony uimrtnosti a ich pouzitelnost pre populiciu na Slovensku —
Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra matematiky
a aktuarstva. — Veduci zavereénej prace: Mgr. Tatiana Soltésova, PhD. — Bratislava: FHI
EU, 2019, 83 stran.

Ciel'om prace je nahliadnut’ do problematiky modelovania umrtnosti pomocou vybranych
zakonov umrtnosti a nasledné vyuzitie poznatkov pri modelovani tmrtnostného spravania
sa populacie Slovenskej republiky vo vekovom rozpiti od 0 do 100 rokov Zivota pouzitim
softvéru SAS Enterprise Guide. Praca je rozdelena na S$tyri kapitoly — stcasny stav
problematiky, ciel’ prace, metodika prace a metédy skiimania a nakoniec vysledky prace a
diskusia. Zaciatok prace je venovany zakladnym pojmom stvisiacim so zivotnym poistenim
so zameranim na jeden z hlavnych predpokladov aktuarskej bazy a to umrtnost’. Okrem
teoretického opisu umrtnosti a jej ukazovatel'ov, tato kapitola obsahuje aj vyvoj tmrtnosti
v obdobi od 1993 do 2017. V dalsej kapitole su vymedzené hlavné a vedlajsie ciele
zavere€nej prace. Tretia kapitola obsahuje opis vybranych zékonov timrtnosti a pouZitych
metod a prostriedkov na ich modelovanie a porovnavanie. Medzi modely, ktoré su
predmetom nasho zaujmu patria Gompertzov-Makehamov model, Coaleov-Kiskerov model,
logisticky model Kannista, Helligmanov-Pollardov model a najmladsi CoDe model. Na ich
modelovanie sme pouzili metody nelinedrnej regresie dostupné v softvéri SAS Enterprise
Guide. Stvrtd a zarovei poslednd kapitola pozostava zaplikacii danych modelov
na populaciu Slovenska pre roky 1993, 2005 a 2017. Najskor vyuzijeme pohlavie ako faktor
umrtnosti, aby sme poukazali na rozdiely medzi tmrtnostou muzov azien a potom
zanedbame tento faktor z dovodu legislativnej Gipravy poist'ovnictva — Gender smernice.

Na porovnanie kvality modelov sme vyuzili priemerny sucet stvorcov rezidui MSE.

Kruacové slova: zivotné poistenie, imrtnost’, Gender smernica, zdkony imrtnosti, nelinedrna

regresia, SAS Enterprise Guide, priemerny sucet Stvorcov rezidui



ABSTRACT

KUTIKOVA, Jana: Mortality laws and their usability for the population in Slovakia —
University of Economics, Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of
Mathematics and Actuarial Science — Thesis supervisor: Mgr. Tatiana Soltésova, PhD. —
Bratislava: FHI EU, 2019, 83 pages.

The aim of this thesis is to look into the problematic of mortality modelling using selected
mortality laws and the subsequent use of knowledge for modelling mortality pattern of the
population of Slovak Republic from age 0 to 100 years using the SAS Enterprise Guide
software. The thesis is divided into four chapters — present status of solved problem, the
main objective of thesis, methodology of work, results and discussion. The beginning of
thesis is dedicated to basic terms related to life insurance, focusing on one of the main
components of actuarial base, mortality. In addition to the theoretical description of mortality
and its indicators, this chapter also includes the development of mortality in period from
1993 to 2017. The next chapter specify primary and secondary goals of thesis. The third
chapter contains a description of selected mortality laws and used methods and means for
their modelling and comparison. Among the discussed models are the Gompertz-Makeham
model, the Coale-Kisker model, the Kannisto logistic model, the Helligman-Pollard model,
and the youngest CoDe model. We used nonlinear regression methods available in SAS
Enterprise Guide to model. The fourth and last chapter consists of the application of these
models to the population of Slovakia in years 1993, 2005 and 2017. First we use gender as
a factor of mortality, to prove the existence of differences between the mortality of men and
women, and subsequently we neglect this factor due to legislative regulation of insurance —

Gender directive. To compare quality of the models we used mean squared error MSE.

Key words: life insurance, mortality, Gender directive, mortality laws, nonlinear regression,

SAS Enterprise Guide, mean squared error
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Uvod

Vekova Struktira amrtnosti mé vo vacSine krajin Eurdpskej unie podobny tvar.
Dojéenska umrtnost’ je znac¢ne vysoka, vyrazne klesd v rannom detstve, prudko zacina
narastat’ v rokoch dospievania, d’alej sa exponencialne zvySuje a miera narastu v starobe
postupne klesa. Parametrické modely maju za ciel’ reprezentovat’ toto imrtnostné spravanie
pomocou matematického modelu s obmedzenym poc¢tom parametrov. Pouzivaju sa
na vyhladenie vekovo Specifickych mier umrtnosti aredukciu Statistickych chyb,
na konstrukciu umrtnostnych tabuliek, na porovnanie imrtnosti v jednotlivych krajinach

a na progndzy vyvoja umrtnosti populacie zaloZzené na analyze zmien hodndt parametrov.

Disponovat’ poznatkom o umrtnosti populacie v zavislosti od veku je v zivotnom
poisteni nesmierne dolezité. Prave na zaklade umrtnostného spravania sa populacie realizuju
poistovne mnohé aktuarske vypocty, ako napriklad kalkulaciu poistného a technickych
rezerv. Poistovne sa opieraju o dlhodobé pozorovania, ktorych zdrojom st umrtnostné
tabulky. Tieto imrtnostné tabulky si mézZe poistoviia vytvarat’ sama na zéklade informacii
0 umrtnosti vo svojom poistnom portfoliu alebo pre presnejSie hodnoty moze pouzit’
informacie 0 imrtnostnom spravani populacie v danej Krajine.

Tato diplomova praca sa venuje problematike modelovania Umrtnosti pomocou
zédkonov umrtnosti aich pouZitelnosti pre umrtnostné spravanie populacie Slovenskej
republiky za pomoci analytického softvéru SAS Enterprise Guide. Predmetom modelovania
su vekovo $pecifické miery umrtnosti muzov a Zien v rozpéati od 0 do 100 rokov.

Praca je obsahovo rozdelend na teoretickil a prakticka cast. Teoretickd Cast’ je
obsiahnutd v prvych troch kapitolach. Prva kapitola je venovani zdkladnym pojmom
suvisiacim so Zivotnym poistenim so zameranim na jeden z hlavnych predpokladov
aktuarskej bazy, Umrtnost. Okrem teoretického opisu Umrtnosti ajej zakladnych
ukazovatel'ov, tato kapitola obsahuje aj vyvoj umrtnosti v obdobi od roku 1993 do 2017.
V sledovanom obdobi doslo k zmierneniu rozdielov medzi timrtnost’ou muzov a zien, a teda
k poklesu muzskej nadimrtnosti. Bez ohl'adu na stale existujuce rozdiely vsak zacala
od decembra 2012 platit’ uz aj pre oblast’ poistovnictva Gender smernica, v dosledku ktorej
bolo pouzivanie faktora pohlavia pri aktuarskych vypoétoch zakazané. Cast’ prvej kapitoly
je preto zamerana aj na legislativnu upravu poistovnictva a dopad Gender smernice
na poistovne. Druha kapitola vymedzuje hlavné a vedl'ajsie ciele zavereCnej prace. Tretia

kapitola nas uvedie do metodiky diplomovej prace. V rdmci nej sa na jednej strane



zoznamime s najznamej$imi a najpouzivanejS$imi zékonmi Umrtnosti, medzi ktoré patria
Gompertzov-Makehamov zakon tumrtnosti, Coaleov-Kiskerov zakon umrtnosti, ¢i
Kannistov logisticky zakon umrtnosti. Na druhej strane si predstavime aj zlozitejSie zakony
umrtnosti, konkrétne Helligmanov-Pollardov zakon umrtnosti a najmladsi CoDe model,
ktory pochadza z roku 2016. Nasou zakladnou ulohou je odhadnat’ parametre vybranych
modelov, pri com nam pomdze analyticky softvér SAS Enterprise Guide. V tejto kapitole sa
preto okrem toho venujeme metdédam odhadu parametrov nelinearnych regresnych modelov,
ktoré su v softvéry dostupné. St nimi Gaussova-Newtonova metoda, Gradientna metdda
a v neposlednom rade Levenbergova-Marquardtova metdda. Za najefektivnejSiu z nasho
pohladu mézeme povazovat” Levenbergovu-Marquardtovu metodu, ktora spaja prednosti
predchadzajicich metod. Dalej sa v tejto kapitole zaoberame mierami kvality modelov
a presnosti ich progndz, priemerny sucet Stvorcov rezidui a Standardnd odchylka rezidui,
ktoré sluzia pre nas ako nastroj na vzajomné porovnanie modelov v praktickej ¢asti. V zavere
kapitoly predstavime softvérové rozhranie SAS Enterprise Guide spolu s procedurou
nelinedrnej regresie.

Posledna kapitola tvori prakticka Cast’ tejto zavere€nej prace a je priamo zamerana
na aplikaciu zakonov Umrtnosti. Hlavnym cielom je porovnanie projekénych vlastnosti
jednotlivych amrtnostnych modelov pre data Slovenskej republiky v rokoch 1993, 2005,
2017 na vekovom intervale od 0 do 100 rokov. Tento interval sme rozdelili na 2 ¢asti (od 0
do 50 rokov, od 51 do 100 rokov), ¢o prispieva k presnosti modelu. Pre dosiahnutie eSte
spolahlivejsich vysledkov by bolo vhodné krivku rozdelit' na viac casti, kde prva cast
modeluje kojeneckt umrtnost’, druha ¢ast’ timrtnost’ do 20 rokov Zivota, tretia ¢ast’ takzvanu
normalnu umrtnost’ pracujicej populacie a Stvrta cast’ by sa zaoberala imrtnost'ou vo vyssich
rokoch. Prakticka Cast’ je blizSie rozdelena na dve podkapitoly. V prvej porovnavame mieru
umrtnosti v zavislosti od pohlavia. Pokusame sa opisat’ miery imrtnosti pomocou vybranych
modelov, v ktorych berieme do uvahy pohlavie ako faktor imrtnosti, vd’aka ¢omu sme
schopny posudit’ dopad Gender smernice pri odhade umrtnosti. Na zaver, Vv druhej Casti
kapitoly zanedbame pohlavie ako faktor pri modelovani Gmrtnosti a pokusime sa najst’
model, ktory najlepsie zodpoveda realnym datam umrtnosti Slovenskej republiky. Pre lepsie
pochopenie sme sa snazili vSetko znazornit’ na grafoch.

Dufame, ze diplomova praca Citatelovi poslizi na rozsirenie vedomosti z oblasti
zakonov umrtnosti a preukaze, ze Statistika a aktuarska demografia su ddlezitou stcastou

aktuarskych vied.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Umrtnost’ je dolezitou su¢astou aktudrskej bazy. Pre Zivotna poistoviiu je kI'i¢ové
poznat’ pravdepodobnosti umrtia populcie Vv réznych vekovych skupinach, pretoze ich
nespravne urcenie moze mat’ negativny vplyv na distribuciu financii v rdmci poist'ovne.

V tejto kapitole sa venujeme zakladnym pojmom zivotného poistenia so zameranim
na umrtnost’ a jej ukazovatele. Analyzujeme vyvoj umrtnosti od roku 1993 do 2017. Dalej
sa zaoberame otazkou Gender smernice a jej vplyvu na oblast’ poist'ovnictva. Pri spracovani

kapitoly sme vychadzali hlavne zo zdrojov [4], [5], [11], [13], [22] a [26].

1.1 Zivotné poistenie

Zivot je charakteristicky mnoZstvom neistot a nahod, ktoré moézu mat’ na &loveka
pozitivne aj negativne dosledky. V suvislosti s tymito neistotami sa pouziva v aktuarstve
a Vv d’alsich vedach pojem riziko. Tento pojem je tiez uzko spojeny s pojmom poistenie.
Poistenie predstavuje prenesenie rizika z poistenca na $pecializovant institiiciu — poistoviiu,
ktora sa stard 0 kolektivnu tvorbu finan¢nej rezervy na ndhradu $kod vzniknutych realizaciou
rizik. Na to, aby sme riziko mohli oznagit’ za poistné, musi spiiiat’ niektoré kritéria:

e identifikovatelnost’ — musi byt jednoznacne mozné urcenie priiny udalosti, ktorej
vysledkom bude strata kryta poistenim,

e vycislitelnost straty — je mozné poistit’ len také udalosti, ktoré sposobia konkrétne straty
dohodnuté v poistnej zmluve a takto vzniknuté straty mozno vypocitat’,

e nahodnost poistnej udalosti — spoCiva v neurcitosti nastatia rizika, ktoré je kryté
poistenim,

e ekonomicka unosnost’' — poistoviia moze prevziat do poistenia len také riziko, ktoré je
pre fiu inosné.

Poistenie plni funkciu stabilizatora Zivotnej aj ekonomickej Grovne obyvatelstva
a pomaha riesit’ problémy vzniknuté v stvislosti s ndhodnymi nepriaznivymi udalost’ami.
V krajinach s vyspelou trhovou ekonomikou, do ktorych spadaju aj krajiny Eurdpskej tnie,
sa poistenie vo vSeobecnosti deli na Zivotné a nezivotné. Diplomova praca, v ktorej sa
venujeme umrtnostnému spravaniu populacie na Slovensku, suvisi so zivotnym poistenim.
Jeho vyznam rastie v nadvdznosti na rast Zivotnej Urovne, ale tieZ Z dovodu starnutia
obyvatel'stva. Starnutie obyvatel'stva je dlhodobo diskutovanou témou a Vv Slovenskej
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republike prebieha zdola. To znamenad, Ze je spdsobené poklesom porodnosti. ViditeI'ne sa

znizuje podiel detskej zlozky populacie a rovnako nastava rast podielu produktivnej zlozky

obyvatel’stva.

Zivotné poistenie mozeme rozdelit’ podl'a odvetvi, medzi ktoré patria:

a)

b)

d)

poistenie pre pripad smrti, dozitia, smrti alebo dozitia:

= poistenie pre pripad smrti — zdkladna forma Zivotného poistenia, ktord poistuje iba
poistné riziko bez sporiacej zlozky,

= poistenie pre pripad dozitia — spociva vo vytvarani Uspor a kapitalu pre buduce
potreby, pre pripad dozitia sa veku uréeného v poistnej zmluve,

= zmieSané Zivotné poistenie — zahfia poistenie pre pripad dozitia sa dohodnutého
veku alebo pre pripad smrti poisteného.

poistenie vena alebo prostriedkov na vyzivu deti — Zivotné poistenie kumulujuce kapital

od narodenia, ktorého poistna suma sa vyplaca v del sobasa alebo pri dosiahnuti veku

25 rokov,

kapitalové poistenie — poistenie suvisiace s kapitalizaénymi zmluvami. Je t0 zmieSany

produkt, ktory kryje Zivotné rizika (amrtie, dozitie, invaliditu a Graz), a okrem toho

obsahuje aj sporiacu zlozku, pri¢om peniaze sa zhodnocuju bezpecnejSie ako v pripade

investi¢ného poistenia,

investicné Zivotné poistenie — takisto obsahuje poistni ochranu Zivotnych rizik, no

zaroven ponuka aj investovanie do podielovych fondov. Poistenec si zvoli stratégiu a

mieru rizika, ktort je ochotny podstapit’,

dochodkové poistenie — ide o Specidlne Zivotné poistenie pre pripad dozZitia, kde sa

pravidelne opakuje poistné plnenie formou vyplat dochodku. Cielom je zabezpecenie

finan¢nych prostriedkov a udrzanie Zivotného Standardu aj v déchodkovom veku, pocas

plnej invalidity ¢i zabezpecenie pozostalych v pripade pred¢asnej smrti poisteného,

poistenie pre pripad urazu alebo choroby, ak je moZné dojednat’ k Zivotnému poisteniu

pripoistenie.

1.2 Umrtnost’ a jej ukazovatele

Hoci m6zu v Zivotnom poisteni nastat’ rézne poistné udalosti, zakladnou z nich je

umrtie. Smrt’ je ndhodny jav, pretoze nevieme kedy presne nastane. Z tohto dévodu je

12



predmetom poistenia, ktoré v pripade nastatia tejto poistnej udalosti poskytne pozostalym

finan¢né prostriedky.

Umrtnost’ sa vyznaduje vlastnost'ami, ktoré moézeme opisat’ v nasledujicich bodoch [3]:

e figuruju v nej prave dva stavy, ktoré oznacujeme pojmami stav zivy a stav zomrety,
pricom je mozné jednoznacne rozhodnut o stave kazdého z poistenych,

e Kk prechodu medzi tymito dvoma stavmi méze dojst’ len jednym smerom, zo stavu zivy
do stavu zomrety a tento proces sa nazyva umrtie,

e okamih nastatia umrtia je jav ndhodny a nezvratny, ktory mézeme popisat’ len pouZzitim
nastrojov tedrie pravdepodobnosti.

Faktorov ovplyviiujiicich umrtnost’ je mnoho. Medzi vyznamné patri Zivotna Groven,
pohlavie, vierovyznanie, miera kriminality, nehodovost’, miera chorobnosti, vojny, drzanie
zbrani, samovrazdy. VSeobecne ich m6zeme rozdelit’ do Styroch vychodiskovych skupin:
a) genetické faktory, medzi ktoré patri napriklad skuto¢nost, Ze miera umrtnosti muzov je
vyssia ako miera umrtnosti zien. Vzhl'adom na fakt, ze umrtnost’ zien je niZSia, a ze Zeny sa
dozivaji vysSieho veku, je Stidium/analyza umrtnosti oddelene za jednotlivé pohlavia
logicka. AvSak podl'a nariadenia Eurdpskej unie 2004/113/ES, ktoré v skratke oznacujeme
ako Gender smernica, maju $taty EurOpskej unie zakazané rozliSovat' faktor pohlavia
pri analyze Gmrtnosti a tiez aj v ostatnych oblastiach. Gender smernici sa budeme este
venovat’ v kapitole 1.3 tejto prace.

b) ekologické faktory, kde spadaju napriklad zivotné prostredie a klimatické podmienky,

C) socidlno-ekonomické faktory d’alej ¢leniace sa na individualne a tie, ktoré st sposobené
vplyvom prostredia. Do individudlnych patri Zivotna Groven, uroven vzdelania, stravovacie
navyky, fyzicka aktivita, starostlivost’ o zdravie. K vplyvom prostredia prislicha Groven a
stav zdravotnictva, s ktorym suvisi dostupnost’ a kvalita lekarskej starostlivosti, d’alej
socialne zabezpecenie, ¢i ekonomicka situdcia krajiny.

d) pokrok v medicine, ktora za posledné desatrocie dosiahla neuveritel'né zlepSenie ¢i uz
Vv dostupnosti lie€iv alebo v novych lie€ebnych postupoch pri Specifickych civiliza¢nych
ochoreniach akymi st cukrovka, rakovina, srdcovo cievne ochorenia a mnohé d’alsie.

Pri analyze imrtnosti mézeme vyuZit’ absolitne ukazovatele, ktoré ale nie su vhodné
na porovndvanie v Case aV priestore, preto sa CastejSie sleduju relativne ukazovatele
umrtnosti. Znalost’ miery imrtnosti poistenych osob je potrebna pri kazdom type poistnych
produktov zivotného poistenia. Okrem miery umrtnosti sa pri posudeni poistného rizika bert
do uvahy aj iné faktory, ako napriklad zdravotny stav, osobné navyky, zamestnanie a zal'uby

a iné, ktoré ovplyviiujii pravdepodobnost’ nastatia poistnej udalosti. Individualne miery
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umrtnosti poistencov nemusia byt rovnaké v porovnani s mierami imrtnosti celej populécie,
ktoré su zistované centralne Statistickymi uradmi.

NajsledovanejSou charakteristikou je vSeobecna miera umrtnosti populacie, ktora
podava informdcie o procese vymierania populacie. Vysledna hodnota tohto ukazovatel'a
nam dava informdciu o pocte zomretych 0sob pripadajucich na 1 000 obyvatel'ov stredného
stavu v danom kalendarnom roku. Ked'ze tento ukazovatel’ nerespektuje vekovu Struktiru
obyvatel’stva, nie je vhodny na porovnavanie. Aj z tohto dévodu st vhodnejsie a CastejSie
vyuzivané Specifické miery umrtnosti, ktoré ndm podavaju informéciu o zmenach imrtnosti
podl'a pohlavia a veku. Ukazovatel’ mézeme definovat’ ako pocet zomretych muzov alebo
zien v dokon¢enom veku na 1 000 muZov, alebo Zien v rovnakom veku. S rastucim vekom
pripade spojena s prvym rokom Zivota. Dalej vo veku 15 — 35 rokov sa imrtnost’ tieZ mierne
zvySuje, ato predovsetkym v dosledku vonkajSich pric¢in smrti ako st napriklad urazy,
dopravné nehody, otravy apodobne. Mdzeme s urCitostou povedat, ze vo vsetkych
vekovych kategoriach miera imrtnosti muzov prevySuje mieru umernosti Zien a tento jav je
oznacovany ako tzv. muzska nadimrtnost’.

Dal§im vel’'mi vyznamnym ukazovatel'om je stredna dizka Zivota novorodenca alebo
strednd dizka Zivota osoby v presnom veku x. Informuje nis o priemernom poéte rokov,
ktoré sa eSte novorodenec dozije. Jednd sa o hypoteticky ukazovatel’, ktory vychadza
z predpokladu zachovania imrtnostnych pomerov a vyjadruje su€asnu imrtnostnu situaciu.
Ked’Ze jeho hodnota poukazuje na sti€asnu situdciu a nehovori ni¢ o buducnosti sledovane;j
populacie, pouZziva sa preto na porovnanie réznych populécii. Okrem pomenovania stredna
dizka Zivota sa tiez asto pouZivaju pojmy oéakavana dizka Zivota, &i nadej dozitia.

Ukazovatel strednej dizky Zivota ma niekol’ko nevyhod, v désledku &oho sa &astejsie
pouziva medidn dizky Zivota. Tento median sa nazyva pravdepodobna dizka Zivota
novorodenca a charakterizuje vek, ktorého sa dozije polovica obyvatel'stva. Samozrejme tiez
musi byt splneny predpoklad, Ze imrtnostné pomery populacie ostanii nezmenené. Tento
ukazovatel nie je ovplyvilovany extrémnymi hodnotami, no napriek tomu sa vyuZziva len
zriedka. Modus dizky Zivota sa nazyva normélna dizka Zivota a interpretujeme ho ako vek,
v ktorom Tl'udia umieraju najcastejSie. V roku 2017 l'udia umierali najcastejSie vo veku 86
rokov, ¢o oproti 1993 predstavuje zvySenie o 6 rokov.

Ako sme uz spomenuli vysSie, imrtnost v prvom roku zivota jedinca je vel'mi
vysoka, a preto sa jej venuje osobitd pozornost’ prostrednictvom ukazovatela dojcenske;j

umrtnosti. Tento ukazovatel’ hovori o pocte deti, ktoré¢ zomreli v priebehu prvého roku
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zZivota, teda 365 dni po narodeni na 1 000 zivo narodenych deti. Mnohokrat sa ukazovatel
dojCenskej umrtnosti vyuziva pre medzinarodné porovnavania. Aby sme zistili
pravdepodobnost’ imrtia novorodenca v priebehu prvého roka zivota, pouzijeme kvocient
dojc¢enskej umrtnosti. Vypocitame ho ako podiel zomretych novorodencov K poctu
narodenych deti.

Ako dosledok skvalitnenia zdravotnickej starostlivosti sa hranica umrtnosti
narodenych deti postva ¢im d’alej, tym viac k prvopociatkom Zivota, ¢o viedlo k vzniku
ukazovatel'ov merajicich umrtnost’ v skorSich obdobiach Zivota. Sem spadd ukazovatel
poporodnej umrtnosti, ktory sleduje kol'ko deti zomrelo pocas prvych troch dni ich zivota
nal 000 zivo narodenych deti. V¢asna novorodenecka umrtnost’ zistuje pocet deti, ktoré
zomreli pocas prvych siedmych dni Zivota. Tento ukazovatel' je sucastou perinatalne;
umrtnosti, ktord okrem poctu zomretych novorodencov v priebehu prvych siedmych dni
Zivota, berie do uvahy aj poet mftvo narodenych deti na 1 000 Zivo narodenych. Dal§im
ukazovatel'om je novorodenecka umrtnost, ktort zaujima umrtnost’ deti v priebehu prvych
28 dni Zivota, taktiez na 1 000 zivo narodenych deti. Spomenieme si eSte ponovorodenecku
umrtnost’, ktord zastreSuje obdobie od 29. dia Zivota do jedného roka a sleduje pocet

zomretych deti v tomto obdobi znovu na 1 000 Zivonarodenych deti.

1.2.1 Umrtnost na Slovensku v roku 2017

V roku 2017 zomrelo na Slovensku celkovo 53 914 obyvatel'ov, z ¢oho bolo 27 489
muzov a 26 425 zien. Nadimrtnost muzov bola viditelna do veku 77 rokov vratane.
Najcastej$imi pri¢inami Gmrtia u oboch pohlavi boli choroby obehovej sustavy. Miera
dojcenskej umrtnosti v roku 2017 dosiahla Groven 4,5 %o, ¢o v absolutnom vyjadreni
predstavuje umrtie 263 deti vo veku do 1 roka.

V porovnani s predchadzajucim rokom pocet zomretych vzrastol takmer o 1,6 tisic
obyvatelov, ¢o viedlo k zvySeniu hrubej miery umrtnosti o 0,3 bodu (z 9,6 %o na 9,9 %o).
Mierny medziro¢ny pokles bol zaregistrovany v pripade dojcenskej umrtnosti, realne 0 48
umrti, ¢im sa miera doj¢enskej imrtnosti znizila o0 0,9 bodu (z 5,4 % na 4,5 %).

Pocas pozorovaného obdobia medzi rokmi 1993 az 2017 sa pocet umrti pohyboval
v intervale 51 000 — 54 000, pricom najnizs§i pocet tmrti bol zaznamenany v roku 1996, kedy
zomrelo 51 236 I'udi. Naopak, najvyssi pocet tmrti pripadlo prave na rok 2017. Hruba miera

umrtnosti sa udrziavala pod uroviiou 10 umrti na 1 000 obyvatel'ov, s vynimkou v roku
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2008, kedy predstavovala presne 10,0 %o. NajnizSie hodnoty hrubej miery umrtnosti
na arovni 9,5 %o boli zaznamenané v rokoch 1996 a 2014.

Graf &. 1 - Umrtnost na Slovensku podl'a pohlavia v rokoch 1993 — 2017
35000 Y

30000 m Zeny

25000

20000

15000

1oo00

5000

4]
2003 2005 2007 2009

1993 1935 1937 1939 2001

pocet umrti

2011 2013 2015 2017
rok

Zdroj: vilastné spracovanie

V sledovanom obdobi pretrvavala nadamrtnost’ muzskej populacie. Rozdiely medzi
umrtnost'ou muzskej a zenskej populacie sa vSak neustdle zmensujt, o moézeme vidiet’ aj
na grafe ¢. 1. Zatial’ ¢o v roku 1993 pripadalo na 1 000 zomretych zien az 1 200 zomretych
muzov, v sucasnosti je to len 1 040 zomretych muzov na 1 000 zomretych zien.

Zmena trendu umrtnosti podl'a pohlavia a veku v rokoch 1993 a 2017 je zobrazena
na grafe ¢. 2. Z grafu je zrejmé, ze umrtnost’ vo vysSich vekoch sa stale posuva, za ¢o
moézeme vd’acit’ neustale sa rozvijajicemu technickému pokroku v medicine, sociologii,
farmacii a inych, so smrt’ou priamo ¢i nepriamo suvisiacich vied. Kvalita zivota sa zlepSuje

kazdym rokom, a to sa samozrejme odrdZa aj na vyvoji umrtnosti.

Graf &. 2 - Umrtnost’ v SR podla pohlavia a veku v rokoch 1993 a 2017
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1.3 Legislativna iiprava poistovnictva EU — Gender smernica

Clenské $taty Europskej Ginie vstupom do aliancie prisl'abili akceptovat’ pravo tnie a
spolu s tym suvisi aj reSpektovanie jej nariadeni. Eurdpska tinia uverejnila viacero smernic
a nariadeni tykajucich sa oblasti poistovnictva, ktoré slizia na regulaciu a dohl'ad tohto
odvetvia. Smernice vztahujice sa na oblast poistovnictva st verejne dostupné
pre obyvatel'ov Slovenskej republiky na internetovej stranke Ministerstva financii SR.

Za najpodstatnejsiu a najprelomovejsiu V tejto oblasti mézeme povazovat’ Smernicu
Eurdpskeho parlamentu a Rady 2009/138/ES z 25. novembra 2009 o zacati a vykonavani
poistenia a zaistenia (tzv. smernica Solventnost’ II). Umyslom smernice Solventnost’ II bolo
nastolit’ novy rezim regulacie poistného sektora, a tym zaistit’ vy$Siu ochranu poistencom
a ostatnym prijemcom plnenia vyplyvajiiceho z poistnej zmluvy. Dal§im cielom smernice
bol aj rozvoj integracie poistného trhu Eurépskej Unie prostrednictvom harmonizacie
poistného sektora, ¢i narastom medzindrodnej konkurencieschopnosti poistovni.
Mechanizmus Solventnost’ II mal byt’ v Slovenskej republike u¢inny uz v roku 2013, avsak
do platnosti sa dostal az 1. januédra 2016. Poistovne nezaznamenali vyraznejSie problémy
S implementéciou tejto smernice.

Druhou vel'mi délezitou eurdépskou smernicou formujucou sektor poistovnictva je
smernica Rady 2004/113/ES z 13. decembra 2004 o vykonavani zasady rovnakého
zaobchadzania medzi muzmi a Zenami v pristupe k tovaru a sluzbam a k ich poskytovaniu
alebo jej kratSie pomenovanie tzv. Gender smernica. Ako uzZ aj z nazvu vyplyva tématikou
smernice je antidiskriminacia podl'a pohlavia, teda totozné zaobchadzanie s osobami
bez ohl'adu na ich pohlavie. Pre oblast’ poistovnictva st direktivou vymedzené pravidla,
podla ktorych, hoci je pohlavie jednym z kl'aiCovych faktorov ocenovania produktov
V poistovni, je nevyhnutné sa usilovat’ o zachovanie jednotného zaobchadzania s oboma
pohlaviami. Preto je nutné tento faktor z ocefiovania vylucit. Vo vSeobecnosti platilo a stale
plati, ze faktor pohlavia pomdha poistovni ¢o najpresnejSie zachytit’ a ocenit’ jej rizika
a produkty, preto sa v odvetvi poistenia urcila vynimka, ktorej text znel: ,,Ur¢ité kategorie
rizik sa mézu pre pohlavia 1iSit. Pri hodnoteni poistnych rizik je v niektorych pripadoch
jednym, nie vSak nevyhnutne jedinym, urcujucim faktorom. V pripade zmlav, ktorymi sa
poist’uju tieto typy rizik, mozu Clenské Staty rozhodnut o povoleni vynimiek z pravidla
0 prémiach a zl'avach jednotne pre obe pohlavia, pokial' mézu zabezpecit, ze zakladné

poistno-matematické a Statistické idaje, na ktorych st vypoéty zalozené, st spol'ahlivé,
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pravidelne aktualizované a pristupné verejnosti.” [26]. Tato vynimka dala volnt ruku
poistovniam rozhodnut’ sa, ¢i chci nad’alej vyuzivat’ faktor pohlavia pri svojich vypoctoch,
za predpokladu podlozenia odlisnosti medzi pohlaviami na zakladne aktuarsko—Statistickych
udajov. Komisia tiez vyzadovala, aby clenské Staty akceptujuce tato vynimku,
zhromazd’ovali a zverejiiovali aktudlne udaje tykajuce sa faktora pohlavia pouzitého
na vypocty. Moznost' vyuzili vSetky clenské krajiny, ato najcastejSie pri rizikovom
zivotnom poisteni a dochodkovom poisteni. Niektoré Staty tato vynimku pouzivali
pri poisteni motorovych vozidiel, z dovodu Statistickych zisteni, podl'a ktorych st muzi
rizikovej$imi vodi¢mi.

V marci 2011 nastal v tejto oblasti velky zvrat. Na zakladne podnetu rozhodol
Europsky sudny dvor o zruSeni vynimky, ¢im nastolil zdkaz pouzivania faktora pohlavia
pri aktuarskych vypoctoch tykajucich sa poistného a poistnych plneni ako kl'u¢ového
faktora. Rozsudok Stidneho dvora EU ¢&. C-236/09 eurépskeho sudu o zruSeni vynimky
pre &lenské $taty Europskej Unie sa stal platny ku ditu 21. decembra 2012.

Zastaveniu pouzivania faktora pohlavia v sektore poistovnictva predchadzalo
predloZenie staznosti belgickej asociacie spotrebitelov Test-Achats spolu s dvoma
sukromnymi osobami, konkrétne Charlesom Basselierom a Yann vanVugta na Gstavny sud
Belgicka v snahe zabranit’ uplatiovaniu vynimky smernice. Argumentom Test-Achats bolo,
7e rozliSovanie pohlavia predstavuje diskriminaciu. Zaloba bola d’alej posunuta na Eurépsky
sadny dvor, ktory mal posudit’ kompatibilitu vynimky s pravom Eurépskej Unie. Ako uz
z predchadzajucej cCasti vyplyva, Eurdpsky sud vyhovel zalobe arozhodol sa vynimku
tykajicu sa poistovnictva z Gender smernice odstranit’.

Verdikt sudu sa v§ak nestretol s pozitivnymi reakciami, a to nielen u poistovni, ale
aj samotnych ich klientov. Ci uz odbornici, zamestnanci alebo aj klienti v poistnom sektore
nekompromisne nesuhlasia, aby sa prestalo pohlavie vyuZzivat ako kluc¢ovy faktor
ocenovania rizik a poistnych produktov. Slovenska asocidcia poistovni (SLASPO), ktor4 je
zdruzenim komercénych poistovni v Slovenskej republike, uverejnila takisto svoje
stanovisko Kk antidiskriminacnej problematike na svojej internetovej stranke. SLASPO
prejavila podporu zdkazu diskriminacie ako takej, avSak nestotoZiiuje sa s tvrdenim, Ze aj
pouzitie tohto faktora na ucely poistenia by malo byt chédpané ako diskriminacia. Jednym
z argumentov SLASPO bolo, Ze hlavnou ulohou poistovni je dosledna praca s rizikami,
ktora si vyzaduje ich ¢o najpresnejsie ocenit’ podl'a vSetkych pripustnych faktorov, este skor
nez ich poistoviia preberie. A ako aj sama uvadza, kI'i¢ovymi faktormi pre ocenovanie

V Zivotnom poisteni je vek, zdravotny stav, ale predovSetkym tiez pohlavie.
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Ocakévanym dosahom zrusenia vynimky smernice pre oblast’ poistovnictva sa uz
v roku 2011 zaoberala spolocnost OXERA (The Oxford Economic Research Associates) —
Oxfordska asociacia ekonomického vyskumu, ktora uverejnila $tadiu o predpokladanom
efekte vynechania faktora pohlavia na samotnych spotrebitel'ov poistovni. Uvedieme si
niektoré postrehy spolo¢nosti OXERA:

e Riziko Gmrtnosti muzov azien sa vyznacuje vyznamnymi rozdielmi, ktoré znacne
vplyvaju na zivotné poistenie a dochodky a odlisné je taktiez riziko zapriCinenia
dopravnej nehody Vv kazdej z pozorovanych krajin. Predpoklada sa zotrvanie danych
rozdielov aj v d’alsich rokoch.

e Srizikom umrtnosti suvisi fakt, Ze v kazdej z krajin platia Zeny oproti muzom vyrazne
nizsie poistné pri rizikovom zivotnom poisteni, a to v désledku nizsieho rizika ich
umrtia.

e Vzhladom na skuto¢nost, Ze Zzeny sa dozivaju v priemere vysSicho veku nez muzi,
inkasuju nizsie mesacné platby pri dochodkovom poisteni oproti muzom, hoci vyska
zaplateného poistného je totozna.

e Rozdiely tykajuce sa pohlavia sa vyskytuji takisto aj pri poisteniach motorovych
vozidiel. Najviditelnej$ou skupinou st mladi vodi&i vo veku okolo 25-30 rokov. Zeny
Vv tomto veku su menej rizikové z dovodu nizsej pravdepodobnosti ti€asti na dopravnych
nehodach.

Na zaklade tychto bodov $tadia konStatovala percentudlne zmeny v poistnom v pripade
schvalenia rovnopravnosti pohlavia v poisteni. Pre zeny okolo veku 40 rokov by to
znamenalo narast poistného pri Zivotnom poisteni v priemere 0 viac ako 30 %. Pre muzov
okolo veku 65 rokov by sa zniZzilo poistné plnenie pri poisteni na dozitie priemerne o Viac
ako 5 %. A v pripade poistenia motorového vozidla, by poistné na toto poistenie pre mladé
Soférky vzrastlo v priemere cez 11 %.

Podla OXERY méze nastat’ v dosledku nezohl'adnenia faktora pohlavia jav, ktory sa
nazyva fenomén nepriaznivého vyberu. Moze zapricinit, Ze menej rizikovi poistenci buda
platit’ vyssie poistné na ukor rizikovejSich poistencov. To bude mat’ za nésledok pokles
zaujmu menej rizikovych poistencov a moze sa aj stat’, ze ukoncia uz existujuce poistné
zmluvy, pretoze poistenie sa stane pre ich potreby pridrahé. Vplyvom toho sa v poistnom
kmeni zvys$i podiel rizikovejSich poistencov, ¢o spdsobi dalSie zvySovanie poistného

a postupné odchadzanie d’alSich a d’alsich poistencov.
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Obrazok €. 1 - Dosledky odstranenia pohlavia ako faktora z vypoctu poistného

Odstranenie NaruSenie vypottu Mene;] rizikovi
pohlaviaako poistného na Zvyenie poistnaho poistniciziednavaji
rizikového faktora zaklade rizika menej poistenia

Zvysenie rizikovej prirazky ako
odpoved na zvysené riziko

Zdroj: OXERA, The impact of a ban on the use of gender in insurance

Ako sme uz viackrat spomenuli, v stvislosti s rizikom existuju medzi pohlaviami
vyrazné rozdiely, ktoré sposobuju odlisnost’ cien niektorych poistnych produktov. Priciny,
vd’aka ktorym su zeny povaZované za menej rizikové, okrem vysSej osobnej starostlivosti
spojenej so zdravym zivotnym Stylom, je taktieZ vSeobecne zndme, Ze lepSie zvladaju stres
a st opatrnej$imi Soférmi. Platnost’ tohto tvrdenia je pravdiva vicSinou v ekonomicky
vyspelych krajindch, v ktorych vd’aka zlepSovaniu zdravotnictva klesla umrtnost’ zien
pri porode, ¢o sa ukazuje ako jedna z najrozsirenejSich pri¢in smrti zien v rozvojovych
krajinach. Dokazom pravdivosti je prave skuto¢nost’, ktort sme uz spomenuli, a to, Ze Zeny
sa dozivaju v priemere vys§ieho veku, ¢o potvrdzuju Gmrtnostné tabulky. Umrtnostné
tabul’ky tvoria nastroj na zistovanie umrtnostnych pomerov vybranej populacie. Obsahuju
presné miery vystihujlice vymieranie populdcie podla pohlavia v jednotlivych vekovych
skupinach. Medzi najcastejSie pouzivané informdcie nachadzajlice sa v imrtnostnych
tabul’kach st pravdepodobnost’ umrtia a stredna diZka Zivota pre vietky vekové kategorie.
V oblasti poistovnictva maju Siroké vyuzitie. St nevyhnutné pre vacSinu vypoctov
pri produktoch déchodkového a zivotného poistenia ako takého. Zvrat v pouzivani faktora
pohlavia v poistovnictve mal najvacsi efekt prave na pouzivanie tabuliek, podl'a ktorého sa
po novom musia na vypocty pouzivat’ len a len unisex imrtnostné tabul’ky.

Gender smernica so sebou priniesla mnoho vyhod, a tiez nevyhod ¢i uz pre poistovne
alebo pre spotrebitel'ov. Podla viacerych odbornikov, ktori sa venovali tematike zavedenia
Gender smernice a jej moznym dopadom este pred jej platnostou, je mozné zosumarizovat’
dopady smernice do nasledujtcich bodov:

1. Niektori poistenci sa budt snazit’ profitovat’ z jednotnej sadzby, preto zrusia svoju

aktualnu poistku a zalozia si novu, ktord im zabezpeci nizsie poistné.
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2. Spotrebitelia budu pred zavedenim smernice Spekulovat, ¢i je vyhodnejSie sa poistit
pred alebo po zavedeni jednotnej sadzby.

3. Poistovne budia nutené uplne prehodnotit’ a zmenit' svoje marketingové a cenové
stratégie.

4. Zmena sadzieb si vyziada prevadzku viacerych systémov, ktoré budi fungovat
pre platné portfolio starych poistnych zmluv a d’alSie pre nové poistné zmluvy.

Okrem predpokladanych negativnych dopadov nastolenia rovnopravnosti medzi
muzmi a zenami v poistovnictve sa spotrebitelia obavali ovplyvnenia cien poistnych
produktov a poistovne o fungovanie tohto nového systému ako celku. Dnes uz s uréitost'ou
vieme povedat’, ktoré predpovede sa naplnili, a ktoré vobec nie.

Zo strany poist'ovni tato zmena priniesla mnozstvo dodato¢nych nakladov spojenych
s tvorbou novych produktov aich ocenovanim, ¢i s preceflovanim uz existujicich
produktov. DalSou velkou vyzvou pre poistovne bolo upriamit pozornost’ pri ocefiovani
produktov na iné vyznamné faktory. Aby sa nenaplnili obavy spotrebitel'ov o raste cien,
rozhodli sa poistovne zvyhodnit’ ceny pripoisteni na produktoch, ktorych sa tykali zmeny.
Okrem modernizacie a vylepSovania starych produktov dostali poistovne moznost
orientovat’ sa na produkty charakteristické pre jednotlivé pohlavia.

Za najvacsiu hrozbu vietkych zmien a obmedzeni v legislative Eurdpskej Unie sa
povazuje oslabenie ekonomickej efektivnosti poistovnictva. Strategickym krokom
na znemoznenie nastatia tejto situacie je prevencia antiselekcie a moralneho hazardu.

Moralny hazard spociva v klesajucej motivacii konat' opatrne, ¢im rastie riziko,
na ktoré sa vzt'ahuje ochrana. O moralnom hazarde moézeme hovorit’ teda len v pripade, ze
existuje poistna ochrana, ktord ma za nésledok narast rizika. Morélny hazard je zjednodusene

znazorneny na obrazku €. 2.

Obrazok €. 2 - Schéma moralneho hazardu

Uzavretie poistne] ZvySenie rizika vzniku

zmluvy poistnej udalosti

Zdroj: vlastné spracovanie
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V pripade nepriaznivého vyberu, ktory sme uz spominali vysSie, je postup opacny.
K uzavretiu poistnej zmluvy dojde az potom, ako ddjde k poklesu motivacie konat’ opatrne.
Neopatrné spravanie je kvazi pri¢inou toho, preco sa ¢lovek rozhodne uzavriet poistnti zmluvu.

Schematické znazornenie nepriaznivého vyberu je zachytené na obrazku ¢. 3.

Obrazok €. 3 - Schéma nepriaznivého vyberu

2Zvy3enie rizika vzniku Uzavretie poistnej

Skodnej udalosti zmluvy

Zdroj: vilastné spracovanie
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2 Ciel prace

Ciel'om diplomovej prace je predovsetkym modelovanie imrtnostného spravania
populacie Slovenskej republiky pomocou znamych zakonov umrtnosti. Existuje velké
mnozstvo zakonov umrtnosti, z ktorych vzorku sme zvolili tak, aby obsahovala vyber
od najjednoduchsich zakonov umrtnosti po najzlozitejSie zakony imrtnosti, od najstarSich
az po tie, ktoré boli publikované len nedavno. Okrem doslednej selekcie zdkonov tmrtnosti,
sme modelovali imrtnost’ v réznych rokoch s ¢asovymi odstupmi 12 rokov — 1993, 2005
a2017. Tymto sme pripravili vhodné podmienky pre vzajomné porovnanie vyslednych
modelov.

Zacneme od podstaty abudeme sa snazit dat’ Citatelom zdkladny pohlad
na problematiku tykajicu sa umrtnosti v oblasti poistovnictva. Tu sa Citate oboznami
so zékladnymi pojmami zivotného poistenia, pre ktoré je umrtnost velmi dolezitou
sucastou. Cielom aplikacnej Casti prace bude najdenie funkcii opisujicich umrtnost
populécie na Slovensku spolo¢ne s odhadom ich parametrov. Pokial takyto model ndjdeme,
dostavame efektivny a Gisporny ndstroj na najrozmanitejSie operacie s praktickymi datami
0 imrtnosti populacie. Dalej si v kapitole bliz§ie opiSeme umrtnost a jej ukazovatele
apozrieme sa aj na vyvoj umrtnosti medzi rokmi 1993 az 2017 s imyslom informovat’
Citatel'a o aktudlnej situacii v oblasti imrtnosti na Slovensku. Jednym z faktorov, ktory
ovplyviiuje timrtnost’ je aj pohlavie, ktoré bolo prostrednictvom Gender smernice zakdzané
pouzivat' pri aktudrskych vypoctoch. Preto je nasSim zamerom poukéazat' na rozdiely
V imrtnosti muzov a Zien, a taktiez popisat’ vplyv Gender smernice na oblast’ poistovnictva.

V 3. kapitole sa budeme detailne venovat' vybranym zakonom umrtnosti, ich
prednostiam aj nedostatkom, ale aj vzt'ahom ddlezitym pre ich modelovanie. Tiez sa budeme
sustredit’ na to, aby sme ¢o najzrozumitel'nejSie opisali metody odhadu parametrov zakonov
umrtnosti, ktoré spadaji pod nelinedrnu regresni analyzu a st nevyhnutné pre aplikaciu
modelov na realne data o iimrtnosti populacie Slovenska. Aby sme boli schopni porovnat’
vysledné modely, budeme sledovat miery kvality modelov a presnosti ich progndz,
Z ktorych si zvolime priemerny stcet Stvorcov rezidui MSE a Standardnt odchylku rezidui
RMSE. Na dosiahnutie cielov sme pouzili analyticky softvér SAS Enterprise Guide, ktorého
zakladnym rozhranim a ukazkou procedury nelinearnej regresie spolu s vystupom sme Sa

zaoberali tiez v tejto Casti prace.
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V praktickej cCasti, ktora tvori zavere¢nu kapitolu diplomovej prace, vyuzijeme
teoretické poznatky z predchadzajucich ¢asti prace na samotnu aplikaciu zakonov umrtnosti
s cielom porovnat’ projekéné vlastnosti jednotlivych modelov pre data Slovenskej republiky.
Predmetom modelovania je vekovy interval od 0 do 100 rokov. Najskor graficky
porovnavame vekovo Specifické miery umrtnosti v zavislosti od pohlavia s imyslom
poukazat’ na rozdiely v imrtnosti medzi muzmi a zenami. Na zaver, pri reS§pektovani Gender
smernice, zanedbame faktor pohlavia pri modelovani umrtnosti a poktisime sa najst’ model,
ktory by ¢o najlepsie zodpovedal redlnym datam umrtnosti slovenskej populacie v rokoch
1993, 2005 a 2017. Okrem softvéru SAS Enterprise Guide sme v praktickej ¢asti pouzili aj
Microsoft Office Excel, pomocou ktorého st na zaklade vysledkov zhotovené rozne grafy
a tabul’ky.

V koneénom dosledku je naSim umyslom vytvorit material, ktory by citatel'ovi
rozsiril vedomosti z oblasti zakonov imrtnosti a ich modelovania. Snazime sa tiez poukazat’

na vyznam aktudarskej demografie a Statistiky v poistovnictve.
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3 Metodika prace a metody skimania

Kapitola obsahuje struény prehl'ad zakonov umrtnosti, ktoré sa pouzivaju
na modelovanie umrtnosti nielen I'udskej populacie. Pri predstavovani modelov budeme
VO vSeobecnosti vychadzat z publikacii [3], [7] a [17].

Nasim cielom je odhadnut’ parametre vybranych zdkonov imrtnosti pomocou SAS
Enterprise Guide. Uvedieme si tri zakladné metody odhadu parametrov nelinearnej regresie
(Gaussova-Newtonova metoda, Gradientna metoda, Levenbergova-Marguardtova metoda),
ktoré s v tomto analytickom softvéri dostupné. BlizSie informacie o metédach mézeme
najst’ v [9].

V kapitole st zahrnuté aj zdkladné miery kvality modelov a presnosti ich progndz
(priemerny sucet §tvorcov rezidui MSE, Standardna odchylka rezidui RMSE), ktoré sme
v praktickej Casti pouzili na vzijomné porovnanie modelov Umrtnosti. Viac informadcii

0 tychto, ale aj d’alsich mierach kvality modelov najdeme v [10].

3.1 Zakony umrtnosti

Zakony Umrtnosti popisuju umrtnost pomocou matematickych spojitych funkcii
veku. NajcastejSie si zakonmi umrtnosti vyjadrené zakladné umrtnostné funkcie, a to miera
umrtnosti q,, intenzita umrtnosti u, a centralna miera umrtnosti m,. Podet parametrov
tychto funkcii sa obvykle pohybuje od dvoch do deviatich. Niektoré zadkony su platné pre
celé vekové rozpitie, iné sa vztahuju iba k vybranym vekovym intervalom. Uplatnenie
nachadzaju pri vyrovnavani dat a redukcii Statistickych chyb, pri konStrukcii tmrtnostnych
tabuliek, taktiez s vhodné na dopliovanie neuplnych dat a vel'mi Casto su pouzivané
na progndzy vyvoja umrtnosti populécie.

Zakony umrtnosti sa postupom ¢asu vyvijali a upravovali. Na obrazku ¢. 4 mézeme
vidiet ¢asovu os imrtnostnych modelov do roku 2000. Vedci, ktori sa pri¢inili o rozvoj danej
problematiky, castokrat vychadzali zpovodnych matematickych funkcii. Pridanim,
respektive upravou parametrov boli aj vd’aka lepSej informovanosti o imrtnosti populacie
schopni odstranit’ niektoré nedostatky. Okrem tychto vznikali vSak aj nové zikony

umrtnosti, ktoré boli zalozené na inych predpokladoch.
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Obrazok €. 4 - Casova os zdkonov imrtnosti
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Najvacsim problémom pretrvavajucim az dodnes je kvalita a spolahlivost’ dat.
Nezrovnalosti v datach sa tykaju okrem udajov os6b Vv mladSom veku predovSetkym
najstarsich skupin obyvatel'stva. V minulosti sa vysSich vekov dozival len vel'mi maly pocet

0s0b, a preto existovalo nedostatoéné mnozstvo informacii o Grovni tmrtnosti v tomto veku.

Pokial' sa nam teda podari skonStruovat’ funkcie opisujiice imrtnost’ populdcie
v danom ¢ase pre populaciu, popripade z pohl'adu poist'ovne pre poistny kme, a to spolocne
S odhadom ich parametrov, dostavame efektivny a Gisporny nastroj na najrozmanitejSie
operacie s praktickymi datami o umrtnosti populécie, ktoré su vicSinou vyjadrované
vo forme umrtnostnych tabuliek.

Zakony umrtnosti uvedené v tabulke €. 1 opisuji imrtnost’ v pevnom ¢asovom bode.
Skuto¢na tmrtnost’ je vSak stochastickd a neustale sa vyvijajuca. Teda, zatial' ¢o modely
umrtnosti opisané v tabul'ke st statické, parametre sa musia nastavovat’ periodicky, aby

vyhovovali zmendm V imrtnostnom spravani populacie.
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Tabul’ka &. 1 — Zékladné parametrické funkcie 'udskej imrtnosti

Autor Rok Model
1
De Moivre 1725 =
Hx > —x
Gompertz 1825 U, = Bc*
Makeham 1867 U, = A+ Bc*
Makeham - U, = A+ Hx + Bc*
Oppermann <1870 Uy = AeB* + (C + Dx)e E*
1 1
Oppermann 1870 1, =Ax" 2+ B+ Cx3
Thiele 1871 iy = Ae™ BX 4 CePO—E)* 4 pGx
. . 1
Wittstein & Bumstead 1883 gy = EAe_(Bx)N + A~ M-0N
_ A+ Bc* +Det
Perks 1932 e = pox 1 T P¢
Weibull 1951 Uy = kx™
I
Van der Maen 1943 Uy = A+ Bx + Cx? + Vg
I
Van der Maen 1943 Uy =A+Bx + Y-
Dvojity geometricky model — — Uy = A+ Bc* + Mn*
Bc*
Beard 1971 =
G =A% Ec™2X + 1+ Dc*
Beard-Makeham 1971 = —KAeBx C
M =1 aeBr T
AeBx
Gamma-Gompertz 1979 Hx = e
1+=0(eBx—1)
B
Heligman-Pollard 1980 q(x) = AG+BC 4 pe-E(nx-InF)* 4 cpx
GH*
Heligman-Pollard 1980 — A&+B)¢ -E(lnx —nF)? o _ 177
g qgx) = A + De + g ny
GH
Heligman-Pollard 1980 — AG+B)C —E(lnx—nF)? , __ 2
g qgx) = A + De + g KgCHx
. GH
Heligman-Pollard 1980 q(x) = AGHB 4 pe EUnx—nF)? 4
1+ GH~*
Siler 1983 Uy = Ae_Bx +C + DeEx
. AeB* + C
Martinelle 1987 = KeBx
Mx = 1 Debx T Re
. B-e%*
Kannisto 1998 U
*T1+4B-ew
AeBx
Kannisto-Makeham — =
M = 1 feBx +
Coale-Kisker - m, = eAx +Bx+C

Zdroj: vlastné spracovanie
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3.1.1 KonStantna intenzita umrtnosti

Najjednoduch§im matematickym modelom a zaroven najpouzivanejSim modelom,
ktory zjednodusuje aktuarske vypocty, je konStantna intenzita amrtnosti. Vzhl'adom na fakt,
ze pocas studia aktuarstva sme sa s konStantnou intenzitou stretli najcastejSie, popiseme ju,
aj ked’ nie je vhodna pre 'udsku populaciu a vysvetlime si aj z akého dovodu.

Pre intenzitu imrtnosti tohto modelu plati, Ze je nezavisla od veku x, a teda mézeme

ju zapisat’ ako
Uy = A, A = konStanta
Pravdepodobnost’, Ze x — ro¢na osoba sa dozije veku (x + t) je

t t
tpx — e_fo Ux+sds — e_fo Ads — e_/lt
Funkciu ;p, = S,(t) nazyvame aj miera prezitia, respektive distribucia prezitia. Pre

distribu¢nu funkciu x — rocnej osoby potom plati
FE@)=1-py=1- e~

Ako sme uz spomenuli, nedostatkom tohto predpokladu je nezavislost' intenzity
umrtnosti 0od veku, a teda aj funkcie prezitia od veku osoby. Ked'Ze o¢akavame rast intenzity
umrtnosti s narastajucim vekom, moézeme skonStatovat, ze takyto zdkon je ocividne

nevyhovujtci pre 'udska populaciu.
3.1.2 Gompertzov zdakon timrtnosti

Jeden z prvych a zaroven najuspesnejSich pokusov o matematické vyjadrenie
zavislosti irovne umrtnosti na veku ucinil Benjamin Gompertz v roku 1825. Bol to anglicky
matematik a aktuar, ktory stidiom l'udskej populacie dosiel k zaveru, ze pravdepodobnost’
umrtia v danom roku sa zdvojnasobuje kazdych 8 rokov. Zakon spociva na vSeobecnom

predpoklade, Ze odolnost’ ¢loveka voci smrti klesa S narastajicim vekom. Inak povedané,
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umrtnost’ narastd exponencialne v zavislosti od veku a intenzita umrtnosti je vyjadrena

vztahom
Uy = B-c* (3.1)

kde je intenzita umrtnosti ur¢end dvoma realnymi parametrami B a c, pre ktoré plati B > 0

ac>1.

Funkciu prezitia vyjadrime vo vSeobecnosti vztahom

L= 1, e Jatsts (3.2)
Ak do (3.2) dosadime a = 0, potom

Lo = lo- e~ Jo Betat (33)

kde [, bude urcovat tzv. koren imrtnostnej tabul’ky (najcastejsie sa stanovi 100 000 osdb).

Vypocétom integralu nachadzajticeho sa v exponente vzt'ahu (3.3) dostaneme

fo B-ctdt =B [lncl =~ 1 (3.4)

a dosadenim do funkcie prezitia v (3.3) vyjadrime vztah

B . . B \(c*-1)
L= ly-e W@ D= . (e‘m) (3.5)

B
o« -— l Mo ,
v ktorom oznafime e Inc = g ago = k. DalSou upravou vztahu (3.5) dostaneme

LL=k-g (3.6)

Aby sme vyjadrili pravdepodobnost’ prezitia ;p,, dosadime predosli vzt'ah (3.6) do

definicie pravdepodobnosti ;p, a upravime na pozadovany tvar
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Cx+t

_lx+t_k'g

tpx - lx - k . gcx

= gcx'(ct_l) (37)

Parametre Gompertzovho zakona dostatocne spolahlivo opisuju Umrtnostné
spravanie populacie. Je prekvapujuce, Ze zakon plati vo velkom pocte krajin, vo velkom
pocte ¢asovych obdobi a dokonca aj pre rozne druhy organizmov, nielen pre ¢loveka. Zatial
¢o skutoénd priemerna dizka Zivota osob sa 1idi z krajiny na krajinu a od zvierata po zviera,
plati to isté vSeobecné pravidlo, Ze pravdepodobnost’ umrtia v danom veku sa zdvojnasobi

kazdych x rokov. Je to tizasny fakt a nikto nerozumie tomu, preco je to pravda.

3.1.3 Makehamov zdkon umrtnosti

Uz Gompertz vo svojej praci poznamenal, Ze okrem exponencidlne rasticej
umrtnosti Vv zavislosti od veku, moze existovat’ aj zlozka umrtnosti, ktord je nezavisla
od veku. Avsak pre analyzu Zivotnych tabuliek, ktoré boli vtedy k dispozicii, sa obmedzil
len na exponencidlnu zlozku tmrtnosti. O par rokov neskor, v roku 1860 pridal d’alsi poistny
matematik William Makeham ku Gompertzovmu vztahu ¢len nezavisly od veku. Tato
zloZka, obvykle oznaCovand pismenom A, je nazyvand ako Makehamov parameter a plati

A > 0. Vznikol vzt'ah, ktory je dnes oznacovany ako Makehamov zdkon Gimrtnosti
Uy =A+B-c* (3.8)

Tento parameter posuva graf funkcie u, 0 konstantu A. Ked’Ze ide o zovSeobecnenie
uz existujuceho Gompertzovho vztahu, Casto je nazyvany ako Gompertzov-Makehamov
zdkon timrtnosti. Zakon je pouZivany k opisu rozdelenia dizky Zivota pre Siroké spektrum
organizmov (komare, mysi, kone, vysokohorské ovce) vratane I'udi.

Vyhodou tohto zakona imrtnosti je relativne jednoducha interpretacia, kompatibilita
modelu spojena s pomerne malym mnozstvom parametrov, a tiez skuto¢nost’, ze k odhadu
parametrov nie je nevyhnutny Specialny softvér. Na druhej strane slabou strankou je ale

skeptickost’ umrtnosti VO vysokych vekoch, ktora mimoriadne nadhodnocuje.

Analogicky ako v predchadzajlicej casti odvodime funkciu prezitia

=1, - o~ Ju(A+B-chat (3.9)

L, =
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Pre « = 0 dostaneme
L=, e—féc(A+B-ct)dt (3.10)

Upravou integralu a dosadenim do funkcie preZitia dospejeme k vyslednému vztahu

X Ct x B
f(A+B-ct)dt=IA-t+B-—l =Ax+—(c*-1)
0 Inc|, Inc

B x
L = I, - e |4+ me D) (3.11)

B
_ -5 !
Pres=e™, g=ce lncakzg"dostaneme

L, =k-s* g (3.12)
Vztah pre pravdepodobnost’, Ze x — ro¢na osoba sa dozije veku (x + t) bude vyzerat’ takto

t t
P = e—fo PxtsdS — e—fo(A+ch+S)ds —

e f;Ads+ch f(f cSds

(3.13)

—Atgcx(ct—l) =gt. c*+(ct-1)

Zaujimave je, ze Gompertz aj Makeham si uvedomovali, Ze ich vztah pre intenzitu
umrtnosti (3.8) rozhodne nezodpoveda umrtnostnému spravaniu sa populacie vo vsetkych
vekoch. Uz oni ho povazovali za vztah, ktory najvierohodnej$ie opisuje umrtnostné
spravanie 'udskej populacie v rozmedzi od veku 20 rokov az po 60 rokov. V sucasnej dobe
sa vSak pouziva skor pre vyssSie veky, co moze byt’ vysvetlené vysokym progresom zivotnej

urovne, ¢im sa mohla vtedy urcena hranica posunut’ vyssie.

3.1.4 Coaleov - Kiskerov zdkon umrtnosti

Alternativou pre Gompertzov-Makehamov zakon amrtnosti je model Coale-Kiskera,
ktory priklada déraz na zmenu miery tmrtnosti v dvoch po sebe idacich rokoch. Hlavnym
rozdielom tychto alternativnych zakonov je, ze Coaleov-Kiskerov zékon umrtnosti

predpokladd, Ze rast miery Umrtnosti klesa vo vysokych vekoch linearne, zatial' ¢o
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pri Gompertzovom-Makehamomov zakone sa domnievame, ze umrtnost vo vysokych
vekoch ma konstantny priebeh rastu.
Coaleov-Kiskerov model mozeme zapisat’ pomocou $pecifickej miery imrtnosti m,,

ktora je blizsie definovana v kapitole 1.2, vzt'ahom
m, = eAx2+Bx+C (3.14)

v ktorom A, B a C predstavuju parametre modelu. V ramci Slovenskej republiky sa tento
zakon nikdy formalne nepouzil, no vo zvy$nych eurdpskych Statoch bol uz v minulosti
vyznamnou alternativou uz niekol’kokrat spominaného Gompertzovho-Makehamovho
zakona. Jeho prednostou je predovsetkym vysSia flexibilita, a tiez numericka ustalenost’
pri odhade parametrov.

Model pozaduje dodrzanie dvoch predpokladov. Prvym je nevyhnutnost’ toho, aby
miery umrtnosti okolo veku 85 boli vierohodné a my sme tak mohli parameter pre vek 85
pocitat’ priamo z dat. V pripade Slovenskej republiky budeme tento predpoklad povazovat
za zachovany. Dal$im predpokladom je uréenie tzv. maximalne dosiahnutel'ného veku, ktory
pri modelovani umrtnosti populacie Svédska stanovili Coale a Kisker fixne na vek 110
rokov. V pripade, ze zmenime maximalny dosiahnutel'ny vek w, $pecifické miery imrtnosti

sa postupne vyrovnaju v sulade s naddejou dozitia pri narodeni jednotlivca.

3.1.5 Kannistov zakon umrtnosti

Kannistov zakon umrtnosti patri do skupiny logistickych modelov, ktoré st
v poslednej dobe stale viac popularnej$imi pri projekcii imrtnosti.

Vo vSeobecnosti mozno intenzitu imrtnosti zapisat’ v tvare

AeBx

= 3.15
1+ AeBx ( )

M

kde A, B reprezentuji parametre modelu, pricom parametre A, B si nezaporné a intenzita
umrtnosti smeruje asymptoticky k ¢islu 1. Makeham pridal k vztahu (3.15) novy parameter
C, ktory ako v pripade Gompertzovho-Makehamovho zékona spdsobuje posun krivky

intenzity imrtnosti o konstantu.
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AeBx

“Trae=te (316

Hx
Kannistov model mézeme jednoduchou upravou prepisat do logistickej podoby

nasledovne
logit(q,) = In(a) + bx (3.17)

a pre funkciu logit(q,) plati vzt'ah

logit(qy) = In (Z—) = In(q) — In(px) (3.18)

Obrovskou vyhodou tohto modelu je flexibilita, ked’ze veI'mi dobre opisuje sti€asny
trend amrtnostného spravania populacie, a tiez vykazuje dlhodobu spolahlivost’ az do veku
w = 120. Pre vysoké veky 100 rokov a viac st to pre krajiny VO vyspelej Eurdpe

momentalne najvhodnejsie modely.

3.1.6 Helligmanov - Pollardov zdkon uumrtnosti

Helligman a Pollard navrhli vroku 1980 niekol’ko parametrickych modelov
umrtnosti, ktoré su schopné modelovat’ trend umrtnostného spravania 'udskej populacie
pre vSetky veky s vynimkou nultého roka a maju biologicku interpretaciu. Prave z tohto
dovodu patria k najrozsirenej$im a najviac pouzivanym zakonom Gmrtnosti v demografii.

Model, ktory predstavili ako prvy, mal 8 parametrov a mozeme ho napisat’ takto

qy = A@+BC 4 pe-E(nx-InF)?* L cpx (3.19)

kde A,B,C,D,E,F, G, H st odhadované parametre.

Helligmanov-Pollardov model sa deli na 3 &leny. Prvy &len A®+B) predstavuje
umrtnost’ detskej populacie, v ktorej parameter A predstavuje dojcenskilt umrtnost’
a parameter B odzrkadl'uje mieru imrtnosti deti vo veku 1 roka. Parameter C odraza mieru
umrtnosti az po zaciatok dospelosti. VSetky tri parametre A, B, C nadobudaju hodnoty

z intervalu (0,1).
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Druhy ¢len De EUnx—InF)* renresentuje Gmrtnost hlavne z dovodu nehdd,
v ddsledku coho dostal aj nazov havarijny hrb. Parameter D meria vysku havarijného hrbu,
pri¢om nadobuda hodnoty z intervalu (0,1). E udava jeho $irku a jeho hodnoty st kladné.

Parameter F predstavuje umiestnenie havarijného hrbu na vekovej osi.

Posledny ¢len tvoreny Gompertzovym zakonom umrtnosti reprezentuje amrtnostné
spravanie dospelych l'udi. Hodnoty parametrov sa nachadzaju v intervale (0,1), respektive
(0, 00). Parameter G pritom meria zakladnt urovenn imrtnosti dospelych a H predstavuje
mieru narastu umrtnosti alebo inak sklon Gompertzovej krivky.

Helligman a Pollard svoj prvy model d’alej upravovali, az kym nepri§li na jeho

posledny tvar, ktory vyzera takto

(x+B)¢ —E(Inx — InF)? GH” (3 20)
Qe = A + De + —= '
1+ GH~*
Vhodnost' ich zidkonov umrtnosti cez vsetky vekové kategérie sa osvedcCila
na empirickych pozorovaniach tmrtnosti populacie Spojenych Statov americkych, a tiez
V Australii asu znovu pouzivané na modelovanie umrtnosti ako alternativny sposob

ku Gompertzovmu-Makehamovmu modelu.

3.1.7 CoDe zakon umrtnosti

CoDe model patri medzi najmladSie zakony umrtnosti. UmozZiuje modelovat’
umrtnostné spravanie populacie v celom vekovom rozpéti. Nazov dostal na zéklade
anglickych vyrazov Compression (zhustovanie) a Delay (oneskorenie), pretoze pomaha
rozliSovat’ u€inky zhustovania a oneskorenia tmrtnosti 'udskej populécie.

CoDe model obsahuje 10 parametrov, z ktorych pat’ sa v ¢ase meni. Tychto pat
interpretovatel'nych Casovo zavislych parametrov odrdza oneskorenie imrtnosti a zmeny
Vv umrtnosti v detstve, V dospievani, v strednom veku a starobe.

Formulacia tohto modelu, kde /(*) je takzvana indikatorova funkcia, b; urcuje sklon krivky
pravdepodobnosti umrtia pred vekom (M — h), b, medzi vekom (M — h) a M a bs

nad hodnotou modalneho veku umrtia M, je nasledovna
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A aex—m by eb1(x—M)

= + +I(x<M-h + (3.21)
e x+B 1+e&m ( ) 1+ ﬁebl(x—M)
9
b,el2(x—M) byebs(x=M)
+IM—h<x<M) +ci|+1(x> M) A +c,
1 +_Zeb2(x—M) 1 +_3€b3(x—M)
g g

Parametre c; a c, su konstanty, ktoré su vyjadrené pomocou nasledujucich vzt'ahov

b ebi (=M b,eb2(-1)
" 1+ ﬁebl(—h) - 1+ &ebz(—h) (3.22)
g g
€2 = b +c bs
ST R (3.23)
142 14+=3
g g

Vysledny model CoDe sa teda sklada z piatich ¢lenov, ktoré predstavujt imrtnost’
V po sebe nasledujucich etapach zZivota. Prvé dve sa pouZivaji na modelovanie timrtnosti
v mladom veku a v dospievani. Zvy$né tri zahffiaji vyrazy, ktoré rozliSuji umrtnost’ v skorej
dospelosti, neskorej dospelosti a v starobe.

Model umrtnosti pre nizky vek je opisany pomocou jednoduchej funkcie, ktora

. S - , A .
predpoklada inverzny vztah medzi umrtnostou a vekom s Parameter A reprezentuje

uroven detskej umrtnosti a B je ovplyvneny mierou poklesu imrtnosti v detstve. Vzhl'adom
na fakt, Ze efekt zmien v hodnote B v ¢ase je relativne maly, zmeny v imrtnosti v mladSom
veku mozno pripisat’ najma zmenam hodnoty parametra A. Interpretdcia tohto parametra je

potom trividlna, nizSia imrtnost’ deti zodpoveda niZSej hodnote parametra A.

V rokoch dospievania narastd pravdepodobnost umrtnosti pomerne rychlo
a nasledne sa ustali pred zaciatkom dospelosti. Toto sa zvy€ajne nazyva, ako uz spominany,

havarijny hrb umrtnosti. V CoDe modeli je tento stav opisany pomocou logistickej funkcie

ae(x—m)

PR kde m urcuje vek, v ktorom je narast v rokoch dospievania viditeIne najprudsi a

parameter a predstavuje zvy$ni umrtnost’ sposobenti d’alsimi faktormi. Pre nase data je
charakteristicky prudky narast umrtnosti vo veku 16 rokov, ¢o sa zhoduje s krajinami ako

Japonsko, Franctzsko a Dansko, na ktorych bol tento model testovany.
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Ked’ze mame dospelost’ rozdelenu do troch Casti (skora dospelost’, neskora dospelost’
a staroba), hodnotu h zvolime 30 rokov. Priemerna hodnota modalneho veku v nasich datach
je okolo 80 rokov, ¢o znamend, Ze parameter b; zaznamendva umrtnost’ priblizne 50 rokov
(skora dospelost’), b, vplyva na umrtnost’ medzi 50 az 80 rokov (neskord dospelost’) a
parameter b; vyjadruje tmrtnost’ nad 80 rokov (staroba). Parameter g predstavuje priblizna
hodnotu pravdepodobnosti imrtia nad 110 rokov, ktora podl'a vedcov z [18] je rovnaka
a rovna sa zhruba 0,7. My tto hodnotu prevezmeme, a teda vysledny model po doplneni do

vztahu (3.21) bude mat’ tvar

A ae(x—16) blebl(x—SO)

Qx = + —— + I(x < 50) + (3.24)
* x4+B 1+e&x-16 1+ ﬂebl(x—so)
0,7
Zebz(x—SO) b3eb3(x—80)
+1(50 < x < 80) + ¢ |+ I1(x > 80) +c, .
1+ 0_27 b2 (x—80) 1+ 0_37 b3 (x—80)

) )

3.2 Odhad parametrov nelinearnych regresnych modelov

Ked'Ze zakony umrtnosti predstavujt pokusy ako opisat’ empirické pozorovania, st
uzko spojené so Statistickymi technikami analyzy udajov o imrtnosti a v dnes$nej dobe by
boli oznacené ako parametrické modely nelinearnej regresnej analyzy.

Zékladna myslienka nelinearnej regresie je totozna s mysSlienkou regresnej analyzy.
Cielom regresnej analyzy je najst vztah medzi zavislou ajednou alebo viacerymi
nezavislymi premennymi regresného modelu. Ak zavisli premennt vyjadrime pomocou
linearneho vzt'ahu, hovorime o linearnej regresii. Ak zavislost’ nie je linearna, jej priebeh sa
vyjadri vhodnou nelinearnou (polynomickou, logaritmickou, exponencialnou, atd’.)

regresnou funkciou.

V nasej praci sa zameriame na nelinearnu regresiu a modelovanie uUmrtnosti
slovenskej populacie v zavislosti od veku. V tejto Casti si opiSeme najpouzivanejSie iterané
metody odhadu parametrov nelinearneho regresného modelu, ktoré su dostupné v softvéri
SAS Enterprise Guide, atiez sposoby vyberu modelu, ktory najlepSie vystihuje dant

zavislost’ pomocou mier presnosti odhadu parametrov regresného modelu a ich prognoz.
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3.2.1 Gaussova - Newtonova metoda

Gaussova-Newtonova metdda patri medzi itera¢né metddy vyuzivajuce derivaciu
funkcie. Jej hlavnou nevyhodou je, Ze ob¢as konverguje vel'mi pomaly, ¢o vedie k vel'kému
poctu iteracii. V urcitych pripadoch méze dokonca oscilovat, ¢o sa prejavuje poklesom
V jednej iteracii a naslednym rastom saétu Stvorcov v nasledujucej iteracii. Rast a pokles

suctu Stvorcov sa opakuje az pokym sa hodnota nestabilizuje.

Gaussova-Newtonova metoda vychadza z linearnej aproximacie funkcie f(x;,0)

Taylorovym rozvojom v bode 9=(<91°,6?2° O), .., 6 ) so zachovanim len linearnych

podmienok. To nam dava

j=1 i

f(x.0)=f(x, e‘%i{%} (o, —0?)}+£, (3.25)
Ak oznaCime :

f0=(x,0°)

Fi=0,-0;

]

potom sme schopni nelinearny regresny model prepisat’ do tvaru
k
y, — £ ZZIBJQJi(j)_'_gi (3.26)
=1

kde i =1 2,...,n. Touto Gipravou sme ziskali linedrny regresny model. Vektor 8° zvy&ajne

nazyvame pociato¢na hodnota parametrov. Rovnicu vieme tiez zapisat’ ako
y? =% +¢° (3.27)
a teda odhadom vektora B° je vektor fio , pre ktory plati

BO=(3T0) 30Ty =(37T3°) 30T (y— £°) (3.28)
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a J je transponovana matica k matici J°.

Vzhladom na to, ze B°=0-0°, dalsiu iteraciu, ¢ize odhadnuty vektor parametrov

0' mozeme definovat takto

~

0l =p°+6° (3.29)

Postup vyjadrenia vztahu pre d’alSie vektory parametrov je obdobny ako v (3.29),

preto vSeobecny predpis iteracii vieme zapisat’ pomocou (3.28) tymto spdsobom

ék+1 :ﬁk +6k :(JKTJk )_1.JkT (y_fk)+6k (330)
v ktorom

AR A

7

Iteracny postup pokracuje, az pokial’ nebude splnena podmienka konvergencie, teda

pokial neplati

0" —0; <5 (3.31)
Z

kde j=12,...,k a & je vopred dané malé kladné &islo, zvycajne 1076,
Gaussova-Newtonova metoda relativne dobre konverguje, pokial’ plati aspon jedna
Z nasledujtcich podmienok:

e Rezidua st malé, tzn. poc¢iato¢ny odhad parametrov bol vel'mi dobry.

e Regresna funkcia f (x, ) je takmer linedrna.

e Rezidua maju striedavé znamienka.

V pripade, ze metoda nekonverguje alebo konverguje vel'mi pomaly, mézeme pouzit
rozne modifikacie Gaussovej-Newtonovej metody, popripade tzv. kvazi-newtonovské
metody alebo tiez Gillovu-Murrayho metodu. Viac o modifikaciach Gaussovej-Newtonovej

metody je mozné zistit’ napriklad v [14].
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3.2.2 Gradientna metoda

Gradientna metdda (Metoda najstrmsieho zostupu) urCuje globalne minimum funkcie
suétu  §tvorcov rezidudlnych odchylok (Sum of Square Errors) S(@) priamou
minimalizaciou. Jej cielom je dostat’ sa z poiatoéného vychodiskového bodu 0° v smere
vektora s prvkami danymi parcidlnymi derivaciami funkcie sictu Stvorcov rezidualov
vzhl'adom na prvky vektora parametrov 0 . Je to typ iteracnej metédy vyuzivajucej gradient
funkcie.

Funkcia S rapidne klesa v smere zaporného gradientu. V pripade, ze teda mame

hodnotu S(@) funkcie f (xi , 9), potom smer funkcie kolise v smere

23T y-f(e)] (3.32)

kde matica J je Jakobian funkcie f(x;,0).

Dalsiu iteraciu vektora parametrov @ mozeme vypoéitat’ dosadenim do vieobecného

predpisu takto

0kt =0k + A0 [ y— f(0")] (3.33)

kde A reprezentuje skalar zvoleny takym sposobom, aby platilo

(0 + 07 [y—f(6)])<s(6%) (3.34)

Metdda najstrmsSieho zostupu sa ¢astokrat pouziva na stanovenie oblasti s najvacSou
pravdepodobnost’ou dosiahnutia optima pri postupe z vychodiskového pociato¢ného odhadu
optimalnych podmienok. Medzi najvicSie nevyhody gradientnej metddy pri rieSeni
nelinearnej regresnej ulohy patri, Ze niekedy moéze vel'mi pomaly konvergovat. Najstrmsi
zostup spravidla funguje najlepSie vtedy, ak je pociatoény vychodiskovy bod dalej
od optimalneho bodu. Aj ked’ sa iteraciami dostavame do blizkosti optima, procedira bude
vykazovat' kratSie kroky spolu s nahodnym spravanim. To je uz spominany problém

konvergencie gradientnej metddy.
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V porovnani s Gaussovou-Newtonovou metodou, ktoré je opisana v predchadzajtcej
Casti 3.2.1, metdda najstrmsieho zostupu funguje efektivnejsSie v prvych iteraciach, v ktorych
aj Vv pripade zlych vstupnych odhadov dokaze rychlejSie najst’ zodpovedajtci smer k minimu
funkcie suctu Stvorcov. Naopak v koneénych iteraciach pracuje horSie, pretoze v oblasti

minima funkcie Stvorcov Castokrat konverguje pomaly, alebo tiez osciluje.

3.2.3 Levenbergova - Marquardtova metoda

Dalsou populdrnou metédou odhadu parametrov nelinearneho regresného modelu je
tiez modifikacia jednoduchej linearizacie. Ako prvy publikoval tento algoritmus odhadu
parametrov K. Lavenberg, ato v roku 1944 a nasledne bol znovuobjaveny v roku 1963
D. Marquardtom. Z ¢asu na Cas sa tato metéda oznacuje pojmom Marquardtov kompromis,
pretoze sa usiluje o skibenie prednosti uz vyssie spomenutych metéd — Gaussovej-
Newtonovej metddy a Gradientnej metody.

Zaciname rovnako ako pri predchadzajiicich metdédach nultou iteraciou, resp.

pociatoénym vychodiskovym vektorom parametrov 0°. Pri nasledujicej iteracii ©'

vychédzame zo vzt'ahu

0'=0°+5 (3.35)

kde 5 je parameter. Na urCenie parametra & su funkcie f(x;,0+&) aproximované

linearizaCnym vzt'ahom
f(x,0+6)=f(x,0)+J5 (3.36)

v ktorom J = predstavuje gradient funkcie f(x;, ®) vzhladom na parameter 6.

of (x;, 0)
00,
V minimalnej sume $tvorcov S(0) bude gradient vzh'adom na vektor parametrov @ nulovy.

Prostrednictvom aproximacie (3.36) vyjadrime

S(0+5) [y~ f ()5 (3.37)
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Ak funkciu zderivujeme podl'a § a polozime ju rovnu nule, dostaneme

(079)5=3"[y—-f(0)] (3.38)

Kde J je Jakobian, ktor¢ho i-ty riadok oznacujeme J; a f spolus y reprezentuji vektory
i-tej zlozky funkcie f(x;,®). Takto dostaneme sustavu linedrnych rovnic, ktorej rieSenim

je parameter § (vid’[15]).
Levenberg sa pri¢inil k rozvoju tejto metddy tak, ze nahradil rovnicu (3.38), tzv.

tiImenym variantom
(3" 3+1)5=3"[y—1(9)] (3.39)

v ktorom | je jednotkova matica, ktora udava prirastok 6 k odhadovanému vektoru
parametrov 0.

Tlmeny faktor A >0 je prisposobeny vo v§etkych iteraciach. V pripade, ze dochadza
k rapidnemu poklesu suétu §tvorcov S(0), vyuzivaju sa mensie hodnoty A a algoritmus sa
priblizuje ku Gaussovej-Newtonovej metdde vypoctu opisanej v Casti 3.2.1. V opa¢nom
pripade, ked’ iteraciou neklesa sucet stvorcov dostato¢ne rychlo, A sa zvicsuje a algoritmus
prepne na vypocet pomocou metody najstrmsieho zostupu opisanej v podkapitole 3.2.2.

Nevyhodou Levenbergovho postupu je, Ze pokial’ je 6 privel'mi velké, inverziu
matice (J7J+A1) nema zmysel pouZit'. Preto Marquardt rovnicu (3.39) pozmenil tak, ze
namiesto jednotkovej matice | dosadil do vztahu diagonalnu maticu su¢inu J'J . Napokon

vysledny Levenbergov-Marquardtov algoritmus je vyjadreny nasledujiicim vzt'ahom
(373+2-diag (373))5 =3[y - f (0)] (3.40)

kde, ako sme uz spomenuli, diag (J37J) reprezentuje diagonalnu maticu obsahujticu prvky
diagonaly sa¢inu matic J'J (vid’[16]).

Rozli¢né pocitacové softvéry stanovuju hodnotu A rdzne, napriklad PROC NLIN
v SAS Enterprise Guide sa jej hodnota za¢ina na A =10"°. Séria krokov pouzitim metody
pokus-omyl je sprevadzana v kazdej iteracii s A, ktora je opakovane nasobena desiatkou, az

pokial’ nie je splnena podmienka
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s(61) <s(8*) (3.41)

Stratégiou je zachovat’ ¢o najmensie dosiahnutel'né A, medzitym ¢o zabezpecujeme,
aby suma $tvorcov rezidualnej odchylky sa zmensovala kazdou iteraciou. Vysledny vektor
prirastkov vypocitany pomocou tohto algoritmu sa zvycajne nachadza medzi Gaussovym-
Newtonovym vektorom hodndt a vektorom gradiantnej metddy.

V stcasnosti existuju nové modifikované postupy zalozené na Levenbergovom-
Marquardtovom algoritme spocivajice na rozli¢nych ohrani¢eniach individualnych krokov,
tzv. trust-region metddy, ktoré napomahaja k vyrieseniu nedostatkov tychto metdd. Pre nase
potreby st vSak vysSie opisané metddy postacujuce, podrobnosti k trust-region metédam

modzeme najst’ napriklad v [9].
3.3 Meranie kvality modelov a presnosti ich prognéz

V statistike je pojem priemerny sucet Stvorcov rezidui ddlezitym kritériom, ktoré sa
pouziva na meranie kvality odhadov regresnych modelov a ich prognoéz. Priemerny sucet
Stvorcov rezidui, skratene MSE, je vel'mi doleZita hodnota potrebna na postudenie presnosti
Statistického odhadu.

Pod pojmom rezidua v regresnej analyze rozumieme rozdiely medzi skuto¢nou
hodnotou a odhadnutou hodnotou. Priemerny sucet Stvorcov rezidui moézeme nazyvat
rizikovou funkciou, ktord zodpoveda ocakavanej hodnote straty Stvorcovej chyby. Tento
rozdiel alebo strata vznika v désledku nahodnosti alebo kvoli tomu, Ze odhady neuvadzaju
informacie, ktoré by mohli poskytnat’ presnejsi odhad.

Predpokladajme, ze ¥; je vektor oznacujuci ocakavané hodnoty zavislej premennej a
y; je vektor reprezentujici skutocné hodnoty zéavislej premennej. Potom vztah

pre priemerny stucet Stvorcov rezidui bude mat’ tvar

n
1
MSE == =)’ (3.42)
i=1

Vo vieobecnosti, ak 6 je nejaky neznamy parameter a @ predstavuje zodpovedajtici
odhad tohto parametra, potom vzorec pre priemerny sucet Stvorcov rezidui daného odhadu

je
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MSE(6) = E[(6 - 6)?] (3.43)

Zakladné charakteristiky priemerného suctu Stvorcov rezidui su znazornené nizsie:

» AK MSE = 0, znamena to, ze odhadovand hodnota sa rovna parametru 6. Tato
situdcia je idealna, ale v praxi prakticky nemozna.

» Cim mensia je hodnota MSE, tym je model presne;jsi, pretoze mensie hodnoty
znamenaji mensie chyby.

= Hodnoty MSE su vhodné na porovnavanie dvoch alebo viacerych Statistickych
modelov. St nastrojom na meranie presnosti odhadu na danych udajoch.

* V mnohych metéodach krokovej regresie sa MSE vyuziva na stanovenie poctu
premennych, ktoré maju byt zaradené do modelu z dané¢ho suboru pozorovani.

* Analyza rozptylu, t. . ANOVA, odhaduje priemerny sucet Stvorcov rezidui ako

stcast’ Statistickej analyzy.

Standardnd odchylka rezidui (RMSE) je dalsi spdsob kvantifikacie rezidui. Ide o vel'mi
Casto pouzivané meranie rozdielov medzi odhadovanymi hodnotami a skutoénymi
pozorovanymi hodnotami. RMSE je definovand ako druhd odmocnina rozdielov medzi
vyrovnanymi hodnotami a pozorovanymi hodnotami. Jednotlivé rozdiely v tomto vypocte
st zname ako rezidud. RMSE odhaduje velkost’ chyb. Je to dobrd miera presnosti, ktord sa
Casto pouZiva na porovnanie kvality regresnych modelov.

Predpokladajme, e 6 predstavuje odhad daného parametra 6, potom RMSE je

Vv skuto¢nosti druhd odmocnina priemerného suctu stvorcov rezidui MSE. Plati

RMSE(0) = |MSE(0) (3.44)
RMSE(6) = |E[(6 - 6)?] (3.45)

Existuje eSte mnoho mier, ktorymi vieme posudit’ kvalitu modelu a presnost’ jeho
progndzy. Spomenieme si napriklad priemernt absolatnu chybu rezidui (MAE), priemerna
absoltutnu percentualnu chybu rezidui (MAPE), relativnu chybu nazyvanu tiez Theilov

koeficient a iné.
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3.4 Softvér SAS Enterprise Guide

SAS (Statistical Analysis Software) je moderny systém spracovania informacii
vyvinuty V roku 1974. V minulosti sa vyuzival hlavne na analyzu Statistickych udajov. Jeho
sucasnd podoba je suborom mnohych modulov s vel'mi Sirokym rozsahom pouzitia a
jednoduchym pouzivanim. Viac informacii o systéme SAS a jeho moduloch najdete v [20].
Na internete stoji za to navstivit webovi stranku www.sas.com , ktora obsahuje informacie
o produktoch, konferencidch organizovanych uzivatel'skymi skupinami, ako aj mnoho
programov poskytovanych ich tvorcami.

SAS Enterprise Guide je jednym zo samostatnych nastrojov SAS Foundation, ktoré
mozu analytici vyuzit’ pri svojej kazdodennej praci s datami. Je to grafické pouzivatel'ské
rozhranie, ktoré pouziva mnoho spolo¢nosti v oblasti telekomunikacii, bankovnictva,
energetiky, farmacie a mimo nej. K praci s datami nepotrebuje pouzivatel' nutne znalost’
programovacieho jazyku, sta¢i mu poznat’ zdkladné néstroje tohto prostredia. Cez hlavny
panel nastrojov sa dokaze dostat’ k zakladnym prikazom.

SAS Enterprise Guide umoziuje okrem iného:

e spracovanie a analyzu dat (Statisticka, ekonometricka, matematicka) — poskytuje
rozne Ulohy, ktoré mézeme vykonavat’ na datach (okrem iného analyza rozptylu,
regresia, analyza ¢asovych radov, popisna $tatistika),

e transformacia, triedenie, kombinovanie siborov tdajov,

e grafickd konStrukcia SQL dotazov (spolu s generovanim SQL) pomocou
sprievodcu,

e vytvaranie grafov a grafickych reportov,

e vytvaranie procesov a tloh vo forme projektu,

e zdielanie vysledkov a analyz, export vysledkov do aplikacii Adobe Acrobat,
Microsoft Excel, Microsoft Access, Microsoft Word, Microsoft PowerPoint,
automatické odosielanie e-mailov so spravami a vysledkami,

e pristup k Struktairam SAS OLAP cez SAS OLAP Server alebo iné Struktiry
dodavatel'ov cez OLE DB pre OLAP,

e vizualizacia OLAP dat vo forme diagramov,

e prepojenie s udajmi z inych zdrojov prostrednictvom mechanizmu "pass through"
— moznost’ pripojenia k udajom v databaze Oracle, MSSQL alebo Teradata,

zobrazenie tabuliek, dotaz na tabul’ky z inej databazy (v zavislosti od licencie),
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e automatizdcia sprav a vypoctov na serveri alebo prostrednictvom programu

Microsoft Windows Scheduler.

Obrazok ¢. 5 - Nelinearna regresna analyza v SAS Enterprise Guide
SAS Enterprise Guide

File Edit View | Tasks | Program Tools Help [E“I" S' ‘% 5 - B [E b4 2,
Project Tree Data bt Data (sasrmeoxls[SASmxdo]) -
B"EQE Process Fow Describe > ode [E] Log B3 Output Data
B- sasmx xls Graph 3
Ej@ ot D . 5] Modify Task | &3 Filter and Sort By Query Builder

ANOVA rB vek @ 793 @ M393
| Regression ’ | |#  Linear Regression... 0.012308
Multivariate * ||£ Monlinear Regression... ! gggggi
Survival Analysis  » |[ii  Logistic Regression ... b.DDD;JfS
Capability » [ Generalized Linear Models... 0.000443
5 onoTTT 0.000365

Control Chart:
ontreltharts ¥ 6 0.000171 0.000188
fim Pareto Chart.. 7 0.000262 0.000236
Ti . ] 0.000205 0.000267
ime Series » -

o 9 0.000092 0.000176
Data Mining 4 10 0000783 0.000174
OLAP ’ 11 0.000182 0.00024
12 0.000158 0.00026
Task Templates 3 13 0.00013 0.00027
TS| 14 0.000212 0.00039

Zdroj: viastny vystrizok zo softvéru SAS Enterprise Guide

Nelinearna regresnéd analyza je taktiez sucast'ou rozhrania SAS Enterprise Guide.
Na obrazku ¢. 5 vidime jej umiestnenie v softvérovom prostredi. Dostupné metdédy odhadu
parametrov regresnej analyzy su Gaussova-Newtonova metodda, Gradientna metdda
a Levenbergova-Marquardtova metoda, ktoré su priblizené v kapitole 3.2. Pontka Siroké
spektrum mozZnosti nastavenia vystupu. Hlavnou nevyhodou nelineérnej regresnej analyzy
Vv SAS Enterprise Guide je, ze obsahuje len niekol’ko predvolenych tvarov nelinearnych
modelov, ktoré nekoresponduju so vztahmi zakonov umrtnosti opisanymi v 3.1, ktoré st
predmetom tejto diplomovej prace. Sucast'ou softvéru SAS je vSak okrem interaktivnych
modulov aj vlastny programovaci jazyk. Aj v tomto prostredi sa daju upravovat’ kody a pisat’
vlastné programy pomocou programovacieho jazyka SAS v casti Preview Code, ktory tu

generuje softvér automaticky.

Ukazka programu nelinedrnej regresie v SAS Enterprise Guide:
Code generated by Jana Kutikovéa

Input Data: Local:WORK.SASMX
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Server: Local

%_eg _conditional dropds (WORK.SORTTempTableSorted,
WORK.TMPOTempTableForPlots) ;

PROC SQL;
CREATE VIEW WORK.SORTTempTableSorted AS
SELECT T.S2017, T.vek
FROM WORK.SASMX as T

QUIT;

TITLE;

TITLE]l "Nonlinear Regression";

TITLE2 "Results";

FOOTNOTE;

FOOTNOTE1l "Generated by the SAS System (& SASSERVERNAME, &SYSSCPL)
on 3TRIM(%QSYSFUNC (DATE (), NLDATE20.)) at
$TRIM ($SYSFUNC (TIME (), TIMEAMPM12.))";

PROC NLIN DATA=WORK.SORTTempTableSorted

METHOD=MARQUARDT
MAXITER=100
CONVERGE=1E-05
SINGULAR=1E-08
MAXSUBIT=30

MODEL S2017 = a + b * ¢ ** vek
PARMS

a=0.0004

b=0.0000043

c=0.136

4

OUTPUT OUT=WORK.TMPOTempTableForPlots

H= hl
L95M=_195m
195= 195

PARMS=a b c
PREDICTED=_predictedl
RESIDUAL= residuall
SSE=_ssel

STDI= stdil

STDP= stdpl
STDR=_stdrl
STUDENT=_rstudentl
U95M= u95m

U95= u95

WEIGHT= weightl

RUN;

TITLE;
TITLE]1l "Regression Analysis Plots";
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PROC SORT DATA=WORK.TMPOTempTableForPlots
OUT=WORK.TMPOTempTableForPlots;
BY vek;

RUN;

AXIS1 MAJOR= (NUMBER=5) WIDTH=1;

AXIS2 OFFSET=(10 PCT) WIDTH=1;

AXIS3 MAJOR= (NUMBER=5) OFFSET=(5 PCT) WIDTH=1;

PROC GPLOT DATA=WORK.TMPOTempTableForPlots

WHERE S2017 IS NOT MISSING AND
vek IS NOT MISSING;

/* *kkkkk*k*x*x PREDICTED plots * K Kk Kk ok ok ok ok ok */

TITLE4 "Observed S2017 by Predicted S2017";
SYMBOL1 C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;
LABEL predictedl = "Predicted S52017";
WHERE S2017 IS NOT MISSING AND _predictedl IS NOT MISSING;
PLOT S2017 * predictedl /
VAXIS=AXIS1 VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0
DESCRIPTION = "Observed S2017 by Predicted S2017"

RUN;

TITLE4 "Observed S2017 by wvek";
SYMBOL1 C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;
SYMBOL2 C=BLUE V=NONE INTERPOL=JOIN L=1 W=1;
SYMBOL3 C=BLUE V=NONE INTERPOL=JOIN L=1 W=1;
SYMBOL4 C=BLUE V=NONE INTERPOL=JOIN L=1 W=1;
WHERE S2017 IS NOT MISSING AND vek IS NOT MISSING;
PLOT (S2017 predictedl 195 wu95) * vek /
VAXIS=AXIS1 VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0
DESCRIPTION = "Observed S2017 by wvek"
OVERLAY

RUN;
/* *xxxxkkk*x RESTIDUAL plots ***xxxxk* %/

TITLE4 "Residuals of S2017 by Predicted S2017";
SYMBOL1 C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;

LABEL residuall = "Residual of S2017";

LABEL predictedl = "Predicted S2017";

WHERE residuall IS NOT MISSING AND predictedl IS NOT
MISSING;

PLOT residuall * predictedl /
VAXIS=AXIS1 VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0 VREF=0
DESCRIPTION = "Residuals of S2017 by Predicted S2017"

RUN;

TITLE4 "Studentized Residuals of S2017 by Predicted S2017";
SYMBOL1 C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;
LABEL rstudentl = "Studentized Residual of S2017";

LABEL predictedl = "Predicted S52017";

WHERE rstudentl IS NOT MISSING AND predictedl IS NOT



MISSING;
PLOT rstudentl * predictedl /
VAXIS=AXIS1 VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0 VREF=0
DESCRIPTION = "Studentized Residuals of S2017 by
Predicted S2017"

RUN;

TITLE4 "Residuals of S2017 by vek";
SYMBOL1l C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;
LABEL residuall = "Residual of S2017";
WHERE residuall IS NOT MISSING AND vek IS NOT MISSING;
PLOT residuall * vek /
VAXIS=AXIS1l VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0 VREF=0
DESCRIPTION = "Residuals of S2017 by vek"

RUN;

TITLE4 "Studentized Residuals of S2017 by vek";
SYMBOL1l C=BLUE V=DOT HEIGHT=2PCT INTERPOL=NONE L=1 W=1;
LABEL rstudentl = "Studentized Residual of S2017";
WHERE rstudentl IS NOT MISSING AND vek IS NOT MISSING;
PLOT rstudentl * vek /
VAXIS=AXIS1 VMINOR=0 HAXIS=AXIS3 HMINOR=0 VREF=0
DESCRIPTION = "Studentized Residuals of S2017 by vek"

I4

RUN;

SYMBOL;
QUIT;

RUN; QUIT;

%_eg _conditional dropds (WORK.SORTTempTableSorted,
WORK.TMPOTempTableForPlots) ;

TITLE; FOOTNOTE;

Hore vidime ukézku programu nelinedrnej regresnej analyzy pre rok 2017
pri zanedbani pohlavia pomocou Gompertzovho-Makehamovho zdkona umrtnosti, ktorého
intenzita umrtnosti ma tvar (3.8). Pre naprogramovanie daného kédu sa predpoklada znalost’
prace so Styrmi typmi procedur (PROC SQL, PROC NLIN, PROC SQRT, PROC GPLOT).
PROC GPLOT sluzi na programovanie grafickych vystupov nelinedrnej regresie, konkrétne
grafy predikovanych hodnét, rezidui, atd.. PROC SORT sa vyuziva na usporiadanie
pozorovanych hodnét podla hodnot jednej alebo viacerych kvantitativnych alebo
kvalitativnych premennych. Procedira vytvara len vystupny datovy subor. Tieto dve
procedury nie su pre zbehnutie programu nelinearnej regresie nevyhnutné. PROC SQL patri

k zakladnym procediram, ktoré st sucastou kazdého programu a sluzi na vytvaranie,
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udrziavanie, ziskavanie a aktualizdciu udajov v tabulkach. NajdolezitejSou procedurou

pre nelinearnu regresna analyzu je PROC NLIN. Je to procedira priamo vytvorena pre tento

ucel. Obsahuje velké mnozstvo prikazov, z ktorych pre nas najrelevantnejsie su [21]:

METHOD (=MARQUARDT, NEWTON, GRADIENT) — Sspecifikuje iteracnt

metddu, ktort pouziva procedira NLIN pri rieSeni nelinedrneho problému

najmensich Stvorcov.

MAXITER (=n) — udava maximalny pocet iteracii optimalizaéného procesu.

Prednastavena hodnota je n=100.

CONVERGE (=c) — urcuje konvergencné kritérium pre procediru. Prednastavena

na hodnotu 1072.

MODEL - sluzi na zadefinovanie tvaru regresného modelu.

PARMS — priestor pre $pecifikaciu parametrov a nastavenie ich pociato¢nych

hodnét. Hodnoty st prednastavené na 0.001.

Vystup procediry obsahuje fazy iteratnej metody (Obrazok ¢. 6), zhrnutie procesu

odhadovania (Obrazok €. 7), analyzu rozptylu (Obrazok €. 8), ktorej sucast’ou je aj priemerny

stcet Stvorcov rezidui MSE opisany v kapitole 3.3, odhadovana hodnota parametrov spolu

so standardnymi odchylkami a s intervalmi spol’ahlivosti odhadu parametrov (Obrazok ¢. 9),

korela¢na matica parametrov (Obrazok ¢. 10) a nakoniec ukazka grafu pozorovanych hodnot

v zavislosti od veku (Obrazok ¢. 11).

Obrazok €. 6 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 1

N

D

—
15}
-

a
0| 0.000400
0.000406
0.000457
0.000710
0.000934
0.000955
0.000935
0.000935
0.000955

00 = | ) e L) )| =

MNOTE

onlinear Regression
Results

The NLIN Procedure
ependent Variable 52017
Method: Marquardt

lterative Phase

b c| Sum of Squares

4 3E-6| 0.1360 0.000085

0.000041) 0.0837 0.000084
0.000376 -0.1000 0.000079
0.00200| -0.1086 0.000059
0.00339 -0.1135 0.000053
0.00352| -0.1112 0.000053
0.00352| -0.1119 0.000053
0.00352| -0.1117 0.000053
0.00352| -0.1118 0.000053

- Convergence criterion met.

Zdroj: viastné spracovanie
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Obrazok ¢. 7 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 2

Estimation Summary

Method Marquardt
Iterations 8
Subiterations 11
Average Subiterations 1.375
R B6.346E-6
PPCic) 0.000117
RPCic) 0.000436
Object 4.03E10
Objective 0.000053
Observations Read 51
Observations Used 51
Observations Missing 0

Zdroj: vlastné spracovanie

Obrazok ¢. 8 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 3

Source
Model
Error

Corrected Total

Approx

DF Sum of Squares Mean Square| F Value Pr>F

2 0.000012 6.163E-6
45 0.000053 1.112E-6
a0 0.000066

Zdroj: vilastné spracovanie

5.54| 0.00685

Obrazok ¢. 9 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 4

Parameter
a

b
c

Approx| Approximate 95% Confidence

Zdroj: vilastné spracovanie

Estimate| Std Error Limits

0.000955 0.000150 0.000654
0.00352 0.00108 0.00138
01118 0.28967 0.7083

0.00126
0.00566
0.4847

Obrazok ¢. 10 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 5

Approximate Correlation Matrix
a b

C

a 1.0000000 -D.1391414 -0.1261333
b -0.1391414 1.0000000 01266709
c -0.1261535 01266709 1.0000000

Zdroj: vilastné spracovanie



Obrazok €. 11 - Vystup softvéru SAS Enterprise Guide 6
Observed 52017 by vek
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Zdroj: vlastné spracovanie

SAS Enterprise Guide je bezpecné pracovné prostredie analytika, ktoré umoznuje
pristup k rovnakym idajom viacerym pouzivatelom. Jednoduché pouZivatel'ské rozhranie a
kompatibilita s inymi databdzami umoziuje intuitivnhu manipulaciu s idajmi a komplexnt

analyzu pomocou len jedného nastroja.
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4 Vysledky prace a diskusia

Zéakladnym problémom modelovania pravdepodobnosti umrtia alebo miery ¢i
intenzity umrtnosti je, ze spojité teoretické pravdepodobnosti umrtia sa odhaduju
Statistickymi vypoctami z redlnych dat, ktoré su triedené do relativne velkych vekovych
intervalov. Inak povedané, okamzit¢é pravdepodobnosti uUmrtia sa nahradzaju
pravdepodobnostami vypocitanymi pre ro¢ny vekovy interval. Toto spdsobuje

nesystematické nepravidelnosti.

Graf ¢. 3 - Miery umrtnosti muzov a zien v roku 2017
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Zdroj: vilastné spracovanie

Na grafe ¢. 3 su zobrazené miery umrtnosti populacie muzov a zien na Slovensku

vroku 2017. Podstatou tohto grafu je ukdzat dve skutocnosti. Prvou znich su
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nepravidelnosti najviac viditelné vo vekoch nad 90 rokov, ktoré sa daju vysvetlit’ malym
poctom umrti a vel'kymi vykyvmi v ich poctoch. Podobné vykyvy st aj v mladsich vekoch,
ale vzhl'adom na malé hodnoty vykyvov nie st také vyrazné. Takze prakticky na celom
vekovom intervale su neziaduce vykyvy, ktoré je potrebné odstranit’, aby sme sa priblizili
k skutoénym spojitym hodnotdm miery umrtnosti. Takéto metdody nazyvame vyrovndvanie,
resp. gradudcia. Dovodom gradudcie je tiez to, ze klesajica tendencia miery umrtnosti je
nerealna, hlavne vo vysokych vekoch. Vyznamnym néstrojom graduécie su aj zakony
umrtnosti, ktoré st predmetom tejto diplomove;j prace.

Druhou vyznamnou skuto¢nostou je rozdiel v miere umrtnosti v zévislosti
od pohlavia. Na celom vekovom intervale je miera umrtnosti zien niz$ia ako miera umrtnosti
muzov, ¢im sa opit’ ako v kapitole 1.3 dostavame k otazke, ¢i je spravne (spravodlivé)
zjednotenie umrtnosti muzov a zien. Rodové rozdiely v miere umrtnosti ved k odlisnostiam
vo vyske poistného obzvlast’ pre poistenie na dozitie a pri déchodkovom poisteni.

V nasledujtiicej cCasti sa budeme zaoberat podrobnejSie jednotlivymi modelmi
zakonov umrtnosti spominanymi v predchadzajticej kapitole a budeme charakterizovat’ ich
pouziteI'nost’ na konkrétne data 0 imrtnosti muzov a zien na Slovensku v rokoch 1993, 2005
a Vv neposlednom rade 2017. Postdime vhodnost’ tychto modelov na zéklade vyrovnania
miery umrtnosti na celé vekové rozpétie od 0 do 100 rokov. Vekovy interval sme z dovodu
lepSej prehl'adnosti, a tiez presnejSiecho odhadu parametrov modelov rozdelili na dva useky,
oblast’ do 50 rokov vratane a oblast’ nad 50 rokov. V zavere tejto kapitoly sa zamierame uz
na modely so zjednotenym pohlavim a vyberieme ten, ktory najlepSie opisuje umrtnostné

spravanie v Slovenskej republike na celom jeho vekovom intervale.

4.1 Modely amrtnosti pri zohPadneni pohlavia

Pred prijatim Gender smernice (1.3) bolo pohlavie délezitym faktorom pri
modelovani imrtnosti. V tejto kapitole aplikujeme vybrané zakony umrtnosti na populaciu
Slovenska v rokoch 1993, 2005 a 2017 s pouzitim metéd uvedenych v kapitole 3.2

prostrednictvom softvéru SAS Enterprise Guide.
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4.1.1 Gompertzov - Makehamov model umrtnosti

Prvy zakon, ktorym sme skusili modelovat’ umrtnost populacie Slovenska je

Gompertzov-Makehamov model. Ma tvar rasticej exponencialnej krivky a je vyjadreny

vzt'ahom (3.8). Jeho parametre sme odhadli pomocou jednej z metdd nelinearnej regresie

opisanej v kapitole 3.2. Vzhl'adom na to, ze softvér SAS Enterprise Guide ma v ponuke len

par prednastavenych typov nelinearnych modelov nezhodujucich sa s modelmi zakonov

umrtnosti, ktorymi sa v nasej diplomovej praci venujeme, bolo potrebné vytvorit’ vlastny

program na odhad parametrov. Ukézku programu je mozné najst’ v kapitole 3.4.

Graf ¢&. 4 - Gompertzov-Makehamov model timrtnosti muzov a Zien v roku 1993
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Zdroj: vilastné spracovanie

Graf ¢. 4 znazornuje miery umrtnosti muzov M93 a zien Z93 pre celé vekové rozpitie

v roku 1993 a nasledne ich hodnoty vyrovnané pomocou Gompertzovho-Makehamovho

zakona (G-M M, G-M Z). Odhady parametrov spolu s mierami presnosti odhadu sa
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zobrazené v tabul’ke ¢. 2. Ako vidime v prvej Casti grafu ¢.4, tento model iimrtnosti nie je
vhodny na modelovanie dojcenskej imrtnosti do 1 roku zivota, pretoze skutoéné miery
umrtnosti sa vel'mi odliSuju od mier vyrovnanych modelom.

Co sa tyka muzskej Casti populacie v roku 1993, model mierne nadhodnocuje ich
miery amrtnosti az do 18 roku Zivota. Od 18 roku zivota az po 90 rokov mozZeme povedat,
ze Gompertzov-Makehamov model skoro presne opisuje umrtnostné spravanie populacie.
Vo vyssich vekoch nad 90 rokov st na grafe ¢. 4 muzskej populacie vyrazné nepravidelnosti,
ktoré pri vyrovnani mierne podhodnocuji vypocitané miery imrtnosti.

V pripade opa¢ného pohlavia, je volatilita dat ovel'a miernejSia ako u muzov, ¢im
kvalita Gompertzovho-Makehamovho modelu vzrastla. Hodnoty rezidualnej odchylky tiez

naznacuju, Ze v roku 1993 je tento model vhodnejsi pre zensku populaciu.

Tabul’ka ¢. 2 - Odhad parametov G-M pre rok 1993
Gompertz-Makeham model 1993

Parametre 50- Parametre 50+

Zeny Muii Zeny Muii
c 9,88E-05 0,000919|0,000868 0,00441
A 9,19E-06 0,000015|0,000012 0,000115
B 0,1236 0,1328 0,1086 0,0867
MSE | 1,52E-06 2,71E-06|0,000422 0,004606
RMSE | 0,001234 0,001648|0,020539 0,067867

Zdroj: vlastné spracovanie

V roku 2005 je kvalita vyrovnania mier umrtnosti modelom v prvej polovici
vekového intervalu pri oboch pohlaviach relativne vhodna (Graf ¢. 5). Na rozdiel od roku
1993 st miery imrtnosti do 18 roku Zivota vyraznejsie nadhodnotené pri Zenach. Co sa tyka
zien vo vysSich vekoch, miera umrtnosti odhadnutého modelu je niz$ia ako skuto¢na miera
na vekovom intervale od 80 do 95 roku Zivota. Pri muzskej populacii z dovodu vysokej
volatility je tazké hodnotit’ presnost’ vyrovnania modelu. Hodnoty v mladom veku do 17
rokov st mierne nadhodnotené, naopak na vekovom intervale od 80 do 96 rokov hodnoty
modelu podhodnocuji skuto¢nt mieru imrtnosti muzov. Tabul'ka ¢. 3 obsahuje odhadované

parametre Gompertzovho-Makehamovho modelu pre rok 2005.
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Tabul’ka ¢. 3 - Odhad parametov G-M pre rok 2005

Gompertz-Makeham model 2005

Parametre 50-
Zeny Muzi

Parametre 50+
Zeny Muii

>

0,000461 0,000505
8,13E-07 0,000014
0,1664  0,1302

0,000941 0,000474
7,1E-06 0,000176
0,1134 0,080005

MSE
RMSE

7,52E-07 1,23E-06
0,000867 0,001107

0,000585 0,000674
0,024181 0,025962

Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢&. 5 - Gompertzov-Makehamov model imrtnosti muzov a zZien v roku 2005
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Zdroj: vilastné spracovanie

Na grafe ¢. 6 sa viditeI'ne prejavuje podobné imrtnostné spravanie ako v roku 1993.
Hoci vykyvy miery imrtnosti u muzov su pri vysokych vekoch menej volatilné. Odhadnuté
parametre su vyobrazené v tabulke €. 4. Vo vSeobecnosti, pozorovanim Gompertzovho-
Makehamovho modelu pre roky 1993, 2005 a 2017, je mozné zhrnut', Zze model je vhodny

najmi pre vekové rozpitie od 18 do 90 rokov. V mladSom veku jemne nadhodnocuje
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umrtnost’, a naopak vo vysokych vekoch ju podhodnocuje. V nasledujucich ¢astiach budeme

skamat’ ¢i d’alSie modely lepSie odzrkadl'uju trend umrtnosti populacie Slovenska.

Tabulka ¢&. 4 - Odhad parametov G-M pre rok 2017

Gompertz-Makeham model 2017

Parametre 50-
Zeny Muii

Parametre 50+
Zeny Muii

c 0,000289 0,000513 0,012 0,01275
A 1,5E-06 7,33E-06| 7,32E-07 0,000036
B 0,1481 0,1324| 10,1358 0,0963
MSE | 2,59E-07 4,9E-07|0,000998 0,00129
RMSE | 0,000509  0,0007|0,031589 0,035917

Graf & 6 - Gompertzov-Makehamov model amrtnosti muzov a Zien v roku 2017

Zdroj: vlastné spracovanie
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4.1.2 Coaleov - Kiskerov model umrtnosti

V predchadzajucej casti 4.1.1 sme si mohli vS§imnut, ze aplikovany model ma
v roznych rokoch, medzi ktorymi st odstupy 12 rokov, velmi podobné charakteristiky
a sprava sa podobne v rovnakych vekovych intervaloch. Z tohto dévodu sa v nasledujtcich
Castiach zameriame len na jeden z rokov 1993, 2005 a 2017.

V pripade Coaleovho-Kiskerovho zédkonu umrtnosti budeme modelovat’ rok 1993.
Vysledky odhadov parametrov spolu s mierami presnosti vyrovnania su prezentované
v tabul’ke ¢. 5. Rozdiely v odhadovanych parametroch pre vekovy interval (0,50) sa vyrazne

lisia od intervalu nad 50 rokov.

Tabul’ka ¢. 5 - Odhad parametov C-K pre rok 1993
Coale-Kisker model 1993

Parametre 50- Parametre 50+
Zeny Muii Zeny Muzi
0,00134 0,000854| -0,00048 -0,00157
-0,0142 0,0317 0,181 0,359
-8,1811  -8,1361| -13,8863 -20,7498
MSE | 1,43E-06 2,89E-06| 0,000297 0,004129
RMSE | 0,001197 0,0017| 0,017238 0,064259

Zdroj: vilastné spracovanie

0O W >

Graf ¢&. 7 - Coaleov-Kiskerov model umrtnosti muzov v roku 1993 pri ponechani veku 0
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Zdroj: vilastné spracovanie

Na grafe ¢. 8 mozeme pozorovat' spravanie tohto modelu pocas celého Zzivota
sledovanej populacie. ESte predtym ako sa detailnejSie pozrieme na celt populéciu,
zameriame sa na dojcenski umrtnost. Coaleov-Kiskerov model nie je vhodny
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pre modelovanie umrtnosti do 1 roku zivota, v zéavislosti od c¢oho bolo potrebné
pri odhadovani parametrov odstranit’ pozorovanie vo veku 0. Pri ponechani, model v prvej
polovici sledovaného intervalu vykazoval neadekvatny charakter krivky, ktory okrem iného

sposobil nadhodnotenie timrtnosti do veku 18 rokov. Jav je zachyteny na grafe €. 7.

Ked sa pozrieme na graf ¢. 8, ktory vznikol vynechanim veku O pri odhade
parametrov modelu, mézeme konStatovat’, ze pre zenskl populaciu sa model zda byt viac
vyhovujuci nez pre opacné pohlavie. Vyrazné nadhodnocovanie alebo podhodnocovanie nie
je na grafe viditeI'né a vykyvy vysokych vekov su pomocou neho primerane vyrovnané.

To isté sa 0 muzskej populécii neda povedat’, 0 ¢om vypovedaju aj vysledné hodnoty
mier vyrovnania, ktoré st na vekovom intervale 50 az 100 rokov az 13 nésobne vyssie. Treba
vSak brat’ do uvahy aj fakt, ze vykyvy muzskej populacie vo vysokych vekoch st omnoho
volatilnejsie. Napriek tomu realne hodnoty mier umrtnosti muzov st zrete'ne nadhodnotené

oproti krivke Coaleovho-Kiskerovho modelu aj na tiseku od 51 do 75 rokov.

Graf &. 8 - Coaleov-Kiskerov model umrtnosti muzov a Zien v roku 1993
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4.1.3 Kannistov model umrtnosti

Kannistov model umrtnosti m& podobné charakteristické ¢rty ako Gompertzov-
Makehamov model. V poslednej kapitole 4.2, v ktorej budeme porovnavat' presnost
jednotlivych modelov medzi sebou navzajom, zistime, Ze v pripade neuvazovania pohlavia
ako faktora vplyvajiceho na umrtnost’, st tieto dva modely takmer totozné.

Predsa sa vSak blizSie pozrieme na presnost’ modelu, a to konkrétne na rok 2005.
V tabul’ke ¢. 6 su odhadnuté parametre a miery presnosti modelu MSE a RMSE pre dva

vekové intervaly, menej ako 50 rokov a od veku 50 do 100 rokov.

Tabul’ka ¢. 6 - Odhad parametov K pre rok 2005

Kannisto model 2005
Parametre 50- Parametre 50+
Zeny Muzi Zeny Muii

0,000261 0,000406| 0,00036 0,00252
9,05E-07 0,000014| 2,56E-06 0,000042

0,1667 0,1309| 0,1293 0,1002
MSE | 7,77E-07 1,25E-06| 7,36E-05 0,000457
RMSE | 0,000881 0,00112|0,008578 0,021378

Zdroj: viastné spracovanie

® > 0O

Rovnako ako pri predchadzajucich modeloch, hlavnou nevyhodou Kannistovho
modelu umrtnosti je, Ze pri modelovani zanedbava hodnoty dojc¢enskej timrtnosti. Z grafu
€. 9je zrejmé, Zze hodnoty mier imrtnosti muzov a zien sa do veku 20 rokov vel'mi priblizuju.
Tento isty jav vidime aj vo veku nad 90 rokov, kedy dokonca vo veku 95 rokov miera
umrtnosti Zien prevysila hodnotu muZzskej miery imrtnosti.

Pre zenskt populéciu tento model pozoruhodne presne zachytdva vyvoj iimrtnosti
v zavislosti od veku s miernym nadhodnotenim odhadovanych hodn6t v mladom veku, a tiez
jemnym podhodnotenim vo vysokych vekoch. Rovnako to plati aj pre opacné pohlavie,
avSak vo vysokych vekov v désledku zvySenej volatility hodndt, nevieme jednoznacne

hovorit’ o podhodnoteni iimrtnosti.
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Graf & 9 - Kannistov model umrtnosti muzov a zien v roku 2005
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Zdroj: vlastné spracovanie

4.1.4 Helligmanov - Pollardov model umrtnosti

Helligmanov-Pollardov zakon uUmrtnosti patri k zlozitejsim zakonom umrtnosti,
ktory pozostdva z vdcSieho poctu parametrov. Napriek tomu nie je schopny prekonat
hendikep predoslych modelov spocivajuci v neschopnosti modelovat’ umieranie dojcenske;j
Casti populacie. Vlastne sa o to ani nepokusa, ked’ vezmeme do tivahy fakt, ze defini¢ny obor
logaritmickej funkcie nezahiiia 0, a teda hodnotu v tomto bode na zaklade vztahu (3.20)
nemozeme vypocitat’.

Tabulka ¢. 7 obsahuje prehlad odhadov parametrov modelu spolu s mierami
presnosti odhadu. Co je potrebné spomentit, Ze vyhodou tohto modelu je pomerne velka
flexibilita. U predchadzajicich modeloch boli parametre ¢asto dost’ odlisné uz pri vekovych
intervaloch (0,50) a (51,100), zatial’ ¢o parametre Helligmanovho-Pollardovho modelu sa

lisia len minimalne medzi vietkymi pozorovanymi rokmi. Dal3ou vyhodou oproti ostatnym
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modelom je, Zze nema iba jednoduchy tvar exponencialnej krivky, ale je viac tvarovatel'ny,

¢o sa prejavuje pri modelovani tzv. havarijného hrbu.

Tabul’ka ¢. 7 - Odhad parametov H-P pre rok 2017

Helligman-Pollard model 2017
Parametre 50- Parametre 50+

Zeny Muzi Zeny Muii
A 0,0005934 0,0005934 0,0005934 0,0005934
B 0,010536 0,010536 0,010536 0,010536
C 0,9875 0,9875 0,9875 0,9875
D 0,000200492 0,000600492| 0,000200492 0,000400492
E 8,9761 11,9761 8,9761 8,9761
F 21,328 20,328 21,328 21,328
G 0,0000091 0,000029991 2,844E-07 0,00000154
K 1,04243 1,4243 0,95 0,95
H 1,1201 1,1101 1,1631 1,1443
MSE 1,35891E-08  4,65981E-08| 0,001246799 0,001641765
RMSE | 0,000116572 0,000215866| 0,035310037 0,040518697

Zdroj: vlastné spracovanie

Na grafe ¢. 10 mdzeme zretelne vidiet vysSie spominané vyhody a nevyhody
modelu. Pri muzskej populacii do veku 5 rokov pozorujeme mierne podhodnotenie realnych
hodnét. Viditelny je tieZ mierne zakriveny tvar s vystupom na vekovom intervale od 18
do 25 veku zivota, ¢o predstavuje spominany havarijny hrb, ktory je v populacii muzov
ovela viac vyrazny. Na vekovom intervale (51,100) sa v dosledku zlozitosti modelu
nepodarilo najst’ optimalne hodnoty parametrov. Pomocou ani jednej z metdd nelinearne;j
regresie dostupnych v softvéri SAS Enterprise Guide nedoslo k splneniu konvergen¢ného
kritéria pri danom pocte iteracii. Vdaka tomu vidime, ze krivka Helligmanovho-Pollardovho
modelu spol'ahlivo neopisuje krivku mier amrtnosti muzov.

Naopak, pri zenskej populacii odhadovana krivka Helligmanovho-Pollardovho
modelu vystizne opisuje imrtnostné spravanie na celom vekovom intervale. Vo vysokych
vekoch si badateIné menSie nezrovnalosti, ktoré su vSak pravdepodobne spdsobené

neprimeranost'ou realnych udajov a ich volatilitou vo vysokych vekoch.
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Graf ¢. 10 - Helligmanov-Pollardov model imrtnosti muzov a zien v roku 2017
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Zdroj: vlastné spracovanie

4.1.5 CoDe model umrtnosti

CoDe model umrtnosti je najmladsi a zaroven najzlozitej$i zo zakonov Gmrtnosti,
ktorymi sa v diplomovej praci zaoberame. V tejto Casti sa pokusime modelovat’ umrtnostné
spravanie populacie v roku 2017. Je to z dévodu, ze predpokladame, Ze model publikovany
v roku 2016 by mal najlepSie opisat’ imrtnost’ v tak blizkom roku, hoci bol testovany
na populacii v obdobi od 1950 do 2010.

Zlozitost’ modelu spociva v tom, Ze je zlozeny z 12 neznamych ukazovatelov. Az 5
Z tychto parametrov sa nevyvija v ¢ase asu totozné v roznych krajinach, preto sme ich
na zaklade grafického vystupu a nazorov expertov z vyskumu [18] vopred stanovili, ¢im sa
model zjednodusil. Okrem iného model obsahuje dve konsStanty, ktorych hodnota zavisi

od odhadnutych parametrov, ktoré pracu v softvéri znacne st'azuji. Zasadnych je pre nas
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zvySnych 5 parametrov, ktoré sme sa snazili odhadnit. Odhadnuté parametre spolu

s fixnymi parametrami a konStantami sa nachadzaju v tabulke €. 8.

Tabul’ka ¢. 8 - Odhad parametov CoDe pre rok 2017

CoDe model 2017
Odhadované parameter Fixné parametre
Zeny Muzi Zeny Muii

A 0,000275 0,000138 | m 16 16
B 0,0735 0,0272 |h 30 30
a 0,000209 0,000398 | M 80 80
b1 0,1321 01g 0,7 0,7
b2 0,0675 0,1143 | c1 -0,0063 | 0,001258
bs 0,121 0,1159 | c2 -0,0479| 7,75E-05
MSE | 0,001002057 0,001257653
RMSE | 0,031655278 0,035463407

Zdroj: vilastné spracovanie

V porovnani s ostatnymi modelmi je v tabul’ke ¢. 8 dominantnd jedna vyhoda a to ta,
ze odhadované parametre modelu vyhovuju celému vekovému intervalu. Sposobené je to
tym, Ze samotny model obsahuje podmienku, ktord rozdel'uje vekovy interval na 3 Casti
priblizené v Casti 3.1.7, a teda napriklad na vek 52 rokov nemaju vplyv parametre, ktoré sa

tykaja umrtnosti do veku 50 rokov.

Dalsou vyznamnou vyhodou je jeho schopnost’ zakomponovania dojéenskej
umrtnosti do modelu, na rozdiel od predchadzajucich modelov, ktoré vekovy interval (0,1)

uplne ignorovali, alebo pri ktorych spdsobil vyrazni zmenu krivky odhadovaného modelu.

U zien CoDe model pekne vyrovnava vykyvy na celom vekovom intervale
s miernym nadhodnocovanim v druhej polovici intervalu, o je €iasto¢ne spdsobené aj vel'mi
vysokymi mierami umrtnosti v poslednych rokoch (Graf ¢. 11). U muzskej populacii
dochadza k va¢sim rozdielom. Od havarijného hrbu nebol model schopny zachytit’ tvar
krivky realnych dat mier umrtnosti, ¢o modze byt zapri¢inené problémom splnenia
konvergen¢ného kritéria v SAS Enerprise Guide z dovodu naroc¢nosti modelu a vysokej
volatility muzskych mier umrtnosti. To spdsobilo nadhodnotenie hodnot medzi vekmi 20
az 40 rokov a takisto vo vysokych vekoch od 75 rokov. Hodnoty sa zdaju byt’ tiez mierne

podhodnotené od 45 do 50 roku zivota.
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Graf ¢&. 11 - CoDe model timrtnosti muzov a zien v roku 2017
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Zdroj: viastné spracovanie

4.2 Porovnanie modelov umrtnosti populacie Slovenska

Vyber modelu, ktory najlepSie opisuje umrtnostné spravanie populécie, tvori jednu
z najdodlezitejSich sticasti modelovania, ked’Zze pre poistoviiu je dolezité vediet odhadnut’
umrtnost’ ¢o najpresnejSie. Existuje niekol’ko ukazovatelov, ktorymi je mozné sledovat
kvalitu vyrovnania modelu. Jednym z nich je aj ukazovatel’ priemerny stucet Stvorcov rezidui
MSE opisany v kapitole 3.3.

V tejto Casti prace budeme porovnavat’ 5 modelov umrtnosti opisanych v kapitole 3.1
pre vybrané roky 1993, 2005 a 2017 pri zanedbani pohlavia ako faktora vplyvajuceho

na imrtnost’ populdcie Slovenskej republiky.

65



4.2.1 Analyza v roku 1993

Zanedbanie faktora pohlavia pri modelovani umrtnosti sposobi nadhodnotenie
umrtnosti zenskej populéacie a podhodnotenie muzskej populécie, vysledkom coho je krivka,
ktora je akymsi priemerom hodnot amrti muzov a zien v danom veku. Graf ¢. 12 zobrazuje
rozdielnost’ kriviek umrtnosti muzov, zZien a nasledne krivku pri zanedbani pohlavia, ktora

je predmetom modelovania v tejto kapitole.

Graf ¢. 12 - Krivka imrtnosti muzov, zZien a pri zanedbani pohlavia v roku 1993
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Zdroj: vilastné spracovanie

Rozdiely medzi imrtnost'ou muzov a Zien do 18 roku Zivota st porovnateI'né, preto
po tento vek je zanedbanie pohlavia pripustné. Mdzeme si v§imnut’ na vekovom intervale
(51,100) rokov, ze ¢ierna krivka s ozna¢enim 1993, ktora nerozliSuje pohlavie pri imrtnosti,

sa priblizuje viac k umrtnosti zenskej populécie, ¢o ale spdsobuje znacné podhodnotenie
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umrtnosti muzov na tomto intervale. Vyhodou je, ze vykyvy vidite'né vo vysokych vekoch

pri muzoch st pozorovatelnejSie menej volatilné.

Tabulka ¢. 9 obsahuje vysledné hodnoty ukazovatel'a priemerné¢ho suctu Stvorcov
rezidui na 25 ro¢nych vekovych intervaloch a nasledne na celom modelovanom vekovom

rozpati. Vysledky su taktiez zobrazené v grafoch ¢. 13 az 16.

Tabulka €. 9 - Hodnoty MSE pre rozne vekové intervaly pre rok 1993
MSE G-M C-K K H-P cD
0-25 3,871E-06 4,13334E-06 3,87068E-06 4,33171E-06 3,42474E-08
26-50 |4,56125E-08 2,26167E-08 4,52148E-08 5,58282E-08 8,90391E-08
51-75 | 2,36779E-06 1,90551E-05 1,70619E-05 7,41522E-05 5,7423E-06
76-100 | 0,001564269 0,000840738 0,000807622 0,000846197 0,00138666
0-100 |0,000388789 0,00021389 [0,000205137 0,000228938 0,000344685

Zdroj: vlastné spracovanie

Najlepsie vysledky pre vekovy interval do 25 rokov dosiahol, ako sme ocakavali,
CoDe model. Dévodom je, ze ako jediny je schopny modelovat’ doj¢ensku umrtnost’, ¢im
hodnota ukazovatel'a MSE bola niekol'ko nasobne nizSia ako pri zvySnych modeloch,

konkrétne 3,42474 - 1078, Na grafoch je CoDe model znazorneny zelenou farbou.

Graf ¢. 13 - Grafické porovnanie modelov od narodenia do 25 roku zivota pre rok 1993
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na nasledujlicom vekovom intervale (26,50) sa najlep$im modelom stal Coaleov-
Kiskerov model s hodnotou MSE = 2,26167 - 10~8. Na tomto intervale dosahovali vietky

z vybranych modelov vel'mi dobré vysledky, ¢o vidime aj na grafe ¢. 14.
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Graf ¢. 14 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 26 az 50 rokov pre rok 1993
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Zdroj: vilastné spracovanie

Na d’alSom vekovom intervale medzi vekmi 51 az 75 rokov mo6Zeme jednoznacne
zanajlep§$i model povaZovat' najznamej$i a zaroveil najjednoduchS$i Gompertzov-
Makehamov model s MSE = 2,36779 - 10~°. Tento model sa ¢asto pouziva pri modelovani

umrtnosti pre veky od 30 do 70 rokov, ¢o je zrejmé aj z grafu €. 15.

Graf ¢. 15 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 51 az 75 rokov pre rok 1993
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Zdroj: viastné spracovanie

Na poslednom sledovanom vekovom intervale od 76 do 100 rokov sa za najlepsi
model povazuje Kannistov model. To bolo takisto predvidateI'né, lebo ako sme uz spomenuli
v kapitole 3.1.5, tento model vykazuje spol'ahlivé vysledky hlavne vo vysokych vekoch, a to
az do 120 roku Zivota. Jeho hodnota MSE na tomto intervale je 0,000807622.
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Graf €. 16 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 76 az 100 rokov pre rok 1993
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Zdroj: vlastné spracovanie

Model, ktory najpresnejSie opisuje Umrtnostné spravanie populdcie Slovenskej
republiky v roku 1993 je Kannistov model. Najviac k tomu prispel fakt, Ze vo vysokych
vekoch mal najlepsie vysledky aproximacie, ¢o bolo najproblémovejSou oblastou
pre ostatné modely. Druhym najlep§im modelom pre tento rok je Coaleov-Kiskerov model
a hned’ za nim je Helligmanov-Pollardov model. Rozdiely v MSE st pre tento rok vel'mi

malé, preto vSetky tri mdéZeme povazovat’ za vhodné.

4.2.2 Analyza v roku 2005

Vplyv faktora pohlavia sme spomenuli uz v predchadzajicej Casti. Z udajov a aj
z grafu €. 17 mo6Zeme pozorovat’, Ze imrtnost muzov a Zien sa oproti roku 1993 navzajom
k sebe mierne priblizila. Na grafe ¢. 17 je zobrazena Cierna krivka, ktora predstavuje uroven
miery umrtnosti pri zanedbani pohlavia. V mladom veku do 14 rokov predstavuje spol'ahlivy
opis imrtnosti oboch pohlavi a So stapajiicim vekom sa krivka priblizuje viac ku krivke
umrtnosti Zenskej populacie. Tato krivka rovnako ako v roku 1993 nie je silno ovplyvnena

kolisanim muzskej umrtnosti vo vysokych vekoch.
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Graf ¢. 17 - Krivka imrtnosti muzov, Zien a pri zanedbani pohlavia v roku 2005

0,01
0,009
0,008
0,007
0,006
0,005
0,004
0,003
0,002

0,001

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

— 7e11y2005

e \uZi2005

e—) 005

4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50

51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77 79 81 83 85 87 89 91 93 95 97 99

Zdroj: vilastné spracovanie

Tabul'ka ¢. 10 zachytava miery presnosti modelu prostrednictvom hodnoty MSE pre

25 ro¢né vekové intervaly, atiez pre cely sledovany vekovy interval od 0 po 100 rokov.

Grafické porovnanie modelov je zobrazené v grafoch ¢. 18 az 21.

Tabulka ¢. 10 - Hodnoty MSE pre rézne vekové intervaly pre rok 2005

MSE G-M C-K K H-P CcD

0-25 1,8365E-06 1,96183E-06 1,86956E-06 2,05316E-06 1,68477E-08
26-50 |9,09181E-08 3,7277E-08 6,7211E-08 4,81809E-08 8,55551E-08
51-75 | 1,1482E-06 3,28768E-05 1,09436E-06 1,53335E-05 8,82423E-06
76-100 |0,000783705 0,000175619 0,000143764 0,000141899 0,000320478
0-100 |0,000194766 5,21222E-05 | 3,6354E-05 3,94594E-05 8,1536E-05
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Na vekovom intervale do 25 rokov dava najlepsie vysledky pri modelovani tmrtnosti
rovnako ako vroku 1993 CoDe model, kedZe ako jediny dokaze modelovat’ umrtnost

do jedného roku Zivota. Priemerny stcet §tvorcov rezidui MSE = 1,68477 - 1078,

Graf ¢. 18 - Grafické porovnanie modelov od narodenia do 25 veku zivota pre rok 2005
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Zdroj: vlastné spracovanie

Na d’alSom vekovom intervale je takisto zhoda s rokom 1993, kde najkvalitnejSie
vyrovnanie patri Coaleovmu-Kiskerovmu modelu s hodnotou MSE = 3,7277 - 1078,
Ostatné modely podavaju porovnatel'ne dobré vysledky, ¢o je viditeIné aj na grafe ¢. 19.

Rozdiely medzi nimi st zanedbatel'né.

Graf ¢. 19 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 26 az 50 rokov pre rok 2005
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Zdroj: viastné spracovanie
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V dalsich intervaloch sa poradie trochu zmenilo. Pre interval od 51 do 75 rokov sa
pre rok 2005 za najlepsi model povazuje Kannistov model s MSE = 1,09436 - 107° (Graf
¢. 20). Kannistov model vykazuje vyborné vysledky aj medzi vekmi 76 az 100 rokov, avSak

na tomto intervale ho o kusok predbehol Helligmanov-Pollardov model (Graf ¢. 21).

Graf ¢. 20 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 51 az 75 rokov pre rok 2005
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Graf ¢&. 21 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 76 az 100 rokov pre rok 2005
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Ak sledujeme modely pocas celého zivota populacie Slovenska v roku 2005,
za najvhodnejsi model mézeme povazovat’ znova Kannistov model. Druhé a tretie miesto sa

oproti roku 1993 vymenilo. Druhym najlepSim sa pre tento rok stal Helligmanov-Pollardov
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model. O nieco horsie vysledky vykazoval Coaleov-Kiskerov model. Treba poznamenat’, ze
okrem Gompertzovho-Makehamovho modelu vSetky modely dosiahli vynikajace vysledky

a s vyhovujice na modelovanie amrtnosti v roku 2005.

4.2.3 Analyza v roku 2017

V Casti 1.2.1 sme uviedli, ze rozdiely timrtnosti medzi muzmi a Zzenami sa stale viac
priblizuja. Hoci to bol fakt, ktory nezohl'adnoval vek, na grafe ¢. 22 vidime, Zze miery
umrtnosti muzov a zZien sa naozaj priblizuju aj ked’ berieme do uvahy vekové rozlozenie
umrti. PozorovateI'né je to najmi medzi vekmi 51 az 100 rokov. Do buducnosti je mozné, ze
rozdiely sa budu natol’ko zmenSovat, Ze faktor pohlavia naozaj nebude relevantny

pri modelovani tmrtnosti populacie.

Graf ¢&. 22 - Krivka umrtnosti muzov, zien a pri zanedbani pohlavia v roku 2017
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Tabul’ka €. 11 obsahuje vysledné hodnoty priemerného suctu Stvorcov rezidui piatich
modelov. V prvych $tyroch riadkoch st udaje uvedené pre intervaly s dizkou 25 rokov
a v poslednom riadku st uvedené hodnoty pre cely sledovany vekovy interval pri zanedbani
pohlavia ako faktora modelovania umrtnosti. Grafické porovnanie vybranych modelov je

zobrazené v grafoch ¢. 23 az 26.

Tabulka ¢. 11 - Hodnoty MSE pre rozne vekové intervaly pre rok 2017
MSE G-M C-K K H-P cD
0-25 |6,86914E-07 7,24718E-07 6,86887E-07 7,843E-07  1,2569E-08
26-50 | 1,84799E-08 1,91987E-08 1,84603E-08 1,974E-08  3,1608E-08
51-75 | 6,36436E-06 2,05197E-05 3,80842E-05 7,71294E-05 1,4099E-05
76-100 | 0,001709342 0,001505952 0,002195066 0,002300848 0,004040649
0-100 |0,000424861 0,000378031 0,000552941 0,000588815 0,001003662

Zdroj: vlastné spracovanie

Vo veku do 25 rokov je po tretikrat najspolahlivejsi CoDe model pre MSE =
1,2569 - 1078, ateda tento model moZno povazovat za najvhodnejsi na tomto intervale.
Na ostatnych vekovych intervaloch nevykazuje rovnako dobré vysledky v dosledku jeho
zlozitosti, ktora sposobila problémy pri hl'adani optimalnych hodndt parametrov. Z tohto
doévodu je uz len na poistovni ¢i vyuzije model ako celok alebo ho zjednodusi a bude nim

modelovat’ len umrtnost’ po obdobie dospelosti.

Graf ¢&. 23 - Grafické porovnanie modelov od narodenia do 25 veku Zivota pre rok 2017
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Medzi vekmi 26 az 75 rokov sa umrtnostné spravanie najlepsSie podarilo opisat
pomocou Gompertzovho-Makehamovho zékona umrtnosti, ktory sa povazuje
za najjednoduchsi a najpouzivanejsi z vybranych zékonov umrtnosti. Ukazovatel MSE ma
na intervale (26,50) hodnotu 1,84799 - 10~2 ana intervale od 51 do 75 rokov hodnotu
6,36436 - 1076,

Graf ¢&. 24 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 26 az 50 rokov pre rok 2017
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Zdroj: vlastné spracovanie

Graf ¢&. 25 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 51 az 75 rokov pre rok 2017
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Vo vysokych vekoch mal najlepSie vysledky MSE Coaleov-Kiskerov model,

konkrétne 0,001505952, ¢o velkou mierou prispelo k jeho vitazstvu na celom vekovom
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intervale. Predbehol Kannistov model amrtnosti, ktory sa tentokrat umiestnil az na tretom
mieste. Prekvapivo ho predbehol najjednoduchsi Gompertzov-Makehamov model, o nas

len utvrdzuje v tom, preco hoci patri k najstar§im modelom, je stale vel'mi ¢asto pouzivany.

Graf ¢. 26 - Grafické porovnanie modelov medzi vekmi 76 az 100 rokov pre rok 2017
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Zaver

Umrtnostné spravanie populacie v zavislosti od veku je pre Zivotn( poistoviiu
nesmierne dolezitym poznatkom, na zéklade ktorého vykonava mnoh¢é aktuarske vypocty,
ako napriklad kalkulacia poistného a technickych rezerv. Cim presnejsie dokaze odhadnut
pravdepodobnosti umrtia svojich poistencov, tym mensie riziko nespravneho nastavenia

poistného, respektive nespravneho uloZenia financnych prostriedkov musi znasat’.

Ciel'om diplomovej prace bolo predovsetkym modelovanie umrtnostného spravania
populacie Slovenskej republiky pomocou vybranych zédkonov Gmrtnosti v rokoch 1993,
2005, 2017 a ich vzajomné porovnanie.

V prvej kapitole sme sa snazili ¢itatel'a voviest do problematiky tykajicej sa
umrtnosti v oblasti poistovnictva. Oboznamili sme ho So zakladnymi pojmami
a charakteristikami Zivotného poistenia. Dalej sme bliZ§ie opisali imrtnost’, jej ukazovatele
aanalyzovali sme vyvoj umrtnosti vrokoch 1993 az 2017. Priblizili sme si
najprielomovejsie smernice Europskej tinie so zameranim na Gender smernicu, ktorad sa
zasadne dotyka prave oblasti umrtnosti, kedZe pohlavie je vyznamnym faktorom jej
modelovania.

Na zaciatku 3. kapitoly sme upriamili pohl'ad na detailny opis zakonov umrtnosti.
Ukézali sme si ich zdkladné vztahy, prednosti, ale aj nedostatky, ktoré mali potom vplyv
na presnost’ modelov v praktickej Casti. Venovali sme sa dokladnej charakteristike metdd
nelinedrnej regresnej analyzy, ktoré sa pouZivaju na odhad parametrov nelinearnych
regresnych modelov. Vybrali sme si Gaussovu-Newtonovu metoédu, Gradientnu metodu
a Levenbergovu-Marquardtovu metodu, ktoré st sucastou analytického softvéru SAS
Enterprise Guide. Za najefektivnejSiu moézeme povazovat Levenbergovu-Marquardtovu
metdodu, ktora spaja prednosti ostatnych dvoch spominanych metod. Vysledné modely sme
hodnotili na zédklade mier kvality modelov a presnosti ich progndz, konkrétne priemerného
stctu Stvorcov rezidui MSE a Standardnej odchylky rezidui RMSE. Softvérové rozhranie
SAS Enterprise Guide sme okrem zakladného opisu demonstrovali na Gompertzovom-
Makehamovom zakone imrtnosti spolu s vystupmi procedury nelinearnej regresie.

Stvrta a zaroven posledna kapitola je pre ¢itatelov najviac prinosna, pretoze obsahuje
aplikaciu zédkonov Umrtnosti na redlne data 0 umrtnosti populacie Slovenskej republiky
v rokoch 1993, 2005 a 2017 na zaklade teoretickych poznatkov z predchadzajtcich kapitol.

Predmetom modelovania je vekovy interval od 0 do 100 rokov, ktory sme rozdelili na 2 Casti
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(od 0 do 50 rokov, od 51 do 100 rokov), ¢o prispelo k spresneniu vysledného modelu.
Pre dosiahnutie eSte spol'ahlivejSich vysledkov odporacame krivku rozdelit’ na viac Casti,
kde prva cast’ by modelovala kojeneckt umrtnost’, druha ¢ast’ umrtnost’ do 20 rokov Zivota,
tretia Cast’ takzvan(i normalnu imrtnost’ pracujicej populécie a Stvrta ¢ast’ by sa zaoberala
umrtnostou vo vyssich rokov.

V prvom rade sme zohl'adnili faktor pohlavia pri modelovani umrtnosti, vd’aka comu
sme poukazali na rozdiely medzi umrtnostou muzov a zien. U muzov bola analyza
narocnejSia nez U zien, ato z dovodu mensiecho poctu dat a vacsej volatility dat najmi
vo vysokych vekoch. Na rozliSenych datach podla pohlavia sme si ukazali spravanie
jednotlivych zakonov umrtnosti a graficky sme si zvyraznili ich nedostatky. Hlavnym
nedostatkom starSich modelov bolo zanedbanie dojcenskej imrtnosti. CoDe model bol ako
jediny schopny spolahlivo odhadnut’ hodnotu imrtnosti do 1 roku Zzivota. Jednoduchsie
modely oproti tym zlozitejsSim mali eSte jednu slabinu, ktorou bol tvar krivky. Vzhl'adom
na nenarocnost’ mali jednoduchy exponencidlny tvar, ktory sa nevedel prispdsobit’
umrtnostnému spravaniu populacie v tzv. havarijnom hrbe, viditeI'nom v obdobi okolo 20
roku Zivota. Preto sme dosahovali lepsie vysledky na datach v roku 1993, kedy tento hrb
nebol taky vyrazny. Na zaver sme sa rozhodli reSpektovat’ ustanovenie Eurdpskej tnie
0 zékaze pouzivania faktora pohlavia pri aktuarskych vypoctoch a modelovali sme miery
umrtnosti bez ohl'adu na pohlavie. Zanedbanie pohlavia prispelo k zjemneniu vykyvov, ¢im
sa zjednodusilo odhadovanie mier umrtnosti, ale samozrejme stalo sa menej presnejSim.
Na intervale od 0 do 25 rokov dosahoval najlepSie vysledky CoDe model v kazdom
z0 sledovanych rokov. Na ostatnych intervaloch sa poradie modelov menilo. V roku 1993
sa modelom, ktory najpresnejSie opisuje Umrtnostné spravanie populdcie Slovenska stal
Kannistov model. Najviac k tomu prispel fakt, Ze vo vysokych vekoch mal najpresnejsie
vysledky aproximécie, ¢o bolo najproblémovejSou oblastou pre ostatné modely. Svoje
umiestnenie si Kannistov model obhajil aj v roku 2005. Nakoniec, v roku 2017 mal najlepsie
vysledky Coaleov-Kiskerov model.

O ziadnom modeli sa v8ak neda prehlasit, Ze by bol najlepsi, alebo ze by bol pre
ucely modelovania nevhodny na tomto vekovom intervale. Modely si navzajom vel'mi dobre
konkurovali. Otazkou pre poistoviiu zostava, ¢i stoji za to modelovat’ imrtnost’ pomocou
zlozitych zadkonov umrtnosti, ked’ tie jednoduché modely spolahlivo opisuju timrtnostné

spravanie populacie.
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