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Programovy a organizacny vybor pracoval v zloZeni: Martin Kalina, Ol'ga
Nénasiovda — predsedovia, c¢lenovia: Maria Bohdalovd, Michal Gregus, Angela
Handlovic¢ova, Jozef Chajdiak, Jozef Komornik, Magda Komornikova, Jan Luha, Méaria
Minarové, Iveta Stankovicova, Jifi Vala, Jan Amos Visek, Gejza Wimmer.

Na priprave a zostaveni tohto Cisla participovali: Méria Bohdalova, Martin
Kalina, Méria Mindrova, Ol'ga Nanasiova, [veta StankoviCova,
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Vyucba Statistiky na Strojnickej fakulte Technickej univerzity KoSice
Teaching of Statistics at The Faculty of Mechanical Engineering of
Technical University KoSice

Andrejiova Miriam

Abstract: Department of applied mathematics of the Faculty of Mechanical Engineering at
Technical University KoSice provides mathematics teaching at three faculties - Faculty of
Mechanical Engineering, Faculty of Metallurgy, Faculty of Mining, Ecology, Process Control
and Geotechnologies. The aim of this paper is to present the statistics teaching at the Faculty
of Mechanical Engineering in the academic year 2008/2009.
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1. Uvod

Viac ako 30 rokov sa na nasej katedre vyucoval predmet Matematika IV, ktory zahiial
zéklady teodrie pravdepodobnosti, popisnu Statistiku, teoriu odhadu, testovanie hypotéz,
korelacnu a regresnul analyzu. Matematika IV bola sicast'ou zdkladného kurzu matematiky a
bola povinna pre vSetkych Studentov inzZinierskeho Stadia Strojnickej fakulty.

Prelomovym a pre vyucbu Statistiky zvlast’ nepriaznivym rokom bol akademicky rok
2000/2001. V tomto roku doslo k redukcii poctu hodin a povinny predmet Matematika IV bol
nahradeny volitelnym predmetom Pravdepodobnost’ a matematicka Statistika, ktory konci
klasifikovanym zapoétom. V 4. roéniku denného $tudia nad’alej ostal predmet Statistické
metody, ktory bol povinny len pre jediny zo 16 inzinierskych Studijnych odborov: Kvalita
produkcie a bezpecnost’ technickych systémov.

Tabulka 1 ukazuje prehlad vyucby Statistickych predmetov a pocet Studentov, ktori
dané predmety absolvovali od akademického roku 2000/2001 do 2005/2006.

Tabulka 1: Vyucba Statistiky v rokoch 2000 - 2006

Pocet Studentov

Predmet 00/01 |01/02 |02/03 |03/04 |04/05 |05/06

Pravdepodobnost’ a mat. Statistika
2.ro¢nik DS, Ing., SiF, V, 2/2, kz N 5 7 7 6 11

Odbor: bez zamerania

Statistické metody
4. roénik DS, Ing, SjF, P, 2/3, z/s 25 26 30 26 22 21

Odbor:  Kvalita  produkcie a bezpecnost
technickych systémov

Matematicka Statistika
2. roénik ES, Be, SiF, P, 2/3, z/s X X X 14 28 36

Odbor:  Kvalita  produkcie a bezpecnost’
technickych systémov

Stat. metédy v environmentalistike
4. ro¢nik ES, Ing, SjF, V, 2/3, kz X X X X 28 25

Odbor: Technika ochrany zivotného prostredia

(Poznamka: z — zapocCet, s — skiiSka, kz — klasifikovany zapocet, V — volitelny predmet, P — povinny predmet,
DS — denné stadium, ES — externé §tadium, N —predmet sa nenachadza v Studijnom programe)




2. Statistika - 1.stupen vysokoskolského $tudia

Od akademického roku 2005/2006 nastupila naSa fakulta na trojstupniové Studium.
Studijné plany bakalarskych $tudijnych programov, ktoré ma fakulta akreditované, st pre
vyucbu Statistiky v porovnani s predchadzajucimi rokmi omnoho priaznivejsie.

Tri Studijné programy (Environmentidlne manazérstvo, Priemyselné inzinierstvo,
Technika ochrany Zivotného prostredia) maji vo svojich Studijnych pldnoch povinny predmet,
ktorého osnova zahrituje zéklady tedrie pravdepodobnosti, popisnu Statistiku, teériu odhadu,
testovanie hypotéz, korelacni aregresnii analyzu (tabulka 2). Najrozsiahlejsi kurz
z matematickej Statistiky a pravdepodobnosti v bakalarskom S§tudiu mé Studijny program
Kwvalita produkcie (KP), v ktorom je v priebehu 3-ro¢ného bakaléarskeho Stidia naplanovanych
tyzdenne 8 hodin prednaSok a 6 hodin cviceni.

Tabulka 2: Povinné Statistické predmety — 1. stuperi

Studijny program /Predmet

Environmentalne manazérstvo (EM)
Statistika pre environmentalistov (2.ro¢nik, ZS, 2/2, z/s)

Priemyselné inZinierstvo (PI)
Statistické metody (2.roénik, LS, 2/2, z/s)

Technika ochrany Zivotného prostredia (TOZP)

Statistika pre environmentalistov (2.ro¢nik, ZS, 2/2, z/s)

Kvalita produkcie (KP)

Tedria pravdepodobnosti (2.ro¢nik, ZS, 2/2, z/s)

Statistické metddy manazérstva kvality I (2.ro¢nik, LS, 3/2, z/s)
Statistické metody manazérstva kvality I (3.roénik, LS, 3/2, z/s)

So skuto¢ne zakladnymi pojmami a minimalnym Statistickym kurzom sa stretnt aj
Studenti Studujtci v Studijnom programe Automobilové vyroba, Bezpecnost’ a ochrana zdravia
pri praci, Pocitacova podpora strojarskej vyroby a Prototika a ortotika (tabul’ka 3), a to vd’aka
tomu, Ze obsahovd napli niektorych povinnych predmetov 1. ro¢nika je doplnena prave
o Statistické minimum (popisna Statistika, zdkladné pojmy z pravdepodobnosti). Zvyc€ajne ide
len o 6 hodin prednéasok a 6 hodin cviceni pocas semestra.

Tabul’ka 3: Predmety s doplnenym obsahom Statistiky — 1. stuperi

Studijny program / Predmet

Automobilova vyroba / Matematika II (1.ro¢nik, LS, 3/2, z/s)

Bezpecnost’ a ochrana zdravia pri praci /Aplikovana matematika (1.ro¢nik, LS, 2/2, z/s)

Pocitacova podpora strojarskej vyroby / Aplikovana matematika (1.ro¢nik, LS, 2/2, z/s)

Prototika a ortotika / Aplikovana matematika (1.ro¢nik, LS, 2/2, z/s)

Moznost’ vybrat’ si predmet priamo stvisiaci so Statistikou pontkaju v 2. ro¢niku dva
Studijné programy — Pocitacova podpora a strojarska vyroba (PPSV) a Prototika a ortotika
(Pa0). Studenti majii moznost’ vybrat’ si povinne volitelny predmet Statistické metody, ktory
kon¢i klasifikovanym zapoctom (tabulka 4). PocCet tych Studentov, ktori si dany predmet
zapiSu a predovsetkym aj uspesSne absolvuju, je kazdoro€ne vel'mi nizky.

Aj napriek nasej snahe rozsirit” vyucbu Statistky vo vSetkych Studijnych programoch
bakalarskeho Studia, mame tri $tudijné programy (Mechatronika, Prevadzka a udrzba
strojov, VSeobecné strojarstvo), v ktorych Studenti sa pocas celého svojho Stadia nestretnu so
zakladnymi pojmami pravdepodobnosti a Statistiky.




Tabul’ka 4: Povinne volitel’né Statistické predmety — 1. stuperi

Studijny program/Povinne volitePny predmet

Politatova podpora strojarskej vyroby (PPSV) / Statistické metody (2.roénik, ZS, 2/2, kz)

Prototika a ortotika (PaQ) / Statistické metody (2.rocnik, ZS, 2/2, kz)

3. Statistika - 2.stupen vysoko$kolského $tudia

Pokracovanie zékladného kurzu matematickej Statistiky v 2.stupni vysokoskolského
Studia mé4 len velmi mald Cast' z22 akreditovanych Studijnych programov inZinierskeho
Studia (tabul’ka 5).

Tabul’ka 5: Povinné Statistické predmety — 2. stuperi

Studijny program /Predmet

Bezpecnost’ technickych systémov (BTS)
Statistické metody (1.roénik, ZS, 2/3, z/s)

Environmentilne manazérstvo (EM)
Statistika pre environmentalistiku (1.ro¢nik, ZS, 2/2, z/s)
Statistické spracovanie environmentalnych informécii (2.ro¢nik, ZS, 1/2, kz)

InZinierstvo kvality produkcie (IKT)
Statistické metody (1.roénik, ZS, 2/3, z/s)

Aj v 2. stupni vysokoskolského Stuidia mame dva Studijné programy (Pocitatova
podpora strojarskej vyroby, Strojarske technologie), v ktorych Studenti maju moznost’ rozsirit
si svoje vedomosti zo Statistiky a vybrat’ si prislusny - povinne volitelny predmet konciaci
klasifikovanym zapoctom (tabul'ka 6). Nevyhodou vol'by pre ulitela a Studentov je ta, ze
dany predmet mézu absolvovat’ aj ti Studenti, ktori pocas 1. stupnia bakalarskeho Studia
neabsolvovali zdkladny kurz Statistiky. Ale aj tu mdéZeme skonStatovat, ze redlny pocet
Studentov, ktori si dany predmet zapisali a zapiSu je vel'mi nizky.

Tabul’ka 6: Povinne volitel’né Statistické predmety — 2. stuperi

Studijny program/Povinne volitePny predmet

Pocitac. podpora strojarskej vyroby (PPSV) /Stat. metody vo vyrobe (2.ro¢nik, ZS, 2/1, kz)

Strojarske technolégie (ST)/ Inzinierska Statistika (1.ro¢nik, ZS, 1/2, kz)

Studenti d’alSich dvoch odborov (Robotickd technika, Automatizacia a riadenie
v strojarstve) sa stretavaju so zakladnym kurzom matematickej Statistiky v 1. roéniku
v predmete Aplikovana matematika a Matematické metddy v automatizacii.

4. Vyucba §tatistickych predmetov

Po roku 2006 musela nasa katedra pristlpit’ k vytvoreniu a doplneniu u¢ebnych osnov
niekol’kych novych $tatistickych predmetov podl'a poziadaviek a potrieb findlnych odbornych
katedier. Jednym zo spdsobov skvalitnenia a zatraktivnenia vyucby Statistiky, rovnako ako
zintenzivnenia spoluprace s odbornymi katedrami v oblasti vyskumu a rieSenia uloh z praxe,
sa ako najlepS$ie rieSenie ukazovalo vybudovanie vlastnej pocitacovej miestnosti s vhodnym
softvérom. V akademickom roku 2007/2008 boli konec¢ne vsetky prace (po¢nic buracich a
murarskych prac az po zaklpenie pocitacov a nainStalovania prisluSnych programov) na
laboratoriu Statistickych metdd ukoncené. Vysledkom snazenia mnohych zainteresovanych je
laboratorium s 11 pocitatovymi termindlmi.

Pri vybere zodpovedajucich avhodnych softvérovych néastrojov sme zvolili
predovsetkym OSS programy ako Maxima, Octave a Gnuplot. Tieto programy st doplnené




Excelom a Matlabom, ktory sa vyuZziva vo vyucbe niektorych odbornych predmetov na
odbornych katedrach. Na katedre madme zakapenu aj jednu licenciu programu STATISTICA
a v st€asnej dobe prebieha realizacia zakupenia multilicencie.

Obrazok 1: Laboratorium Statistickych metod

Pocet Studentov, ktori absolvuji vyucbu Statistickych predmetov alebo prejdu
zakladnym kurzom, je pocas jedného semestra velky. Len v zimnom semestri akademického
roku 2008/2009 to bolo viac ako 400 Studentov denného a externého $tudia. Z kapacitnych
dovodov laboratoria sme museli pristupit’ k rozdeleniu vyucby Statistickych predmetov na dve
Casti. V bakaldrskom stupni $tadia prebieha vyucba Statistickych predmetov klasickymi
vyuCovacimi metodami bez pocitacov, s vyuzitim kalkulaciek, tabuliek a vzorcov. V tomto
pripade je vel'mi ddleZity aj vhodny vyber tloh. Neskor, v inzinierskom stupni $tadia, vyucba
prebieha pomocou pocitatov a vhodne zvoleného softvéru. Aj v tomto pripade je dolezité
a nevyhnutné prispdsobit’ vyber prikladov tematicky jednotlivym Studijnym programom.

5. Zaver

Z archivnych udajov vyplyva, Ze len hrozivo mala Cast’ absolventov, aj napriek ich
technickému zameraniu $tadia, ovladala po roku 2000/2001 =zaklady Statistiky. Po
akademickom roku 2005/2006 nastali pre vyucbu Statistiky priaznivejSie podmienky, 1 ked’ aj
v suCasnosti urCité nezanedbatené percento naSich budlcich bakalarov a inzinierov
neabsolvuje pocas Studia niektory zo Statistickych predmetov.

Vyucba Statistiky by mala ¢o najlepSie odpovedat” potrebam katedier garantujicich
jednotlivé studijné programy. Ciel'om vyucby na nasSej katedre nie je len poskytnut’ Studentom
zékladné vedomosti zo Statistiky, ale naSou snahou je predovsetkym viest’ Studentov k ich
aplikovaniu pri analyzovani a rieSeni roznych Statistickych problémov z praxe.
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Modelovanie kalovacich exponentov zraZok interpotmymi metédami*
Scaling exponent of rainfall modeling by interpolaion methods

Bohdal Rébert, Bohdalova Maria

Abstract: The goal of this work is the modelling of spatald temporal scalling exponent of
rainfall over a range of scales. The interpolatspiine methods are applied to the scalling
exponent of rainfall. Three different interpolatiorethods are employed, and examples of the
results are given. All three modeling approachesuaed to predict the rainfall intensity over
the all places in Slovakia. These model approadiess acceptable forecasts. Its give
consistently smaller prediction errors comparedri@mngular methods. The models can be
used to predict in real time the spatial rainfall.

Key words: thin plate spline, Shepard's method, rainfall,isgaéxponent
Kracové slova:tenkostenny splajn, Shepardova metdda, zrazkiowka exponent

1. Uvod

Ciel'om tohtoc¢lanku je modelovanie Skélovacich koeficientov zkamoré boli ziskané
metodou Skalovania zrazok (pozri [5], [6]). Mnodsterazok (ich hodnoty) poskytuju
zrazkomerné pristroje. ¥&ina zrazkomernych pristrojov dava informacie am@sennych
zrazkovych Uhrnoch, avSak pre vodohospodarsiedy(sucasto potrebné aj Udaje s¢g#m
casovym rozliSenim. Metdda Skalovania zrazok umagZugit navrhové hodnoty ddbv pre
zvolent dobu opakovania pre trvania kratSie akoeneddd, s vyuZitim dennych
zrazkomernych zaznamov. Zrazkomerné pristroje stadované len v niek&ych miestach
na Slovensku, avSak pre vodohospodarsk&ylje potrebné poziiahodnoty Skalovacich
koeficientov aj v miestach, kde zrdZzkomerné prjstroe su. Z tohto dévodu sme sa rozhodli
pouzt’ interpol&né metody, ktoré umaaju vytvorit model plochy reprezentujucej zrazkovu
¢innog’ na celom Uzemi Slovenska. Z mnozZstva znamychpiol@nych metdd sme vybrali
tie, ktoré su pouzitmé prelubovd’ne rozmiestnené meracie stani¢gd také, ktoré nie su
rozmiestnené v pravouhlej mriezke).

2. Interpolaéné metody
Majme dané geodetické suradnigs, y]J€E%i=1,... n, avnich zadané realne hodnoty
ViER, resp. namerané mnozstvo zrazok v jednotlivyclacia staniciach Slovenska. NaSou ulohou

je najs’ taky interpoland funkciuf: E*-R, pre ktor platf(p) = vi, prei = 1, 2, ... n.

Pri vybere interpoknej plochy treba vziado Gvahy fakt, Ze merné stanice su na
Slovensku rozloZzené v nepravidelnej mriezke (p@miazok 1).

! Clanok vznikol za podpory grantu agentry VEGA-1/4@7



Obrazok 1: Rozmiestnenie zrazkomernych stanic nav8hsku

Z vysSie uvedeného dévodu, sme z viacerych intatpgth metdd vybrali interpolaciu
pomocou radialnych bazickych funkcii, zndmu aj poadzvom tenkostenny splajn
a Shepardovu metddu a jej modifikaciu. Ich &guopis uvadzame v nasledujdci¢astiach
¢lanku.

2.1.Tenkostenny splajn

Interpolacia pomocou tenkostennych splajnov (indkrgia pomocouradialnych
bazickych funkdi je jednou z najpouzivanejSich metod camych na interpolaciu
nerovnomerne rozloZzenych dat.

Metoda interpolacie tenkostennym splajnom je $egm pripadom vSeobecnych
interpola&nych metdéd pomocou radialnych bazickych funkciiedpolana funkciaf(x) tychto

metdd ma v priestor8? nasledujtce vyjadrenie ([1]):

()= 2 AR bl Sexe, (1)

kdex? = X1 3-- X , (g, ... ,oxg) € N% ke N,

aRy «(r) je trieda radialnych bazickych funkcii v tvare:
2k—d

r , akd jeneparne
Rl )—{

= _ pre X >d.
r*“log(r), akd jepéarne

V pripade tenkostennych splajnov ¢e=2 a k=2, z ¢coho dostanemer, ,(r) =r2og(r).
Tenkostenny splajn ma potom vyjadrenie:

f(x,y)= ¢+ Cx+ cyy+ %Z& r7log(r?). pre[x,y] DE?, (1)

i=1
pricomr?= (x—x V' +(y-vy,facuy ¢, cs A st nezname. Parametdg i = 1, ... ,n musia
spinat’ podmienky:
A=0 a > ip=0. (2)
i=1 i=1

Aplikovanim interpol&nych podmienok(p) =vi, kdei =1, 2, ... n spolu s podmienkami
(3) vypatitame nezname zo systému rovnic:



0O 0 O 1 1 1 C, 0
0O 0 O X, X, X, c, 0
0 0 O Y1 Y2 Yn Cs 0
1 X% % 0 rzzllog(rzzl) rnzllogErnzlg W2 )\=|f 3)
1% Y, rlzzlog(rlzz) 0 I’n22|Og rn22 Ay 12 fa
1 % Y rlilog(rli ) r22n|og(r22n ) o 0 Anl2 fy

kde rij2: rji2: (Xj _Xi)2+(yj _Yi)2 '
2.2.Shepardova metdda interpolacie

Shepardova metdda patri k najjednoduchSim pristugonterpolacii nerovhomerne
rozloZzenych dat [2].

Analogicky ako v predchadzajucefasti budeme Iada interpola&na funkciu
vyhovujucu podmienkarf(p) = v, prei = 1, 2, ... n.

Shepard navrhol interpalad funkciu v tvare vazeného priemeru hodnot

f(x)= 2 alx . (5)
i=1
Vahovaciu funkciuwi(x) zo vz’ahu (5) mdézeme vyjadriv tvare:
o, (X
w (x)= : (6)

n

ch(x)

j=1

kde o,(x)= | =p] ™, prew, >0. Parametery; umoziuje ovplyiova tvar vyslednej

plochy v okoli interpolovanych bodov.

V literatire (napr. v [3]) sacasto vyskytuje zovSeobecnend Shepardova metoda
pouzivajuca lokalne interpolanty, ktoré nahradzhgdnoty v; lokalnymi interpol&nymi
funkciamiL;(x) s vlastnogou Li(pi) = v;. Potom funkcid(x) zo vz’ahu (5) bude ntatvar:

f(x)= 3 @t () g

Ak interpolané funkcie budu kvadratické, tak dostaneme dostatdiladku plochu
s relativne malou vygtovou narénog’ou.
Modifikované kvadratickd Shepardova metéda ma (pazri [4]):

f0)=flxy)= > alxyRxy), (8)
i=1
pricom lokalny kvadraticky interpola@i(x, y) je ueny predpisom:
Q (X, y): CI,l(X_ X; )2 + CI,Z(X_ X; )(y_ Yi)"'

Cl,s(y_ Yi )2 + C|,4(X_ X; )+ CI,S(y_ Yi )+ Vi -
Nezname koeficienty;; v Qi(x,y) su vyp@itané metédou najmenSich Stvorcov s pouzitim
podmienok:

Zn:wk(XiaYi )[Cl,l(xk _Xi)2+"'+ C|,5(yk - Yi)+ f, - fk]2 - min, (10)

k=1,k#i

(9)



Rq _dk(X' Y) i

kde X, y)= aR, je polomer vplyvu okolia bodpi[x;, vil.
o, (X y) (quk(x,y) ] Ryje p plyv pix, i

3. Prakticka ¢ast’

Vstupné udaje tvorili maximalne intenzity zrazolb& zrazkomernych stanic z celého
Gzemia Slovenska, spracované postupont@&hmaja a Valova ([8]), pre trvania 5 aZz 180
min, doplnené o denné Udaje. V tychto mernych siacth sme pouzili metédu jednoduchého
Skalovania na wenie navrhovych davych intenzit na Slovensku (pozri [5]). Metdda
jednoduchého Skalovania unioge ugit navrhové hodnoty zrazok pre trvania dle¥
kratSich nez jeden dea pre zvolenu dobu opakovania vyuziva denné zagramhrnoch
zrazok. Metdda bola aplikovana vo viacerych obdas$tiEurépy, ako i zamoria, a osvia sa
ako vhodna na vyjadrenie teghov medzi intenzitou, trvanim a periodicitou zta¥[®], [9],
[7]).

NasSou ulohou bolo nameranymi hodnotami preélaistaténe vhodna interpotanU
splajnovi plochu s vyuzitim réznych metdd a ofeith presnos pomocou znamych
Statistickych mier. Overovanie modelu sme uskmilopomocou znamej metddy, v ktorej sa
postupne vylti vzdy jedno meranie (z nameranych hodndt) a naslesh spéta chyba
interpolacie pre vyltené meranie. Takto sme postupovali u vSetkych potatny metdod.
Grafické vystupy interpotaych pldéch ziskanych jednotlivymi metédami uvadzamee
obrazku 2, 3 a 4.

Pre jednotlivé metédy sme analyzovali ich chybynasledujucej tadlkke uvadzame
pref’ad popisnych Statistik pta jednotlivych metod:

Tabu’ka 1: Porovnanie interpolénych splajnovych modelov

Tenkosplajnové Shepardov Kvadraticka

metod: metod: Shepardova metoc
Priemer 0,0007 -0,0004 -0,0006
Standardna chyba 0,0047 0,0038 0,0071
Median -0,0009 0,0017 0,0020
Smerodajna odchylka 0,0354 0,287 0,0531
Rozptyl vyberu 0,0013 0,0008 0,0028
Strmost’ -0,1010 -0,2412 3,9433
Sikmost -0,1816 -0,0560 -0,6079
Rozsah 0,1619 0,1240 0,3423
Minimum -0,0834 -0,0724 -0,2000
Maximum 0,0785 0,0516 0,1423

Pre chyby jednotlivych modelov sme otestovali hggatHg: priemerna chyba sa rovna
nule, oproti alternative, Ze priemerna chyba niej@a nule. Pre vSetky metddy Studentov
test nezamietol nulov( hypotézu tiabovdnej hladine vyznamnosti. Dalej sme overili
normalitu chyb. Pomocololmogorovho-Smirnovheestu, sme zistili, Zze tenkosplajnova
a Shepardova metdda maju normalne rozdelené chyey ap= 0,05 ale kvadraticka
Shepardova metéda ma normalne rozdelené chybyréein p0,01. Vysledky tychto hypotéz
uvadzame v nasledujucej tdke:

Tabu’ka 2: Vysledky testu: priemerna chyba je nulovaestu normality

Tenkosplajnova metdda Shepardova metéda Kvadratickd Shepardova metéda
Student-test test Student-test test Student-test test
(p-value) normality (p-value) normality (p-value) normality
0,8866 0,1500 0,9128 0,1500 0,9280 0,0306




Obrazok 2: Tenkosplajnova metéda interpolacie Skéloich koeficientov zrazok

Obrazok 3:Shepardova metdda interpolacie Skalovacich koefibi zrazok

z

/

Obrazok 4: Kvadratickd Shepardova metdda interpadagkalovacich koeficientov zrazok

z




4. Zaver

Pre modelovanie Skalovacich exponentov zrazok sknenovysSie uvedenych troch
interpol&nych metdd pouZili aj interpalaé metody zaloZzené na triangulaciaCloughovu-
Tocheroviy Powellovu-Sabinovimetddu a in€), avsak ich vysledky boli menej péeampreto
ich v¢élanku neuvadzame. Vysledky ziskané tenkosplajnovoetédou, Shepardovou
metdédou a kvadratickou Shepardovou metdédou bdilej podrobené analyzam pre
vodohospodarskecaly, pripadne budeméalej uvazovéa o vyuziti interpolanych metéd
zaloZzenych na radialnych bazickych funkciach slioka nostom ([10]).

5. Literatdra

[1] DUCHON, J.1977. Lecture Notes in Mathematics 571. Springenagg Berlin, 1977, s.
85-100.

[2] SHEPARD, D. 1968. A two dimensional interpolation function fmegular spaced data.
Proceedings 23rd ACM. National Conference, 19681%-524.

[3] FRANKE, R., NIELSON, G. 1980.Smooth interpolation of large sets of scattered.dat
International Journal for Numerical Methods in Hregring, vol. 15, no. 11, 1980, s.
1691-1704.

[4] RENKA, R. 1988. Multivariate interpolation of large sefssgattered data. In: ACM
Transactions on Mathematical Software, vol. 14,0d.988, s. 139-148.

[5] BARA, M., GAAL, L., KOHNOVA, S.,SzOLGAY, J.,H.AV COVA, K. 2008.Simple scaling
of extreme rainfall in Slovakia: a case study. Meteorological Journal. ISSN 1335
339X. 2008, 11¢.4, s. 153-157.

[6] MENABDE, M. — SEED, A. — PEGRAM, G. 1999. A simple scaling model for extreme
rainfall. Water Resour. Res., 35 (1), 1999, s. 339

[7] MOLNAR,P. - BURLANDO, P. 2005. Preservation of rainfall properties inchastic
disaggregation by a simple random cascade modelo#gheric Research, 77, 2005, s.
137-151

[8] Samal, F. — VaLovi¢, S. 1973, Intensities of short-term rainfall in Si&ia.
Proceedings of works of HMI, Nr. 5. SPN Bratisla(ia.Slovak)

[9] YU, P.S4. — YANG, T.CH. — LIN, CH.SH. 2004, Regional rainfall intensity formulas
based on scaling property of rainfall. In: JourabHydrology, 295 (1-4), 2004 s. 108—
123

[10] FORNEFETT, M. — ROHR,.K. — STIEHL, H. 1999Elastic Registration of Medical Images
Using Radial Basis Functions with Compact Supp@omputer Vision and Pattern
Recognition, 1999, s. 402—407.

Adresy autorov:

Bohdal Rébert, RNDr., PhD. Bohdalova Maria, RNDr., PhD.
FMFI UK, Mlynské dolina FM UK, Odbojarov 10

842 48 Bratislava 825 05 Bratislava
Robert.bohdal@fmph.uniba.sk maria.bohdalova@fm.uniba.sk



Financial time series and chaos
Finan¢né ¢asoveé rady a chaos

Bohdalova Maria, Gregu$ Michal

Abstract: Over the last few years, it has become clear ¢habs theory and fractals are a
subset of a much larger universe of discourse: texip theory. In this paper we introduce

the fractal market analysis. Fractal structure piscglobal determinism and local randomness
of the behavior of the financial time series. Wdl wse R/S analysis in this paper. R/S

analysis can distinguish fractals from other typégime series, revealing the self-similar

statistical structure.

Abstrakt: Teoria chaosu sa zaoberd nelinearnymi systématoi¢ knaju skryty nejaky
vnutorny poriadok aj k& sa navonok zd4, Ze sa jedna o nahodné proCésyok je Gvodom
do fraktalnej analyzy finamych trhov. Fraktalna Struktira akceptuje globaeterminizmus
a lokalnu nadhodndgsspravania sa fin&gnych ¢asovych radov. ¥lanku sa zaoberame R/S
analyzou, ktord umditije odlist’ fraktal od inychtasovych radov.

Key words: financial time series, fractal, R/S analysis
Kracové slova:finantnécasové rady, fraktal, R/S analyza

1. Introduction to Fractals and the Fractal dimensions

The development of fractal geometry has been ontbeR0-th century’s most useful
and fascinating discoveries in mathematics ([25p. Fractals give structure to complexity,
and beauty to chaos. Most natural shapes, and deries, are best described by fractals.
Fractals are self-referential, or self-similar. ¢teh shapes show self-similarity with respect to
space. Fractal time series are random fractalschwhave more in common with natural
objects than the pure mathematical fractals we @olter initially. We will be concerned
primarily with fractal time series, but fractal gies give a good intuitive base for what “self-
similarity” actually means. Figure 1 shows dailyeekly and monthly Bank of America
Corporation pricesfor consecutive observations from march 2007 ty 2@09. With no
scale on theX andY axes, we are not able to determine which grapWwhih. Figure 1
illustrates self-similarity in a time series.
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Figure 1: Daily, weekly and monthly prices of stockBank of America Corp.

Fractal shapes can be generated in many ways.ifipéest way is to take a generating
rule and iterate it over and over again. Randorotdta are combination of generating rules
chosen at random for different scales. Combinatformandomness coupled with deterministic
generation rules, or “causality”, can make fractasful in capital market analysis. Random

! Datas follow from www.yahoo.com



fractals ([2], p.51) do not necessarily have pidtes look like pieces of the whole. Instead,
they may be qualitatively related. In the caseiwietseries, we will find that fractal time
series are qualitatively self similar in that, dfedent scales, the series have similar statiktica
characteristics. If we would like to understand tinelerlying causality of the structure of time
series, then classical geometry offers little hdlfay be, time series is a random walk — a
system so complex that the prediction becomes isiples In statistical term, the number of
degrees of freedom or factors influencing the sysie very large. These systems are not
well-described by standard Gaussian statisticsndaral statistical analysis begins by
assuming that the system under study is primaahdom; that is, the causal process that
created the time series has many component partlegree of freedom, and the interaction
of those components is so complex that determmeéstplanation is not possible ([1], p.53).
Only probabilities can help us to understand arkke tadvantage of the process. The
underlying philosophy implies that randomness aetmninism cannot coexist. In order to
study the statistics of these systems and createra general analytical framework, we need
a probability theory that is nonparametric. In tlpaper we introduce nonparametric
methodology that was discovered by H.E. Hurst

In advance, we introduce the term: fractal dimemsithe fractal dimension describes
how a time series fills its space, is the productlb factors influencing the system that
produces time series ([2], p.57). Fractal time esercan have fractional dimensions. The
fractal dimension of a time series measures howegdghe time series is ([1], p.16). As
would be expected, a straight line has a fractaledision of 1. Time series is only random
when it is influenced by a large number of evehtd aire equally likely to occur. In statistical
term, it has a high number of degree of freedomaWdom series would have no correlation
with previous points. Nothing would keep the poimtshe same vicinity, to preserve their
dimensionality. Instead, they will fill up whatevepace they are placed in. A nonrandom
time series will reflect the nonrandom nature sefiitfluences. The data will clump together,
to reflect the correlations inherent in its inflees. In other words, the time series will be
fractal. To determine the fractal dimension, we mmsasure how the object clumps together
in its space. However, a random walk has 50-50 ahar rising or falling, hence, its fractal
dimension is 1.50. The fractal dimension of a tigeeies is important because it recognizes
that process can be somewhere between determif@dtiee with fractal dimension of 1) and
random (a fractal dimension of 1.50). In fact, fteetal dimension of a line can range from 1
to 2. The normal distribution has an integer dinnam®f 2, which many of characteristics of
the time series. At values 1.56<2, a time series is more jagged than a randorasseri

They are many ways of calculating fractal dimensidWe introduce methodology of
the Hurst exponeri, and we convert it into the fractal dimensbim this paper.

2. R/S analysis and Hurst exponent

Hurst was aware of Einsteiri 'work of Brownian motion. Brownian motion became th
primary model for a random walk process. Einst@uantl that the distance that a random
particle covers increases with the square roahw# uised to measure it, or:

R=TO.50, (1)
whereR is the distance covered amds a time index.
Equation (1) is called th& to the one-half rule, and it is commonly used in statistics.
Financial economists use it to annualize volatibtystandard deviation. To standardize the
measure over time, Hurst decided to create a dilm@liess ratio by dividing the range by the
standard deviation of the observations. Hence atiadysis is called rescaled range analysis

2 Hurst, H.E. 1951. The Long-Term Storage CapaditiR@servoirs. In: Transaction of the American Stcisf
Civil Engineers 116.

% Einstein, A. 1908. Uber die von der molekularkisetten Theorie der Warme geforderte Bewegung von in
ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen. rofdPhysics 322.
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(R/S analysis). Hurst found that most natural phesra follow a “biased random walk” — a
trend with noise. The strength of the trend andl¢vel of noise could be measured by how
the rescaled range scales with time, that is, bw high H is above 0.50. Peters ([1] p.56)
reformulated Hurst's work for a general time seag$ollows.

We begin with a time series, Xxf Xo,..., Xn}, t0 represenn consecutive values. For
markets, it can be the daily changes in price efagk index. We divide this period into
contiguous subperiods of lengghsuch thatmg=n. The rescaled range was calculated by first
rescaling or “normalizing” the data by subtractthg sample meaxy:

Zrz(xr—xm)| r=1!2)"'n (2)
The resulting serieZ, now has a mean of zero. The next step createsalative time series
Y:

Y1=(Z1+Z)), r=2,3,...n (3)
Note that, by definition, the last value ¥{Y,) will always be zero becaughas a mean of
zero. The adjusted rand®,, is the maximum minus minimum value of the

Rn=max(Y1, Yo,..., Yn)—m' n(Y]_, Yo,..., Yn) (4)
The subscriptp, for R, now signifies that this is the adjusted rangexiox,, ..., X,. Because
Y has been adjusted to a mean of zero, the maximiue @&Y will always be greater than or
equal to zero, and the minimum will always be léss or equal to zero. Hence, the adjusted
range,R,, will always be nonnegative. This adjusted rargjejs the distance that the system
travels for time index. If we setn=T, we can apply equation (1), provided that the time
series,X, is independent for increasing valuesnofHowever, equation (1) applies only to
time series that are in Brownian motion (they hase mean, and variance equal to one). To
apply this concept to time series that are not iowBian motion, we need to generalized
equation (1) and take into account systems thamatendependent. Hurst found that the
following was a more general form of equation (1):

(RISw=c.n" (5)
The subscript, for (R'S), refers to the R/S value fay, o, ..., X, andc is a constant.

The R/S value of equation (5) is referred to asrésealed range because it has zero
mean and is expressed in terms of local standandtt®. In general, the R/S value scaled as
we increase the time increment, by a power—law value equal td, generally called the
Hurst exponent (n is an integer value).

Rescaling allows us to compare periods of time thay be many apart. In comparing
stock returns of the 1920s with those of the 198@;es present a problem because of
inflationary growth. Rescaling minimize this profigby rescaling the data to zero mean and
standard deviation of one, to allow diverse phenmmand time periods to be compared.
Rescaled range analysis can also describe timesgbat have no characteristic scale. This is
a characteristic of fractals.

The Hurst exponent can be approximated by plottiegogR/S,) versus the logl) and
solving for the slope through an ordinary leastesgs regression:

log(R/S))=log(c)+H.log(n) (6)

If a system is independently distributed, th¢m0.50. WherH differed from 0.50, the
observations are not independent. Each observesioted a ,memory*“ of all the events that
preceded it. What happens today influences theduivhere we are now is a result of where
we have been in the past. Time is important. Theach of the present on the future can be
expressed as a correlation:

Cc=2"1_7, (7)
whereC is correlation measure aitlis Hurst exponent.
There are three distinct classifications for theddexponent ([2], p.64):

1. H=0.50: time series is random, events are randonuandrrelated. Equation (7)
equals zero. The present does not influence theeutts probability density
function can be normal curve, but it does not haviee. R/S analysis can classify
an independent series, no mater what the shape efnderlying distribution.
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2. 0<H<O0.50: time series is antipersistent, or ergoditheé time series has been up
in the previous period, it is more likely to be dou the next period. Conversely,
if it was down before, it is more likely to be upthe next period. The strength of
this antipersistent behavior depends on how dib$e to zero. The closer it is to
zero, the close€ in equation (7) moves toward —0.50, or negativeetation.
This time series is more volatile than a randoneser

3.  0.50<H<1.00: time series have a persistent or trendoetiig character. If the
series has been up (down) in the last period, thenchances are that it will
continue to be positive (negative) in the next @eriTrend is apparent. The
strength of the trend-reinforcing behavior, or pemnce, increases all
approaches 1.0. The cloddss to 0.5, the noisier it will be, and the lesdirtkd
its trends will be. Persistent series are fraclidBi@wnian motion, or biased
random walk. The strength of the bias depends on howfa above 0.50.

3. Testing R/S analysis

To evaluate the significance of R/S analysis, wWeutate expected value of the R/S
statistics and the Hurst exponent. We compare ¢h@wor of our process, described by R/S
analysis with an independent and random systengangde its significance.

We will test this null hypothesis: “The processingependent, identically distributed
and is characterized by a random walk”

To verify this hypothesis, we calculate expectetl@af the adjusted ran§&E(R/S,)
and its varianceVar (E(R'S))).

E(RS) =" 05[€ j z (n—r (8)
T
Var(E(R/'S,)) = (6 ij. @)

Using the results of equation (8) we can genengteaed values of the Hurst exponent.
The expected Hurst exponent will vary depending lma talues ofn we use to run the
regression. Any range will be appropriate as loagh® system under study and EH&/S,)
series cover to the same valuesiofFor financial purpose, we will begin witi¥10. The final
value ofn will depend on the system under study.

R/S values are random variables, normally disteduand therefore we would expect
that the values dfl would also normally distributed (see Peters [1]2}

Var (E(H,)) =%, (10)

where T is total number of observations in the damyote that th&ar(H,) does not depend
onn or H, but depends on the total sample Jize
Now t-statistics will be used to verify of the significze of the null hypothesis.

4. Empirical study

We apply R/S analysis to the daily, weekly and rhiyntlosing stock prices Bank of
America from 29.05.1986 to 7.5.2009 and the dateviofrom www.yahoo.finance.com
(Figure 2). R/S analysis needs a long time intstville use 5775 observations for daily

* Biased random walks were extensively studied bgstin the 1940s and again by Mandelbrot in the0$%hd
1970s. Mandelbrot called them fractional browniastions.([2], p.61)

® This process has Gaussian structure (see [1]).p.66
® This formula was derrived by Anis and Lloyd (197@)], p.71)
" Variance was calculated by Feller (1951) ([1].6).6
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frequency (only trading days), 2880 observationsafeekly frequency and 276 observations
for monthly frequency.
When analyzing markets, we use logarithmic retulefined as follows:
P
§=In5*-, (8)
)

whereS§ is logarithmic return at timeandP; is stock price at time

Daily prices of BAC (29.5.86-7.5.09) Weekly prices of BAC (29.5.86-7.5.09) Monthly prices of BAC (29.5.86-7.5.09)

Close Close Close

Date Date

Figure 2: Daily, weekly and monthly prices of Bankof America Corp. from 29.5.86 to 7.5.09

For R/S analysis, logarithmic returns are morerappate than the more commonly
used percentage change in prices. The range udetbianalysis is the cumulative deviation
form the average, and logarithmic returns sum taudative return, while percentage changes
do not. ([2], p.83).

We will examine the behavior dfi over different time increments, from daily to
monthly returns of stock Bank of America Corp. (BAC

Table 1-Table 3 show both tRS, andE(R/S,) values. Figure 3 shows thag R/S plot
for daily return data forT=5775 observations. Also plotted {R/S,) (calculated using
equation (8)) as a comparison against the null tingsis that the system is an independent
process. There is clearly a systematic deviatiomfthe expected values. Figyreshows the
log R/S plot with E(R/S) plot for weekly return data fofr=2880 observations and Figure 5
shows thdog R/S plot with E(R/S) plot for monthly return data far=276 observations.

The regression yieldeH=0.53540 andE(H)=0.56213 for daily returns (see Table 4).
The variance oE(H), as shown in equation (10) is 0.0002, for Gausstandom variables.
The standard deviation &(H) is 0.0132. TheH value for daily returns is —2.0313 standard
deviation bellow its expected value, a highly diigaint result. The regression yielded
H=0.53520 andE(H)=0.56952 for weekly returns (see Table 5). Thaavee of E(H) is
0.0003 and standard deviation BfH) is 0.0132. TheH value for daily returns is —1.8418
standard deviation bellow its expected value, a sigmificant result for confidence level
a=0.05. The regression yieldét=0.59589 andE(H)=0.6097 for monthly returns (see Table
6). The variance dE(H) is 0.0036 and standard deviationk&gH) is 0.0602. ThéH value for
daily returns is —0.2301 standard deviation belitsaexpected value, a non significant result
for confidence leved=0.05. Significance is confirmed only for dailywats and this may be
caused by insufficient number observations.

Our stock Bank of America hds greater than 0.5, it has persistence charactes, it
fractal and application of standard statisticallgsia becomes of questionable value.



N log N log R/S R/S E(R/S)
10 2,302585 1,122582  3,072779  2,650278
17 2,833213  1,463863  4,322625  3,879877
20 2,995732] 1,546395  4,694515  4,324742
34 3,526361]  1,852481 6,37562 6,050077|
68 4,219508  2,231924 9,317779  9,101265
85 4,442651  2,325834]  10,23522 10,3277

170 5,135798  2,701515  14,90229  15,13091
289 5,666427| 2,978472] 19,65775  20,10602
340 5,828946/ 3,057879  21,28237| 21,94454
578 6,359574] 3,347838  28,44118  28,96639
1156 7,052721 3,68908  40,00803  41,44743
1445 7,275865  3,796379 44,5396|  46,47719
2890 7,969012]  4,307041  74,22053  66,21137

Table 1: R/S analysis, Bank of America: daily retuns

N log N log R/S R/S E(R/S)
11 2,397895  1,166956  3,212199  2,848343
12 2,484907| 1,186805  3,276594  3,037391
18 2,800372] 1,433343  4,192693  4,032329
22 3,091042] 1532168  4,628198  4,602551
27 3,295837| 1,63842 5,147031]  5,245172
33 3,496508, 1,73145| 5,648838  5,940635
36 3,5683519  1,818525 6,162762  6,264156
44 3,78419 1,890857|  6,625041  7,065256)
54 3,988984 2,07206| 7,941168  7,968737
66 4,189655  2,188393  8,920869  8,947224
99 4,59512 2,373262]  10,73235 11,2472

108 4,682131 2,371679  10,71537  11,80396|
132 4,882802  2,551656/ 12,82832  13,18354
198 5,288267| 2,868894] 17,61753 16,4285
297 5,693732 2,975899  19,60723  20,39936
396 5,981414 3,195528  24,42308  23,77524
594 6,386879  3,502434] 33,19614 29,3806

Table 2: R/S analysis, Bank of America: weekly retins

N log N log R/S R/S E(R/S)
12 2,484907| 1,245205  3,473647] 3,037391
23 3,135494 1,610174 5,003683  4,736613
46 3,828641 2,072317  7,943204 7,253682
69 4,234107]  2,208782]  9,104621)  9,177427
92 4521789  2,399576 11,01851 10,79628
138 4927254  2,750749  15,65435 13,5082

Table 3: R/S analysis, Bank of America: monthly ratirns



R/S analysis, Bank of America Corp., daily returns
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Figure 3: R/S analysis, Bank of Americe
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Figure 4: R/S analysis, Bank of Americ;,
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R/S analysis, Bank of America Corp., monthly returns
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Parameter | Standard

DF Estimate Error t Value [ Pr>|t|
Intercept 1 -0,05695| 0,01963 -2,90| 0,0099
Hurst exponentH 1 0,53540; 0,00393] 136,16| <.0001
R-Square forH 0,9991
Adj R-Sq for H 0,9990
Expected Intercept 1 -0,20089] 0,03168] -6,34| <.0001
expected Hurst exponeniE(H) 1 0,56213] 0,00635] 88,58 <.0001
R-Square for E(H) 0,9978
Adj R-Sq for E(H) 0,9977
Number of Observations 19
Var(E(H)) 0,0002
S(E(H)) 0,0132
significance -2,0313

Table 4: Hurst exponent for R/S analysis, Bank of Aerica: daily returns
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Parameter | Standard

DF Estimate Error t Value | Pr> [t
Intercept 1 -0,02633]  0,03035 -0,87| 0,3922
Hurst exponentH 1 0,53520 0,00647| 82,72| <.0001
R-Square forH 0,9955
Adj R-Sq for H 0,9953
Expected Intercept 1 -0,23026] 0,02350, -9,80| <.0001
expected Hurst exponen&(H) 1 0,56952| 0,00501| 113,66| <.0001
R-Square for E(H) 0,9976
Adj R-Sq for E(H) 0,9975
Number of Observations 33
Var(E(H)) 0,0003
SE(H)) 0,0186
significance -1,8418

Table 5: : Hurst exponent for R/S analysis, Bank oAmerica: weekly returns

Parameter | Standard

DF Estimate Error t Value | Pr> |t
Intercept 1 -0,2496| 0,10745] -2,32| 0,0809
Hurst exponentH 1 0,59589| 0,02725] 21,87| <.0001
R-Square forH 0,9917
Adj R-Sq for H 0,9896
Expected Intercept 1,0000 -0,3763 0,0481| -7,8300{ 0,0014
expected Hurst exponen&(H) 1,0000 0,6097 0,0122| 50,0400| <.0001
R-Square for E(H) 0,9984
Adj R-Sq for E(H) 0,9980
Number of Observations 6
Var(E(H)) 0,0036
S(E(H)) 0,0602
significance -0,2301

Table 6: : Hurst exponent for R/S analysis, Bank oAmerica: monthly returns

5. Conclusion

In this paper we showed how it is possible to mesathe impact of information on the
time series by using Hurst exponeH{[2], p.102). H=0.50 implies a random walk.
Yesterday's events do not impact today. Today atew#o not impact tomorrow. The events
are uncorrelated. Old news has already been alib@bé discounted by the markét.
greater than 0.50 implies that today's events dmonhtomorrow. Information received today
continues to be discounted by the market afteast een received. This is not simply serial
correlation, it is a longer memory function. Infation can impact the future for very long
periods, and it goes across time scales.
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1. Uvod

Bayesiancom je kazdy, kto robi statistické ivahy pomocou Bayesovej vety. Bayesov-
sk4 statistika je koncepéne velmi jednoduchd. Na priklade hddzania mincou sa pokidsime
ilustrovat jej zakladné prvky. Posudzovanie modelu a bayesovské priemerovanie modelov
budu predstavené prostrednictvom regresného modelu. Vypoctova stranka a niektoré
dalsie aspekty bayesovskej statistiky st spomenuté len okrajovo.

Zacnime s nebayesovskou analyzou vysledkov hadzania mincou.

2. Nebayesovska statistika: analyza hodov mincou

Modelujme vysledok hodu mincou pomocou nahodnej premennej X ktord nadobtuda
hodnoty z dvojprvkovej mnoziny X = {0,1} s pravdepodobnostou P(X;60) = 6*(1 —
)% kde parameter 6 je pravdepodobnost tspechu P(X = 1). Rozdelenie P(X;6) je
bernoulliovské a ndhodny vyber X7 = X, Xo,...,X,, je zndmy aj ako bernoulliovska
schéma. Nech sa v n-tici hodov mincou vyskytoval uspech n; krat. Na zaklade tejto
informécie chceme v rdmci nebayesovskej statistiky urobit bodovy a intervalovy odhad
hodnoty parametra 6, test hypotézy o 6 a predpoved.

2.1 Odhad V nebayesovskej statistike existuje velké mnozstvo metéd na odhadovanie
parametrov: metéda najvicsej vierohodnosti, momentova metdda, zovSseobecnend mo-
mentovd metéda, metéda empirickej vierohodnosti, robustné odhadovanie, atd. Najcastejsie
pouzivand je asi metéda najvicsej vierohodnosti (angl., Maximum Likelihood, ML), v
ktorej sa za odhad O, parametra 6 berie t4 hodnotu parametra, pri ktorej by dana

hodnosti:

O = arg sup L(0; z7),
€O
kde, v tomto pripade, vierohodnostna funkcia (&ize pravdepodobnost realizdcie vyberu,
chapanda ako funkcia parametra) L(6;z}) = (:1)9”1(1 — @)™ a parametricky priestor
© = [0,1]. Lahko sa zisti, ze Orir, = %V pripade tohto jednoduchého zadania by asi
vSetky nebayesovské odhadovacie metédy viedli na tento odhad.

Priklad: Nech n = 20, ny = 5. Potom éML =M = 2—% = (0.25. Teda, na zaklade 20-tich
hodov mincou, v ktorych sa strana identifikovana s X = 1 vyskytovala 5 krat, zoberieme
ako odhad skutocnej, nam nezndmej hodnoty parametra # hodnotu 0.25. Tento bodovy
odhad by teda naznacoval, Ze minca je nevyvazena.

Ako pripravu na bayesovské tivahy poznamenajme, Ze mince zvyknd mat homogénne

zlozenie, byvaju vyvazené, takie by 0 a 1 mali padat s rovnakou pravdepodobnostou.



Otazkou je, ako zahrnit ttito mimodatovi informdciu do statistickych tvah, konkrétne
do odhadovania parametra 7 Nebayesovska Statistika na to nema odpoved. ©

2.2 Inferencie Nebayesovsky bodovy odhad je v pripade bernoulliovskej schémy velmi
jednoduchy. To isté sa uz nedd povedat o inferencidch, teda o konfidenénych interval-
och a testoch. Tvorba konfiden¢nych intervalov pre 6 stdle zamestnava nebayesovskych
statistikov, ako o tom svedéf napr. prehladovy élanok [21]. Jeden z najobliibenejsich kon-

fidenénych intervalov pre 6 je waldovsky 95%-ny interval: Oy, + 1.96\/ éML(l — éML) /n,
ktory je zalozeny na Centrédlnej limitnej vete (alebo, v tomto pripade, ekvivalentne,
asymptotickej normalite ML odhadu). Jeho pravdepodobnost pokrytia je u vyberov o
velkosti 20 iba 80%-n4'. Preto bolo navrhutych viacero korekeii waldovského intervalu.
Iny popularny interval je Clopperov Pearsonov interval, zviazany dualitou s rovnomennym
testom.

Priklad (pokr.): Clopperov Pearsonov test ddva pre nase ddta p-hodnotu 0.0414, teda v
teste nulovej hypotézy Hy : 6 = 0.5 oproti alternative H; : 6 # 0.5, nulovi hypotézu,
na konvencnej 5%-tnej hladine vyznamnosti zamietame. A 95%-ny konfiden¢ny interval
je (0.086,0.491). Asymptoticky 95%-ny konfidencny interval je (0.060,0.440)%. Tieto
nebayesovské inferencie vedu k zaveru, ze minca je nevyvazena. ¢

Konfidenény interval je jeden z mmnohych keby-konceptov (angl. pre-data concept)
nebayesovskej tatistiky. Keby sme realizovali velky (nekonecny) pocet 20-tic hodov peni-
azom, tak by dany 100(1—«)%ny konfidenény interval pokryl nezndmu skutoénii hodnotu
parametra v 100(1 — o) %-4ch pripadov. Ci v pripade konkrétnej realizacie 20-tich hodov
mincou dany interval pokryl alebo nepokryl skutoénii hodnotu parametra sa ale nedozvie-
me: bud pokryl, alebo nepokryl. Nie vzdy je toto keby-uvazovanie zmysluplné, nevraviac
o tom, ze v praxi je obycajne dolezitejsie ked-uvazovanie (angl., post-data reasoning): ked
mame tito konkrétnu realizdciu, akd je pravdepodobnost, Ze skutoénd hodnota parametra
lezi v tomto konkrétnom intervale? Tato otazka ma zmysel v bayesovskej statistike.

Testovanie hypotéz je notoricky problematické, vid napr. 2], [24], [29]. Zo vsetkych
vyhrad proti testovaniu hypotéz pripomenme ti Lindleyho: O nulovych hypotézach neex-
istencie rozdielu sa vie uz vopred, Ze st neplatné. Potom zamietnutie alebo nezamietnutie
takejto hypotézy neodréza ni¢ iné len velkost vyberu a silu testu, a to je sotva nejakym
prispevkom do vedy’.

2.3 Predikcie V pripade ndhodného vyberu je predpovedanie velmi jednoduché.

Priklad (pokr.): Pravdepodobnost P(X = 1|x7), Ze vysledok budticeho hodu mincou bude
X =1 je rovna 0. Aby sme ju odhadli, je prirodzené nahradif nezndme 6 jeho odhadom
éML, ¢o je v tomto pripade 0.25. Teda, podla ndsho odhadu padne v nasledujicom hode
X =1 s pravdepodobnostou 1/4. ¢

3. Bayesovsky ramec

Rémec, v ktorom sa deje bayesovskd Statistika je dany vetou Bayesa3.

1Dalsou értou tohto intervalu je, ze ak N 0, tak interval obsahuje, bez ohladu na n, jediny bod:
nulu.

2Vypoéitané v R. Kéd: libray(Hmisc); binconf (5, 20, method = ’all’). R-kovsky zdrojovy kéd
ku vSetkym vypoétom z tohto élanku sa d4 najst na www.savbb.sk/~grendar.

3Zaujimavé diskusia Bayesovej vety, ako aj zdkladnd charakterizicia odlisnosti bayesovskej a



3.1 Bayesova veta Bayesovsky statistik musi mimodatovi informéaciu o parametri § € ©
data-generujiceho rozdelenia pravdepodobnosti p(X7|6) vyjadrit vo forme apriérneho
rozdelenia pravdepodobnosti p(6). Prior, ako sa apriérne rozdelenie strucnejsie nazyva,
vyjadruje Statistikovu neistotu o hodnote parametra 6. Po tom ako je ziskana realizacia
x} vyberu X7, modifikuje bayesianec svoju apriérnu informaciu pomocou Bayesovej vety

p(z7 [0)p(0)
Jop(xt|0,)p(0)do’

a ziska tak aposteriérne rozdelenie p(f|z}) parametra 6, pri danych datach z}. Pos-
teriérne rozdelenie (alebo posterior) vyjadruje Statistikovu neistotu o 6 po tom, ako boli
pozorované data. Posterior samozrejme zavisi aj od modelu — teda od apriérneho rozde-
lenia p(f) a déta-generujiceho rozdelenia p(x! | 6).

Niektoré bayesovské tivahy sa dajd robif aj bez menovatela v Bayesovej vete, ktory sa
zvykne nazyvat evidencia (angl., evidence), alebo aj marginalna vierohodnost. V takom
pripade je zvykom pisat Bayesovu vetu v struénejsom tvare:

p(0|xT) o< p(zy | 0)p(6),

alebo, neformadlne, posterior oc vierohodnost x prior.

p(0]at) = (1)

Priklad (pokr.): Neistota o parametre 6 je v nasom pripade dost mald: mince st viicsinou
vyvazené. Ina¢ povedané, je dost pravdepodobné, Ze ndhodne vybratd minca, ktorou
ideme hadzat, je vyvazend. Mieru neistoty o  moézeme kvantifikovat napriklad nasledovne:
P(0.44 < 6 < 0.56) = 0.9. Teda, apriérne sme si takmer ist{ (nasa miera presvedcenia je
0.9), 7e 0 (t.j., pravdepodobnost padnutia tej strany mince, ktort sme zviazali s hodnotou
ndhodnej premennej X = 1), je v intervale (0.44,0.56) — teda, ze minca sa nevelmi odlisuje
od vyvézenej. Ako sme spominali, bayesidnec musi svoje apriérne presvedéenie vyjadrit
pomocou prioru. Jeden mozny prior, ktory stuhlasi s tymto apriérnym presvedéenim je
Beta(a = 100, 5 = 100).

Pripomenme:
Beta(0; a, 8) = [la+ ﬁ) 11— 6)°1,
T(a)T(5) )
pricom «, 3 > 0, § € [0,1]. Momenty: Ef = et Varf = Wgwm A méd(9) =
a—1
a+(-2"
Skombinujeme

e Beta(a = 100, 8 = 100) prior p(6)

e s vierohodnostou p(n; | ) oc ™ (1 — #)"~™ dat 27 v ktorych sa X = 1 vyskytovalo
ny krat,

e pomocou Bayesovej vety,

e a dostaneme posterior p(x7 | #). D4 sa uvidiet, Ze posteriérne rozdelenie je Beta(a +
ny = 105,06 +n —ny = 115).

nebayesovskej Statistiky je v praci [30], ktorej znalost predpokladame.

3



p( 6)

Obrazok 1: Beta(100, 100) prior.

Posterior ktory sme obdrzali patri do tej istej triedy rozdeleni ako prior. Prior méze mat
akykolvek tvar. Prior, ktory po bayesovskom skombinovani s vierohodnostnou funkciou
vedie na posterior patriaci do tej istej triedy rozdeleni ¢o prior, sa nazyva konjugovany
(angl., conjugate prior). Pretoze si bayesovské vypocty s konjugovanymi priormi ovela
lahsie, zvyknd sa takéto priory tiez nazyvat pohodlnymi priormi (angl., convenience pri-
ors). Mimo pohodlnosti, neexistuji vo véeobecnosti dévody preco by mala byt apriérna
informacia vyjadrend konjugovanym priorom.

Vierohodnostnd funkcia, prior a posterior su zobrazené® na obr. 2. Maximum vierohod-
nosti sa dosahuje v 0.25 ¢o je Onir,. Prior je koncentrovany okolo bodu 0.5. Dat je mélo
(n = 20), preto je aj posterior nimi len minimalne ovplyvneny. ¢

4

3.2 Bodové charakteristiky posterioru Posteriérne rozdelenie obsahuje vsetku dos-
tupnt informaciu: sumarizuje model a data.

V pripade, Ze je ale nutné zhrntf posterior do jediného "bodu’, d4 sa tak urobit v rdmci
bayesovskej tedrie rozhodovania. Rozhodovanie sa deje za neurcitosti. Nespravne rozhod-
nutie ma za nasledok straty. Je nutné specifikovat stratovi funkciu L(6, a), ktord udava
zavislost straty od toho ako sa lisi bayesovsky odhad a € © od 6. Po tom ako bola
specifikovand stratové funkeia je prirodzené hladat také bodové zhrnutie a posteriéru
(tzv. bayesovsky estimator/odhad), ktoré minimalizuje priemerni posteriérnu stratu

/@ L(0, a)p(0| 2 do.

Niektoré zakladné stratové funkcie a prislusné bayesovské odhady:

e posteriérna strednd hodnota, minimalizuje kvadraticka stratovi funkciu

L(0,a) = (a — 0)?,

41ibrary(LearnBayes); prior = c(100, 100) # params of Beta prior; data = c(5, 15) #
5 successes and 15 failures; triplot(prior, data)

4
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Obrézok 2: Triplot pre Beta(100, 100) prior.

e posteriérny medidn, minimalizuje absolitnu stratovi funkciu L(0,a) = |a — 6,
e posteriérny moéd, minimalizuje vSetko-alebo-ni¢ (angl., zero-one) stratovi funkciu.

Nie vzdy je zmysluplné hladat bodovi charakteristiku v rameci bayesovskej teérie rozhodova-
nia. V mnohych pripadoch sa za bodovy odhad berie posteriéorna stredna hodnota. Ak
ma ale posterior viac nez jeden mod, je zrejmé, ze v tomto pripade posteriérna stredna
hodnota nie je dobrou bodovou charakteristikou.

Priklad (pokr.): Nakolko posterior je Beta(105,115), tak posteriérna stredna hodnota je

Tz = 0.47727. Medién posterioru je® 0.47720, a posteriérny méd je 0.47706. o

3.3 Bayesovska robustnost Do akej miery zavisi posterior na volbe prioru? Tejto
otdzke je v bayesovskych vyskumoch venovang velkd pozornost. Tvoria néplii toho, ¢o sa
zvykne nazyvat bayesovska robustnost alebo analyza citlivosti (angl., sensitivity analysis),
vid [17]. Navrhnuté boli viaceré techniky na zisfovanie citlivosti posteriérnych tivah na
priore, ako aj kvantitativne miery robustnosti, vid napr. [2].

Priklad (pokr.): Obmedzime sa len na velmi primitfvnu formu analyzy citlivosti. Skiisime
zobrat iny prior, ktory by vyhovoval nd§mu apriérnemu presvedéeniu P(0.44 < 6 <
0.56) = 0.9. Napriklad prior dany ako nasledovna zmes hustot p(6) = 0.9 Beta(500, 500)+
0.1 Beta(1,1) je taky. Aj posterior je potom zmes, a to p(f|z}) = 0.9 Beta(505,515) +
0.1 Beta(6,16). Na obrazku 3 je triplot® prioru, vierohodnostnej funkcie a posterioru.

°gbeta(0.5, 105, 115)

6x = seq(0,1,0.001); curve(0.9*dbeta(x,505, 515) + 0.1*dbeta(x, 6,6), col = ’red’)
# posterior; curve(0.9*dbeta(x,500, 500) + 0.1xdbeta(x, 1,1), col = ’darkgreen’,
add = TRUE) # prior; curve(dbeta(x, 6, 16), col = ’blue’, add = TRUE) # like;
legend(’topright’, c("Prior", "Likelihood", "Posterior"), col = c("darkgreen", "blue",
"red"))
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Obrazok 3: Triplot pre zmesovy prior.

Posteriérna stredna hodnota je 0.472861, a teda je len o ¢osi mensia nez hodnota 0.4772727,
ktori sme dostali pri Beta(100,100) priore. ©

3.4 Objektivne priory Nie vzdy je k dispozicii taka jasna apriérna informacia ako
v pripade hadzania mincou. Znacnd ¢ast bayesovskych vyskumov je venovand tomu,
ako pretransformovat ziadne alebo velmi slabé apriérne presvedéenie o skutocnej hod-
note parametra do podoby apriérneho rozdelenia. Tento problém je taky zasadny, ze
rozdeluje bayesidncov na dve velké skupiny: subjektivistov a objektivistov. So znacnou
dévkou zjednodusenia sa da povedat, Ze subjektivisti st presvedéeni, Ze nemd zmysel
hladaf akési automatické (nesubjektivne) met6dy na konstrukeiu priorov. Naopak, objek-
tivisti aktivne navrhuji metédy na prekladanie neznalosti (angl., ignorance) do podoby
apriérneho rozdelenia. Jeden z prominentnych predstavitelov objektivnej bayesovskej
Statistiky, James Berger, vravi: 7V objektivnej bayesovskej analyze sa priory volia tak,
aby predstavovali 'neutralne’ znalosti o neznamych”. Vé&c¢sina bayesiancov zastava prag-
maticky postoj: v pripade modelu s mnohymi parametrami su pre nepodstatné parametre
a parametre o ktorych hodnotéch sa apriérne toho vela nevie pouzité neinformativne pri-
ory, a pre ostatné parametre sa subjektivne Specifikuji informativne priory.

Existuje velké mnozstvo technik na konstrukeiu objektivnych priorov. Asi najzndmejsou
je technika navrhnutd Haroldom Jeffreysom. Jeffreysov prior mé tvar p(f) o +/I1(0),
kde I(0) je Fisherova informdcia pre parameter §. Takto skonstruovany prior spfﬁa
poziadavku invariantnosti’: pri transformécii 6 na g() sa Jeffreysova apriérna hustota
transformuje tak, ako sa ma hustota pravdepodobnosti transformovat, vid napr. [9]. Jefr-
reysovské priory sd zvyéajne neznormalizovatelné, nazyvajui sa preto pseudo-priory (angl.,
improper priors). Vie sa, ze pre mnohé jeffreysovské priory byva vysledny posterior uz

"Nebayesovské statistické metédy nie s, vo vieobecnosti, invariantné na reparametriziciu. Jedinou
vynimkou si metddy zalozené na vierohodnostnej funkecii.



normalizovatelny, teda riadny (angl., proper prior). N eznormalizovatelnost mnohych jef-
freysovskych priorov ale sposobuje problémy pri bayesovskom porovnévani hypotéz (pozri
3.7). Iné velmi populdrne objektivne priory su tzv. referenéné priory, vid [19]. V
poslednych rokoch sa rozbehlo stidium a aplikacie tzv. slabo informativnych priorov
(angl., weakly informative priors).

Priklad (pokr.): Predpokladajme, ze nemame k dispozicii ziadnu apriérnu informéciu o
minciach, netusime, ze mince sa razia strojovo zo znacne homogénnych plechov kovu. Inac
povedané, apriorne nevieme o parametre  bernoulliovského rozdelenia ni¢. Vyjadrime
nasu neznalost jeffreysovskym priorom: p(6) oc 74/2(1 —0)~'/2, ¢o je Beta(0.5,0.5) prior.
Posterior je potom Beta(5.5,15.5). Z obrazku 4 je vidiet, Ze jeffreysovsky prior naozaj
vnasa do ivah minimum mimodétovej informécie.

Prior
4 Likelihood
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00 02 0.4 06 038 10

Obrazok 4: Triplot pre Jeffreysov prior.

Stredna hodnota posterioru je 0.262. Mdd posterioru je 0.237. Obe hodnoty si blizke k
ML odhadu. ¢

3.5 Intervalové charakteristiky posterioru Existuje viacero moznych intervalovych
charakteristik posterioru. V pripade, Ze posterior je priblizne symetricky, je rozumnou
charakteristikou jeho rozpétia 100(1 —«)%-ny posteriérny interval, mimo ktorého lezi pod
kazdym chvostom posterioru 100(«/2)% masy rozdelenia. Takyto bayesovsky konfidenény
interval sa nazyva (rovnako)chvostovy (angl., equal-tail). V opactnom pripade je lepsou
intervalovou charakteristikou vrcholovy posteriérny interval (angl., highest posterior den-
sity interval, HPD), ktory pozostédva z takej oblasti s(z}) parametrického priestoru O,
pre ktoru

1) PO es(n) | X]=a1) =1-a,
2) ak 0, € s(zY) a 6, & s(x7), potom p(f, | X[ = 2¥) > p(6, | XT' = 7).

Samozrejme, mozné su aj iné konstrukcie intervalovych charakteristik posterioru.

7



Priklad (pokr.): V pripade Beta(100, 100) prioru a nasich dat je posterior (t.j., Beta(105,115))
v podstate symetricky. 95%-ny chvostovy posteriérny interval je (0.412,0.543)%. Pri
danom priore a datach mézeme tvrdit, ze s 95%-nou pravdepodobnostou lezi neznama
hodnota parametra 6 v intervale (0.412,0.543).

Laplace, uz v roku 1774 analyzoval bernoulliovski schému pomocou rovnomerného prioru
(ktory je totozny s Beta(1,1)). Posterior je v takom pripade Beta(n; +1,n—mn; +1). Pre
nase data by v takomto pripade 95%-ny posteriérny chvostovy interval bol (0.132,0.437).

o

3.6 Testovanie v tedrii rozhodovania Testovanie hypotéz je mozné robit v rdmeci
bayesovskej tedrie rozhodovania. Formuluje sa nulova hypotéza Hy : § € Oq a alternativna
hypotéza H, : 0 € ©F. Mozné si dve akcie: akcia ag — prijatie Hy, akcia a; — prijatie
H,. Je nutné specifikovaf stratovii funkciu, ktord vyjadruje velkost straty v pripade chyby
prvého a chyby druhého druhu, ked sa vykond akcia a.

Najbeznejsou stratovou funkciou je zovseobecnena 0-1 strata:

k6 e6;
L(Q,ao):{gn ARG

inac,
cg  ak 0 € 6y,
Lo a) = {0 inag

Zovseobecnend je v tom, Ze strata ¢ v pripade chyby druhého druhu nemusi byt rovnaks
ako strata ¢y v pripade chyby prvého druhu. Bayesovsky test spociva v tom, ze sa vyberie
ta z hypotéz, ktora aposteriérne sposobi v priemere mensiu stratu. Posteriérna priemerna
strata sa zvykne tiez nazyvat riziko (angl., risk). Riziko ma v pripade zovseobecnenej 0-1
straty tvar:

r(ag|x}) = enl[l — P(Hy true | z7)],

r(ay |z}) = cfP(Hp true| z7).

Aby sme zamietli nulovi hypotézu musf byt teda r(a; | 27) < r(ag | 7). To je ekvivalentné

tvrdeniu, ze
i

cr + o

zamietni Hy : 6 € Oy, ak P(0 € Og|z]) <

V opacnom pripade sa Hy prijima. Ak su straty u oboch chybnych rozhodnuti rovnaké,
tak test zamieta nulovi hypotézu ak je jej posteriérna pravdepodobnost mensia nez 1/2.

Priklad (pokr.): Chceme testovat hypotézu, ze 0 je z ©y = (0.47,0.53). Pouzijeme
Beta(100, 100) prior p(f). Prior urcuje apriérnu pravdepodobnost nulovej hypotézy py =
f@() p(0) db, ¢o je 0.604°. Apriérne sme teda o Cosi viac presvedéeni o platnosti nulovej hy-
potézy, nez o alternative. Predpokladajme zZe straty su rovnaké u oboch chybnych rozhod-
nuti. Nakolko P(6 € ©g|z%) = 0.526'°, tak nulovii hypotézu nezamietame. Vsimnime
si, ze aposteriérne, po tom ako sme obdrzali data, nase presvedcenie o platnosti nulovej
hypotézy, v porovnani s apriéornym presvedc¢enim, kleslo. ¢

8qbe'ca(0.025, 105, 115); gbeta(0.975, 105, 115)
%1 = pbeta(0.53, 100, 100); 1 = pbeta(0.47, 100, 100); p0 = u-1
Oyp = pbeta(0.53, 105, 115); 1p = pbeta(0.47, 105, 115); pn0 = up-lp



Za zmienku stoji, ze ak je nulova hypotéza bodovd, potom je bayesovské testovanie
problematické, pretoze si vyzaduje priradenie pravdepodobnostnej miery jednoprvkovej
mnozine. Ked uz bayesidnci musia testovat bodovi nulovd hypotézu, robia tak pomocou
prioru obsahujiceho diracovski mieru vo vySetrovanom bode.

3.7 Porovnavanie hypotéz Testovanie v ramci tedrie rozhodovania je sice principialne,
ale zato velakrat prilis zviizujice. V pripadoch, ked nie je mozné alebo ziadice for-
mulovat stratovi funkciu, mé bayesianec moznost namiesto testovania, hypotézy Hy a H;
porovnaf. Robi sa to pomocou velmi prirodzeného néstroja, ktory sa nazyva bayesovsky
faktor (angl., Bayes factor). Ak je prior riadny, potom je mozné definovat apriérny pomer
sanci (angl., prior odds ratio):

P Jo, P(0)d8
o o, p(0)d

a aposteriérny pomer Sanci (angl., posterior odds ratio):

Dno f@ (0]z7)
Dn,1 f@l (6] 951)

Bayesouvsky faktor v prospech Hy je

posterior odds  pn.0/Pn1
BF01 = : = : —.
prior odds Po/D1

Nakolko nés skor zaujima ¢ nulovid hypotézu zamietame, nez jej potvrdenie, zvykne sa
robit s bayesovskym faktorom BF;o proti Hy. Uz Jeffreys navrhol kalibréciu BF;y podla
ktorej sa urcuje, aky silny je dokaz o neplatnosti Hy. Pred neddvnom bola tato kalibracia
mierne modifikovand v praci [27]. Uvedend je v Tabulke 1.

BFig dokaz o neplatnosti H
laz3 takmer ziadny
3 az 20 mierny
20 az 150 silny
> 150 velmi silny

Tabulka 1: Kalibricia bayesovského faktora BF .

Priklad (pokr.): Prior nech je Beta(100,100); Potom BFj, proti Hy : 6 € (0.47,0.53) je
1.374'1 teda nie je takmer Ziadny dokaz toho, Ze by H, bola neplatnd. <

Mnohi bayesovski statistici povazuju hypotézy za neuzitoénu formu Statistického usud-
zovania. Napr. v [3] sa hypotézy spominaji len v suvislosti s kritikou nebayesovskej
Statistiky:.

1p1 =1 - p0; pnl = 1 - pnO; BF10 = pni/pn0/(p1/p0)
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3.8 Predikcie Modelovanie sa ¢asto robi za tucelom predpovedania, robenia inferencii
o novych pozorovaniach Z, teda, prediktivnych inferencii. Bayesiancom na to sluzi pos-
teriérna prediktivna hustota (angl., posterior predictive density/distribution)

p(@lat) = [ pl@]6.3)0(0|23) 0, )

Tento dolezity koncept sa nepouziva len na predikcie ale aj na postudenie (angl., validation)
modelu (t.j., prioru a déta-generujiiceho rozdelenia).
Podobne sa zavadza aj apriérna prediktivna hustota (angl. prior predictive distribution)

p(#) = / p(0)p(F | 0) db,

nazyvand tiez margindlna hustota (angl., marginal density).

Priklad (pokr.): Posteriérna prediktl'vnavpravdepodonosf toho, ze v budicom vybere o
velkosti m bude g vyskytov X =1 je (vid [1])

: (3)

plilap) = (1) eI D

kde g =0,1,...,m a B(-,-) je beta funkcia; «, # st parametre posterioru.

Prior nech je Beta(100,100), a nech m = 20. Posteriérne prediktivne rozdelenie'? je na
obr. 5.

0
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Obrazok 5: Posteriérne prediktivne rozdelenie p(y | z7).

12library(LearnBayes); ab = c(105, 115) # posterior; m = 20; ys = 0:20; pred =
pbetap(ab, m, ys); plot(ys, pred, type = ’h’)
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92%-ny posteriérny prediktivny interval pre g, pri danych ddtach a priore je'® [6,13].
Teda, s 92%-nou pravdepodobnostou bude v budicich 20-tich hodoch mincou poécet
tspechov (X = 1) niekde medzi Sest az trindst.

V pripade, ze by nas zaujimala pravdepodobnost toho, ze v budicom jedinom hode nas-
tane tispech, potom by sme podla (3) dostali p(X = 1|27) = Béo(‘;g)ﬁ) = 245 o je priemer
posterioru. V pripade rovnomerného prioru by sme dostali zname Laplaceovo pravidlo
postupu (angl., rule of succession): p(X = 1|z}) = 721—121

Pre Beta(100,100) prior je pravdepodobnost, Ze po sekvencii 20-tich hodov, v ktorych
doslo k dspechu 5 krét, nastane dalsf uspech, rovnd 0.477 — priemer posterioru. Pripomerime,
7e nebayesidnec by ttito pravdepodobnost odhadol ML odhadom, ktory je 0.25. Pre

rovnomerny prior je hladand pravdepodobnost rovnd 0.273. o

Ako uz bolo spomenuté, posteriérna prediktivna pravdepodobnost sa pouziva aj na
posteriérnu prediktivnu kontrolu modelu, na postdenie, zhodnotenie modelu. Volne
povedané, ak je pozorovany tudaj v strede posteriérneho prediktivneho rozdelenia, po-
tom je v sulade s fitom modelu. Ak ale namerana hodnota lezi na chvoste prediktivneho
posterioru, potom ju model nevystihuje. Na formélne vyhodnotenie kvality modelu sa
pouziva posteriérna prediktivna p-hodnota, vid [3).

Priklad (pokr.): Posteriérna prediktivna pravdepodonost p(§ < 5|27 ) toho, Ze v nasle-
dovnej 20-tici hodov sa bude X = 1 vyskytovat 5-krét alebo menej je'* 0.0392. To by
naznacovalo, ze nas model (t.j., prior a data-generujice rozdelenie) nedostatoéne vystihuje
pozorované data, vid tiez obr. 5. Nakolko déta-generujtice rozdelenie je v nasom pripade
sotva spochybnitelné, mylif sa mozme len v priore. Kedze mdme ale doéinenia s malym
vyberom (n = 20) a apriérna informécia je dostatocne silnd, nie je v tomto pripade dévod
menit model. ¢

Pouzitie prediktivneho posterioru na posidenie modelu si zaslizi este jednu ilustraciu.

Priklad: 'V R-kovej kniznici faraway sa nachadzaji data ozone obsahujice merania
hladiny ozénu ako aj deviatich dalsich premennych. Vyberieme z nich Sest (wind, humid-
ity, temp, dpg, vis, doy), a s ich pomocou budeme chciet v rdmci regresného modelu mod-
elovat hladinu ozénu O3. Po fize budovania regresného modelu, skonéime napriklad pri
modeli 033 ~ wind+humidity+poly(dpg,2)+poly(doy, 2)+poly(vis,2)+temp:humidity.
Pérovy graf je na obr. 6.

Na parametre modelu 3, o2 polozime jeffreysovsky prior. Nédjdeme posterior: 3|o?,y
~ n(B,UQVg) a 02|y ~ Inv-x2(n—k,s?), kde 3 = (X'X) ' X"y, Vs = (X'X)~L, k je pocet
prediktorov, n pocet pozorovani, s*> odhad variancie chyb. Hoci je v tomto pripade aj
posteriérna prediktivna hustota p(§? | y7) vyjadritelnd analyticky (vid napr. [3]), stojf za
zmienku, Ze predstava o prediktivnom posteriore p(77 | y7) budticich dat ¢}, sa d4 ziskat
aj bez ratania integrdlu v (2). Staci ak vieme generovat nové g z rozdelenia p(g,6 | y7).
Odhad hladaného prediktivneho posterioru sa dé dostat napriklad jadrovym vyhladenim
vygenerovanych dat 7. Nechajme si z posterioru vygenerovat 1000 novych dvojic (3, 02),
a pre kazdu nasledne vygenerujeme pri danej matici planu X, n-ticu novych y. Jadrovo
vyhladime vSetkych 1000 n-tic a do vysledného odhadu prediktivneho posterioru este za-

13discint(cbind(ys, pred), 0.9)
1 sum(pred[1:6])
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Obrazok 6: Parovy graf dat.

kreslime pomocou zvislych ¢iar pozicie nameranych y7'. Vysledok15 jenaobr. 7. Z obrazka
je zrejmé, ze model v hrubych rysoch vystihuje data, ale zdaleka nie uspokojivo, nakolko
sa vacsina pozorovanych dat nachadza na pravom chvoste prediktivneho posterioru, a nie
v strede.

V inej forme je t4 ista vada modelu viditelnd na obr. 8, zobrazujicom graf zavislosti
priemerov z y-ov nasimulovanych z prediktivneho posterioru oproti pozorovanym g7, ako
aj referenéni, 45° Giaru'®.

7 oboch obrizkov vyplyva, Ze by bolo potrebné modifikovat model tak, aby sa stred
prediktivneho posterioru posunul doprava. ¢

3.9 Priemerovanie modelov Aby sme mohli popisat dalsf uzitoény bayesovsky kon-
cept — priemerovanie modelov, budeme musiet opustit hddzanie mincou. Idedlna na
to bude opit regresia. Predpokladajme, Ze modelujeme regresnym modelom ndhodnu
premennt y pomocou nejakej mnoziny prediktorov. Byva zvykom hladat najlepsi pod-
model, teda podmnozinu mnoziny prediktorov, ktora by v nejakom zmysle najlepsie vys-
tihovala chovanie zavislej premennej. Obycajne sa kvalita posudzuje nejakym kritériom
(napr. Akaikeho kritériom, vid [6] alebo [8]), ktoré zarucuje parsiméniu, teda rovnovéhu
medzi poétom prediktorov a tesnostou fitu. V bayesovskej statistike na tento tcel slizi
Bayesovské informacné kritérium (angl., Bayesian Information Criterion, BIC) (vid [6]),

® parsim = blinreg((0z$03)~ (1/3), as.matrix(Xm), m = 1000); predy =
blinregpred(as.matrix(Xm), parsim); plot(density(predy)) for (i in 1:330){abline(v
= ((0z$03) [11)~ (1/30}

16 plot((0z$03)~ (1/3), colMeans(predy)); abline(0,1)

12



0.4
I I

.2

f(ypred | yobs)
0 0.3

1 2 3 4
ypred

Obréazok 7: Prediktivna aposteridrna hustota p(g] | y7) a pozicie nameranych y.

Priemer ypred

Obrazok 8: Graf priemerov z g-ov nasimulovanych z prediktivneho posterioru oproti po-
zorovanym y7i.

ktoré je aproximéciou bayesovského faktora.

Snaha o vyber 'naj’ modelu je ale problematicka, pretoze vyberom jediného modelu sa
ignoruje neistota, ktorid mame o jednotlivych modeloch (angl., model uncertainty), a tato
neistota velmi ¢asto prevazuje vietky ostatné zdroje neistoty. Bayesovské priemerovanie
modelov (angl., Bayesian Model Avergaing, BMA) poskytuje koherentny sposob ako zo-
brat neistotu o modeli do tivahy. Vychddza sa pri tom z apriérneho (zvycajne rovnomerného)
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rozdelenia p(-) na mnozine modelov'” M = {M,, ..., M;}. Prior sa ndsledne bayesovsky
koriguje datami X7 a obdrzi sa posterior

AP p(at [ My)p(M;) 1
PAGI) = S | adp0) @

kde p(z7 | M;) je integrovand vierohodnost (angl. integrated likelihood)

p(af | M) = /P(ﬂf?\ejan)P(eﬂMj)d@m (5)

a 0; je parameter modelu M;. Posteriérne inferencie a predikcie su teda zaloZzené na
mnozine modelov, a nie na jedinom, akokolvek optimalnom modeli.
Nech ¢ je parameter, ktory nds zaujima. Posteriérna modelovo-spriemerovana hustota

p(¢|xt) je
k

p(d]at) =D p(d |}, My)p(M; | a}).
j=1
No a jej stredna hodnota a variancia si modelovo-spriemernené posteriérne charakteris-
tiky parametra ¢.

Priklad: V R-kovej kniznici MASS sa nachadzaju data UScrime obsahujice udaje o 47 am-
erickych statoch, za rok 1960. Udaje boli zhromazdené za cielom modelovania kriminality.
Prediktorov je 15. Po logaritmickej transformacii prediktorov ako aj zavislej premenne;j
pouzijeme kniznicu BMA'® (vid [31]) na néjdenie modelovo-spriemerovanych posteriérnych
hustot parametrov modelu'®.

Z nasledovného numerického zhrnutia sa moZzeme dozvediet, Zze 5 modelov s najvyssou
posteriérnou pravdepodobnostou m4 kumulativnu pravdepodobnost iba 0.3. Stlpec p!=0
obsahuje tidaje, pre $tyri z prediktorov, o tom, akd je (percentudlna) pravdepodobnost,
ze dany prediktor je v modeli. V stipci EV sa nachadzaji stredné hodnoty modelovo-
spriemernenej posteriérnej hustoty, a SD obsahuje smerodatné odchylky, pre kazdu pre-
mennd. V dalsich stipcoch st bayesovské odhady parametrov, v piatich najlepsich mod-
eloch.

51 models were selected
Best 5 models (cumulative posterior probability = 0.3 ):

p!=0 EV SD  modell model2 model3 model4d modelb
M 97.5 1.4014 0.532 1.478 1.514 1.605 1.268 1.461

"Mnozina M méze byt vo vieobecnosti spojita.

18V kniznici je implementovand aproximécia integrovanej vierohodnosti pomocou BICu, ¢o znaéne
znizuje komplexitu vypoctov. V kniznici BAS je na vypocet pouzité samplovanie bez navracania, z pos-
teriérnej hustoty.

191ibrary(MASS); library(BMA); data(UScrime); xcrime = UScrime[,-16]; xcrime
= log(xcrime[,-2]); ycrime = log(UScrime[,16]); breg = bicreg(xcrime, ycrime);
summary (breg, digits = 2); plot(breg, mfrow = c(2,2), include = c(1,10,5,11),
include.inter = F); imageplot.bma(breg)
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U2 82.7 0.2709 0.194 0.289 0.322 0.274 0.281 0.330
LF 3.4 0.0069 0.103 . .
GDP 34.2 0.2006 0.357 . . 0.541

Na obr. 9 si modelovo-spriemernené posteriorne hustoty zobrazené pre 4 vybrané predik-
tory. Velkost Diracovho impulzu v bode 0 udéva relativny pocet podmodelov (z celkového
poc¢tu 51 podmodelov s najvyssou posteriérnou pravdepodobnostou), v ktorych sa dany
prediktor nevyskytoval. Napriklad u prediktora M (percento muzov vo veku 14-24 rokov)
je tato pravdepodobnost (relativna pocetnost) velmi mald. Krivka zobrazuje modelovo-
spriemernent posteriérnu hustotu, cez podmodely v ktorych sa dany prediktor nachadza.

M Uz
1.0 + 08 4
08 -
0.6 -
06 -
4
0.4 - 0
0.2 A 0.2
0.0 1 T T T T 0.0 1 T T T T T T T
0 1 2 3 -02 00 0.2 04 0.6 0.8 1.0
10 LF GDP
08 0.6 -
] 05
06 04
04 1 03 1
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02 1 01 |
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-2 -1 0 1 2 -10 -05 00 05 1.0 15 20

Obrazok 9: Modelovo-spriemerneny posterior pre Styri parametre modelu.

Predstava o tom, ktory prediktor je ako vyznamny sa d4 rychlo ziskat aj z BMA koberca
(angl., image plot). Na obr. 10 st na z-ovej osi zoradené modely, zostupne, podla pos-
teriérnej pravdepodobnosti. Sirka binu vyjadruje velkost posteriérnej pravdepodobnosti
daného modelu. Farebne je indikovand posteriérna pravdepodobnost (v %), ze prediktor
(na osi y) je v modeli. Cervena®® oznacuje hodnoty vyssie nez 90%, modra hodnoty?' v
intervale (80, 90)%.

Pre porovnanie??, AIC (angl., Akaike Information Criterion) by do najlepsieho podmod-
elu vybralo prediktory M, Ed, Pol, M.F, Pop, NW, U2, GDP, Ineq, Prob, Time. Mnohé
z nich sa v bayesovsky spriemerovanom modeli nenachéddzaji. Naj-AIC model ani nepatri

medzi pat aposteriérne najpravdepodobnejsich modelov. ¢

Dolezitost priemerovania modelov si vdaka bayesidancom uvedomili aj nebayesidnci, vid
[6].

20V tlacenej podobe tmavo siva.
21V tlacenej podobe Eierna.
224 = cbind(ycrime, xcrime); m = lm(ycrime ~ ., data = d); summary(m); stepAIC(m)
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Obrézok 10: BMA koberec

3.10 A dalsie 1) Inferencie — zalozené na (1), predikcie a postidenie modelu — zalozené
na (2), priemerovanie modelov — zalozené na (4) a (5), ako aj dalsie bayesovské operacie
si vyzaduju vypocet integralov. Bayesianci su spolu so Statistickymi fyzikmi, od ktorych sa
pred par desatrociami naucili integrovat mnohorozmerné integraly pomocou markovovského
monte carlo simulovania (angl., Markov chain Monte Carlo, McMC), znami ako "agresivni’
vypoctari. Hoci st zakladné McMC algoritmy (Metropolisov, Metropolisov-Hastingsov al-
goritmus, Gibbsov generator (angl., Gibbs sampler)) pomerne lahko popisatelné (vid napr.
9]), ich praktické zvladnutie si vyzaduje zna¢ni davku kumstu.

2) Bayesidnci st majstri v modelovani pomocou hierarchickych modelov. S tymito
modelmi tzko suvisi aj zaujimava herézia, zndma ako empiricky bayes. Jednoduchym
prikladom hierarchického bayesovského modelu je: X;|6; ~ n(6;,0%), kde X; (i =1,2,...,n)
st nezavislé; a 0; ~ n(u, 7%), kde 0; (i = 1,2, ...,n) st zamenitelné. D4 sa ukdzat, Ze mar-
gindlne rozdelenie X; je n(u, 0*+72%). Ak je 0? zndme, moézme teda parametre u, 72 prioru
(nazyvajui sa tiez hyperparametrami) odhadnit z dét. Vdaka margindlnemu rozdeleniu
je tak mozné urcit hyperparametre prioru z dat. V takomto empirickom bayesovskom
pristupe su teda data pouzité dva razy: na urcenie hyperparametrov prioru a aj na
jeho aktualizdciu (angl., updating). V hierarchickom bayesovskom modelovani je pod-
statny predpoklad zamenitelnosti?® (angl., exchangeability) parametrov 6;. Parametre
01,0, ...,0, si zamenitelné ak ich rozdelenie je invariantné na ich permuticiu. So za-
menitelnostou tizko sivisi aj zdsadnd de Finettiho veta.

3) Odhliadnuc od fundamentélnej odlisnosti bayesovského pristupu od vsetkych nebayesovskych
pristupov, je mozné chapat bayesovanie ako metédu, pomocou ktorej sa daji (prin-
cipidlnym sposobom) regularizovat ML odhady. Napriklad zndmy hrebefiovy odhad (angl.,
ridge estimator) parametrov gaussovského regresného modelu, pouzivany nebayesidnmi v
pripade Ze matica planu je takmer singuldrna, sa da bayesovsky obdrzat pomocou gau-

BZaujimava diskusia o nezavislosti a zamenitelnosti je v [30].
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ssovského prioru, vid napr. [9].

4) V poslednych rokoch sa prudko rozvija neparametricka bayesovska statistika. Pravde-
podobnostné modely parametrizované koneénym poctom parametrov si velakrdt prilis
neflexibilné. V neparametrickom bayesovani (vid napr. [5]) sa kladie prior na mnozinu
vSetkych rozdeleni.

5) ABC (angl., Approximate Bayesian Computation) je zaujimavé technika, pomocou
ktorej sa daju robit bayesovské tivahy v pripade, ze vierohodnostnd funkcia je numericky
nezvlddnutelnd. Na to, aby sa ziskala vzorka hodnét z posterioru sa v ABC postupuje
podla tohto receptu:

1) zvolte pracovni (angl. proposal) apriérnu hustotu p(6),

2) vygenerujte kandidata 0* z p(0),

3) nasimulujte data Y" z p(Y]" | 6%),

4) vypocitajte vhodni sumédrnu Statistiku S(y}") pre nasimulované data, ako aj pre
napozorované déta S(x}),

5) akceptujte 0* v pripade, ze vhodnd miera vzdialenosti (-, -) spfﬁa
0(5(x7),S(yT)) <€

ABC sa objavilo v populacnej genetike a rozsirilo sa aj do dalsich disciplin.
4. Péle-méle

Pre mnohych nebayesovskych statistikov je bayesovsky ramec prilis zvazujtci, rigidny.
Z pohladu bayesovskej Statistiky sa zas nebayesovskd statistika javi ako stbor ’ad hoc’
procedir, ’keby’-uvazovania, a paradoxov. Tento desatrocia sa vyvijajici bayesovsko-
nebayesovsky ping-pong vniesol mnoho poznania do zakladov statistiky, aj do prakticke;
analyzy dét, ale schizma trva. Viacer{ statistici hladaji kompromis, vid napr. neddvnu
préacu [29].

Vnitrobayesovskym sporom (subjektivisti vs. objektivisti) je venovand velké cast tretieho
zvizku prvého rocénika casopisu Bayesian analysis. V neddvnom ¢isle (Vol. 3, No. 3, 2008)
toho istého ¢asopisu je zas zaujimava debata, vyprovokovana Gelmanovym ¢lankom, ktory
zhina vyhrady voci bayesovskej statistike.

Thomas Bayes zil v rokoch 1702 az 1761. Jeho slavna "Esej o rieseni jedného problému
v ramci doktriny Sanci’ vysla v roku 1763. Pomenovanie "bayesidnci’ vyvolava v mnohych
dojem akejsi sekty, vid [32]. Keby sa bayesianci volali napriklad posterioristi hned by to
znelo menej sektarsky!

K posterioristom maji spomedzi tych inych najblizsie asi stupenci pristupu k Statistike,
ktory je zaloZeny na vierohodnostnej funkcii?*. Mimo zésadného rozdielu medzi likelihood-
wallahovskym ’keby’ a posteriérskym ’ked’ uvazovanim, sa oba pristupy lisia aj po tech-
nickej stranke: posterioristi integrujui, wallahovia maximalizuju.

Dva citdty, ako pripomienka na ¢asy ’studenej vojny’. Maurice Kendall: "Zivot by bol
ovela jednoduchsi keby bayesidnci nasledovali svojho majstra a publikovali svoje prace
posmrtne’. Dennis V. Lindley: Vo vnutri kazdého nebayesianca je ukryty bayesianec,
snaziaci sa predrat von.” Ked sa dvaja biji, moéze zmocniet nickto treti. Dolovanie
v détach (angl., data mining), strojové ucenie (angl., machine learning) su pristupy k
analyze dat, v ktorych sa preferuje algoritmické ziskavanie informacie z dat (vid [20]),

24Basu, v poucnej praci [15] ich oznacuje slovom ’likelihood-wallah’.
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oproti statistickému pristupu, ktory je — nebayesovsky, rovnako ako bayesovsky — zalozeny
na pravdepodobnostnom modeli.
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Statistické riadenie kvality — Plany vyberového skimania. Skupinové
nahodné vyberanie
Statistical Quality Control - Sampling designs. Clgter random sampling

Lubica Hrnéiarova

Abstract: Sampling is anintegral part of statistical quality control. Theitlaor’s
attention in this paper will be focused on clustardom sampling

Key words: Sample survey, sampling design, finite populatiansample, the point
estimate and confidence interval for population mpapulation total, determination of
sample size.

Krucéové slova: Vyberové skimanie, plan vyberového skimania, &opnezakladny
subor, vyberovy subor, bodovy a intervalovy odhdcedne] hodnoty a dhrnu v
zékladnom subore, stanovenie rozsahu vyberu.

1 Uvod

Primarnym ciéom vyberania su usudky o parametroch zakladnéhars(btrednej
hodnote, Uhrnu, podielu a rozptylu) na zakladermnficii z vyberového suboru vybratého zo
zéakladného suboru. Pri odhadoch parametrov je lmoérehromazdiddaje zo zakladného
suboru, ktory sa stava predmetom nasho skiumaniayaden udaj (jednotka) vo
vyberovom subore poskytne informaciu o skimanorarpatri zakladného suboru. Prilis
maly vyberovy subor nemusi poskytéw@ostatok informacii pre ziskanie presnych odhadov
a prilis rozsiahly vyber méze maa nasledok mrhanie finemymi prostriedkami. Pri
vyberovom skimani je Veni délezité stanoviaj spdsob vyberania jednotiek, t.jcitirplan
vyberového skimania (sample design). Rozsah sgéaitajne stanoveny stipm
poZadovanej presnosti odhadov a fitrgimi obmedzeniami.

Najviac pouzivanym planom vyberového skimanjeg@oduché nahodné vyberanie
Tento plan pozostava z vyberanigozsah vyberu) vyberovych jednotiek takym sp6sobom
Ze kazda jednotka ma rovnaku Sancu (pravdepodéphgsvybrata. Ak zakladny subor je
kone&iny rozsahwN, potom jednoduché ndhodné vyberanie méZedefinované ako

N
vyberanien vyberovych jednotiek, pfom kazdy vyber rozsahuvybraty Z(n ) z moznych

vyberov ma rovnaku pravdepodobtidgt’ vybraty.

Predpokladajme, Ze chceme vytvoryberovy subor zo siastok vyrobenych
v danom podniku pt&as jednej zmeny. V tomto pripade najvhodnejSim kgipgm planom
bude jednoduché ndhodné vyberanie.

Dal3im planom vyberového skimaniasjeatifikované nahodné vyberanigymto
planom vyberového skimania mozno pri rovnakychadddh ako pri jednoduchom
nahodnom vyberani ziskaresnejSie odhady. Stratifikovany nahodny vybeti¢gevhodnejSi
vtedy, kel’ zakladny subor méZeme rozddtio viacerych nehomogénnych skupin (strat) tak,
Ze vyberové jednotky v kazdom state su podobn&ajednotlivé stata sa medzi sebou liSia.
Kazdé stratum vystupuje samostatne ako zakladngrgulvamci celku ako podsubor)

a jednoduchy nadhodny vyber je robeny z tychto pbdsiv (strat).V hospodarskej praxi nie
je nicim vynimainym, Ze pri porovnavani hodnét skiimaného znaku mjgdnotlivymi
Statmi, regionmi, podnikmi a pod. sa zistia roidiBlapriklad, zaujimala by nas Zivotmwos
uréitého vyrobku vyrabaného vo viacerych podnikodiothos’ vyrobkov méze by



rozdielna. Mohlo by to ki/spésobené napriklad vstupnymi surovinami, odhorroviou

pracovnikov, technickou Uréeu strojoveho parku. V takychto pripadoch zaklasiayor je

nehomogénny (heterogénny) a presnejSie odhady ptm@anrakladného suboru ziskame,
ked’ pouzijeme plan vyberového skimania s nazvomifdtatané nahodné vyberanie.

V tomto pripade jednotlivé podniky predstavuju ttrany priklad stratifikovaného

nahodného vyberania je vo vyrobedkeyberové subory tvoria vyrobky vyrobené

v rozdielnych davkach . V tomto pripade vyrobkyolyené v rozdielnych davkach

predstavuju strata.

Vyhody stratifikovaného nahodného vyberania ogeathnoduchému ndhodnému
vyberaniu su napriklad nasledujuce:

1. Prirovnakom rozsahu vyberu poskytuje presnejSaddqiarametrov zakladného suboru.

2. Stratifikovany vyber je hospodarnej&, méze m#é za nasledok znizenie nakladov na
vyberanie.

3. V kazdom strate, ktoré si homogénne, sa realizaljedané vyberanie. Tieto vybery sa
preto m6Zzu vhodne vyuzna skimanie kazdého strata samostatne, bez amadoextra
nakladov.

Priskupinovom nahodnom vybergaivyberovou jednotkou skupina (cluster)
niekd’kych pévodnych vyberovych jednoti€lgstkovych jednotiek) zo zakladného suboru.
Pri skupinovom ndhodnom vyberani vyberieme jednbfiocndhodnym vyberom skupiny.
Mbzeme poveda Ze pri skupinovom vyberani sa vybera v ,balikodtibré budeme nazyva
skupiny (clusters). V prostredi vyroby tento spogghberania je obzvl@Svhodny, pretoze nie
je ve’mi jednoduché zostatpreti’ad (zoznam) jednotlivych pévodnych vyberovych
jednotiek zakladného suboru. Na druhej strane rb§ZgdnoduchSie zostavpread
skupin, kde kazda skupina obsahuj&svipaiet ciastkovych jednotiek. Skupinové nahodné
vyberanie je vlastne jednoduché nahodné vybersoidd skupin. Vyhodou skupinového
nahodného vyberania je, Ze vyberanim jednoduchyroddm vyberom iba malo skupin
mdbzeme v skuinosti ziskd celkom rozsiahly vybefiastkovych jednotiek za tieto skupiny,
a to s minimalnymi nakladmi. Skupinové vyberanie jeiiba cenovo vyhodné, ale tiez
¢asovo vyhodnejSie pretoze zbieranie Udajov susietigadnotiek je lacnejSie, jednoduchSie
a rychlejSie ako jednotiek, ktoré st navzajom Vedié. Napriklad, mbze byveda
jednoduchSie a lacnejSie,&ksa nahodne vyberu ,baliky” &astok a nie jednotlivé
siastky.

Stvrtou met6édou jeystematické ndhodné vyberariento spésob vyberania je
najjednoduchsi a hlavne vhodny vo vyrobnych prodeskel” vyberanie je realizované

v redlnom¢ase (on line). Pri tejto metbde je prva jednotkarata ndhodne a od tejto

jednotky potom kazdi ta jednotkaK = N/n), az kym dosiahneme vyber poZzadovaného

rozsahun. Systematické nahodné vyberanie nie je iba jeddoélco sa tyka vyberania, ale
za istych podmienok presnejSie ako jednoduché mé#hwoegberanie.

V d’'alSom texte prispevku je popisany postup skupimovéhodného vyberania,
bodovy a intervalovy odhad strednej hodnoty, Utvzakladnom subore adenie
minimalneho rozsahu vyberu. V zavere prispevkwgdeny priklad odhadu strednej hodnoty
a Uhrnu v zakladnom subore.

2 Skupinové nahodné vyberanie

Vytvorit dobru vyberovi bazu je niekedyl'wa obtiazne. Bd' pre tento druh vydavku
nie je dostatok p@znych prostriedkov alebo v niektorych pripadochergvé jednotky mézu
byt’ roztrisené, a tak zigvanie kazdej vyberovej jednotky je nielen fitiae, ale afasovo
narane. V tychto pripadoch zostavime vyberovu bazwziahlejSich vyberovych jednotiek
(skupin) tak, Zze kazdéa skupina sa skladé z tilglah pévodnych vyberovych jednotiek



(¢iastkovych jednotiek) zakladného suboru. Potom xiglee jednoduchym nahodnym
vyberom skupiny.

Mézeme poveda Ze pri skupinovom vyberani sa vybera v ,balikgdttbré budeme
nazyva skupiny (clusters). Tato technika vyberania jeraadod nazvorplan skupinového
nahodného vyberanialebo jednoduchplan skupinového vyberania

Pozname jednostiipvy a dvojstupovy skupinovy vyberV jednostugovom
skupinovom vyberskimame vSetky vyberové jednotky vo vybratych skagh. Pri
dvojstupiovom skupinovom vyberaskUmame ib&ag’ vyberovych jednotiek, ktoré su
vybraté z kazdej vybratej skupiny. Okrem toho griginovom vyberani rozsah skupin moze,
ale nemusi b§/rovnaky. Spravidla, vybery v ramci Uzemného celfka su realizovat®é za
skupiny rovnakého rozsahu. Napriklad, pri vyberogkéimani rozsiahlej Vkomestskej
aglomeracie mézeme mestslasti povazovaza skupiny. Ak vyberovymiiastkovymi
jednotkami s domacnosti alebo osoby, potontafme v jednotlivych mestskyatastiach
ich patet bude rozdielny. Naopak, pri vyberoch v ramoemyselnej vyroby mézeme vzdy
ma’ skupiny rovnakého rozsahu. Napriklad, za skupmgnézu povazovabaliky, ktoré
obsahuju rovnaky pet si&iastok.

2.1 Odhad strednej hodnoty a uhrnu v kon&om zakladnom subore

NechN je rozsah skupin vo vyberovom zakladnom suboréppri- t4 skupina man
vyberovychciastkovych jednotiek. Mame jednoduchy nahodny vybekupin. Neckhx; su
zistené hodnoty skimanej premenjregj ciastkovej jednotky v- tej skupinej=1,2,....m;
i=1, 2,...n. Dostaneme nasledujlce vyrazy:
suma vSetkych hodnétivtej skupine

Ty
=2 %
=1

celkovy paet ¢iastkovych jednotiek vo vybere

m=>m,
i=1

priemerny rozsah skupiny vo vybere

— 1 m
m== =—,
n ,Zzll m n
celkovy paet ¢iastkovych jednotiek v zakladnom subore
N
M=>m
i=1
a priemerny rozsah skupiny v zdkladnom subore
— 13 M
M=— =—,
N ;m N

Potomodhadom strednej hodnoty zakladného suboryy, je

Kok =—=2 1)

Odhadom rozptyluX s« je

f)(Ysk):( N-n J(ni_lz(t ~X un)zJ @

—2
NnM i=1



Ak priemerny rozsah skupiny v zakladnom stibbtenepozname, nahradime ho odhadom

o B(X )= ( ){nlli( —YskEm)ZJ ©)

Odhadom thrnu 7, zakladného suboru je

’i-sk = MYsk :_ZT, . (4)

Odhadom rozptylu,, je
I’j(?sk) =M ZIAD(Ysk): NZMZB(Ysk) (5)
Ked dosadime hodnotﬁ)(?sk) z vyrazu (3) dostaneme

D(ty)= N(%— j(ﬁZ(T -~ X Dm)zj (6)

i=1
S pravdepodobnésu (1— a) pripustna chyba
= odhadu strednej hodnoty v zakladnom subore je

2
2 N-n) 1 (- —
U g0 D(Xsk) =3U 4, (WJ[n_—l(ZT' - Xskﬂnj ] (7)

= odhadu Uhrnu v zakladnom subore je

U,/ f)(?sk) = iulalz\/N(%_ j(ﬁ_i(-r' - X s Wﬂ)zj (8)

i=1

Interval spdiahlivosti pre strednd hodnotu v zakladnom subore je

- N-n) 1 &f < 2
Xski -al?2 = — ti _Xsk 9
) \/{Nnm j(n—lZ( Dh'ﬁ)j ©)

i=1

Interval spdiahlivosti pre ahrn v zdkladnom subore je

N 1 3 v 2
Tskiul_alz\/N(F_lj(m;(ti _XSkHT}) j (10)

V d’alSom texte uvediem priklad odhadu strednej hodaatigrnu nakladov
vynaloZzenych na opravu hydraulickéterpadla.

Manazéra kvality spotmosti, ktora vyraba hydraulickéerpadla zaujimaju tmé
naklady na zarné opravy u daného typu hydraulickélerpadla. Spoknog’ inStaluje dany
typ cerpadla v 6- tich aplikaciach, a to v prevadzkadskytujlcich potravinarke sluzby
(automaty na napoje), prevadzkach mliekarni, prekach na plnenie flias s nealkoholickymi
napojmi, prevadzkach pivovarov, pri spracovaniaatfiyych voéd a pri odvoze vykalov zo
Zump. Manazér kvality vie zistiza jednotlivé prevadzky celkovy ¢et cerpadiel daného
typu, ale nevie zigtinaklady na zakné opravy za kazdé&erpadlo. Za jednotlivé prevadzky,
prostrednictvom (dajov o Skodovych udalostiach vsek zistt' pre dany typcerpadla
celkové r@né naklady na zatné opravy.V tomto pripade sa manazér kvality rozhodne pre
skupinové vyberanie, @om skupinou bude prevadzkidahodne vyberien = 10 zN = 120
prevadzok, ktoré pouZzivaju sledovany typ hydradiok ¢cerpadla. V tabtke 1 su za




jednotlivé prevadzky udaje o nakladoch na opravyjezken sledovany rok pas zardnej
doby a pdet cerpadiel, ktoré vlastnia.

TabuPkal Paet hydraulickychéerpadiel a celkoveé tmé naklady spolmosti p@&as
zarwnej doby

Vyber Patet Celkové r@né
cerpadiel (ks)| naklady péas
zarwknej doby (EUR) | ( )
m - 2
. _ b — e[
i m (v ks) Z;,Xu =t ;
]:
1 6 338 1523,23
2 9 489 1643,724
3 6 245 2912,914
4 3 180 931,1219
5 9 440 71,52305
6 11 519 847,6407
7 5 310 3703,593
8 8 403 19,10949
9 9 321 16245,32
10 4 243 1908,442
Zn: 70 3488 29806,62
i=1
Na zaklade udajov z tab. 1. dostaneme nasledujp@ty:
° — 10 m_70
m= =70 m=— =—=—=7
Zm né n 10

Za sledovany rok spataog’ vyrabajuca hydraulick&erpadla vynaloZila priemerne na
opravu jednéhderpadla daného typu

PretoZze nema informécie o celkovontigaiastkovych jednotiel v zakladnom subore,
odhadne ich peet
M = NIM = N [in=120LF = 840.
Celkové naklady spotmosti na opravu daného typarpadla pdas jedného
sledovaného roku z&fmej doby boli

7. = M X s = 840x 4982857= 41 856 EUR.
95% interval sptahlivosti pre strednu hodnotu nakladov v z&kladsoitmore je

XstU, N—__rz‘ (iz(t - X s @n)zj = 4982857+ 196 (&102)(1 29806,6% =
Nnm~ An-1liz 120x10x7% \ 9

= 49,82857+ 4,87864= (4495EUR 54,71EUR)
95% interval spkahlivosti pre celkové naklady v zakladnom subore je




T \/ N(ﬁ - j(ni_l i(ti - Xam )Zj = 4 1856 l96\/12(£%) —1)[% 29806;62) =

n i=1
=41 856+ 4 09805844= (37 75794 EUR 45 95406 EUR)

2.2 Uréenie rozsahu vyberu
Rozsah vybern potrebny nal-a)% odhad strednej hodnoty zakladného stboru

s maximalnou pripustnou chybou odhdxje
ul—ollzNSZ
n>

> — , (12)
NM & +u2,, s

n

kde s* = ni—l(z(t' — X s [ )zj

i=1
Rozsah vyberu potrebny nih— a)% odhad uhrnu zéakladného suboru s maximalnou
pripustnou chybou odhadu sa vypgita
ul—a/2NSZ
n=

CNM A M2 42,8

(12)

3 Zaver

Skupinové vyberanigie je iba finatine, ale tie£asovo vyhodnejSie pretoZze zhronfaZanie
Udajov za susediace jednotky je lacnejSie, jedniaglaa rychlejSie. Pri realizacii
skupinového vyberu je vhodné, aby skupiny nebadli§wel’ké, aby ich bol dostatay paet

a jednotky, ktoré obsahuju, boli #ddiska skimaného zna&o najviac heterogénne. Vtedy
sa hovori, Ze skupiny s&iané.

Tento prispevok vznikol s prispenim grantovej agenVEGA v ramci projektuislo
1/0437/08 Kvantatitativhe metddy v stratégiitSgigma.
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Statistika v Exceli verzie 2007
Statistics in Excel version 2007
Jozef Chajdiak

Abstract: Program system Excel version 2007 present syntactically new version tabular data
processor type Excel. Allowance includes information about new form jobs and decision
solution statistical work in Excel version 2007.

Programovy systém Excel verzie 2007 predstavuje syntakticky nova verziu tabulkovych
procesorov typu Excel. Prispevok obsahuje informaciu o novych formach prace
a moznostiach rieSenia Statistickych uloh v Exceli verzie 2007.

KPucové slova: Excel, Statistické metddy, Kontingencéna tabulka (Pivot Table), Statistické
funkcie, Statistické nastroje, pouzitie makrojazyka

Key words: Excel, statistical methods, Pivot Table, statistical functions, statistical tools,
using macro language

Uvod

Podrobnejsiu informaciu mozno ziskat' v autorovej publikacii Chajdiak J. (2009): Statistika
v Exceli 2007. STATIS, Bratislava, ISBN 978-80-85659-49-8, 304 stran AS. Kniha nadvizuje
na predchadzajuce publikacie: Chajdiak, J. (2005): Statistické ulohy a ich riesenie v Exceli.
STATIS, Bratislava, ISBN 80- 85659-39-5 resp. Chajdiak, J. (2002): Statistika v Exceli.
STATIS, Bratislava, ISBN 80- 85659-27-1. Dolezitym aspektom prace s uvedenymi
publikéciami je moznost’ stiahnut’ si pouzivané subory tdajov v ilustrativnych prikladoch v
knihach z webovskej stranky vydavatel'a kniziek (podrobnosti - str. 34 knihy).

1 VSEOBECNE POZNAMKY

Od citatel'a sa vyzaduje zékladnd znalost Excelu ako je zapis hodndt do policok, ich
kopirovanie, Specidlne kopirovanie, presuvanie, Uprava na pozadovany tvar a pod. Vyklad je
sustredeny na pat’ hlavnych sposobov Statistickej prace:

- pouzitie funkcii,

- pouzitie nastrojov,

- pouzitie podsystému kontingencnej tabul’ky (PivotTable),

- pouzitie vlastnych formul,

- pouzitie makier.

1.1 Priprava udajov na Statisticka analyzu
RieSenie statistickych uloh v Exceli nie je zlozité. Vypocitat’ vysledky tloh vyzaduje:
- sformulovat’ tieto tlohy,
- zozbierat potrebné udaje,
- vyuzit vypoctovy Statisticky aparat Excelu,
- vediet precitat’ vysledky na vystupe,
- vediet interpretovat’ a vyuzit’ ziskané vysledky.
Opiseme si vSeobecné pouzitie Statistického aparatu.



1.1.1 OKkno funkcie

Excel obsahuje bohati mnozinu funkcii. Funkcie st ¢lenené do skupin podl'a ponuky
okienka Kategoria funkcie: Na Statisticki analyzu sa vyuziva hlavne kategoria Statisticke,

v Casti pripadov mozno vyuzit kategoriu matematické avo vSeobecnej praci v Exceli
hociktoru d’alSiu kategoriu.

Funkciu mdézeme zapisat’ priamo do policka tabulky alebo mdézeme kurzor nastavit' na
pozadované politko tabulky a v ¢asti Domov/Upravy tuknat na ikonu £|L ¢im sa aktivuje
=

okno Prilepit funkciu. Tuknutim na ast’ trojuholnika sa aktivuje ponuka funkcii (ikona
je v hornom riadku ikon v pravej ¢asti na prvom obrazku):
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wietky

Vybrat' funkeiu:
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m

Pomochik pre tika Funbcia [ oK ] [ Zrusit' ]

Vysvietime pozadovani funkciu priamo (Ghrn, priemer, pocet, maximum alebo
minimum) alebo cez tuknutiec na DalSie funkcie (More Functions...) zvolime kategdriu
a pozadovany ndzov funkcie. V slovenskej verzii su kategorie funkcii prelozené do
slovenciny, konkrétne nazvy funkcii sa neprekladali a s zhodné z anglickymi nazvami (v
Ceskej verzii su prelozené do cCeStiny aj nazvy funkcii). V okne VioZenie funkcie okrem
okienka Vybrat kategoriu: a okienka Vybrat funkciu je v spodnej Casti aj tvar vSeobecného
zapisu konkrétnej funkcie, ktord je vysvietena v okienkach Vybrat kategoriu: a Vybrat



funkciu:. Dalej je tu struény opis ¢o dana funkcia robi. V spodnom riadku v raméeku
tuknutim na Pomocnik pre tuto funkciu moézeme aktivovat’ pomoc (help) pre dant ¢ast’. Okno
obsahuje tiez tlacidla OK a Zrusit (Cancel). Po tuknuti na tlacidlo OK sa aktivuje okno
prislusnej vysvietenej funkcie.

UM » (% v || =avepEv(az:a6) ¥
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1 Data Argurmenty funkcie TR
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AYEDEY
3 7 —
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7 DEV(AZAE) |
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10 = 6,4
Wrati priemernd hodnotu absolitrech odchylol ddajovych bodoyv od ich priemeru. Argumenty mdzu byt Sisla
11 alebo nézvy, polia alebo odkazy obsahujlice &sla.
12 Numberl: numberl;numberz;... je 1 a8 255 argumentoy, pre ktoré cheete zistit”
13 priemernd hodnoty absaldtrych odchlak,
14
15 Vyshedok = 6,4
16
17 Pormocnik pre bk Funkeiu (o] 4 l | Zrudit

Tvar kazdého okna Argumenty funkcie je dost’ podobny.

Arqurnenty funkcie @
AVERAGE

Numberl | |E| =

Mumberz |E| =

Wrati priemernd hodnotu argurmentow (aritmeticky priemer), pricom to mzu byt Cisla alebo nazwy, polia alebo odkazy
obsahujice disla,

Mumberl: numberl;numberZ;... je 1 a2 255 Ciselnych argumentoy, kkorych priemernd
hodnoty cheete zistit',

Wysledak =

Pomocnik pre biko Funkcio [ K ] | Zrusit’ |

V ramcéeku v hornej cCasti, v l'avom hornom roku je zobrazeny nézov funkcie. Na
ukazke aktivovanej funkcie priemeru je to AVERAGE. V ramcéeku sa Specifikuju oblasti
udajov, ktoré sa pouziju na vypocet funkcie a d’alSie skuto¢nosti.

Zapis tychto oblasti je dvojakym spdsobom. V prvom sa do okienka priamo napise
oblast’, kde sa udaje nachadzaju (napriklad: A42.46). Druhy spdsob predstavuje tuknut’ na
Stvor¢ek v pravom okraji okienka. Zobrazi sa pomocné okienko, do ktorého mdézeme priamo
pisat’ identifikaciu oblasti s pozadovanymi udajmi alebo mySou vyznalit' oblast’ priamo
v tabul’ke (automaticky sa vypiSe v pomocnom okienku) a stlacit’ Enter. Po zaplneni pola
Numberl sa na konci riadku za okienkom zobrazi zoznam ¢isiel z oblasti (resp. prva cast



tychto Cisiel az do konca ramceka. Vo vseobecnosti moézu byt v takomto hornom raméeku aj
iné okienka z d’alSimi parametrami potrebnymi na vypocet funkcie. To okienko, ktoré je
aktivne, ma v dolnej Casti vypisany text, co ma obsahovat’.

Hned’ pod ramcekom je text opisujuci Co aktivovana funkcia robi resp. vypocita.

Priebezny vysledok funkcie je zobrazeny v spodnej Casti za textom Vysledok = (Formula
result =) a hned’ pod rdm¢ekom za znakom = .

Arqurmenty funkcie B/ )
AVERAGE
{10|7[9[27 |2}

#
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Mumberl AZ:46
Mumberz

e
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I

= 11
Wrati priemern hodnotu argumentoy {aritmeticky: priemer), pricom to mazu byt Sisla alebo nazyvy, polia alebo odkazy
obsahujice gsla.

Mumberl: numberl;numberz;... je 1 a2 255 dselnych argumentoy, kkarych priemernd
hodnobu cheete zistit',

Visledak = 11

Pomocnik pre bdko Funkcio [ (0] 4 ] | Zruzit’ |

Mame zobrazené dva raméeky AVERAGE (priemer). Prvy je prazdny a v druhom je
Specifikovana oblast’ A2 az A6, v ktorej je mnozina Cisiel. Ich priemer sa rovna 11.

V okne funkcie mame tiez Pomocnik pre tuto funkciu (Help on this function). Po tuknuti
na tento text sa v pravej Casti obrazovky zobrazi podrobny Statisticky opis prislusnej funkcie.
Napriklad pre funkciu AVERAGE (priemer) je to nasledujuci text (tu je zobrazena len horna
Cast):




) Excel - Pomocnik
ROR A=W ] -
+ P Hladat ~

Ewrel - domowsks strinka = Funking = Statisticks

b Zobrazit wietko

Tento élanok popisuje syntax a poufitie funkcie AYERAGE v programe Microsoft Office Excel.

Wrati aritmeticky priemer argumentoy. Ak naprikiad rozsah A1:A20 obsahuje Sisla, vzorec =AVERAGE(A1:A20) vrati priemer
danych Eisel.

AVERAGE [numberl; [numberZ];...)

Syntax funkcie AYERAGE ma nasledovne argumenty:

= number1 Povinny argument. Pryé £islo, odkaz na bunku alebo rozsah, ktorého priemer choete wypoditat’

* numberz, ... “alitelny argument. Dalsie fisla, odkazy na bunky aleho rozsahy (najviac 259), kiarych priemer cheete
wypocitat’

= Argumenty sU Eisla, nazvy, rozsahy alebo odkazy na bunky obsahujice Eisla.

= Logicke hodnoty a Cisla v textovam formate, ktoré zadate priamo do zoznamu argumentay, sa Zahrnd do wypodtu,

= Ak argurnent rozsahu alebo odkazu na bunku obsahuje text, Iogicke hodnoty alebo prazdne bunky, tieto hodnoty s3 -

Po vyplneni vSetkych povinnych okienok tukneme na tlacidlo OK a Excel do policka,
v ktorom je dana funkcia prenesie jej vysledok (tu je to /7).

Cast’ okienok nemusime vyplnit' a Excel predsa vypoéita prisluinu funkciu. Citatelovi
odporucame pozriet, aku konkrétnu hodnotu systém dosadil.

1.1.2 Okno nastroja

Nastroje na analyzu tdajov su $pecialnou ¢astou Excelu a pred prvym pouzitim ich treba
doinstalovat’. V zévislosti od toho, kde st udaje z prislusného CD, je vhodné mat’ toto CD
s inStalaénym programom Excel k dispozicii.

Na doinstalovanie néastroja Analyza udajov v ponuke tukneme ustredné Diamantové
tlacidlo (Oficce). Objavi sa ustrednd ponuka s moznostami volby Novy (New), Otvorit
(Open) a d’al§imi vol'bami. V spodnom riadku okna je tlacidlo MozZnosti programu Excel
(Excel Options), na ktoré tukneme mysou.
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Wyberte jazyky, ktoré chcete poufivat’ v baliku Micrasoft Office: | Nastavenie jazyka..

V okne Program Excel — mozZnosti tukneme na moznost Doplnky (Add-Ins) av okne sa
aktivuje blok Doplnky.
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Papis: astroje na analyzu ddajov pre Statistické a technické analyzy

Sprava: | Doplnky programu Excel

Spustit’...

V Casti Neaktivne aplikacné doplnky (Inactive Applications Add-Ins), vysvietime, ktoré
doplnky chceme aktivovat: Analytické nastroje (Analysis ToolPak) atukneme na tlacidlo
Spustit’ (Go...). Objavi sa okno Doplnky ( Add Ins available.). V tomto okne odfajkujeme
v ponuke Analytické nastroje (Analysis ToolPak) a tukneme na tlacidlo OK.
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Excel samostatne doinstaluje Cast’ Analytické nastroje (v niektorych pripadoch nato modze
vyzadovat’ inStalacné CD s Excelom). Po doinstalovani je nastroj Analytické nastroje trvale
k dispozicii.

Aktivacia jednotlivych néstrojov z Analytickych nastrojov sa realizuje postupnostou
prikazov: Udaje / Analyza vidajov (Data /Data Analysis ...). Po aktivovani  nastroja
Analyza dat... (Data Analysis...) sa objavi okno Analyza dat s ponukou jednotlivych
Analytickych nastrojov:
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Vysvietime pozadovany z nich a tukneme na tlacidlo OK. Nech sme vysvietili nastroj
Popisna statistika. Jeho aktivované okno je nasledujice:

Fapisna statistika @
Wstup
. —= 04
Wsbupni oblast: |3| -
Skarno
Sdruzit: @ Sloupce l—l
Fadky Pomacnik;

Popisky v prynim fadku

MoZnosti wystupu
Yershupni oblast: [E. 5
@ Moy lisk:
Mowy sesit
Celkowy pFehled
Hladina spolehlivosti pro sk, hodnoku: 95 o
K-t nejyEts 1

K-té nejmensi 1

V okne vyplnime potrebné udaje. VZdy musime vyplnit' okienko vstupnych udajov Vstupni
oblast (Input Range.). Velmi Casto je potrebné Specifikovat’, ¢i udaje st organizované po
stlpcoch (Columns) alebo riadkoch (Rows). Odfajkovanim okienka Popisky v prvnim fadku
(Labels in First Row) davame Excelu na vedomie, zZe prvé policko vstupnej oblasti obsahuje
nazov premennej (¢i iny text).



Druhti ¢ast’ okna ndstroja tvori obsah spodného ramceka Moznosti vystupu (Output
Options). V nej, okrem iného, Specifikujeme kam chceme ulozit’ vystup realizacie prislusného
nastroja. Automaticky sa predpoklada Novy list: (New WorkSheet Ply:) s ulozenim vystupu na
novy harok. Vystup mdzeme tiez ulozit’ do Specifikovanej oblasti v aktualnom harku Vystupni
oblast: (Output Range) alebo do nového suboru Novy sesit (New WorkBook).

V tretej Casti okna mame moznosti pozadovat (odfajkovanim) dopliiujuce vypocty
k zakladnému baliku vypoctov prislusného nastroja.

Ked” mame vsetky potrebné okienka vyplnené, tukneme na realizaciu prisluSného
nastroja na tlacidlo OK.

1.1.3 Podsystém Kontingenéna tabul’ka (PivotTable)'

Zvycajne je vysledkom zistovania niekol’ko premennych a ,niekolko” moze
znamenat aj desiatky, stovky, tisice, ¢i viac premennych (Statistickych znakov) a ,,niekol’ko
riadkov ma v Exceli 2007 limit v jednom miliéne riadkov (pozorovani za jednotlivé Statistické
jednotky). Excel poskytuje na praktickii analyzu takychto stiborov pomerne jednoduchy,
vysoko produktivny podsystém Kontingencnd tabulka (Pivot Table). Kazda z verzii Excelu
(1995, 1998, 2000, 2003, 2007) poskytuje postupne vysSiu kvalitu prace podsystému
Kontingencna tabulka. Verzia 2007 mé navyse novy syntax usporiadania jednotlivych prvkov
podsystému.

Klasicka verzia prace vyzaduje ,,Cisty* subor udajov, t.j. tdaje st usporiadané
v tabul’ke, pricom v prvom riadku su uvedené mend premennych av d’al§ich riadkoch
napozorované hodnoty jednotlivych premennych — jeden riadok = jedno pozorovanie za jednu
Statisticku jednotku. Tento stibor tidajov je vhodné mat’ na samostatnom harku a mat’ este aj
zaloznu koépiu v zadloznom subore.

Pracu podsystému Kontingencna tabulka (PivotTable) aktivujeme postupnostou
krokov: kurzor je v policku tabulky; tukneme tlac¢idlo Viozit (Insert) atukneme
Kontingencna tabulka (PivotTable). Objavi sa okno FVytvorenie kontingencnej tabulky
(Choose the data that you want to analyze). Parametre nastavenia ponechdme v excelom
nastavenom tvare a tukneme na tla¢idlo OK. Na novom harku sa objavi pracovna verzia
Kontingencnej tabul’ky.

V hlavnej ponuke Excelu sa pod tla¢idlom Ndastroje pre kontingencnu tabulku
vyskytuju vetvy Moznosti a Navrh. Vetva MozZnosti ma 8 podmoznosti pre SpecialnejSiu pracu
a vetva Navrh ma 3 podnavrhy.

' Origindl v anglic¢tine pouZziva oznacenie PivotTable, ktoré bolo do slovenciny nie plne
korektne prelozené ako Kontingencnd tabulka. Ked’ si Citatel pozrie 14. kapitolu zisti, ze
PivotTable sice produkuje aj kontingencné tabulky, ale tie nepredstavujui ani desatinu jeho
moznosti.
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Taziskovym pre pracu je okno Polia kontingencnej tabulky (Pivot Table Field List),
ktoré v hornej Casti Vyberte polia, ktoré chcete pridat’ do zostavy: (Choose fields to add to
report.) obsahuje zoznam premennych (prvy riadok v tivode $pecifikovaného bloku udajov,
ktoré chceme analyzovat). Nimi sa podla potreby tuloh analyzy zapiiiaju $tyri okienka
v spodnej Casti Presuvat polia medzi nizsie uvedenymi oblastami: (Drag fields between areas
below:), konkrétne okienka Filter zostavy (Report Filter), Menovky riadkov (Row Labels),
Menovky stipcov (Column Labels) a Hodnoty (Values). Okienko Hodnoty (Values) musi byt
urdite zaplnené, ostatne len podl'a charakteru rieSenej tlohy.

V lavej Casti vystupu je priestor na umiestnenie vypocitanej Kontingencénej tabulky
a pripadné presuny v nej.

Podsystém Kontingenc¢na tabul’ka obsahuje aj cast’ Kontingencny graf (PivotChart).

Podrobnejsie si pracu s podsystémom Kontingencnd tabulka Citatel modze pozriet
v 14. Kapitole knihy.

1.1.4 Pouzitie formul
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Povodnym urcenim tabulkovych kalkuldtorov, ateda aj Excelu ako v stcasnosti
najrozsirenejSicho kalkulatora, je realizovat velké mnoZstvo jednoduchych vypoctov.
Jednoduché vypocty sa realizuji pomocou formul (vzorcov) a ,,vel'ké* mnozZstvo pomocou
kopirovania. Zapis formuly vzdy zacina operatorom ,,=*“. Za nim nasleduje text formuly.
Formula mé6ze obsahovat’ ¢iselnu konStantu, operatory:

+ - sucet,

- - rozdiel,

* - nasobenie,

/ - delenie,

A - umocnovanie.

Vo formulach moézeme pouzit’ l'ava a pravi okrthlu zatvorku (; ). Dalej sa vo formule méze
pouzit’ 'ubovolna funkcia ¢i konstanta.

Realizaciu vypoctu zabezpecime tym, Ze kym zaCneme zapisovat’ text formuly, nastavime
kurzor na policko v tabulke, v ktorom chceme mat’ vysledok formuly. Potom napiSeme text
formuly a nakoniec stlatime Enfer resp. tukneme na tlacidlo OK.

Velka cast’ formul zapisujeme nielen s cielom vypocitat’ ich hodnotu, ale aj s cielom
skopirovat’ ich zapis do dalSich policok tabulky aihned’ vypocitat’ hodnoty formuly aj
v tychto novych polickach. Snad® najdodlezitejSou schopnostou Excelu je schopnost
skopirovat’ formuly do dalSich poli¢ok tabulky tak, ze sa automaticky meni v obsahu
kopirovanej formuly identifikacia pouzitych poli¢ok timerne vzdialenosti cielového policka
od kopirovania od zdrojového policka kopirovania. Nech napriklad v policku C/ méame
formulu =47+B1. Po skopirovani obsahu policka C/ do policka C2 (posunuli sme sa o jeden
riadok dole) sa obsah formuly automaticky zmeni na =42+B2 (identifikdcia poli¢ok vo
formule sa posune o jeden riadok dole). Ak by sme chceli skopirovat’ obsah policka C/ do
policka D2 (posuv o jeden riadok a zarovei aj o jeden stipec) obsah formuly sa zmeni na
=B2+C2 (identifikécia poli¢ok vo formule sa posunie o jeden riadok a jeden stipec).

Casté su pripady, ked’ pri kopirovani obsahu formuly identifikaciu niektorého z policok
nechceme menit’. Napriklad v policku 47/ nech madme vypocitanii hodnotu priemeru z hodnot
v polickach 41 az A10. V polickach Bl az BI0 chceme vypocitat’ odchylky zapisanych
hodnét od priemernej hodnoty v policku 471. Ak by sme do policka B/ zapisali formulu
=A11-A1 apotom ju skopirovali do policok B2 az B0, identifikacia policok vo formule sa
bude menit’ o jeden riadok, t. j. napriklad v policku B2 bude formula =472-42 a v policku
B10 bude formula =420-A410, ¢ize nieco iné nez odchylka hodnoty od priemeru (hodnota je
identifikovana spravne ale priemer stadle mdme v poli¢ku A7/ anie v polickach 412 az A20.
Na zafixovanie polohy policka vo formule sa pouziva znak dolara $. Zafixovat modzeme
polohu riadku alebo polohu stipca, pripadne oboch. V nasom pripade staéi zafixovat’ polohu
riadku, t. j. formulu v policku B zapisat’ v tvare =4$11-A1. Po jej skopirovani do polic¢ok B2
az B10, v policku B2 budeme mat’ formulu =48/7/-42 a v policku B/0 budeme mat’ formulu
=A$11-A10, t. j. odchylky hodnot v polickach 47 az A10 od priemeru v policku A71. V
Statistickych tulohach je pouzitie znaku doldra na fixaciu polohy policka vo formule vel'mi
uzitocna schopnost’ Excelu. Na fixdciu mozeme tiez pouzit’ opakované stlacenie klavesu F4.

Vlastné kopirovanie mozno realizovat’ stlacenim pravého tlacitka mysi. Vysvietime v
tabul'ke oblast’, ktora chceme skopirovat’, tukneme pravé tlacitko mysi, tukneme na prikaz
Prilepit (Copy). Potom v tabulke vysvietime oblast’ kam chceme skopirovat’ vychodiskova
oblast’ a tukneme na prikaz Prilepit resp. Prilepit’ specialne (Paste resp. Paste Special).
Prikaz Prilepit (Paste) zabezpeci skopirovanie obsahu policka (vysvietenej oblasti policok)
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do urc¢en¢ho priestoru policok len so zmenou identifikdcie poli¢ok vo formule o prislusny
posun pri kopirovani.

Prilepit fpecialne |7 | 3]
Prilepit’
Weetky pomocow zdrajovéha mokivu
Vietko okrem oramovania
Hodnaty Sirly stipcov
Farmaty Vzorce a formaty Sisel
Komentare Hodnioky a formaty Cisel
Overenie
Operacia
@ Fiadna Masobenie
Scitanie Delenie
Qdcitanie
Yynechat' prazdne Transponoyvat’
| Prilepit’ prepojenie | [ K ] | Zrusit’ |

Casto sa stava, Ze vo vyslednej tabul’ke nepotrebujeme v poli¢kach povodné formuly
ale len vysledné Ciselné hodnoty. V takychto pripadoch miesto prikazu Prilepit’ (Paste)
pouzijeme prikaz Prilepit Specidlne... (Paste Special...). V pripade, Ze ponechame volbu
Vsetko (All) v Casti Prilepit’ a None v Casti Operacie (Operation), kopirovanie je zhodné z
obycajnym kopirovanim. Pri rieSeni Statistickych tloh vSak v niektorych pripadoch méze byt
vhodné namiesto prenesenia obsahu formuly preniest’ len vypocitani hodnotu formuly.
Takuto poziadavku zabezpecime tuknutim na volbu Hodnota (Value). Iny pripad mdze byt
poziadavka transponovania hodndt — zabezpecime odfajkovanim okienka Transponovat
(Transpose).

Na vlastné kopirovanie mozeme tieZ pouzit’ klavesnicu. Stlatenim a drzanim klavesu Shift
kurzorovymi kldvesmi vysvietime oblast’, ktori chceme skopirovat’. Sticasne stlac¢ime klavesy
Ctrl a C. Pomocou klavesov Shift a kurzorovych klavesov vysvietime oblast’ kam chceme
skopirovat’ zdrojova oblast’. StiCasne stlatime klavesy Ctrl a V. Skopirovanie je zrealizované.

Treti sposob kopirovania predstavuje vysvietit' policko (oblast’ policok) obsah ktoré¢ho
chceme skopirovat. V pravom spodnom rohu rdmceka vysvietenej oblasti je maly Stvorcek
(ukazovatko mySi nastavime na tento Stvorcek, zo Sipky sa zmeni na krizik). Stla¢ime lavé
tlacidlo mysi a krizikom vysvecujeme oblast’ kam chceme skopirovat’ zdrojovl oblast’. Po
pusteni tlac¢idla mysi je kopirovanie ukoncené.

1.1.5 Pouzitie makier

Vyssou formou prace v Exceli je praca s vyuzitim makier. Na jej efektivnu aplikéciu
sa vyzaduju rutinne sa opakujuce alebo nie zrovna trividlne ulohy. Aj pouzivatel' musi
postupit’ do vysSej kategorie pouzivatel'ov schopnych pracovat’ s makrami. Mdzeme ich
rozdelit’ do dvoch skupin a to na skupinu, ktord dokéze hotové makro spustit’ a tym zadant
ulohu wvyrieSit' a skupinu, ktord dokaze makro aj naprogramovat. Kto dokéze makro
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naprogramovat’, ten ho vie aj spustit. Kto dokdze makro spustit, méa urc¢it¢ predpoklady
makro naprogramovat’, len nie vzdy ma pre neho zmysel ho programovat — makro je uz
hotové alebo v ramci del’by prace je k dispozicii Specialista, ktory ho naprogramuje zvyc¢ajne
rychlejsie, efektivnejSie a v programatorskom aspekte spol’ahlivejsie. Na druhej strane znalost’
vecnej stranky obsahu makra a schopnost’ si naprogramovat’ makro samostatne znamena, ze
Specialistovi na makra nemusime vysvetl'ovat’ podstatu rieSeného problému a kontrolovat’, ¢i
Specialista na makra spravne pochopil postup rieSenia zadaného problému.

Viac podrobnosti k problematike prace s makrami je v poslednej, 17. kapitole.

Mladsi citatel' knihy by mal problematiku prace s makrami zvladnut' — urcite sa v jeho
zivote vyskytne situacia, Zze pouzitie makra na jej rieSenie je vhodné (to su prakticky vSetky
situdcie) ale aj dostato¢ne efektivne (Co uz nie je az tak Castd situicia), Starsi Citatel’ knihy
zvazi svoj potencidlny vztah k makram, ma skasenosti, ktoré mu davaju podstatne jasnejSiu
predstavu o efektivnosti pouzitia makra. A aj ked’ pride k zdveru, ze problematiku makier uz
nemusi zvladnut’, je skoro isté, zZe si 17 kapitolu minimalne prelistuje.

2. Zaver

Excel poskytuje bohaté moznosti k rieSeniu Statistickych uloh. Pouzitie funkcii je bezné, hoci
znalost’ obsahu niektorych zlozitejSich funkcii az taka bezna nie je. Pouzitie nastrojov je dost’
zriedkavé. Jednak ich treba aktivovat’ a pouzivatel’ by mal vediet’ ,,Co chce®. Samotné pouzitie
nastrojov je jednoduché, hoci citanie vysledkov moze robit’ Casti pouzivatel'ov problémy.
Podsystém Pivot Table (Kontingencna tabulka) je priamo dostupny a vysoko efektivny
nastroj analyzy rozsiahlych suborov udajov — kto ho eSte nepouzil, autor odportca Citatel'ovi
urCite vyskusSat’ pracu s Pivot Table (Kontingen¢na tabul'ka); raz za Cas sa urcite vyskytne
uloha, ktord bude vhodné rieSit podsystémom Kontingencnd tabulka. Pouzitie makier
predstavuje profesionalnejSiu uroven prace.

Hoci Excel nie je profesionalny Statisticky softvér, pre absolutnu vicSinu beznych
pouzivatel'ov Excelu rozsah Statistickych metéd zabudovanych do Excelu vyrazne presahuje
ich vzdelanostnt uroven z oblasti Statistiky.
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K algoritmizaci manazerskych uloh vyuzivajicich statistické nastroje
On the algorithmization of the managerial problems using statistical tools

Janova Jitka

Abstrakt: V piispévku je diskutovan problém zaclenéni statistickych metod do praktické
vyuky manazerskych predméti. Na piikladé optimalniho rozvrzeni reklamy s vyuzitim
stochastického programovani jsou vysvétleny zdkladni problémy studentl s pochopenim a
aplikaci statistickych metod v praxi (pfevod zadani do podoby matematického modelu,
identifikace potfebnych metod- matematického programovani a metod statistickych- a
zvoleni spravného postupu k feseni). Je navrzen postup vyuzivajici algoritmizovanych tloh,
ktery usnadnuje studentlim lépe pochopit a néasledné prakticky vyuzivat metody probirané
v pfedmétech aplikované matematiky a statistiky. Diky algoritmizovanému feSeni uloh je
pfistup vhodny jak pro prezen¢éni formu vyuky tak pro tvorbu e-learningovych opor
manazerskych predmét, které vyuzivaji matematické a statistické nastroje.

Key words: optimization, marketing, stochastic programming,
KPucové slova: optimalizace, marketing, stochastické programovani

1. Uvod

Optimaliza¢ni ulohy jsou dnes jiz béZnou soucasti manazerského rozhodovani a metody
optimalizace jsou standardné obsazeny v univerzitnich kurzech zabyvajicich se aplikovanou
matematikou (ekonomicko-matematické metody, operacni vyzkum, atd.). Studenti
ekonomickych a manaZerskych obori béhem studia prochdzeji nejprve predméty
matematického zékladu na néZ navazuji teoretické statistické predméty. V poslednim ro¢niku
bakalatfského studia pfipadné v ndsledném magisterském studiu pak na tyto pfedméty
navazuji kurzy aplikované: u statistiky se jednd zejména o ekonometrii, zatimco aplikace
matematiky jsou podrobn¢ probirany v operacnim vyzkumu nebo ekonomicko-
matematickych metodach. Siroké spektrum kvantitativnich metod vyuéovanych ve
vysokoskolskych ekonomickych oborech odrazi fakt, Ze zaméstnavatelé pii vybérovych
fizenich fadi mezi kli€ové schopnosti uspésného adepta schopnost analytického a logického
mysleni spoleéné s uzivanim exaktnich metod a pfislusného SW. Casto proto vidime, Ze na
manazerské pozice firmy hledaji adepta s vysokoskolskym technickym nebo ekonomickym
vzdélanim. Studenti ekonomickych a manaZerskych obori vétSinou nevnimaji studium
kvantitativnich nastroju jako prioritu a Casto nemaji ani pfirozen¢ dané analytické a logické
uvazovani. Pfesto nastupuji do manaZerskych oborl s cilem stdt se manazery, ktefi vSak
zejména analyzuji a feSi operacni a strategické problémy. Aplikované matematické kurzy na
ekonomickych vysokych Skolach by mély kromé& samotnych informaci o zplsobu feSeni
konkrétnich uloh také klast diiraz na metodologii feseni logickych a analytickych problému a
vzdélavat tak studenty v oblasti, ve které maji studenti technického zaméteni vétSinou naskok.

Moznosti, jak mohou studenti béhem feSeni konkrétnich problému ziskat dovednost
formulovat, analyzovat a nakonec vyfeSit problém (nejen matematicky), je pfistupovat ve
vyuce k pfikladim algoritmizovan€é. Udrzovanim ustdleného postupu pii feSeni
matematickych uloh si studenti mohou vstipit zasady spravné rozhodovaci praxe. Nastrojem
pro takovy zptsob vyuky jsou tzv. typové ulohy (viz [4]), které nabizeji nasledujici uceleny
standardizovany postup pfi feSeni tloh z operac¢niho vyzkumu (popsany postup je vyuzivan
pii vyuce predmétu Operacni vyzkum na Provozné ekonomické fakult¢ MZLU v Brn¢):

A. Zadani typové tlohy obsahuje konkrétni problém zpraxe vcetné ciselnych
hodnot. V této ¢asti ulohy si studenti osvoji formulaci problému a zatadi problém



do jedné zkategorii problému, které umi feSit (vicekriteridlni rozhodovani,
optimalizace, ...).
B. Vybér vhodnych matematicko ekonomickych metod. V piipadé dostatecné
znalosti potfebnych matematickych metod v této Casti typové ulohy pouze
vysvétlime vybér metody a shrnujeme jeji podstatu. V opa¢ném piipad¢ je nutno
pouzitou metodu také vysvétlit, pfi¢emz diraz nemé byt kladen na podrobny
matematicky vyklad, nybrz na praktické uziti metody. Dochazi typicky k vybéru a
vysvétleni jednoho konkrétniho zptisobu feseni, ackoliv dana metoda jich nabizi
vice a podobn¢.
ReSeni tilohy krok za krokem vysvétluje postup feseni s konkrétnimi hodnotami.
Diskuze vysledkii ulohy a jejich moZného vyuziti v praxi.
Charakteristika skupiny uloh, na niz tento typ feSeni Ize pouzit. Diiraz je kladen
na specifikum vybrané typové tlohy a z néj vyplyvajici podminky, které musi byt
splnény, aby bylo mozno pouzit algoritmus uvedeny v typové uloze.

mo O

Vyse uvedeny postup popisuje vyklad ucitele. Stejny postup je vSak nutné vyzadovat po
studentech pii feSeni tloh ve cviceni, aby si osvojili rutinu v piistupu k feseni problému. Z
hlediska matematického feSeni ulohy je ve vySe popsaném vyctu nejproblematictéjsi bod B,
ve kterém jsou studenti nuceni zvolit vhodné matematické metody. Pfi¢inou absence této
dovednosti je zpiisob, jakym jsou standardné vyuCovany matematické predméty. K probrané
teoretické latce totiz zpravidla ptislusi soubor piikladl, pro jejichZ feSeni jsou nutné postupy
probirané v dané kapitole a Zadné jiné. Studenti se proto nauci postup a pouze jej aplikuji na
identifikovat na zéklad¢ formulace problému typ ulohy, o ktery jde, a ndvazné volit vhodné
matematické a SW nastroje k feSeni. Navic schopnost rozpoznani vhodnych matematickych
metod je u studentd jeste¢ nizsi, pokud je tieba pro vyfeSeni problému kombinovat vice
riznych matematickych oblasti.

Mluvime-li o operacnim vyzkumu a optimalizacich, nastava tato situace v ptipadech,
kdy je tieba pfi hledani optimalniho feseni ulohy vyuzit znalosti ze statistickych predméta.
Konkrétn¢ se problémy dostavuji pii feSeni tloh stochastického programovani feSicich
optimalizac¢ni problémy, ve kterych se vyskytuji nahodné veli¢iny. Standardni postup feSeni
ulohy je reformulace optimalizaéniho modelu takovym zpiisobem, Ze ucelova funkce ani
omezujici podminky neobsahuji ndhodné veli¢iny, a optimalni feSeni modelu pfitom dobie
vystihuje skutecné hledané optimum. V nasledujici ¢asti uvedeme konkrétni typovou ulohu,
kterd vyzaduje ke svému feSeni syntézu znalosti z opera¢niho vyzkumu a statistiky. PopiSeme
jednotlivé kroky feSeni s dirazem na partie, které jsou pro studenty obtizné feSitelné, a
nastinime moznosti odstranéni téchto uzkych mist.

2. Priklad typové ulohy: Optimalizace rozvrZeni reklamy

Zadéani ulohy: Uvazujme nasledujici optimaliza¢ni problém: Firma vyrabé&jici détské
hracky se rozhoduje o optimalnim rozlozeni reklamnich spott v televizi béhem vSedniho dne.
Sledovanost détmi do 12-ti let s; v i-tém obdobi dne je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou
S a rozptylem 0% Cena za spot v i-tém Casovém obdobi je p; (viz tabulka 1). Kritériem
optima je celkova sledovanost spott, pficemz je tfeba maximalizovat sledovanost pii daném
rozpoctovém omezeni 30 000K¢.

Ze zadéani vyplyva, ze pujde o optimalizacni ulohu, nebot chceme maximalizovat
sledovanost pii daném rozpoCtovém omezeni, vyuzijeme tedy metod matematického
programovani, konkrétné programovani stochastického, nebot’ v tloze vystupuji nahodné
veli¢iny v podobé sledovanosti. Jsou dany priiméry a rozptyly, nikoliv vSak typ rozd€leni
nahodnych veli¢in.



Tabulka 1: Sledovanost televizni stanice détmi do 12-ti let a ceny za reklamni spot

i hodiny S, [%] o, Oi2 p, [KC]
1 Oh-2h 3 2.50 6.25 1000
2 2h-4h 2.5 25 6.25 1000
3 4h-6h 2 25 6.25 1000
4 6h-8h 6 1.5 2.25 3900
5 8h-10h 10 3 9.00 5900
6 10h-12h 10 3.5 12.25 5900
7 12n-14n 13 4 16.00 5900
8 14h-16h 14 4.5 20.25 7900
9 16h-18h 20 8 64.00 7900
10 18h-20h 45 10 100.00 7900
11 20h-22h 55 15 225.00 7900
12 22h-24h 15 13 169.00 4900

Vybrané ptistupy k feSeni ulohy stochastického programovani: Méjme obecné zadany
problém stochastického programovani
z = maxc'x (D)
Ax< b,
x2 0,

kde ¢ je vektor ndhodnych proménnych, A4 je matice zndmych parametrii a b je vektor
znamych disponibilnich zdroji. Hleddme tedy optimalni feSeni ulohy line4rniho
stochastického programovani s ndhodnymi veli¢inami pouze v ucelové funkci. Standardnim
pfedpokladem postupit vyucovanych v pfedmétech zahrnujicich opera¢ni vyzkum na
magisterském stupni je, ze vSechny uvazované nahodné veli¢iny maji normalni rozdéleni a
jsou vzajemné nezavislé.

V tomto bod¢ studenti vétSinou piimo prechédzeji k formulaci ulohy stochastického
programovani, jak je uvedeno nize, aniz by si uvédomili, Ze tyto postupy lze pouZzit pouze po
ovéteni nezavislosti veli¢in a fadném otestovani normality pfisluSnych rozdé€leni. Studenti
zapsani na kurz opera¢niho vyzkumu, ktery byva spolecné s ekonometrii nejpokrocilejSim
matematickym kurzem magisterského studia, absolvovali pfednasky o neparametrickych
testech a korelacni analyze v pfedchozich statistickych predmétech, nicméné téméf bez
vyjimky tyto znalosti nejsou schopni aplikovat, kdyz narazi na jejich potiebu v jiném
pfedmétu a jiném kontextu.

Shrime tedy postup predklddany studentim: V ptfipadé tulohy stochastického
programovani miizeme fesit ulohy, kde ndhodné veli¢iny maji normalni rozdéleni (studenti
jisté znaji Kolmogoroviiv-Smirnovav test a X —test dobré shody) a jsou nezavislé (studenti
vyuziji korela¢ni analyzu). Teprve po pozitivnim vysledku miizeme pokracovat optimalizaci.
V piipad€ opominuti statistické ¢asti tlohy mohou byt feSeni dosazend optimalizaci zcela
chybné a pro praxi nepfipustnd ¢i neoptimalni. Diilezitou soucasti je upozornit na nutnost
kvalitniho sbéru a vyhodnoceni dat, na které studenti ¢asto zapominaji. V dané uloze se to
projevuje tak, Ze studenti vyhledavaji data pro testovani rozdéleni sledovanosti v jednotlivych
obdobich dne v zadané tabulce 1. Teprve po ulitelem fizené diskuzi o tom, jakd data bychom
méli mit pro testovani k dispozici, dochazeji k ndzoru, Ze ndm chybi soubory sledovanosti
v kazdém obdobi dne, ze kterych je mozné teprve rozhodnout, zda jednotlivé veliiny S; —
sledovanost v i-tém obdobi dne maji norméalni rozdéleni, ¢i ne.




Je zfejmé, Ze uvedeny zevrubny piistup k feSeni piikladl je ¢asové velmi narocny a
vzhledem k hodinové dotaci Opera¢niho vyzkumu neni mozné dikladné provadét potiebné
statistické analyzy. Proto v typové tloze pouze shrnujeme potiebné ptipravné kroky pted
vlastnim feSenim optimaliza¢ni ulohy a opakujeme vhodné metody k jejich feSeni, které jsou
studentiim znamé.

Existuje fada variant, jak pfistupovat k feSeni ulohy stochastického programovani. Pro
potfeby magisterského kurzu jsou standardné¢ uvadény tfi vybrané pfistupy k prevodu
stochastické tillohy na ulohu deterministického programovani (viz napt. [1], [5]):

Kritérium stredni hodnoty predstavuje intuitivni pfistup, ve kterém jsou nahodné

veli¢iny v modelu (1) nahrazeny ptisluSnymi stfednimi hodnotami:
12

z = rnaxz x, S, (2)
i=1

12

Z x;p; < 30000,

i=1

x;2 0.

Tento pfistup ale opomiji vSechny informace o ndhodnosti veli¢in a je proto vhodny
v pfipadech, kdy rozhodovatel je schopen odhalit nepfipustnost dosazeného ,,optimalniho
feSeni‘.

Kritérium minimdlniho rozptylu zaménuje pozadavek maximalizace ucelové funkce (1)
za pozadavek minimalniho rozptylu této ucelové funkce, ktery je doplnén pozadavkem
minimalni ptipustné hodnoty o¢ekavaného zisku. Pro nasi tlohu stanovujeme minimalni
ptipustnou hranici ocekdvané sledovanosti na 180 jednotek. Tyto pozadavky spolecné
s ptihlédnutim k nezavislosti uvazovanych ndhodnych veli¢in 1ze zapsat modelem

kvadratického programovani:
. 12
z = minz X0 (3)
i=1
12

Z x, p; < 30000,
=1

12

Z x,S,; 2 180,
i=1

x, 2 0.

Pravdépodobnostni kritérium minimalizuje pravdépodobnost, ze ucelova funkce (1)
klesne pod jistou troven (opét volime 180 jednotek). V tomto piipadé¢ je stochasticky model

(1) nahrazen deterministickym modelem nelinedrniho programovani:
12

180- Y xS,

i=1

2 4)

z xlo?

i=1

* .
Z = min

12
Z x, p; < 30000,
i1

x, 2 0.

Reseni ulohy: Viechny modely jsou fesitelné v Excelu pomoci nastroje Regitel, studenti
samostatn¢ ulohu pro vSechny zvolené tcelové funkce feSi a seznamuji se s moznostmi a
postupy, které Excel pro optimalizacni tlohy nabizi (viz napi.[2], [3]). Ziskana optimalni
feSeni vidime v tabulce 2.



Tabulka 2: Optimalni rozmisténi reklamnich spotii p¥i riiznych kritériich optimality

i hodiny kritérium (2) kritérium (3) kritérium (4)
1| Oh-2h 6 2 3
2| 2h-4h 0 2 1
3| 4h-6h 0 2 0
41 6h-8h 0 0 0
5] 8h-10h 0 0 0
6| 10h-12h 0 0 0
7| 12h-14h 0 0 0
8| 14h-16h 0 0 0
91 16h-18h 0 0 0
10 | 18h-20h 0 0 0
11]20h-22h 3 3 3
12| 22h-24h 0 0 1

Diskuze vysledki ulohy a jejich moZného vyuZiti v praxi:

V tlohach, kde se vyskytuji ndhodné veli¢iny, maji studenti standardné problémy
s interpretaci vysledkt. Je proto nutné jim zduraziovat, Ze hodnota celkové sledovanosti
v optimu je ocekdvanou hodnotou, nikoliv pfesnou hodnotou, kterou s jistotou docilime
v piipad¢ zvoleni rozvrzeni reklamy podle optimalniho feSeni. Navic studenti hiife interpretuji
nov¢ zvolenou ucelovou funkci v modelech (3) a (4). Zatimco u modelu (2) pouzivaji
hodnoceni z deterministického matematického programovani: tj. ucelova funkce je pifimo
oc¢ekavanou sledovanosti, neni jim u modela (3) a (4) jasné, ze ocekdvana sledovanost je
zakomponovéna do jedné z podminek a tam je ji ve vysledkové zpravé Resitele také nutno
hledat.

V tabulce 2 vidime, ze optimalni feSeni dosazené nastroji matematického programovani
je siln€ zéavislé na zvoleném kritériu optimality. Nelze jednoznacné fici, které kritérium je
nejlepsi, protoze pro kazdy problém a kazdého rozhodovatele bude vhodné jiné kritérium
optima. V piipadé tii kritérii, které jsme v pifispévku zvolili, miZzeme shrnout, Ze kritérium
sttedni hodnoty eliminujici informace o nahodné sledovanosti na jeji stfedni hodnotu zcela
pomiji ndhodnost sledovanosti a realizace zvoleného feSeni miize vést k zasadn¢ odlisSnym-
niz§im hodnotadm ucelové funkce, nez jakou ocekadvame, protoze rozptyl ucelové funkce pii
daném feSeni miize byt zna¢ny. V ptipad€, ze rozhodovatel mé averzi k riziku, mize zvolit
kritérium minimalniho rozptylu, které se spokojuje zpravidla s niz§i hodnotou ocekavané
sledovanosti, avSak s velkou pravdépodobnosti pii optimalnim rozloZeni spotti podle tohoto
kritéria bude skute¢na sledovanost blizka t¢ oekavané. Pravdépodobnostni kritérium je pak
rovnéz vhodné pro rozhodovatele s averzi k riziku. Pfi realizaci tohoto optimalniho feSeni
dosahujeme minimalni pravdépodobnost, ze sledovanost bude nizsi nez 180 jednotek.

Je také nutno studentim zduraznit, Ze optimalni vysledky podle prvniho a ostatnich
kritérii se neliSi zdsadn¢ (vSechna kritéria umistuji reklamu do brzkych rannich nebo
pozdnich vecernich hodin), coZ neni zplisobeno dobrou vypovidaci schopnosti prvniho
kritéria, nybrz volbou minimalni pfipustné hranice ocekavaného zisku z,=180 u druhych dvou
kritérii, coz je fadoveé srovnatelna hodnota s ocekavanou sledovanosti v optimu podle kritéria
sttedni hodnoty.

Charakteristika skupiny uloh, na které lze postup pouZit:

Uvedeny postup je predpfipravenym navodem pro fteSeni jednoduchych tloh

stochastického programovani. Studenti v§ak musi dodrzovat nésledujici algoritmus:
1. Zépis modelu matematického programovani
2. Identifikace nahodnych veli¢in




3. Ovéfeni nezavislosti ndhodnych veli¢in (vyuzit poznatky ze statistiky: korelacni
analyza)

4. Test normality (vyuzit poznatky ze statistiky: Kolmogoroviv-Smirnoviv test, X* —test
dobré shody)

5. V ptipad¢€, Ze nahodné veli¢iny jsou nezavislé a maji normalni rozdéleni rozhodovatel

voli nejvhodnéjsi kritérium optima. Vybird z (2), (3), (4) ptipadné konstruuje vlastni

kritérium vystihujici jeho postoj k riziku a sledované cile optimalizace.

Reseni pomoci vhodného SW (napt. Excel).

7. Interpretace vystupt. Nelze stanovit pfesnou hodnotu celkové sledovanosti, ktera bude
realizovana pii volbé vypocitaného optimalniho rozlozeni reklamy.

A

3. Zavér

Studenti ekonomickych vysokych S§kol maji obecné malou schopnost vyuzivat
matematické poznatky v praxi. Tato schopnost byva vétSinou jesté snizena pokud je nezbytné
kombinovat pro uspéSné vyifeSeni problému vice matematickych metod anebo metod
z riznych oblasti matematiky. V redlnych rozhodovacich tlohach jsou vSak praveé takové
kombinace hojné vyuzivany a cCasto neschopnost jejich aplikovani znemoziuje celkové
uspeésné a piesné vytreSeni problému. Moznosti, jak suplovat nizsi analytické schopnosti je
vstépovat studentlim algoritmizované postupy pro feSeni standardnich napt. optimaliza¢nich
uloh. Stimto typem vyuky v Opera¢nim vyzkumu je samoziejme spjata zvySena Casova
dotace na feSeni mnoha tloh podobného typu na ukor probirani teoretickych podkladovych
matematickych struktur. V ptipadé studentti ekonomickych obori je vSak tento trend pomérné
zadouci, protoze jednak zvySuje redlné vyuziti teoretickych matematickych postupti v praxi a
navic studenti spomoci algoritmizovaného teSeni typovych uloh ziskavaji praxi
v metodologii feSeni problémil jako takovych. Vstépuji si, ze kvantitativni metody jsou pouze
nastrojem k ziskani cCiselnych vysledkli ziskanych feSenim pfibliznych modelll a teprve
rozhodovatel, ktery musi piihlizet k poCatecnim zjednodusenim a nahodnosti proménnych,
dokaze spravné a pro praxi piinosn¢ interpretovat vysledek.
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Statistick& kontrola procesu i vyrobé v malych sériich
JaroSova Eva

Abstract: The paper deals with the statistical process obr(8PC) during short
production runs. Some of best known approachesh& dquality control of short-run
production are described in the paper. FeatureShawhart control charts expressed by
means of the average run length and the risk cfefallarm are recapitulated and some
disadvantages of alternative methods are comme®tag.the control charts for variables are
considered. Two examples illustrate the calculattbnnominal and standardized control
charts. One of them uses subgroups, the otherichdivvalues without subgrouping.

Key words: Shewhart control chart, nominal and standardizedrobcharts, average
run length, risk of false alarm

Kli ¢ova slova: Shewhariv regul&ni diagram, nominalni a standardizovany regnila
diagram, pimérny patet vykera vedouci k signalu, riziko faleSného signalu

1. Uvod

Statistick4 kontrola procesu (SPC) je v&mné dob predmétem zn&ného zajmu.
Ackoli se v praxi stale pouzivajitgdevsim klasické Shewhartovy reguiadigramy, byla
navrZzendgada dalSich postipNekteré z nich se objevily jen @kolik desitek let pozgi nez
prvni regul@&ni diagram, jiné jsou relati¢mové. Givodi pro hledani alternativ je vice, ap
snaha o zlepSeni schopnosti detekc&mgmparametr procesu nebo zohledém faktu, ze
zakladni pedpoklady, tj. normalita a nezavislost hodnot regahé velkiiny nejsou v praxi
casto splany. Je teba si u¢domit, Ze mnohé procesy, na které se ma statiskokdrola
aplikovat, se podstatnlisi od €ch, pro &z byla pivodni metoda navrzena. Nagpouziti
klasického regukniho diagramu na proces s vysokouisgbilosti niize vést Kastym
signalim nazndujicim existenci vymezitelnétiginy, atkoli jde ve skuténosti o giciny,
které jsou inherentni sloZzkou procesu. Jinyiiklpadem je vyroba malych sérii, ktera souvisi
s uplatiovanim modernihoifstupu k zasobovani, tzv. metodost-in-time jejimz cilem jsou
nulové zasoby a stoprocentni kvalita. Aplikaci idkého postupu SPC brani nedostafe
pocet mefeni pro uéeni regulénich mezi. Regutai diagramy pro kontrolu procesuip
vyrobé malych sérii jsou i@dmétem tohotoc¢lanku. Kron& postupl, které jsou neépstji
zminovany vV literatile, nap. [2], [3], [6] a jsou také implementovany «kterych
statistickych softwarovych produktech, jako haptatistica a v omezené imiMinitab, budou
uvedeny i ®&které dalSi, berouci v Uvahu poruSeriedpokladu nezavislosti \adledku
modifikace klasického Shewhartova postupu. Omezgeeggitom na regulaci rrenim
s WtSim dirazem na kontrolu Uroémprocesu.

2. Vlastnosti Shewhartova regul&niho diagramu

SPC pi kontrole n&fenim spoiva v pravidelném monitorovani procesu preghictvim
malych vykEra jednotek, v nichz se &uji charakteristiky Urové a variability, nejasgji
pramér a rozggti. PouZivaji se dva grafy, jeden pro kontrolu imgvdruhy pro kontrolu
variability regulované veliny. Hodnoty charakteristik se vynaseji do grafatpporadovému
¢islu vyberu (podskupiny). Graf obsahuje centraltiingku (CL), horni regukni mez (UCL)
a dolni regulani mez (LCL). Centrélni imka je umisina v referetni hodnog
znézotiované charakteristiky, regdldi meze jsou ve vzdalenosti trojnasobkuésrdatné
odchylky zobrazované vybové charakteristiky



Ve fazi hodnoceni, zda proces ¢e neni ve statisticky zvladnutém stavu, kdy je
variabilita zmisobena jen nahodnymiiipinami (prvni etapa regulace), se za refénén
hodnotu povaZuje obvykle {imér znazoiiovanych charakteristik.rPvlastni regulaci procesu
(druha etapa) se refekant hodnota stanovi lduna zaklad minulé zkuSenosti s procesem
nebo na zaklad technického zadani [8]. Volbou refetein hodnoty v diagramu pro
variabilitu je ovlivrena nejen centralnifpmka a reguléni meze v tomto diagramu, ale r@in
regul&ni meze v diagramu pro kontrolu uUr@nOdvozujeme-li referemi hodnotu na
z&klad minulych dat, probih& konstrukce diagramu ve dfémich. Na zaklatl dostaten¢
velkého pétu hodnot (doportuje se alesppl100, viz dale) se odhadnou parametry el
a uci se gedkEzné regulani meze, které se aplikuji retrospektivivyskytuji-li se rkteré
body mimo tyto meze,ifslusné podskupiny se vyldiua meze seippcitaji. Vysledné meze
se potom pouZzivaji pro kontrolu pokugiciho procesu.

Vlastnosti regulénich diagram se nejastji posuzuji prostednictvim rizika faleSného
signdlu, tj. pravépodobnosti, Ze vynesena hodnota charakteristiekrpti regul&ni meze,
i kdyZz se parametry procesu negmty, nebo podle pmérného pdétu vybéra vedoucich
k signélu (nejastji vyskytu bodu mimo regutani meze)ARL Paet vybira ma geometrické
rozc&leni s parametrem, ktery zngi pravdpodobnost vyskytu signalu u kazdého &b Za
predpokladu normalniho rozkéni regulované valiny api stanovenych referénich
hodnotach, tedy znamych parametrech normalnihokerzid je pravdpodobnost fekraieni
regulanich mezi u procesu pod kontrolou rovna 0,0027 @owidiajiciARL je rovno stedni
hodnot geometrického rozteni 1f, tedy giblizné 370. Ri posunu gedni hodnoty je
pravdEpodobnost signalu vysSi ARL naopak nizSi. Shewhéawt diagram ma dobrou
schopnost detekce¢tgich odchylek sedni hodnoty od referéni, nag. pfi odchylce

velikosti o/+/n je ARL rovno 43, pi dvojnasobné odchylce jARL rovno 5. Pro detekci
mensSich odchylek je vhod8i CUSUM diagram, viz nap[7].

Parametry normalniho ro&éni jsoucasto, alespd v prvni etap kontroly procesu,
odhadovany. K odhaduistini hodnoty se pouzivatmnér z vybérovych pameéria, k odhadu
smerodatné odchylky gmer z vykerovych rozggti, smerodatnych odchylek nebo rozpiyl
Prislusné vzorce lze nalézt rfiay [7] ¢i [8]. V tomto pipad nelze ARL urit analyticky,
protoze reguléni meze jsou funkci stejnych realizaci ndhodn&wslia odchylky vynasené
charakteristiky od reguaich mezi nejsou jiz nezavisl&RL je wtSi nez v pipad zndmych
parametii, viz nag. [6]. Pomoci simulaci bylo zji&o, Ze pokud je odhad snodatné
odchylky zaloZen alespiona 100 pozorovanich, jsou vlastnosti diagramu podag¥ipadu se
znamymi parametry.

3. Modifikace Shewhartova regula&niho diagramu

Snaha vieSit problém nedostateého pétu hodnot pro konstrukci reguaich mezi
vedla k myslence volby takové regulované diali, ktera umozni slatit jednotlivé procesy
piedstavujici vyrobu malych sérii do jednoho procgaw rgjz se zkonstruuji spoteé
regul@&ni meze. Za autora j&asto povazovan Bothe, viz rfiag4]. Tento postup iichazi
v Gvahu pedevsim tehdy, probiha-li vyroba za podobnych poe#inap. vyrabi-li se na
stejném stroji v malych sériich podobné dily liseijen jmenovitym rozénem. Potom mé
smysl zandtit se na kontrolu procesu v SirSim slova smyslikalhna kontrolu jednotlivych
sérii. Tento fipad se oznauje jako produkce s vySSim stwpm opakovatelnostirépetitive

manufacturing viz nag. [3]). Pokud jsou u jednotlivych prodekodnoty i, a g; stanoveny

a u m-tého dilu izeme pedpokladatX, 11 N(4,,,0;.), Vytvor se transformované veiny

Y, = X~ Hom resp.Y,, = (X, — !0, j€jichZz hodnoty se mohou ,spojit* a na vyslednou
velicinu se aplikuje klasicky postup. Obvykle jsou vspkrametry o’, ¢asto i 4,



odhadovéany. Je otazkou, zda Izefippd uvazovanych procésviibec mluvit o druhé etap
regulace. U prvniho typu diagrérkdy je referetini hodnotou jmenovitd hodnota regulované
veliciny (hominal char} nebo je stanovena poZzadovana hodntay€t char}, ale nezname
smerodatnou odchylku, p&gbujeme ke konstrukcit@d®Zznych regulanich mezi podle vySe
zmirgného doporteni alespt 100 hodnot vetiny Y. Tento postup naviciedpoklada, ze
nahodné kolisani je uiznych vyrobk stejné. U druhého typu diagréar(standardized chayt
bychom k dosaZeni obvyklych vlastnosti regnlao diagramu péebovali 100 hodnot od
kazdého wvyrobku. Zatimco v souvislosti se Shewhgrto diagramem se nutnost
dostaténého pdétu mereni WtSinou zdiraziuje, u modifikovaného postupu se tento
predpoklad obvykle neuvadifi®bm vlastnosti regukaiho diagramu jsouipmalém pdtu
nantienych hodnot finejmensim steghnejisté jako v fipadt Shewhartova diagramu.

4. Priklady

Nasledujici ukazky bylyievzaty z [2] a jsou pouZity jen pro ilustraci pgaiu

1) Nomindlni regul@ni diagram U tti dila a, b, ¢ jsou zadany nominéalni hodnoty T.
Z procesu se vybiraji podskupiny s rozsahem 3, vzhledem kiznym délkam sérii byly
z prvni série odebrany dwodskupiny, z druhé sérigyii podskupiny a zeréti série Sest
podskupin. Podklady pro konstrukci diagramu jsoadeny v tabulce 1.
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Obrazek 1: Nominalni reguléni diagram (Minitab, Xbar-R )

Sample Range
o
N
1

K zakresleni diagrai pro regulovanou velinu Y, = X -/, . lze pouzit jakykoli

program, ktery obsahuje proceduru pro klasické lagtovy diagramy; mistotwodnich
hodnot obsazenych ve sloupcich M1 az M3 se pouA(ily uvedené ve sloupcich D1 az D3.
Dvojice diagrani je zndzortina na obr. 1. Centralnfipky a regul&ni meze v diagramu pro
pramér i pro rozEti se uti podle znamych vzotg viz nag. [7] nebo [8].



Tabulka 1: Na¥’ené a transformované hodnoty regulované valy
Dil T M1 M2 M3 D1 D2 D3

a 3,25 3,493 3,496 3,533 0,243 0,246 0,283
a 325 3,450 3,431 3,533 0,200 0,181 0,283
b 5,50 6,028 5,668 5,922 0,528 0,168 0,422
b 550 5,639 5,690 5,634 0,139 0,190 0,134
b 5,50 5,790 5,757 5,735 0,290 0,257 0,235
b 550 5,709 5,743 5,661 0,209 0,243 0,161
c 7,75 8,115 7,992 7,956 0,365 0,242 0,206
¢ 7,75 7,885 8,023 8,077 0,135 0,273 0,327
c 7,75 7,932 8,0/9 7,958 0,182 0,329 0,208
¢ 7,75 8,142 7,860 7,934 0,392 0,110 0,184
c 7,75 7,907 7951 7,947 0,157 0,201 0,197
C 7,75 7905 7943 8,091 0,155 0,193 0,341

2) Standardizovany regutai diagram Ke kontrole tlougky papiru fiznych druli a, b,
c, které se vyrdhi v malych sériich, byl pouzit standardizovany ukgni diagram.
Individualni hodnoty z §i sérii (i hodnoty v kazdé sérii) jsou uvedeny v tabulce 2,
diagramy pro individualni (standardizované) hodreotyro klouzava rozii jsou na obr. 2.

b a b a c
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0- i i i i LCL=0

Observation

Obrazek 2: Standardizovany reguiai diagram (Minitab, Z-MR)

Praméry uvedené ve ietim sloupci tabulky 2 jsou vypteny vzdy ze vSech hodnot
nalezejicich stejnému dilu (u @l ab ze Sesti hodnot, u diltjen ze ti hodnot). Podobhje
tomu u odhadu s#nodatné odchylky vettvrtém sloupci. Odhad byl vygdan pomoci
klouzavych rozpti, viz nag. [7] nebo [8]. Hodnoty standardizovane ¥ely Z z patého
sloupce jsou vyneseny v hornim diagramu na obryv goslednim sloupci a v dolnim
diagramu jsou klouzava ro#p sousednich hodnot standardizovanécug)i zde se vSak
uvazuje kazda série zvia§ak je patrné z vynechanych pak v tabulce.



Tabulka 2: Vypdty pro standardizovany diagram
Druh X Pimér  Sigma Z Rozpti

b 1,435 1,502 0,070 -0,954 *
b 1,572 1,502 0,070 1,012,966
b 1,486 1,502 0,070 -0,222,234
a 1,883 1,785 0,082 1,203 *
a 1,715 1,785 0,082 -0,852,055
a 1,799 1,785 0,082 0,173,028
b 1,511 1,502 0,070 0,136 *
b 1,457 1,502 0,070 -0,639D,775
b 1,548 1,502 0,070 0,667,306
a 1,768 1,785 0,082 -0,204 *
a 1,711 1,785 0,082 -0,90D,697
a 1,832 1,785 0,082 0,579,480
C 1,427 1,392 0,063 0,557 *
C 1,344 1,392 0,063 -0,752,309
C 1,404 1,392 0,063 0,199,947
5. Specialni regula&ni diagramy pro vyrobu s nizkym stuprém opakovatel-

nosti

Pokud je teba pi prechodu na novou vyrobni sérii zasgdmptizpisobovat vyrobni
zarizeni a slgovani po sob nasledujicich sérii neni mozné, jde o produkdzkym stupgm
opakovatelnostinon-repetitive manufacturingTiebaze se i wthto gipadech pouziva vyse
uvedena transformace regulovanédiel, I1ze a@ekavat, Ze vlastnosti vysledného reguoiao
diagramu budou nedostatgm paitem hodnot jegtvice ovlivreny. Hodnoty (charakteristiky
¢i individualni hodnoty transformované regind veliciny) vynasené do diagramu jsou
zavislé a riziko faleSného signalu je vyssi, nedbgovidalo pedpokladu nezavislosti. Proto
byly navrzeny tizné alternativni metody. Jednou z nich je Hilliexanetoda (viz nap[3]),
kterd udrzuje riziko faleSného signalu na pozadévamovni a bez ohledu na et
podskupin. Uvazuje se tedyaiyodni regulovana velina X a v diagramu pro gmeér jsou
meze dany vztahem

=, |k+1 g+ (K1
X*x th—a/Z,k(n—l)Sp resp. Xz Wti—a/Z,k(n—l)sp (l)

k n
kde X je celkovy pomer, s = k(nl D D (% =%)* pramerny vnitroskupinovy rozptyl,
) ==

kje paet podskupin,n jejich rozsah,t,_, ;.- j€ 1—a/2 kvantil t-rozcéleni sk(n-1)

stupni volnosti. Prvni vztah plati pro §@&eni retrospektivni kontrolu, druhy pro dalsi
regulaci procesu.

Quesenberry navrhnul pro znamoudedni hodnotu a neznamy rozptyl Q-diagram,
v némz se po vyhodnoceni t v§tii (t = 1, ...,K) vynaSeji hodnoty (viz ndp[3])

Q =¢‘1(Ft_l(xt&_”D pron=1 nebo Q :db‘{Fm[ X_”D pron>1,  (2)

: &, 1\n

kde F_, resp.F, zn&i distribueni funkci t-rozeleni st — 1 resp.tn stupni volnosti a
0, je odhad srrodatné odchylky ziskany na zakéagsecht hodnot, tj.



$ =205 pon=1 nebo =5 3 (x " pron>1.

Regul&ni meze ve vzdalenostt3 jsou uteny hned od z@tku kontroly procesu,
vynaSené hodnoty necharakterizuji jednotlivé &yb ale soubor obsahujici vSechny
nantiené hodnoty az do okamziku aktualniho &b | kdyZz ol uvedené metody zatuji
pozadované malé riziko faleSného signalu, schopdestkce zrny parameti procesu je
Spatnd, jak se uvadi v [3], zvl&$t pripadt, kdy znména parametr nastane brzy.

6. Zaveér

Modifikace Shewhartova diagramu s$pajici v transformaci regulované uahy vede
pii nahra@ neznamych paramétjejich odhady k zavislosti hodnot vynaSenych dagdamu
a ke zvySeni rizika faleSného signalu. Alternativngtody uvedené &anku zarduji
pozadovanou velikost tohoto rizika, ale maji hos§hopnost detekce zmy parametr
procesu. | kdyZ Ize v literate najit metody s lepSimi vlastnostmi zaloZzené némidaow
filtru, puvodni mySlenka Shewharta, speajici v jednoduchosti, se ztraci. Jak se uvadi
v kapitole o podstat regul&nich diagrami v norne, Shewhariiv regul&ni diagram ,by
nemel byt uvazovan ve smyslu testu hypotézy. Shewhadiraznil empirickou uZziténost
regul&niho diagramu pro rozpoznani odchylek od stavu, k@ybni proces je statisticky
zvladnutym, a snizil wtaz na pravépodobnostni interpretaci. V tomto smyslu neni tedy
nutné metody zaloZzené na modifikaci Shewhartovagrdrau zcela odmitat,fipaplikaci
a predevSim f interpretaci je vSalitba jisté opatrnosti.
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Adaptive finite volume scheme for 2D
embryogenesis image filtering

Z. Kriva* K. Mikula * N. Peyriéras

Abstract

In this paper we explore the effect of the adaptive scheme for im-
age filtering applied to the data representing early stages of zebrafish
embryogenesis. The method is based on solution of the regularized
Perona—Malik equation and on its discretization by the finite volume
method. The adaptive aproach is based on a coarsening strategy based
on difference in image intensities and on a quadtree representation of
the image. Because, due to filtering, the image intensity tends to be
flat in large subregions of the image, it is not necessary to consider
same fine resolution in the whole spatial domain and, consequently,
our adaptive approach reduces computational effort considerably. In
this paper we present 2D algorithms dealing with slices of 3D volume
acquired by the multi-photon laser scanning microscopy, a fully 3D
approach will be an objective of further study.

1 Introduction

An image is usually represented by a real function ug(z) representing values
of greylevel intensity, defined in some rectangular subdomain Q C IR? (in our
case d = 2). Then, the image multiscale analysis [1, 3, 11] associates with
the initial image ug(z) = u(0,z) a sequence of images u(t,z), depending
on an abstract parameter ¢ > 0 called scale. In many practical tasks of
image processing, u(t,z) is a solution of a specific, usually second order,
nonlinear partial differential equation (PDE). The scale parameter ¢ then
can be interpreted as a time in such evolutionary process. The well known
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examples are nonlinear diffusion equations of Perona-Malik type [14, 5] and
generalized mean curvature flow equations [2, 12, 8].

In this paper we are dealing with numerical solution to the regularized
Perona-Malik problem suggested by Catté, Lions, Morel and Coll in the
following form

(1) Ou— V. (g(|[VGy xu|)Vu) = 0 inQr=1Ix9Q,
(2) Ou = 0 onl x 0,
(3) u(0,") = wp inQ,

where Q C IR? is a rectangular domain, I = [0, 7] is a time interval, and

(4) g(s) is a decreasing function, ¢(0) =1,0 < g(s) — 0 for s — oo,
(5) G, € C®(IR%) is a smoothing kernel with/ ] Gy(z)dzr =1
R

and G, (z) — 0, for 0 — 0, d, - Dirac function at point z,
(6)  wg € L*(9).

The diffusion process of (1) is governed by the shape of function g and by
its dependence on VG, * u, an edge indicator. It diffuses image strongly
outside edges while the diffusion is supressed across edges.

For the numerical solution of (1)-(3), we use the semi-implicit finite
volume method suggested and analysed in [13] and its adaptive version given
in [9, 10]. Semi-implicitness of the method means that nonlinearity of the
equation is treated from the previous discrete scale step, i.e. the scheme is
linear and leads to a solution of sparse linear systems in each discrete scale
step of the algorithm.

The success of adaptivity in image processing follows from the observa-
tion that solution tends to be flat in large subregions of the image while
filtering time is increasing. Due to that fact, we can improve considerably
the efficiency of the method using non-uniform grids with decreasing number
of finite volumes. Since the whole information about the image is contained
in the initial grid and there is no spatial movement of the edges, no refine-
ment is needed and we work just with grids, elements of which are obtained
by merging of pixels. Such process is called grid coarsening in numerical
methods for solving PDEs and it was introduced to image processing appli-
cations in [4].

The adaptive finite volume schemes for image filtering were introduced
in [9, 10]. Here, the method is applied to specific type of images which are



given by multiphoton laser scanning microscopy and which represents early
stages of the zebrafish embryogenesis. For this type of data, the filtering
properties and computational efficiency of the various PDE models have
been studied in [15]. In this paper we show that adaptive grid strategy brings
further increase of efficiency of computations without any deteriorating of
the results.

The rest of paper is organized as follows. In Section 2 we present the idea
of coarsening. Section 3 is devoted to finite volume method on non-uniform
grids based on coarsening. Section 4 describes application of the adaptive
finite volume method to embryogenesis images filtering.

2 Coarsening strategy based on quadtrees

In this section we describe how to generate adaptively coarsened grids which
are used in discrete scale steps of the computational method. The initial
image is given as a set of discrete grey values on pixels of the uniform grid.
At the beginning and especially with the increasing scale, we can merge
cells using some coarsening criterion and instead on the regular grid we can
work on the irregular adaptive structure. For its construction we chose an
approach based on quadtrees, where the adaptive grid is represented by the
leaves of quadtree. However, instead of organizing resulting structure into
a tree (which is known as being inconvenient when access to neighbours is
needed) we use a procedural approach and maintain the field of indicators
which enable us to find out easily whether a given cell or its neighbour
can be merged or not. Traversing this structure we stop on a higher level
of hierarchy (i.e. on a coarser grid) if the following coarsening criterion is
fulfilled. The cells are merged if difference in intensities is below a prescribed
tolerance €.

After creating the structure by setting the indicator field we calculate
diffusion coefficients by its recursive traversing. In such way we create sys-
tem of linear equations which is then solved using iterative method with low
memory requirements. In order to simplify creating of the matrix of the
linear system we require that the ratio of sides of two neighboring squares
is1:1,1:2o0r 2:1. Later, such structure is called balanced.

2.1 Creating the adaptive grid

Without lost of generality, let us have an image with 2™ x 2" pixels. It
is exactly the situation arising in the embryogenesis 2D image acquisition.



Then the indicator field has dimension (2" + 1) x (2" 4+ 1) (see Figure 1). To
set the values of the indicator field at the beginning we start on the lowest
level of the structure (i.e. on the pixel structure of the image). We try to
merge cells into 2 x 2 cells according to the coarsening criterion. In order
to perform merging we can use two stencils. One stencil (2 x 2,4 x 4,...)
is moving across the image and other (3 x 3,5 x 5,...) stencil is moving
across the indicator field. Every 27 x 2/ image stencil has the corresponding
(27 + 1) x (27 + 1) stencil in the indicator field. While neighboring image
stencils are not overlapping, their corresponding indicator stencils share the
side. With the help of stencils the values in the indicator field are set in
such way that

1. they indicate whether the inspected cell on the higher level contains
quadruple suitable or not suitable for merging. If intensities in the quadruple
are not within the range of ¢ then the position in the center of the indicator
stencil is set to 1 otherwise it is left 0;

2. they help to maintain the structure balanced. More precisely, after finding
out that the inspected quadruple can not be merged, not only the central
node of the indicator stencil is set to 1, but this value is set also to the corners
of the stencil. Because one of the four corners on lower level becomes middle
point of side of the stencil on the higher level we can control merging of the
neighboring cells and thus to keep the structure balanced. E.g., structure
like in the right part of Figure 2 is not created in the coarsening process.

O/l /\ indicator field
4 [] image field
L] O

0 0O

Figure 1: Image field and indicator field together with image stencil and
corresponding stencil in the indicator field

If four cells are merged into a larger one then new value, given by the
average of old values, is stored in the left lower corner of image stencil
corresponding to the cell. This becomes the value representing intensity of
merged pixels. Moreover, we remember maximal and minimal values for
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Figure 2: The role of indicator field in balancing of the structure. The grid on the
left is balanced, the grid on the right is not balanced and cannot be created in the
coarsening process.

_ 214|212 _
3 2
412212 ops=2
_ ol 21]1 diff=4
1 1
o 21111

Figure 3: Possible cumulation of the errors, which is supressed in the coars-
ening process. For ¢ = 2, the difference in 4 x 4 volume is 4.

the merged quadruple in auxiliary fields (they can be free after creating
the structure). Testing just intensity differences in the coarsening criterion
using recursive process could cause cumulating of errors and in special cases
resulting difference could be greater than €. Such a situation is depicted in
Figure 3. All 2 x 2 cells fulfill coarsening criterion for ¢ = 2 and their new
values are set to the average. If we test just these new values processing
the higher level, the coarsening criterion is fulfilled again. However, the
intensity difference of original pixels is 4, twice behind the tolerance. Thus
working on higher levels we calculate minimum of all minimal values and
maximum of all maximal values for given cells and test their difference.

3 Finite volume scheme on adaptive grid

Now we introduce the finite volume computational scheme for solving (1)-
(3) on adaptive grid obtained by means of coarsening algorithm described
in the previous section. To that goal we adjust the finite volume method
given in [13].

Let 7, be a uniform mesh of 2 with cells p of measure m(p) (we assume



rectangular cells here). For every cell p we consider set of neighbours N (p)
consisting of all cells g € 7, for which common interface of p and ¢, denoted
by ey, is of non-zero measure m(eyq)-

In the numerical scheme we will provide computations in the series of
scale steps starting with ﬂg, p € T3, corresponding to given intensities on
the pixel structure of initial discrete image. We assume
(7) ﬂ():#/uo(x)dx pET,

P m) Jy e

i.e, the discrete image intensity represents average cell value of the con-
tinuous intensity function ug(z). In the finite volume method, in every
subsequent discrete scale step we get again piecewise constant approxima-
tions Wy, p € T, n = 1,2,... of continuous solution (with possibly the same
1nterpretat10n as cell averages of continuous solution). Convergence of such
approximations to a weak solution of (1)-(3) provided the length of scale
step and size of pixel tends to zero is given in [13]. In [13], it is assumed
that for every p, there exists representative point z, € p, such that for every
pair p,q,q € N(p), the vector ;Z:Z i is equal to unit vector n,, which is
normal to e,, and oriented from p to ¢ (Let us note, that this assumption
is not fulfilled for adaptive grids given by the coarsening algorithm). In
simple case of uniform grid we can take z, just as center of the pixel. Then,
let z,, be the point of ey, intersecting the segment Z,z,. Then we define
coefficients

(8) qu = |Z(ip;l|
(9) 9pg = 9 ([VGo * i (2pq)])

where @ is a periodic extension of discrete image computed in n-th scale
step. The finite volume scheme on uniform grid is then written as follows:
Let 0 =1ty <t < ... <ty =1 denote the scale discretization steps with
tn, = th_1+ k, where k is the discrete scale step. For n =0, ..., Nppax — 1 we
look for ﬂg"'l, p € Th, satisfying the system of linear equations

m(p) -+l _ o,n n+1
+ X 9T ) > 995 Tpq
(10) ( geEN(p) = “r gEN(p) H

_ m(p)-—n

= = Uy

The scheme (10) is linear semi-implicit in scale, since scale derivative
is replace by backward difference and nonlinear terms of equation (1) are



treated from the previous scale step while the linear terms are discretized
on the current scale level. After such scale discretization, (10) is derived by
integrating corresponding elliptic equation over the cell, applying divergence

theorem and approximating normal derivative on the boundary of cell by
Ug—Up
[zg—p]" .

In the scheme (10) we must compute term (9), i.e. the vector

VGy 1 (wpq) = (W (-qu) ) B(Ggiy*ﬂ) (f"'pq)) )

which is an input of the Perona-Malik function g. For that goal, we use the
following property of convolution

0(Gy * ) . -
oz (Tpg) = (E * @) (Tpg) -

Then we get
8G0— ~ BGG' ~ — 8G0’
(E*U)(%q) = Jpa W(-’qu s)t(s)ds = ;U? j a—x(iqu s)ds
(11)
and thus
(12) VG, x 0 (zpg) = Zﬂf / VG (zpg — 5)ds
r T

where the sum is restricted to control volumes r inside B, (z,,), the ball
centered at z,, with radius o. The ball B, is given either by a support
of compactly supported smoothing kernel or it can represent a ”numerical
support” of the Gauss function (a domain in which values of the Gauss
function are above some treshold given e.g. by a computer precision). In
any case just a finite sum in (12) is evaluated and coefficients of this sum,
namely [ VG, (2,4 — $) ds can be precomputed in advance using a computer
algebra system, e.g. Mathematica. It is worth noting that such approach
for evaluation of diffusion coefficient gp»" avoids explicit computation of
gradients. We use this fact also in adaptive scheme where computation
of gradients on non-uniform grid with the so-called "hanging nodes” could
cause some difficulties.

It is not possible to apply previous scheme straightforwardly to adaptive
non-uniform grids obtained by coarsening algorithm, however, it is possible
to modify it. For that goal, we will change a meaning of z,, in (9) and
definition (8) of T},q. Let in the sequel z,, be the middle point of the common
boundary of two neighboring cells (with possibly non-equal measures). The



definition of gp»" will then remain the same. The only practical difference

will be that the sum in (12) can be evaluated over non-equal control volumes.
However, one can precompute all possible coefficients of the sum again in
advance for every candidate larger cell on higher levels of hierarchy.

In the definition of T}, in (8), the value |z, — a:q| represents the distance
used for approximation of the normal derivative e wp‘ Of course, in case

of uniform rectangular grid with unite size of cells, qu is equal 1. In case of
non-uniform rectangular grids, we set this parameter to

(13) Tpg = min{ly, lq}

where [, and [, are lengths of sides of two adjacent cells p,q (of possibly
non-equal measure). It is like we assume exchange of intensity between
neighbouring cells just in a strip of unit thickness along a boundary of cell.

As our adaptive finite volume schemes we will consider system (10) where
Tpq represents the middle point of common boundary of two neighboring cells
and Ty, is given by (13). In every discrete scale step, the scheme gives linear
system which is symmetric and strictly diagonally dominant (with positive
diagonal and negative numbers out of diagonal) which guarantee existence
of its unique solution, for which also L, stability can be easily proved.

4 Discussion on numerical experiments dealing with
embryogenesis filtering

The adaptive approach is especially efficient if we have large areas of constant
intensity in the image domain. The nature of the processed embryomics data
and the size of its slices 2" x 2" make applying of 2D adaptive algorithms
slice by slice very efficient, because many of the slices obtained by microscopy
contain only small regions of image information (see Fig.4).

In the slices with only small amount of image information, the adaptive
grid contains significantly smaller amount of elements than the nonadaptive
grid - such slice is processed much faster, because the number of unknowns
in the linear system (10) is very low. The Fig.5 shows examples of adaptive
grids for various slices of the data.

To study the work of the adaptive algorithm we chose a data volume of
the size 256 x 256 x 30. The large grid elements, which can be observed
especially on the slices with very local image information, correspond to
areas with constant intensity, or intensity values within a small tolerance.



Figure 4: On the top left (in red) the original data viewed from the top.
The nuclei of the zebrafish embryo are represented by the isosurfaces of
value 40. The rest of pictures represent cuts of the nuclei by three different
cutting planes. The green and blue ones are examples of slices where the
adaptivity creates large grid elements in areas of constant intesity obtained
during smoothing.

In the table depicted in Fig.6 we show an example of decrease of elements
during adaptive computation on the data of thesize 256 x 256 x 30. The
original number of elements on every slice is 65 536. We performed 10 scale
steps of adaptive algorithm and chose 7 slices to demonstrate the decrease of
number of of elements during particular scale steps. The slice numbered as
0 is the top slice with mostly localized information, the slice numbered as 29
is the slice with the largest amount of embryo cells. The last column shows,
how many percents of the original number of unknowns were used during
the solving of linear system at the tenth scale step on every slice. From the
practical point of view, we can study the behavior of our adaptive schemes
by visual inspection. First, we deal with the data mentioned in the above
paragraph. The cuts of the original noisy data are shown in Fig.7. We can
observe strong noise and rather bad ”separability” in zy and zz directions.
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Figure 5: Examples of adaptive grids built on the slices of the 3D data.

Initial number of slements.  B%536

cale step
slice 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. | 10. %
0 2380615469 ] 8170 | 3103 | 1435 | 700 | 301 | 232 | 148 | 148 | 0,23%
5 26278(17271] 8926 | 3400 | 1263 | 694 | 415 | 358 | 258 | 331 | 051%

10 29617 | 19864 10486 | 4984 | 2404 | 1489 | 973 | 727 | 640 | 3587 | 061%
15 3597427313 (1720610351 | 7045 | 5254 | 4204 | 3832 | 3517 | 3226 | 4.92%
20 4307235263 | 2571118109 13564 [ 10939 9385 | 8467 | 7933 | 7518 [11,47%
25 49771 (4302133634 | 25501 | 20197 [ 16864 | 14755 1332112424 111770 17,96%
29 5394748103 [38899 30106 2382119708 [ 17176 | 1532214161 | 13354 | 20,38%

Figure 6: Table showing the decrease of number of elements.

For the adaptive algorithm we used following settings of parameters:
h=1,K =200,0 = 0.5, =0.02,k = 0.3, N = 10, where N is the number
of scale steps. The Fig. 8 shows effect of the adaptive algorithm on isosurface
smoothing in isosurface representation: we can observe that the finger like
noise is removed and the cells surface is smoothed. Also, the separation of
cells seems to be good. The data is clipped by a ball of a small radius - that
is the reason, why some of the cells are depicted only partially.

The collection of images in Fig.9 tries to do the same using cuts of the
selected parts of the 3D data in various directions. The cuts are displayed in
pixel level: it means, that no interpolation of intensities is performed. While
a couple of slices in zy direction only demonstrates removing of the ”small”
noise, three couples of cuts in zz and zy directions show, that the smoothed
cells, which were originally ”connected” by noise are clearly separated by
filtering,.

To process the piece of the data mentioned above, we needed 76.53s
for the nonadaptive version of the Perona-Malik algorithm and 8.95s for
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Figure 7: The zy,yz and zz 2D cuts through the data of the size 256 x256 %30
(the intensities are interpolated.)

the adaptive algorithm. The best result for removing noise are usually ob-
tained by the geodesic mean curvature flow filter ([15]), which is slower than
Perona-Malik algorithm, so the time speed up is even greater. The ques-
tion is, if the result of the adaptive algorithm is a good input for further
image processing methods, e.g. for algorithms for detecting nuclei centers
[6, 7]. Such experiments made on embryogenesis data show that the center
detection was equally good and again faster. The pictures (fig. 10) show
small box clips of the same data with slightly shifted boxes. They depict
the original noisy cells and their centers found on the data filtered by the
adaptive algorithm.
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Matematicko-Statistické aspekty spracovania dotaznikovych vyskumov
Mathematic-statistical aspects processing of questionnaire researchs

RNDr. Jan Luha,CSc.

Abstract: This article deals with Mathematic-statistical aspects in processing of questionnaire
researchs. We describe some general principles concerning questionnaire research including
methodological aspects.

Key words: Mathematic-statistical aspects, processing of questionnaire researchs, general
principles of questionnaire research, methodological aspects.

KPucové slova: Matematicko-Statistické aspekty, spracovanie dotaznikovych vyskumov,
vseobecné principy dotaznikovych vyskumov, metodologické aspekty.

1. Uvod

Dotaznikové vyskumy sa pouzivaji v mnohych oblastiach ako napriklad vyskumy
verejnej mienky, marketingové prieskumy, rozli¢né ankety. Statistické met6dy aplikované pri
tychto prieskumoch maji v mnohych ohladoch rovnaky charakter, preto sa v prispevku
budeme venovat aplikécii na vyskumy verejnej mienky.

Pri priprave, realizacii a vyhodnoteni vyskumov verejnej mienky sa vyuziva prakticky
cela skala Statistickych metod. Vzhl'adom na to, ze otazky v dotaznikoch pri vyskumoch
verejne] mienky obsahuji prevazne kvalitativne Statistické znaky ma subor pouzivanych
Statistickych metod urcité Specifikd. Tieto Specifika taktiez stvisia s tym, Ze realizacia
vyskumov verejnej mienky priamo vychadza z poznatkov vyberovych Statistickych metod.

Budeme ilustrovat’ vyuZitie Statistickych metéd v jednotlivych fazach procesu
vyskumu verejnej mienky. Pri ich popise nie je mozné urobit’ Giplny zoznam. Obmezime sa na
urCity vyber metoéd. Vyuzitie Statistickych metod je determinované tlohami, ktoré pomocou
tychto metod rieSime.

Na Statistické spracovanie su potrebné data, ktoré st ziskavané v terénnej faze
vyskumu. NajdolezitejSou ulohou terénnej fazy vyskumu je ziskanie kvalitnych dat, ktoré
spifiaju také atributy ako objektivita, validita, reliabilita, reprezentativita a konzistencia. Po
ziskani empirickych dat su testované hore uvedené atribty. Tu nachddzaju uplatnenie rozne
obmeny Chi- kvadrat testu, pripadne Fisherovho exaktného testu. Na overovanie relability pri
polozkovej analyze sa pouzivaju koeficienty reliability ako napr. Cronbachovo alfa.

Na rieSenie problému chybajucich Gdajov sa vyuzivaji techniky véZenia a imputécie.

Pri tvorbe dotaznika je potrebné vytvorit' na meranie zistovanych javov vhodné $kaly.
V dotazniku su reprezentované predpisanymi odpoved’ami v otdzkach. Zakladné typy skal su:
nominalna, ordindlna a kvantitativna (numericka). Je ddlezité aby Skala znaku bola zvolena tak,
aby dobre rozdelovala. Nema napr. zmysel zaradit’ do dotaznika takt otazku na ktort je
moznd jedind odpoved’. Pri konStrukcii zloZitejSich typov najmé ordinalnych skl sa vyuziva
Skalogramova analyza, napr. Likertova Skala a Likertov koeficient diferenciacie.

Otazky dotaznika (znaky) d’alej delime na zatvorené, otvorené, polootvorené a otazky s
viacerymi moznost'ami odpovede "multiresponse". Otazky na ktoré je dovolené uviest’ viac
nez jednu odpoved’ "multiresponse" nie su Statistické znaky v zmysle definicie (Statisticky znak
je jednoznacné transformacia) a pri ich spracovani treba vyuzit adekvatne techniky.



Na Statistické spracovanie dat mézeme pouzit’ vSetky dostupné metddy v zavislosti od
typov Skal jednotlivych znakov. Pri stanovovani zékladnych Statistickych charakteristik
popisnej Statistiky st vyuzivané najmd frekvencné tabulky, kde je zvlaStnostou spracovanie
"multiresponse" otazok. NajprepracovanejSie spracovanie tohoto typu otazok pontka
Statisticky software SPSS. Pocetnosti, ¢i uz relativne alebo absolitne su pocitané na dva
zaklady - pocet respondentov, resp. pocet odpovedi.

Typické ulohy testovanie hypotéz su spojené s podielovymi veliCinami. Napriklad
testovanie rozdielu pocetnosti, porovnavanie pocetnosti, testovanie hypotézy o velkosti
relativnej pocetnosti, test dobrej zhody, test nezavislosti, testovanie zhody poradi, overovanie
hypotézy o zmene nazoru a i.

Pri skimani zéavislosti sa pouzivaji najma kontingencné tabulky a prislusné testy medzi
ktorymi dominuje Chi-kvadrat test. NajznamejSie Statistické programy ponukaju aj moznost
vypoctu exaknych testov akym je napr. Fisherov exatny test. M6zeme uviest’ modul Exact tests
od SPSS.

Na analyzu kvantitativych znakov sa vyuziva celd skala mnohorozmernych Statistickych
metod, na analyzu kvalitativnych znakov sa vyuZzivaju postupy ako napriklad korespondenéna
analyza, analyza homogenity, ktora je ur€itym analéogom faktorovej analyzy pre kvantitativne
znaky, loglinedrne modely. Pri konstrukcii modelov mnohorozmernej analyzy kvalitativnych
znakov je jeden z mozZnych pristupov zalozeny na z 0-1 reprezentacie tychto znakov
(dichotomizacia, indikatorova premenna).

Dichotomizaciou zobrazime znak Z pomocou m dichotomickych znakov

Zi(0)=1, ak Z(0)=i1, pre oJO,

Zi(0)=0 , ak Z(0)#1, i=1, ... m.

Data za subor O pre znak Z mozno zostavit do matice X nul a jednotiek typu nxm. Vyjadrenie
kvalitativnych znakov pomocou dichotomizacie umoznuje vyuzivat’ urcité algebraické operacie.
Plati:

1" X=(ny, ..., n,), kde 17, =(1,1, ..., 1) je vektor rddu n zostaveny z jednotiek.
(Vysledok je rozdelenie pocetnosti skimaného znaku.)

X. In=1,, kde 1,, je vektor rddu m zostaveny z jednotiek.

2. O vyskumoch verejnej mienky

Na korektnu realiziciu vyskumov verejnej mienky je potrebné poznat' zdkladné
zakonitosti, ktoré umoznuju ziskanie empirickych dat, ich Statisticki analyzu a objektivnu
interpretaciu. Tieto Ulohy riesi metodologia vyskumov verejnej mienky, ¢o je subor pravidiel
a postupov merania spoloc¢enskych javov a procesov.

Metody na ziskanie empirickych dat, ako aj techniky ich realizacie v teréne s rozlicné
(pomocou dotaznika, telefonicky, poStova anketa, ...). Medzi najpouzivanejSie techniky
vyskumov verejnej mienky patri metdéda Standardizovaného rozhovoru pomocou dotaznika
realizovana Skolenymi anketdrmi (face to face interview). S rozvojom pocitacovych
a informacnych technoldgii st tieto metddy "vylepSované" elektronickymi prostriedkami.

Medzi zékladné otazky metodologie vyskumov verejnej mienky patria otazky navrhovania
(tvorby) dotaznikov, metddy zberu empirickych dat, metody matematickostatistickej analyzy
dotaznikovych vyskumov, objektivna interpretacia a ich prezentacia.

Niektoré postupy, ktoré pripominaji dneSny vyskum verejnej mienky su zname uz
z antiky. Napriklad v Aténach okolo roku 500 pred n. 1. sa zistovali ndzory o tom, ¢i je, alebo
nie je ohrozend demokracia a kto ju pripadne ohrozuje. Zaujem o empirické poznavanie
verejnej mienky sa objavuje zaciatkom devétnasteho storoCia. Najznamejsie su pokusy
s cielom predpovedat’ vysledky americkych prezidentskych volieb. Ku skutocnej explozii
vyskumov doslo v 30. rokoch 20. storocia. Vtedy vznikol najslavnejsi institat v tomto odbore
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American Institute of Public Opinion vedeny Georgom Gallupom (1934). Gallup presadzoval
mySlienku reprezentativneho vyskumu zaloZenom na kvotovom vybere a dotazovani
pomocou Standardizovaného rozhovoru. Rozvoj metdéd vyskumov verejnej mienky suvisi
s rozvojom novych poznatkov v oblasti matematickej Statistiky a Specidlne v oblasti teorie
vyberovych metdd.

NajcastejSie pouzivané metddy pri vyskumoch verejnej mienky st metdéda kvotového a
metdda nahodného vyberu. Je dodlezité, aby bola zabezpecena reprezentativnost’ vyberovho
stiboru, teda zhoda s parametrami sledovaného zakladného stiboru. Princip reprezentativnosti
mozno jednoducho parafrazovat’ vyrokom Georga Gallupa: Ak kuchiarka dobre zamieSa
obsah hrnca, tak jej sta¢i nabrat’ a ochutnat’ iba za lyZicu polievky, aby zistila, ako to
vyzera s obsahom celého hrnca.

Zakladné vlastnosti kladené na informacie z empirickych vyskumov su objektivnost,
reliabilita (spol'ahlivost), validita (platnost’) a reprezentativnost’. Pod objektivnost’ou informacii
rozumieme vlastnost’ pravdivo odrazat’ alebo zachytavat’ skiimané javy resp. ich znaky. Postup
skimania je objektivny vtedy, ked ziskané fakty podévaju verny obraz o skiimanom jave.
Objektivita je zabezpecena takym postupom, ked’ st hodnoty znaku urcené jednoznacne a
vysledky nie su zavislé od osoby vyhodnocovatela. Vyskumna metoda je reliabilna vtedy, ked’
zistuje (meria) tak, Ze pri opdtovnom pouziti tejto metddy aj pri zistovani réznymi
vyskumnikmi za inak rovnakych podmienok dostaneme v podstate tie isté vysledky. Validita je
zabezpeCena ked napr. otdzky v dotazniku zistujii a meraju tie vlastnosti, ktoré skutocne
chceme zist'ovat’. Reprezentativnost’, uz spominand prv, je zhoda parametrov vyberového a
zakladného stiboru.

Cely proces pripravy a realizacie vyskumu verejnej mienky rozdelime na jeho zakladné

fazy:
Ziakladné etapy procesu pripravy a realizacie vyskumu verejnej mienky:
. 1. faza: Specifikicia vyskumného zameru a priprava projektu
. 2. faza: Priprava vyskumného dotaznika
. 3. faza: Projektovanie terénnej fazy
. 4. faza: Terénna faza
. 5. faza: Matematickostatistickd analyza dat
. 6. faza: Prezentacia vysledkov, publikovanie.

Na zaklade uvedenej schémy popiSeme najpouzivanejsie Statistické metddy v procese
pripravy a realizdcie vyskumu verejnej mienky.



Inak mozno tento proces mozno schématicky zobrazit' nasledovne:

PROCES STATISTICEHO ZISTOVANIA

Populacia (zakladny stibor) Pojmy, predstavy
Opora vyberu Otazky
Vyberové jednotky Dotaznik
Vyberovy plan Sposoby zberu:
Vyberovy postup - face to face

- felefonicky

- postou

- pocitacovo asistované

| Zber dat (Interview) |

| Kodovanie a zaznam dat |

Kontrola, korekcie,

vazZenie, imputacie dat

MatematickoStatistické

spracovanie a analyza dat

| Publikovanie |

3. Specifikacia vyskumného zameru a priprava projektu

Ide o zlozita postupnost’. Na zaklade poziadaviek zadavatel'ov a mapovania aktudlnych
spolocenskych, politickych, ekonomickych udalosti, po ddkladnych diskusiach odbornikov je
vypracovany projekt vyskumu, ktory obsahuje: ciele vyskumu v ramci ktorych je definovany
zaujmovy zékladny stubor (napriklad dospeld populacia SR, mladaZ Bratislavy vo veku 15 az
29 rokov), z ktorého budeme vyberat’ vzorku, opora vyberu, vyberové jednotky (napr. osoby,
domacnosti), vyberova vzorka, rozsah vyberu, vyberovy postup (napr. viacstupiiovy ndhodny
vyber, kvotovy vyber), estimator, ktory treba pocitat’, metdéda zberu dat (napriklad
Standardizovany rozhovor pomocou dotaznika), kontrola prace anketdrov a pomoc pri prace
v teréne, obdobie zberu dat (terénna faza), konstruuje sa dotaznik.

Na ilustraciu niektorych Statistickych metdod budeme uvazovat’ mala krajinu S, v ktorej
zije 5 398 657 obyvatel'ov (na zaklade bilancie pohybu obyvatelstva - stav ku 1.1.2000). Za
zakladny ubor zvolime dospelt populaciu obcanov tejto krajiny (tj. vo veku 18 a viac rokov).
Na zaklade uvedenych udajov stbor dospelej populacie naSej krajiny S mad N=4 069 739
prvkov, zktorych budeme vyberat naSu vzorku. Zakladny subor ma nasledovné
charakteristiky:



ohl ocet % VSO ocet %o Ikraj ofet %
muzi | 1941804 47,80 |do 2 1238683 30,49 [Bratislavsky 487124 11,99
Feny | 2120935 52,200 2-10 8083000 19,90 & toho Ba 3573011 8,79
spolu | 4062739 100,00 10-50 | 984352 24,23 [Trnavsky 421767 10,38
50-100 | 490360] 12,07 [Tren&iansky 464123 11,42
nad 100] 541044 13,32 Nitriansky 552270 13,59
spolu | 4062739 100,000 [Zilinsky 511014 12,58
Banskobystricky| 504771 12,42
IPreSovsky 556866 13,71
IKoSicky 564804 13,90
z toho Ke 183743 4,52
spolu 4062739 100,00
kraj v1824 [v2529 V3039 [v4049 [v5059 [v60pl spolu
Bratislavsky 73893 46381] 86604 107471 74502 98273 487124
- toho Ba 52859 32463 63056] 81186] 55556| 72181] 357301
Trnavsky 68387 44212 78097 85654 606100 84807 421767
Trendiansky 74757 46601] 86252 93622] 65747 97144 464123
Nitriansky 84696 552020 100333 110889 78983 122163 552270
Zilinsky 85603 55423 97191] 102823] 68473 101497 511014
Banskobystricky | 78659 49780 94004 102421] 71959 107948 504771
PreSovsky 97469 61476 110297 108623] 71519 107482 556866
Kogicky 932020 60143 107895 114199 77790 111573 564804
- toho Ke 20212] 20274] 35856] 38900] 28363 31138 183743
spolu 656666 419220 760673 825702 569587 8308914062739

Na ilustraciu sme uviedli charakteristiky vybranych znakov zakladného subor dospelej
populacie, ktoré¢ tvoria sucast vyskumného zdmeru a na zdklade ktorych stanovujeme
parametre vyskumu.

4. Priprava vyskumného dotaznika

;Nebudeme rozoberat’ tvorbu dotaznika — poukaZzeme na Statistické aspekty tvorby
otazok. Dotaznik dostavaji anketari aby pomocou neho v pripade metoédy Standardizovaného
rozhovoru realizovali rozhovory, alebo pri ,,poStovom zistovani tento dotaznik vyplnili
respondenti, alebo sluzi ako podklad pre zdznamovy formular pri telefonickom dotazovani atd’.
Tvorba dotaznika je naro¢na a zlozita praca.

Co je to dobra otazka? Dobré otazka dava odpovede, ktoré st objektivne, reliabilné a
validné.

Statistické kritéria tvorby otazok

Statisticky subor sa sklada zo $tatistickych jednotiek. Na tychto jednotkach pozorujeme
(meriame) hodnoty Statistickych znakov. Zistovanie hodnot Statistickych znakov nazyvame
tieZ meranie.

Napr. pri dotaznikovych vyskumoch je dolezité, aby anketari postupovali rovnakym
spdsobom - aby vysledky neboli ovplyvnené ich osobnym pristupom (metodické pokyny na
realizaciu zberu dat, Skolenia anketarov, (kalibracia siete), ...).
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Pre metody zberu dat je tiez dolezité, aké typy Statistickych znakov zistujeme.

RozliSujeme rozne typy znakov a rézne typy Skal ich merania:

Nomindlny: - $kala merania nominalna napr. farba oc¢i, pohlavie, profesia, narodnost’ a i.
Ordinalny: - $kala je usporiadand mnozina hodno6t. Kvalitativny ordindlny: hodnost’ v armade.
Kvantitativny ordindlny: prospech.

Intervalovy kvantitativny znak: - Skala je invariantna na linedrnu transforméciu: y=ax+b,
b<>0. Priklad: teplota v °C, vyska, hmotnost,, obvod hrudnika a i. (v zavislosti od mernych
jednotiek).

Pomerovy kvantitativny znak: - Skéla je invariantnd na linedrnu transformaciu: y=ax. Ma
absoltitnu nulu. Napr. teplota v °K, vek, dizka $kolskej dochadzky. Mozno poéitat’ podiely.
Absolatna: - pocet prvkov s danou vlastnostou. Napr. pocet opravenych aut v danej
opravovni.

Z definicie Statistického znaku, ako jednoznacnej transformacie:

O 0O H, kde O oznacuje mnozinu objektov (respondentov) a H oznacuje mnozinu
odpovedi (,,hodn6t“) na danu otdzku, dostavame zakladné (formalne) Statistické
poziadavky, ktoré je potrebné reSpektovat’ pri konStrukceii $kal otazok dotaznika:

- jednoznacnost’ (zarucuje disjunktny rozklad mnoziny objektov),
- Uplnost’ (zarucuje zahrnutie vSetkych moznych hodnét).

Obmedzime sa d’alej na nomindlne a ordindlne znaky - o st najfrekventovanejSie
moznosti otdzok dotaznika v sociologickych vyskumoch.

Uplnost: $kala znaku (otazky) musi byt konstruovana tak, aby zahffiala vietky moZnosti.
Majme napr. znak vzdelanie s kategériami: zdkladné, stredoskolské bez maturity,
stredoskolské s maturitou a vysokoSkolské. Ak by sme v dotazniku vynechali ¢o len jeden
variant nemame Uplnu skalu.

Jednoznacénost’ (disjunktnost’): Jeden objekt nemodze mat priradenti viac nez jednu
hodnotu.

Poznamka: V sociologickych vyskumoch sa Casto stretdvame s otazkami, na ktoré mozno
odpovedat’ viacerymi moznostami. takéto otdzky nie su Statistické znaky v zmysle definicie
Statistického znaku. Takéto otazky maja Specifické metddy spracovania.

Formalna uprava dotaznika musi byt prehladnd - aby sa minimalizovali chyby pri
koédovani dotaznikov, ako aj pri ich zdzname do pocitata. Okrem takejto Upravy musi
dotaznik obsahovat identifika¢né znaky, ktoré st pomodckou pri kontrolach: Ccislo
dotaznika, ¢islo anketira. Dotaznik musi, okrem meritérnych znakov (otdazok) obsahovat
patricné demografické znaky podla skiimanej témy. Napr. pohlavie, vek, vzdelanie,
narodnost’, socio-profesijna skupina, velkostna skupina obce, kraj (oblast’) a pod.

Je dobré v jednej otazke zachytavat’ jedno hladisko. Pri kombinécii hl'adisk je potrebné
kombinacie variantov znakov "nasobit™'. Priklad:

Ovplyvnila alebo neovplyvnila prebiehajica verejna diskusia o
2 vstupe Slovenska do NATO Vas postoj k referendu?

- | ovplyvnila, nechcel som sa ho z¢astnit’, ale zacastnim sa ho

- |ovplyvnila, chcel som sa ho zac¢astnit’, ale nezucastnim sa ho
neovplyvnila, chcel som sa ho zic€astnit’ a zuCastnim sa ho

- |neovplyvnila, nechcel som sa ho zucastnit'a neziicastnim sa ho
- |neviem posudit’

D AW N =
1




Niekedy moze byt vyhodné dva alebo viac znakov kombinovat’ do jedného bez straty
informacie. Napr.:

0 v rodine nemaju deti
X1 {
1 v rodine maju deti

X2  vek najstarSieho diet’ata.

MozZno kombinovat do:

Yl vek najstarSieho dietat’a, pritom kod 0 znamend, Ze nemaju deti. Redukuje sa pocet
otazok a eliminuju chybajuce data v X2.

V dotazniku sa mézu vyskytnit’ otazky, na ktoré neodpovedaju vSetci respondenti na takuto
otazku aplikujeme filter.

Otazky d’alej ¢lenime na uzavreté, otvorené, polootvorené.

Priklady:

Uzavreta otazka:

Ak by ste sa zucastnili na vecierku, alebo v spolo€nosti, kde by vam ponukli
drogu, vzali by ste si?

01 |- |urcite ano
02 |- |asiano
03 |- |asinie
04 |- |urcite nie
05 |- |neviem

Otvorena otazka:

Uvedieme priklad otvorenej multiresponese otdzky — pre tito je potrebné pre spracovanie
ripravit’ kodovaci kI'i¢, tym ju vlastne ,,uzatvorime* a mézeme zaznamenat’ data:

Ktory z politikov posobiacich na Slovensku ma v stcasnosti vasu doveru ?

Mozno uviest’ najviac tri osobnosti.

Polootvorena otazka:

Narodnost’:
01 |- [slovenska
02 |- [madarska
03 |- [INA (UVEAE) ittt e e e ee e e

Okrem toho mo6zu byt do dotaznika zaradené aj numerické otazky, napriklad o veku, prijme,
o pocte ¢lenov domacnosti a pod.

Specifikom s otdzky s moZnost'ou viac odpovedi ,,multiresponse*- priklad:

Povedzte, prosim, mate alebo nemate v domacnosti, v ktorej Zijete
Cloveka, o ktorom sa da povedat, Ze je zavisly od niektorej
z nasledujucich ,drog“?  Mozno uviest’ viac odpovedi.

01 |- | od hracich automatov

02 |- | od Internetu

03 |- | od aktivneho $portovania
04 |- | od mobilného teleféonu




05 |- | od jedla (sladkosti)

06 |- | od televizie

07 |- | od alkoholu

08 |- | od cigariet, tabaku

09 |- |od iného (uvedte)..........ccceeeeeennnn.
10 |- | nemame takého v domacnosti

Je dolezité aby Skala znaku bola zvolena tak, aby dobre rozdelovala. Nemé napr.
zmysel zaradit’ do dotaznika takd otdzku na ktortl je mozna jedind odpoved. Definujeme
pojem zle rozdelujuci znak: Znak Z zle rozdel'uje subor dat, ak existuje jedind hodnota j,
taka, ze hypotézu Hy': p=0 zamietame.

V pripade ked’ kategorie znaku maji malu pocetnost’ zli¢ime ich podla logiky problému.

5. Projektovanie terénnej fazy

V tejto faze sa stanovia (na zaklade ciel'ov vyskumu) vyberova vzorka, metoda
zberu dat a inStrukcie na realizaciu terénnej fazy. Cielom tejto fazy je ziskanie objektivnych dat
o skumanej problematike. Zakladné vlastnosti kladené na informacie z empirickych vyskumov,
ako sme to spomenuli uz prv, su objektivnost,, reliabilita (spol'ahlivost), validita (platnost),
reprezentativnost’ a konzistentnost’.

Vyberova vzorka

Najcastejsie pouzivané metddy ziskania vyberového suboru pri vyskumoch verejnej
mienky st metéda kvotového a metdoda nahodného vyberu. Je dolezité, aby bola zabezpecena
reprezentativnost’ vyberovho stboru, teda zhoda s parametrami sledované¢ho zékladného
stiboru. Princip reprezentativnosti mozno jednoducho parafrdzovat’ vyrokom Georga
Gallupa: Ak kucharka dobre zamiesa obsah hrnca, tak jej staci nabrat’ a ochutnat’ iba za lyzicu
polievky, aby zistila, ako to vyzera s obsahom celého hrnca.

Na zéklade aktuédlnych tidajov zo scitania, pripadne z bilancie pohybu obyvatel'stva
zistime Struktaru zdkladného suboru podl'a demografickych znakov: pohlavie, vek, narodnost,
vzdelanie, vel'kostna skupina obce a oblast’ SR. Pre metodu kvotoveho vyberu tak ziskame
podklady na vypocet kvot vyberovej vzorky, podla ktorej sa potom spracuje rozpis poctu
rozhovorov podla jednotlivych kategoérii demografickych znakov do Smernice pre vyskum
(priklad uvaddzame v 3. kapitole). Podla tejto Smernice potom anketari vyhladavaju
respondentov. Pri metdéde nahodného vyberu sluzia tdaje o Struktare zakladného suboru na
stanovenie oblasti, spravidla podl'a vel'kostnych skupin obci a oblasti (krajov) SR, v ktorych
sa ndhodne vyberaji uréené pocty respondentov.

Vyberova vzorka je ako ta lyZica polievky, ktori ochutnava kucharka. Obsah hrnca je
skimany zakladny sibor. Spravne stanovenie kvét a ich dodrzanie anketarmi
predstavuje varechu na dobré premieSanie obsahu hrnca - naSho zakladného siboru.
Po dobrom "zamieSani" ziskavame spolahlivé vysledky. Presnost vysledkov meriame
vyberovou chybou. Vyberova chyba, pri dobre realizovanom zbere dat, zavisi od rozsahu
vyberovej vzorky. Problematika merania spol'ahlivosti je zloZit4. Ilustrujeme ju jednoduchs$im
spdsobom urcenia vyberovej chyby cez interval spolahlivosti podielu (percenta) variantu
Statistického znaku. Ak uvazujeme koeficient spolahlivosti 95%, tak interval spolahlivosti
(vyberovl chybu) mozno aproximacne pocitat’ pomocou vzt'ahu:

d= +/- 100*1,96Vp*(1-p)/n.
Pri rozsahu vyberovej vzorky nad 1000 osob je vyberovd chyba menSia nez 3%. Priebeh
vel’kosti vyberovej chyby v zdvislosti od rozsahu vyberu je zndzorneny na grafe.
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Pri vyskumoch verejnej mienky sa uspokojujeme s vyberovou chybou +/- 3% a preto obvykle
volime rozsah vyberu n=1400 respondentov. V tejto suvislosti ¢asto dostavame otazky:

1. Preco sa mia nikto nepyta na moju mienku?

2. Ako je mozZné, Ze taka mala vzorka moéZe byt’ obrazom vel’kého celku?

Na prvll otdzku mozno l'ahko odpovedat takto: Ak skiimame zdkladny subor dospelych
obyvatelov SR, ktorych je 4 062 739, tak jedneho respondenta vyberame priblizne z 2902
I'udi. Ak by sme realizovali mesa¢ne 2 vyskumy, tak za predpokladu, Ze sa niekto nedostane do
vyberu opakovane, je $anca byt vybrany ako respondent UVVM zhruba raz za 120 rokov. Na
druht otazku déva odpoved’ tedria vyberovych metodd. ZjednoduSene na tuto otazku mozno
odpovedat’ Gallupovym vyrokom, ktory sme uz citovali.

Vyberové metody

Metddy ziskavania empirickych dat st determinované rozsahom skimaného zaujmového
zakladného stuboru. Pri zdkladnom subore malého rozsahu je mozné realizovat’ vyCerpavajice
zistovanie za vSetky Statistické jednotky a nie je potrebny ndhodny vyber. Obvykle vSak
musime pristapit’ k vyberu jednotiek, za ktoré budeme ziskavat’ udaje.

Zakladnymi pojmami ako zakladny subor, vyberovy stbor, opora vyberu a i. sa nebudeme
zaoberat’.

Struéne sa zmienime o metddach zostavovania vyberového suboru: panely, itinerare,
metdda typickej jednotky, ndhodny vyber, kvotovy vyber.

Pri seri6znych sociologickych (empirickych) vyskumoch je potrebné, aby vyberovy stibor
bol reprezentativny. Nahodny vyber je reprezentativny na zaklade teoretickych vlastnosti. Pri
rozsiahlom zdkladnom subore vSak nahode treba pomdct a preto sa konstruuja zlozitejSie typy
nahodnych vyberov. Napr. oblastny, viacstupiiovy, vyber skupin atd’. Pri inych typoch vyberu
sa reprezentativnost’ dosahuje rozliénymi spdsobmi. Pri kvétovych vyberoch reprezentativnost
vyberového suboru (definovanu ako zhodu parametrov kvétovych znakov vyberového suboru
s parametrami zédkladného suboru) zabezpecujeme rozpisom kvot poctu rozhovorov.

Zber dat je nejdelikatnejSou a najnakladnejSou operaciou a ani najpremyslenejSie metoddy
matematickej Statistiky naznamenaju ni¢, ak sa uplatiiuju na informéciach zat'azenych velkymi
chybami. Teoria vyberovych zistovani ma snahu poskytnit’ metodologickli oporu pre n4jdenie
najprimeranejsich prostriedkov zberu informacii.

Rozlisujeme dve skupiny vyberovych metdd:

* empirické
* nahodné.



Empirické metddy neuvazuji oporu vyberu priamo, ale vyuzivaju ¢iastkové informacie zname

vopred. Patria sem kvotovy vyber, metoda typickych jednotiek, itinerare a i. Ich vyhodou je

jednoduchost’ a nizke naklady.

Metody nahodného vyberu sa nazyvaju tak preto, lebo sa predpoklada, ze kazda jednotka ma

nenulovu a zndmu pravdepodobnost’ zahrnutia do vyberu. Delime ich na jednoduché - plan

vyberu sa tyka skimaného zakladného stiboru ako celku - a viacstupiiové - zékladny stbor je

najprv rozdeleny na podsubory, ktoré sa nazyvaju primarne jednotky. Vyberaji sa najprv

primarne jednotky a v nich potom sekundéarne jednotky atd’. Zvlastne pripady viacstupfiovych

vyberov:

* Oblastny vyber - do vyberu st zahrnuté vSetky primarne jednotky.

« Vyber skupin - vyberu sa ndhodne primarne jednotky a v tychto vybranych primarnych
jednotkach sa vyberu vSetky sekundarne jednotky.

Schématické znazornenie zakladnych typov ndhodnych vyberov:

Jednoduchy ndhodny vyber

Zakladny subor |

Vyberovy s1’1b011

Dvostupiiovy vyber Primarne jednotky
Zakladny subor |
Vyberovy Sl’lbOl‘i
Oblastny vyber Primarne jednotky
Zakladny subor |
Vyberovy sﬁb0r|
Vyber skupin Primarne jednotky
Zakladny subor |

Vyberovy sﬁb0r|

Sposoby ziskania ndhodného vyberu: Generovanie ndhodnych c¢isel, ndhodné prechadzky,
systematicky vyber jednotiek ... .

Empirické vyberové metody pouzivame, ked nemame k dispozicii oporu vyberu, ale len
niektoré informacie o skimanom zdujmovom zdkladnom stibore. Vychéadza sa z predpokladu,
ze ak je urcita charakteristika zdkladného stiboru zndma a ziskame vyberovy subor, ktory je
reprezentativny pre tuto charakteristiku, tak bude reprezentativny aj pre charakteristiku, ktora
skimame. Opierame sa o tieto informadcie, aby sme ziskali reprezentetivny vyberovy subor.

Empirické metddy vyzaduju vel'ké skusenosti, zdravy rozum a objektivitu. NajdolezitejSiou z
empirickych vyberovych metod je kvotovy vyber.
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Kvétovy vyber. PouZziva sa vel'mi Casto pri vyskume trhu a vyskume verejnej mienky. Princip:
Je zname rozdelenie sledovanej populéacie (napr. dospeli ob¢ania SR) pre demografické znaky
(pohlavie, vek, vzdelanie, narodnost, velkost obce, kraj). Ak je wvyberovy stbor
reprezentativny podl'a vybranych kontrolovanych znakov, tak predpokladdme, ze bude
reprezentativny aj pre zistované meritorne znaky.

Vyberova vzorka sa vypocita podl'a Struktary kotrolovanych znakov v zdkladnom subore.

Vyberovy stbor obvykle zostavime metdédou volného kvotového vyberu. Tato metdda
zabezpeCuje reprezentativnost’ margindlne za jednotlivé kontrolované znaky. Teoreticky si
mozno predstavovat’, Ze navzajom zviazané (krizové) kvoty si vhodnejsie, ale:

-problém je vraste poctu kombinacii. Ak uvazujeme 6 kontrolovanych znakov s poctom
variantov: 2,6,4,3,5,8, tak mame 5760 kombinacii. Ak stanovime rozsah vyberu n=1400, tak
v krizovych kvoétach nemoZeme zabezpezit' vSetky kombinacie.

- praca s marginalnymi kvétami je rychlejsia.
- vel'mi Casto nie su krizové rozdelenia k dispozicii, marginalne vSak ano.

- experimentalne Stadie ukézali, ze krizové kvoty neposkytujii v porovnani s marginalnymi
podstatny prirastok presnosti.

BeZne pouzivané kvotové znaky si:
pohlavie (01=muz, 02=zena),
vek (01=18-24, 02=25-29, 03=30-39, 04=40-49, 05=50-59, 06=60 a viac rokov),

vzdelanie (0l=zakladné, 02=stredné bez maturity, 03=stredoSkolské s maturitou,
04=vysokoskolské¢),

narodnost’ (01=slovenska, 02=mad’arska, 03=ina),

velkostna skupina obce (01=do 1999 obyv., 02=2000- 9999, 03=10000-49999, 04=50000-
9999 05=nad 100000),

kraj (01=Bratislavsky, 02=Trnavsky, 03=Trendiansky, 04=Nitriansky, 05=Zilinsky,
06=Banskobystricky, 07=Presovsky, 08=Kosicky).

Priklad: Kvoéty poctu rozhovorov podla krajov a pohlavia. Rozsah vzorky n=1400. Zakladny
subor dospeléd populacia SR.
Kraj Pocet rozhovorpRocet %
dospelych dospelych
obyvatel'ov obyvatel'ov

Bratislavsky | 167 464809 11,95
Trnavsky 145 402542 10,35
Trenciansky | 160 444527 11,43
Nitriansky 193 534562 13,75
Zilinsky 175 487175 12,53

Banskobystrickjyl 76 488554 12,56
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PreSovsky 190 526745 13,54
Kosicky 194 540026 13,89

SR 1400 3888940 100,00
Pohlavie Pocet rozhovorpRocet %

dospelych dospelych

muz 669 1858464 47,79
zena 731 2030476 52,21

SR 1400 3888940 100,00

Po vypolte vyberovej vzorky sa vypracuje rozpis poctu rozhovorov pre jednotlivych
anketarov.

Priklad: Rozpis poctu rozhovorov pre jednotlivych anketarov.
ANKET VSO POCET MUZI ZENY 1824 2529 3039 4049 5059 60+ SLOV MAD INA ZAKL UCN STRSM VYS

1 5 7 3 4 1 0 2 1 1 2 7 0 0 1 2 2 2

2 5 7 4 3 1 1 1 1 1 2 6 0 1 2 1 2 2

3 5 7 3 4 1 1 2 1 1 1 6 1 0 1 2 3 1
17 5 8 4 4 1 1 2 2 1 1 7 1 0 1 2 3 2
18 1 7 3 4 1 1 2 1 1 1 6 0 1 2 2 2 1
19 2 7 4 3 1 1 2 1 1 1 7 0 0 3 2 1 1
20 2 7 3 4 1 1 1 1 1 2 6 0 1 3 2 2 0
21 3 7 4 3 1 0 1 2 1 2 7 0 0 3 2 1 1
22 3 7 4 3 1 1 2 1 1 1 6 0 1 3 2 1 1
23 3 7 3 4 1 0 1 2 1 2 4 3 0 3 2 2 0
24 1 7 4 3 1 1 1 1 1 2 0 7 0 3 2 2 0
25 1 7 4 3 1 0 1 2 1 2 1 6 0 3 2 2 0

Anketari su alokovani po celom tuzemi SR tak, aby bola implicitne zabezpecena
reprezentativnost’ za znaky vel’kostna skupina obce a kraj.

Pocty rozhovorov podla ostatnych kontrolovanych anketarov st na zdklade rozpisu
oznamené anketarom v Smernici k danej vyskumnej tlohe.

Priklad smernice pre anketara:

Anketar: XXX YYYYY
Cislo anketara: 12345
SMERNICE
pre vyskum ¢.E01/2002

Podl'a v§eobecnych pokynov uvedenych v Prirucke pre anketéara, vyhl'adajte
7 0s0b tak, aby medzi nimi bolo:

Pocet  Miesto pre Ciarky Miesto pre kriziky
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Muzov

Zien

Yo veku

18 az 24 rokov
25 az 29 rokov
30 az 39 rokov
40 az 49 rokov
50 az 59 rokov
60 rokov a viac
Narodnosti
slovenskej
mad’arskej

inej

So vzdelanim

zakladnym

stredoSkolskym bez maturity

stredoskolskym s maturitou

vysokoskolskym

Stanovenie rozsahu vyberového suboru

Rozsah vyberového suboru stanovujeme z analyzy vyberovej chyby, pozadovanej

(uskuto¢nené rozhovory) (odmietnutia)

presnosti odhadov a d’alSich podmienok ako napr. cena vyskumu.

Rozsah vyberového suboru zavisi od cielov vyskumu, od rozdelenia (i ked’ neznameho)
pravdepodobnosti skimanych znakov a akt presnost’ odhadu charakteritik budeme vyzadovat.
Dolezité je aké triediace hl'adiska budeme vyuzivat’ pri spracovani a interpretacii - do akého
stupiia podrobnosti chceme realizovat’ triedenia podl'a demografickych znakov. Ak nas zaujima

reprezentativnost’ za cely skiimany stibor, tak je potrebny rozsah vyberového stiboru mensi.
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Ak uvazujeme napriklad najjednoduchsi znak typu ano / nie (podobne napr. pohlavie),
tak vzorec na urCenie rozsahu vyberu s opakovanim je, pri Urovni vyznamnosti 5% (za
predpokladu npq > 9):

n=(1,96/d)*p.q ,
kde g=1-p a d je predpokladana presnost’ odhadu podielu p vyskytu hodnoty ano (alebo napr.
muz v znaku pohlavie).

Ak uvazujeme vyber bez opakovania zo zakladného suboru o velkosti N, tak vzorec na
vypocet rozsahu vyberu ma tvar:

n=(1996/d)2pq (1 - Da
kde f=n/N je vyberovy pomer.

Priklad: Nech d=0,03 a p=0,5, tak rozsah vyberu pri vybere s opakovanim je
n=(1,96/0,03)°0,5.0,5=1067.

Pre vyber bez opakovania a konecni velkost zakladného suboru napr. N=4.1067 bude
potrebny rozsah vyberu

n=(1,96/0,03)%0,5.0,5.(1-n/N)=1067.(1-n/N). VyrieSime rovnost’ a mame n=1067(1+1/4)=854.
Iny priklad: d=0,04, p=0,5, tak n=600 a pri vybere bez opakovania a N ako v predoslom
priklade méme n=450.

KonsStrukcia vyberovych suborov

Vyberovy subor mézeme konstruovat’ mnohymi sposobmi. Mézeme aplikovat’ napriklad:

a - kvotovy vyber - ak pozndme Struktiru vyberového suboru podla rozhodujtcich znakov
vypocitame kvoty, ktoré potrebujeme "naplnit™ a podl'a nich rozpiSeme pocty rozhovorov.

b - oblastny ndhodny vyber - zdkladny subor rozdelime na oblasti a ndhodnycm vyberom v
kazdej oblasti vyberieme respondentov.

¢ - skupinovy vyber - vyberieme urcité skupiny sekundarnych jednotiek a z nich vyberame
primarne jednotky.

d - kombinécia vyberovych postupov a iné.

Vyber postupu zavisi od ciel'ov zistovania, od finanénych moznosti a inych kapacit (napr.
Pudskych - ¢o maja vyskum realizovat)).

Priklad 1: Viacstupiiovy skupinovy vyber:

Zakladny subor Studentov 2.st. gymndzii obsahuje X gymnazii, kde Studuje XXX Studentov.
Vyberovy subor zostavime nasledovne:

1.st.: vyberieme x gymnazii v jednotlivych krajoch SR timerne ich poctu v krajoch.

2. st. : v kazdej vybranej Skole vyberieme v kazdom ro¢niku 1 triedu (ak méme viac tried v
ro¢niku musime zvazit' pocet vybranych tried). Pri tomto priklade uvazujeme v kazdom
rocniku s jednou triedou, potom mame vo vyvere x*4 tried.

3. st.: respondenti budu vSetci Studenti vybranych tried - nech priemerny pocet Studentov je 25
- potom sme ziskali vyberovy subor o rozsahu n=x%*4.25. Alternativne mézeme vyberat
v tychto triedach napr. 10 Studentov — v zavislosti od stanoveného rozsahu vyberu.

Priklad 2: Proporciondlny oblastny vyber. Ak by sme mali register vSetkych Studentov
uvazovanych $kol, tak mozeme definovat’ oblasti nasledovne: (Skoly)x(ro¢niky). Pocet oblasti
bude K=x*4.

Proporcinalne ku poctu Studentov v oblasti (N;) vyberieme ndhodnym mechanizmom ni
Studentov tejto oblasti. Vyberovy subor bude mat’ rozsah n=2n;.
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6. Terénna faza

Zber dat je nejdelikatnejSou a najnakladnejSou operaciou a ani najpremyslenejsSie metddy
matematickej Statistiky naznamenaju ni¢, ak sa uplatiiuju na informécidch zat'azenych velkymi
chybami. Teoria vyberovych zistovani ma snahu poskytniat’ metodologicku oporu pre najdenie
najprimeranejSich prostriedkov zberu informécii.

Terénnu fazu spravidla uskutocnuji anketari. Pri rozsahu vyberovej vzorky n=1400
rozhovorov vyzaduje jeden vyskum spravidla pracu 200 anketarov. Pri terénnej praci sa pri
niektorych vyskumoch pracuje s adresami respondentov. Pri metode kvotového vyberu sa v
niektorych vyskumoch anketari zaznamenavajii adresy respondentov s ktorymi uskutoCnili
rozhovor a pri metode ndhodného vyberu tieto adresy dostanu priamo.

Metody terénneho zist'ovania
Standardizované osobné rozhovory realizované Skolenymi externymi spolupracovnikmi -
anketarmi.

Dotaznikové zistovania distribuované prostrednictvom posty.
Telefonické dotazovania.
Nové technoldgie vyuzivajlice pocitace a nové prostriedy spojovej techniky
Kvalitativne techniky.
Pre anketarov
- Pre anketarov musia byt pripraven¢ inStrukcie a dodatocné definicie

- Urah¢i pracu anketarom a zvaz pouzitie karticiek odpovedi (face-to-face interview)

Po zbere empirickych dat nasleduje ich kontrola a taktiez sa kontroluje terénna praca
anketarov.

7. Matematickostatisticka analyza dat

V tejto faze sa kontroluju, koédujii dotazniky, zaznamendvaji do pocitaca, testujii sa
data a realizuju sa Statistické analyzy.
Testovanie reprezentativnosti: Ide o posudenie zhody Struktiry vyberového a zékladného
suboru podl'a zakladnych demografickych znakov.

Reprezentativnost’ vyberového suboru populicie SR vo veku 18 a viac rokov

Znak Zakladny subor| Vyberovy Rozdiel  %]| CHI2 Test HV 5
subor %
Pohlavie: rozdiely nie su
muz 47,80 47,57 -0,23 Statisticky
Zena 52,20 52,43 +0,23 vyznamné
Vek: rozdiely nie su
18-24 16,16 16,49 +0,33 Statisticky
25-29 10,32 10,04 -0,28 vyznamné
30-39 18,72 18,74 +0,02
40-49 20,33 19,83 -0,50
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50-59 14,02 14,14 +0,12

60 a viac 20,45 20,75 +0,30

Vzdelanie: rozdiely nie st
zakladné 25,00 25,46 +0,46 Statisticky
stredné bez maturity 33,00 33,42 +0,42 vyznamné
stredné s maturitou 33,00 33,00 0,00

vysokoskolské 9,00 8,12 -0,88

Narodnost’: rozdiely nie st
slovenska 84,81 85,09 +0,28 Statisticky
mad’arska 11,53 11,56 +0,03 vyznamné
ina 3,66 3,35 -0,31

Velkostna skupina obce: rozdiely nie su
do 1999 30,49 28,87 -1,62 Statisticky
2000 -9999 19,89 22,68 +2,79 vyznamné
10000 - 49999 24,23 23,26 -0,97

50000 - 99999 12,07 13,05 +0,98

100 000 a viac 13,32 12,13 -1,19

Kraj: rozdiely nie su
Bratislavsky 11,99 12,89 +0,90 Statisticky
Trnavsky 10,38 10,04 -0,34 vyznamneé
Trenciansky 11,42 11,30 -0,12

Nitriansky 13,59 14,73 +1,14

Zilinsky 12,58 12,72 +0,14

Banskobystricky 12,43 11,30 -1,13

PresSovsky 13,71 14,23 +0,52

Kosicky 13,90 12,80 -1,10

Testovanie reliability

Statistickti presnost’ vysledkov vyskumu hodnotime pomocou intervalov spolahlivosti.
Kvéli jednoduchosti vypoctu sa obvykle pouzivaji aproximaéné hranice ( i ), hoci
spravnejSie je poZivanie exaktnych medzi (_ d, h ). V tabulke su uvedené medze
exaktnych ( d=dolnd, h= hornda) a aproxima¢nych ( i) intervalov spolahlivosti pre
vybrané hodnoty p a n, pre spolahlivost’ 1-a =95%.

Prislusné intevaly spol’ahlivosti vypocitame podl'a vztahov:

exaktné hranice: pd=p-d, ph=p+h a aproximacné pd=p-i, ph=p+i.

% (% % % % % % % %
p 3 5 10 15 20 25 30 40 50
n Hranica
100 |d 2,38 13,36 |5,10 (6,35 |7,33 (8,12 |8,76 (9,67 [10,17
h 5,52 16,28 |7,62 (8,53 |9,18 (9,66 [9,98 (10,28 (10,17
i 3,41 (4,36 (6,00 |7,14 (8,00 |8,66 (9,17 (9,80 (10,00
200 |d 1,89 (2,58 (3,78 |4,65 (5,31 |5.84 (6,26 [6,85 (7,13
h 3,42 14,00 |5,02 |5,72 |6,22 6,60 |6,86 (7,15 |7,13
i 2,41 13,08 |4,24 (5,05 |5,66 (6,12 [6,48 (6,93 (7,07
500 |d 1,31 (1,74 (2,49 |3,02 (3,42 |3,74 (3,99 (4,32 (4,47
h 1,90 (2,29 (2,97 |3.44 (3,78 |4,04 (4,23 |4,44 (4,47
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i 1,53 {1,95 2,68 (3,19 |3,58 (3,87 [4,10 (4,38 [4,47
1000 |d 0,97 11,27 (1,79 2,16 |2,44 [2,66 |2,83 (3,05 |3,15
h 1,26 (1,54 2,03 2,37 [2,62 (2,81 [2,95 |3,11 3,15
i 1,08 {1,38 1,90 (2,26 |2,53 (2,74 |2,90 (3,10 3,16
1250 |d 0,87 |1,14 1,61 (1,94 2,18 |2,38 [2,53 (2,73 2,81
h 1,10 (1,36 1,80 2,10 (2,33 (2,50 (2,63 2,78 |2,81
i 0,96 {1,23 (1,70 (2,02 (2,26 |2,45 [2,59 |2,77 (2,83
2000 |d 0,70 |0,91 (1,28 |1,54 (1,73 |1,88 (2,00 |2,16 (2,21
h 0,84 (1,05 (1,40 (1,64 (1,82 (1,96 (2,06 [2,19 (2,21
i 0,76 10,97 (1,34 (1,60 |1,79 [1,94 (2,05 (2,19 (2,24
2500 |d 0,63 10,82 (1,15 (1,38 (1,55 [1,69 (1,79 (1,93 |1,98
h 0,75 10,93 (1,24 |1,46 (1,62 |1,75 (1,84 (1,95 |1,98
i 0,68 0,87 (1,20 (1,43 1,60 |1,73 (1,83 (1,96 (2,00
5000 |d 0,46 0,59 (0,82 0,98 |1,10 [1,20 |1,27 (1,36 1,40
h 0,51 |0,64 (0,87 (1,02 (1,14 |1,22 (1,29 (1,37 [1,40
i 0,48 (0,62 (0,85 (1,01 (1,13 |1,22 (1,30 |1,39 (1,41
7500 |d 0,37 1048 (0,67 (0,80 10,90 10,98 (1,04 (1,11 (1,14
h 0,41 (0,52 (0,70 0,83 10,92 [1,00 (1,05 (1,12 1,14
i 0,39 (0,50 (0,69 (0,82 (0,92 |1,00 (1,06 (1,13 (1,15
10000 |d 0,33 042 (0,58 (0,69 10,78 10,85 10,90 (0,96 0,98
h 0,35 1045 (0,60 0,72 0,80 (0,86 (0,91 (0,97 0,98
i 0,34 10,44 (0,60 (0,71 (0,80 0,87 0,92 (0,98 [1,00

Vztahy pre exaktné hranice (dolnt pd resp. horna ph) intervalov spol'ahlivosti:
pd(p,n)=x/[ x + (n-x+1)F1],
kde F1 je 1- al kvantil F rozdelenia s po¢tom stupiiov vol'nosti: 2(n-x+1), 2x
ph(p,n)=[ (x+1)F2]/[n-x +(x+1)F2],
kde F2 je 1- a2 kvantil F rozdelenia s po¢tom stupiiov vol'nosti: 2(x+1), 2(n-x).
Obvykle volime al1= a2=0/2.

Na testovanie validity dat pouzivame napr. techniku rozdelenia vyberového suboru
nahodnym sposobom na dva priblizne rovnaké posubory a testujeme zhodu Struktiry
odpovedi.

Zikladné metédy matematickostatistickej analyzy dat z dotaznikovych
vyskumov

Zakladom pre matematickoStatistickli analyzu dotaznikovych vyskumov st metody
analyzy kvalitativnych znakov (nominalnych , ordinalnych):

B frekvencné tabulky, vratane frekvencnych tabuliek pre otdzky s viacerymi moznymi
odpoved’ami,

B kontingen¢né tabulky a testy kontingenc¢nych tabuliek,

B mnohorozmerné metédy ( faktorovd analyza, modifikovand metéda hlavnych
komponentov pre nomindlne znaky (HOMALS), pre ordinalne znaky (PRINCALS) a pre
kombinacie znakov (OVERALS).

B analyza indexov,
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B ak si v dotazniku zaradené numerické otdzky moédzeme pri ich Statistickom spracovani
vyuzit metody analyzy kvantitativnych znakov, ale tieZ po ich kategorizacii aj metody
analyzy kvalitativnych znakov a i.

Pri Statistickych testoch, ktoré su zaloZzené na aproximdcii rozdeleni testovych Statistik

normalnym rozdelenim je potrebné sledovat’ dodrzanie podmienok pouzitelmosti tychto
aproximacii.

Priklady Statistickych analyz:

Poznamka: Dostupné ilustrativne priklady su realizované v starSej verzii Statistického

softvéru SPSS.

7. 1. Frekvenéné tabul’ky

01 Sledujete diskusiu o vstupe do NATO?

Valid Cum
Val ue Label Val ue Frequency Percent Percent Percent
sl eduj em 1 331 26, 2 26, 2 26,2
sl eduj em obcas 2 559 44, 2 44, 2 70,4
nesl eduj em 3 329 26,0 26,0 96, 4
nevi em o nej 4 45 3,6 3,6 100, 0
0 1 , 1 M ssi ng
Tot al 1265 100, 0 100, 0

Val id cases 1264 M ssi ng cases 1

7. 2. Frekvenéné tabul’ky pre otizku z viacerymi moZnost’ami odpovede

Otazka: Odkial’ mate informacie o otiazkach nasho vstupu do NATO? Mozno uviast’ viac

odpovedi.
G oup $X*B

Pct of Pct of
Cat egory | abel Code Count Responses Cases
z televizie 1 876 31,7 69, 3
z rozhl asu 2 571 20,6 45, 2
z dennej tlace 3 644 23,3 50,9
z tyXdenni kov, nesacni kov 4 137 5,0 10, 8
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zo +peci al nych | et akov,
od priatel ov, znanych, rodiny
z iného zdroja

nesl eduj em nezauj em

1 m ssing cases;

7. 3. Kontingenéné tabul’ky

br oXuar

5 14 , 5
6 274 99
7 13 5
8 238 8,6
Total responses 2767 100, 0

1.264 valid cases

Page 1 of 1
nevi em o
nej Row
| 4 | Tota
-t
| 10 | 604
| 1,7% | 47,9%
| 22,2% |
| -3,5 |
- +
| 35 | 657
| 5,3% | 52,1%
| 77,8% |
| 3.5 |
Fommmmm oo +
45 1261
3,6% 100, 0%
DF
3
3
1

032 pohlavie by Ol Sledujete diskusiu o vstupe do NATO?
oL
Count |
Row Pct | sl eduj em sl eduj em nesl eduj
Col Pct | obcas em
Adj Res | 1 | 2 | 3
@2 - Feme - - Feme - - S S +—- -
1 | 222 | 266 | 106
MJZ | 36,8% | 44,0% | 17,5%
| 67,5% | 47,6% | 32,3%
| 8,3 | -,2 | -6,6
- - -
2 | 107 | 293 | 222
ZENA | 16,3% | 44,6% | 33,8%
| 32,5% | 52,4% | 67, 7%
| -8,3 | 2 6,6
Fommmmm oo Fommmmm oo Fommmmm oo
Col um 329 559 328
Tot al 26, 1% 44, 3% 26, 0%
Chi - Squar e Val ue
Pear son 94, 35404
Li kel i hood Ratio 96, 77050
Mant el - Haenszel test for 92, 62789
i near association
M ni mum Expect ed Frequency - 21,554

Nunber of M ssing Observations:

4
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7.4. Kontingenc¢né tabul’ky. O3 ma viac moznosti odpovede.

7. 4.a. Percenta - zaklad: pocet respondentov

$O3 (group)
by @35 vzdel anie

35
Count | zakl adné stredn, stredosk vysokosk
Row pct | bez matu ol ské s ol ské Row
Col pct | rity mat u Tota
I 1 | 2 | 3 | 4
1@ € 7 [ S, [ . [ S, [ S, +
1 | 270 | 260 | 256 | 90 | 876
z televizie | 30,8 | 29,7 | 29,2 | 10,3 | 69,4
| 62,6 | 69,0 | 74,2 | 81,8
R R R R R R +
2 | 173 | 171 | 172 | 55 | 571
z rozhl asu | 30,3 | 29,9 | 30,1 | 9,6 | 45,2
| 40,1 | 45,4 | 49,9 | 50,0
Fomm oo Fomm oo Fom oo - Fomm oo - +
3 | 151 | 194 | 212 | 87 | 644
z dennej tlace | 23,4 | 30,1 | 32,9 | 13,5 | 51,0
| 350 | 51,5 | 61,4 | 791
R R R R R R +
4 | 35 | 32 | 50 | 20 | 137
z tyXdenni kov, nesacn | 25,5 | 23,4 | 36,5 | 14,6 | 10,8
| 81 | 85 | 14,5 | 18,2
Fomm oo Fomm oo Fom oo - Fomm oo - +
5 | 1] 2 7] 4 | 14
zo +peci al nych letéak | 7,1 | 14,3 | 50,0 | 28,6 | 1,1
| y2 5 2,0 | 3,6
R R R R R R +
6 | 78 | 90 | 76 | 30 | 274
od priatelov, znanyc | 28,5 | 32,8 | 27,7 | 10,9 | 21,7
| 18,1 | 23,9 | 22,0 | 27,3
Fomm oo Fomm oo Fom oo - Fomm oo - +
7 4 | 2 5 | 2 13
z iného zdroja | 30,8 | 15,4 | 38,5 | 15,4 | 1,0
| 9 5 | 14 | 18
R R R R R R +
8 | 122 | 66 | 45 | 4 | 237
nesl eduj em nezdujem | 51,5 | 27,8 | 19,0 | 1,7 | 18,8
| 28,3 | 17,5 | 13,0 | ,
Fomm oo Fomm oo Fom oo - Fomm oo - +
Col um 431 377 345 110 1263
Tot al 34,1 29,8 27,3 8,7 100, 0

Percents and totals based on respondents
1.263 valid cases; 2 nissing cases
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7. 4.b. Percenta - zaklad: pocet odpovedi
$OB (group)
by @35 vzdel anie

35
Count | zéakl adné stredn, stredosk vysokosk
Row pct | bez matu ol ské s ol ské Row
Col pct | rity mat u Tota
| 1] 2 | 3 | 4 |
[ @ ¢ e Fomm e Fomm e Fomm e Fomm e +
1 | 270 | 260 | 256 | 90 | 876
z televizie | 30,8 | 29,7 | 29,2 | 10,3 | 31,7
| 32,4 | 31,8 | 31,1 | 30,8
- - - - +
2 | 173 | 171 | 172 | 55 | 571
z rozhl asu | 30,3 | 29,9 | 30,1 | 9,6 | 20,6
| 20,7 | 20,9 | 20,9 | 18,8
Fomm e m oo - Fomm e m oo - Fomm e m oo - Fomm e m oo - +
3 | 151 | 194 | 212 | 87 | 644
z dennej tlace | 23,4 | 30,1 | 32,9 | 13,5 | 23,3
| 18,1 | 23,7 | 25,8 | 29,8
Fomm e Fomm e Fomm e Fomm e +
4 | 35 | 32 | 50 | 20 | 137
z tyXdenni kov, nesacn | 25,5 | 23,4 | 36,5 | 14,6 | 5,0
| 4,2 | 3,9 | 6,1 | 6, 8
Fomm oo Fomm oo Fomm oo Fomm oo +
5 | 1 | 2 | 7 4 | 14
zo +peci al nych letak | 7,1 | 14,3 | 50,0 | 28,6 | , 5
| 1 2 9 1 1,4 |
Fomm e e Fomm e e Fomm e e Fomm e e +
6 | 78 | 90 | 76 | 30 | 274
od priatelov, znanyc | 28,5 | 32,8 | 27,7 | 10,9 | 9,9
| 9,4 | 11,0 | 9,2 | 10,3
Fomm e Fomm e Fomm e Fomm e +
7 4 | 2 | 5 | 2 | 13
z iného zdroja | 30,8 | 15,4 | 38,5 | 15,4 | , 5
| 5 2 6 A
- - - - +
8 | 122 | 66 | 45 | 4 | 237
nesl eduj em nezaujem | 51,5 | 27,8 | 19,0 | 1,7 | 8,6
| 14,6 | 8,1 | 55 | 1,4
Fomm e m oo - Fomm e m oo - Fomm e m oo - Fomm e m oo - +
Col umm 834 817 823 292 2766
Tot al 30,2 29,5 29,8 10,6 100, 0

Percents and totals based on responses
1.263 valid cases; 2 missing cases

8. Prezentacia vysledkov, publikovanie

Zaverec¢na faza realizécie vyskumu verejnej mienky je
6. faza: Vypracovanie spravy zvyskumu a publikacii na zaklade analyzy
vysledkov.

Tu vyuZivame Statistické tabul'ky a Statistické grafy a 1.
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Ako priklad uvedieme prehl'ad grafov, ktoré ponuka SPSS:

Main Chart Gallery

How To | SeeAlsa Interactivel Mapsl

Click, any icon to jump to detailed Help for that chart type. Click. Saeadde above for smaller gallenies that group charts appropriate for different tppes of data, Click aissedées For a gallery of interactive
charts.

Scatter

Histogram

/
]
]
]

Mommal P-P

Nommal 3-Q

Sequence

Autocorrelations

Cross-Conelations

A
C.]
Boxplots

Error Bar

Spectral

—
[Stréanka 1 odd 1 1 [nazdem Fo1 sl 1 Zh2N [REV ROZ PRES | Slevengtina

9. Software na Statistickd analyzu dat z vyskumov verejnej mienky

Naznamejsie profesionalne programové produkty st SPSS, SAS, SYSTAT, STATGRAPHICS,
STATISTICA, BMDP, GENSTAT, SOLO, ADSTAT.
Existujt $pecidlne programové produkty, pripadne moduly zndmych programov, ktoré su orientované
na rieSenie tloh spojenych s vyberovymi metédami napr. SUDAAN, STATPAC moduly SAS a SPSS,
pripadne s vyskumami verejnej mienky a marketingovymi prieskumami — moduly SAS, moduly a
programy rozsirované SSPS WesVar Compex Samples, SaplePower, SurveyCratft.

Ukazky analyz boli vypracované v SPSS for WINDOWS, ktory autor tejto Stadie
uprednostiiuje pri analyzach dat z vyskumov verejnej mienky.
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Testovanie hypotézy o obrobenom povrchu
Testing hypothesis about cutting surface

Macurova Anna, Macura Dusan

Abstract: The cutting surface dependency on many parameters in technical practice.
The dependency quality of the cutting surface on the cutting speed is object of the
experimentation. The Mann — Whitneyho U test enables of the validity hypothesis of the
experiment.

Key words: cutting surface, experimental values, hypothesis, Mann-Whitney U test.

KPuacové slova: obrobeny povrch, experimentalne hodnoty, hypotéza, Mann-Whitneyho U
test.

Uvod

Obrabanie je cast’ vyrobného procesu, pri ktorom polovyrobok dostdva pozadovany
tvar arozmer strojovej suciastky odoberanim c¢iastoCiek materidlu z povrchovej vrstvy.
Funkciou obrdbania je dat’ materidlom alebo polovyrobkom tzv. funkénll presnost,
charakterizovani rozmermi a stavom obrobenych povrchov. Obrabana plocha je plocha
polovyrobku, ktora treba v procese obrabania odstranit’ a nahradit’ novovzniknutou plochou.
Rezna plocha sa vytvara hned’ za reznou hranou nastroja. Obrobena plocha je vysledkom
obrabania atvoria ju zvySky reznej plochy. Stav obrobeného povrchu, atym aj tvorba
povrchu pri rezani zavisi od pouzitej metédy obrabania. Rezanie moze byt vykonané
geometricky ur€itou a geometricky neurcitou reznou hranou alebo progresivnymi metédami
obrabania. Vlastnosti obrobeného povrchu su ovplyvnené obrdbanym materidlom, reznymi
podmienkami, stupfiom opotrebenia reznej hrany, a statickou a dynamickou tuhostou systému
stroj — nastroj — obrobok.

1. Vysledky experimentu a aproximované hodnoty
Tabul’ka 1: Experimentdlne a aproximované hodnoty nerovnosti obrobeného povrchu

experimentalne 578 8 (8,67 9 [102| 15 | 15 [17,5] 19 | 20 | 25 |28,2| 35 |48
hodnoty

aproximovane 7,05(8,421 99 |10,8(11,2{13,6(14,3| 16 |16,9(17,7]|23,6(29,8|38,8|46
hodnoty

Tabul’ka 2: Usporiadanie hodnot podl’a vel’kosti pre Mann-Whitneyho U-test

experimentalne 5.78 3 8.67| 9 102
hodnoty
ApLOXITIOVATLS 7,05 8,42 9.9 10,8(11,2|13,6|14,3
hodnoty
15 17,5 19 | 20 25 1282 35 48
16 [ 16,9 17,7 23,6 29,8 38,8 | 46




Tabul’ka 3: Poradie hodnét po prisudeni poradového Cisla pre Mann-Whitneyho U test

experimentalne 11356 | 8 135/17[19]20]22]23]25]28
hodnoty

aproximovane 2141 719 l10l11 1211511618121 1241261 27
hodnoty

2. Formulacia hypotézy o obrobenom povrchu pre Mann-Whitneyho U test

Rozsah vyberového stboru nameranych hodnét je mens$i, preto tento subor bude
povazovany za prvy subor. V tomto pripade je rozsah ze m =13
subore je R, = 190,5 . Rozsah suboru 2~ 14, suma poradi je 202 Celkovy rozsah
suboru je 26. Hodnota testovacej $tatistiky U je 8,5 . Testujeme hypotézu o tom, Ze hodnoty

ziskané experimentom a aproximaciou su spolahlivé a vyhovujii poziadavkdm o drsnosti
obrobeného povrchu.

. Suma poradi v tomto

H :Rzex= Rzap

H,:Rzex# Rzap

Na hladine vyznamnosti a = 0,05 je oblast’ zamietnutia ur¢ena kvantilom U rozdelenia
U., = U 0,95 = 35U, = Uoos = 35. Na hladine vyznamnosti 0,05 nezamietame nulova
hypotézu.

3. Zaver

Experimentalne hodnoty boli ziskané obrabanim (frézovanim) dané¢ho povrchu kovu,
royhodujucim parametrom pre ziskanie experimentdlnej zavislosti bola reznd rychlost
nastroja. V tomto experimente Mann-Whitneyho U test potvrdil, Zze vysledky dosiahnuté
nameranim hodndt drsnomerom (experimentdlne) zodpovedaji pozadovanej drsnosti
obrobeného povrchu. Porovnavané boli hodnoty ziskané aproximaciou, ktord v tomto pripade
vyjadrovala experiment spolahlivo, ¢o je mozné tvrdit' na zaklade zaverov vyplyvajicich
pouzitim Mann — Whitneyho U testu.
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o-additivity of s-maps

Ivica Marinovd, Lubica Valdskovd

Abstract: s-maps have been introduced as a tool for measurement of random
events, which are not simultaneously measureable. Any s-map is additive in each
coordinate. In this paper we deal with o-additivity of s-maps. Further we study
properties similar to o-additivity of j-maps and d-maps.

Key words: Orthomodular lattice, s-map, j-map, d-map, o-additivity, semicontin-
uoity

1. Introduction and premilinaries

In gantum mechanics the relation between two variables is difficult to study
because of the influence of measurement of one variable to the measure of the other
one.

In 2003 Olga Néndsiové introduced s-maps as a way to omit measure of inter-
section of two events (the mathematical analogue of a simultaneous measurement).
s-map is a function on an orthomodular lattice, which is additive in each coordi-
nate. So a natural question arise: how is it with o-additivity. In this paper we study
o-additivity of s-maps and similar properties of g-maps and d-maps.

At first we recall basic notions (see e.g. [2],[5],[6]).

Definition 1. 1 Let L be a lattice (a nonempty set endowed with a partial ordering
<, the lattice operations supremum V and infimum A) with the greatest element I
and the smallest element O. Let L: L — L be a unary operation on L with the
following properties:

1. Ya € L Jla* € L such that (at)* =a and aVat =1
2. Ifa,b€ L and a < b then b+ < a*
3. Ifa,be L and a <b thenb=aV (a*t Ab) (orthomodular law)

Then L = (L,0,1,V,N\, L) is an orthomodular lattice (briefly an OML).

Definition 1. 2 Let £ be an OML. Then elements a,b € L are
1. orthogonal (a L b) if a < bt;
2. compatible (a < b) ifa= (aAb)V (a AbLt) and b= (a Ab)V (at A D).
The following three maps have been introduced in [1],[3],[4].

Definition 1. 3 Let £ be an OML. A map p : L* — [0,1] is an s-map if the
following conditions hold:

(s1) p(I,I)=1;

(s2) if a L b then p(a,b) = 0;



(s3) if a L b then for each ¢ € L
pla Vb, c) = pla,c) +p(b,c)
plea Vv b) = p(ea) + p(e,).

Definition 1. 4 Let £ be an OML. A map q : L? — [0,1] is a join map (j-map) if
the following conditions hold:

(q1) q(I,1) =1;

(q2) if a L b then q(a,b) = q(a,a) + q(b,b);

(¢3) if a L b then for each ¢ € L
q(aVb,c) = qla,c) +q(b,c) — q(c, c)
q(c,aVb) =q(c,a) + q(c,b) — qlc, ).

Definition 1. 5 Let £ be an OML. A map d : L* — [0,1] is a difference map
(d-map) if the following conditions hold:

(d1) d(a,a) =0 and d(O,I) = d(I,0) = 1;

(d2) if a L b then d(a,b) = d(a,0) + d(O,b);

(d3) if a L b then for each c € L
d(aVb,c) = d(a,c) + d(b,c) — d(O, c)
d(c,aV b) = d(c,a) + d(c,b) — d(c, O).

2. o-properties of s-maps, j-maps and d-maps

Definition 2. 1 Let £ be an OML. A map f : L* — [0,1] is semicontinuous from
below if for each nondecreasing sequence {c, }°2; of elements of L such that \/>2 ¢, €

L it holds f(a,\;2q cn) = lim, 0 f(a,c,) and f(Vor, Cn,a) = lim, o f(cn,a) for
alla € L.

The properties of s-maps, j-maps and d-maps listed in the following lemma
result directly from the definitions. Naturally, they hold when we change the order
of coordinates.

Lemma 2. 1 Let £ be an OML. Let p : L? — [0,1] be an s-map, q : L* — [0,1]
be a j-map and d : L?* — [0,1] be a d-map. Let a € L and by, by, ...,b, are pairvise
orthogonal elements of L. Then for any n € N it holds:

plan V) = 3 ple )
o/ b) = a(o.0) + 3 (a(a b) — a(a )
d(a, \n/ b;) = d(a,O) + zn:(d(a, b;) — d(a,0)).

<.
=

.
Il
=



Remind that o-additivity on an OML means: p is o-additive in each coordi-
nate if p(a, V2, b;) = Y22, p(a, b;) and p(\V52, bi,a) = Y32, p(b;, a) for any a € L and
any sequence {b;}5°, of pairvise orthogonal elements of L such that \/22, b, € L.

Proposition 2. 1 Let £ be an OML. Let p : L* — [0, 1] be an s-map semicontinuous
from below. Then p is o-additive in each coordinate.
Proof.

The proof is similar to the proof of the corresponding theorem in the measure theory.
Let {b;}32, be a sequence of pairvise orthogonal elements of L such that \/2, b, € L,
a € L. Then the sequence {c,};2,,c, = Vi, b; is nondecreasing and V2, ¢; =
ViZi bi-

From Lemma 2.1 and the semicontinuoity of p we get

(CL, \/ bz) = p((l, \/ Ci)
i=1 i=1
= lim p(a,cy)
= hm p(a \/ b;)

n—0o0 4

= ip(a, b;).

1

Analogously p(VE, by, @) = X, p(bi, ).

There is one to one correspondence between s-maps and j-maps on a given
OML. If an s-map p is given, then ¢(a,b) = p(a,a) + p(b,b) — p(a,b) is the corre-
sponding j-map and vice versa p(a, b) = q(a, a)+q(b, b) —q(a, b) is the corresponding
s-map for any j-map q. The difference of corresponding maps ¢ and p gives a d-map

d [4].
Proposition 2. 2 Let £ be an OML andp : L? — [0,1] be an s-map semicontinuous
from below. Let {b;}2, be a sequence of pairvise orthogonal elements of L such that

Volib, € L, a € L. Then the corresponging j-map q is semicontinuous from below
and

(@, ;\'Zb» — gla,a) + il(q(a, b) - qla, )

\/bl,a =q(a,a —i—Z (bi,a) — q(a,a)).

Proof.

Let {¢;}32, be a nondecreasing sequence of elements of L such that \/2;¢; € L.
Then

q(a,

4

—_

¢) =pla,a)+p \/ci,\/ci)—p(a,\/ci)
=1 i=1 i=1

7
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o0

= p(a,a) + lim p(c;, \/ ¢;) — lim p(a, ¢;)

j 1 1—00
= p(a,a)+ lim lim p(c,, ¢;) — lim p(a, ¢;)
1—00 j— 1—00

= p(a,a) + Zlggojlim plc, ¢i) — iliglop(a’ c)
=pla,a) + hm p(c,, ¢) — z’lij?op(a’ )

= Jim (p(e, @) + (e, ) — pla, 1)

~ lim g0, ).

Analogously ¢(V32, ¢;, a) = lim;_, q(c;, a), therefore ¢ is semicontinuous from below.

(a, ibl) =p(a,a)+p \_/ b;, i—.ZbZ) — p(a, iZbZ)
= gla,a) + 3D plbnby) — X pla )

i=1j=1

— gla,a) + > plbibi) fma, b)

i=1

= Q(aua) + iQ(biu b Z @, a +a b“ bi ) (a’bi»

= gfa,0) + 3 (gla b) ~ gla )

The proof of the second statement is analogous.

Proposition 2. 3 Let £ be an OML. Let d : L* — [0,1] be a d-map semicontinuous
from below. Let {b;}32, be a sequence of pairvise orthogonal elements of L such that
Vol,b,€L,ac L. Then

d(a, \/ b)) = d(a,O) +

I

(d(a7 bz) - d(CL, O))

\/lbz,a =d(a,0) + i( (bi,a) — d(a, O)).

Proof.

Sequence {c, }5°,, ¢, = Vi, b; is nondecreasing and ;2 ¢; = Vi, b;. From this and
from the semicontinuoity of d we get

[e.o]

\/b (a, \/ i)

=1

= lim d(a,c,)

n—oo

hmd \/b

= lim (d(a,O) + Z(d(a, b;) — d(a,0)))

n—oo



The proof of the second statement is analogous.

Corollary 2. 1 Let £ be an OML and {b;}5°, be a sequence of pairvise orthogonal
elements of L such that \/;> 1 b, € L. Let f be an s-map, j-map or d-map semicon-
tinuous from below. Then

\/ bi, \/ 0i) = f(bi, bs)
i=1 =1

=1

Proof.

The property for s-maps has been proved in Proposition 2.2, for d-maps it is trivial.
Let ¢ be j-map. Then

oV 1.V 20 = (V5.0

= ¢(0,0) +Z (b, 0) — ¢(0,0))

=1

(q(bi, O)
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Optimal Insulating Parameters Stipulation for an Old Family House
Minérova Maria

Abstract: The paper deals with the thermal and hygric angslgbbuilding construction. The
first part quantifies moisture parameters on thed surfaces of the building construction,
introduces the physical model. The second one ssgsuthe problems joint with windows
changing. It suggests the procedure, consideratiodscalculations that should go before to
intended retrofitting.

Key words: boundary value problems, temperature field, mogstwapor pressure against
a wall, relative humidity, absolute humidity, ingtibn

1. Introduction

Sudden indoor climate change, dampness, insidéepldsgradation, molds appearing —
these are often the consequences of unprofessigandbws exchanging in dwellings. The
solution of such situation afterwards is obviousigre complicated and costly.

The example is an about on hundred years old haiteeheavy walls made of stones
and clay. The window changing in effort of energyiag caused mold appearance, later wet
blots on the plaster, with salt (chemical reactraticating) borders afterwards.

Whereas the old wooden windows guaranteed thecgarifi air venting inevitable for
dampness offtake, the new ones does not provatedithe moisture accumulates in the inside
air.

2. Moisture in the air
There are two sorts of air humidity quantifiers:
absolute humidity
c water vapor concentration [kg-¥h(amount of water in 1fof air)
X water vapor and dry air mass ratio [kg'kg
relative humidity
ps  water vapor partial pressure in the air [Pa] (jdimeth temperature)
Pt Saturation water vapor partial pressure in th¢Raj
o relative humidity [%] (partial pressure and satinafpartial pressure ratio),
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Figure 2.1: Saturation pressure dependence on the temperature



Base interrelations among air humidity quantifiers:

— Py
c= Pa 1
RT @)
x=0.621. _ Pa 2)
patm - pd
= Pqg
¢ = (3)
Psa(6)

with
Patm atmospheric pressure [Pa]
Psat (¢) saturation water vapor at the temperatupea]

R gas constant for water vapor [J.(kg¥)
T air temperature [K]
0 air temperature [°C]

The normative temperaturédg = 9.3°C/ 6550 = 12,6 °C preserves condensation avoiding /
mould occurrence avoidirf&TN].

2.1. Empiric law and mass balance in the volume

In the case of both gasses (dry air and water vagming ideal and the internal and
external air being homogenous) partial vapour pmessn the air dependence on the
temperature is described Bay-Lussac’s law:

p.V=m.R.T (4)
with
p partial pressure of the gas [Pa]
V  volume [m]
m  weight [kg]
Combining it withmass balance in the spacege obtain a dependence of partial vapour
pressure on the several influencing parameters:

G_lrn.V.pe _hV.p + \Y d_p (5)
R.T, R.T, RT, dt

with
pi, peindoor, outdoor particular vapour pressure [Pa]
V  volume of the room [
m  weight [kg]
R  gas constant, for water vai®E 462 [J/(kg.K)]
T temperature, inside temperature [K]

T,
G  vapour production [kg/h]
n  ventilation rate [H]

t

time [s]

In steady state% = 0) the solution of (5) is



G.RT (6)
n.v

As the moisture problems coheres with saturatiod aaturation depends on the
temperature, it is important to know the temperatdistribution in the construction, and to
control the most cold places on the inside surf&oe.this purpose we use the transieaat
conduction equation

For the sake of the temperature field - temperatlis&ibution in the investigated
domain (fragment of building construction) we ugetPansient heat equation with Newton’s
boundary conditions:

pca——-dIV(/] UT) (7)

O = hei (T — Ti) 8

Oce = hee (T — Tae)
and initial condition (initial temperature distridoan in the domain):

T(x,y,0) = b(xy) 9)
Numerical calculation is realized by using the FEdftware.

3. Situation

i Y///

/ /;—,—r ’
4 — \I" mr 1034 e B, B R | WNON | ST . | WPV - . E—
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p / __Ai 10404

Figure 3.1: The old house to beretrofitted. Vertical and horizontal (ground floor) section

After the reconstruction including windows changitige indoor climate of the old
family house (see figure 3.1) with stony and cluallsvsuddenly changed. The dampness
increased so that the wet plaster splashes, maldsred on the inside surface of the walls
and furniture. Purposeful improving of the ventdat controlled by indwellers improved, but
did not solve the situation. The owners decidedtlier general thermal insulation. To make
the insulation optimal, the previous computatioresigseful.



4. Computer implementation

It is necessary to monitor all critical places gaa with minimal surface temperature)
of the house, see figure 4.1, choose the type aagnitude of the retrofitting material
properly. The computation done for the actual s&geved the cause of excessive moisture —
too low temperature, see figure 4.1

ELEMENTS

MAT  NUM

NODAL SOLUTION
TEMP

=10.707 -3.886 2.936 R 16.573
=297 =.475025 6.347 13.1e8 18.99

Figure4.1: Fragment of the horizontal section (meshed domain/temperature distribution)

The temperatures in 16 critical points are too lalwyalues are below the normative values
for moisture problems avoiding close to such cdét@s, see chapter 2.

By the retrofitting, the thermal resistance of toastruction will increase and the temperature
on the critical places will be sufficient for mais¢ problems avoiding. See figure 2.1,
saturation line. It illustrates the dependenceatdirmtion and the temperature.

Optimal parameters of the materials (which kindhef material should suit better, and what
magnitude; also price should be included into tbas@eration) intended to be used for
insulation can be stipulated by previous calcutetio

YWariable Lisk
[Node |Result Tkem |Mimirnum |
Time 1
62 Modal Temperature Q,28851
57 Modal Temperature 4,23695
360 Modal Temperature 5.03004
341 Modal Temperature 12,6081
o4 modal Temperature 12,2721
677 Modal Temperature 11,3875
B55 Modal Temperature 11,5517
&S0 Modal Temperature 4.83617
94 Modal Temperature 4, 45738
796 Modal Temperature 10,8616
gzl Modal Temperature 10,5435
853 Modal Temperature 4, 25046
1157 modal Temperature 4,17706
1141 Modal Temperature 416306
1255 Modal Temperature 4,22761
Modal Termperatire 9. 20047
T

Figure 4.2: Numerical output from the FEM software, nodal temperaturein critical places



4.1. Retrofitting concept

After some computations, comparisons, optimizatiohe rock wool material of the 5
cm magnitude was chosen as the suitable thermatiisgllayer on all building envelope outer
surface of the house, see figure 4.3.

ELEMENTS

MAT  NUM

Figure 4.3: Retrofitting concept, horizontal section. Meshed domain.

New calculations — after supposed insulatingheftiouse - predicts, that indoor climate
of the house improves. l.e. in the 16 points ofiaterest (critical points of the inner surface)
the temperature increases essentially, see fig4reCbnsequently the risk of water vapor
condensation on the surfaces will become negligible

NODAL SOLUTIOHN
TEMP

-10.688 -3.87 2.948 9.765 16.583
-7.2739 -.481133 £.356 13.174 15.992

Figure 4.4: Retrofitting concept, horizontal section. | sotherms

Yariable Lisk

_|I"-.I|:u:|e |Result Item Minimum
Time 1

{62 Modal Temperature 11,7325
|57 Modal Temperature 8.15291
| 360 Modal Temperature 3.43613
{341 Modal Temperature 14.1319
| 304 Modal Termperature 13.8227
1677 Modal Temperature 13,0959
{655 Modal Temperature 13,3281
| 650 Modal Temperature 8.48343
| 394 Modal Temperature 3.40516
1796 Modal Temperature 12,9739
gzl Modal Temperature 12,9485
853 Modal Temperature 3.179z26
11157 Modal Temperature g.0117
1141 Modal Temperature 8,005
{1255 Modal Temperature 8.12746
1260 Modal Temperatiore
N

Figure 4.5: Nodal temperature in the places with locally minimal temperature after
retrofitting



5. Conclusion

Some changes on the building construction — reoectgtn, windows changing,
retrofitting, etc, needs previous consultationshvéh expert even before their realizations. If
needed, also the calculations with the aim of mwisl prediction are worthwhile.
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Cena kvality
Fabian Oropeza

Abstrakt

Zakladnim ukolem managementu by méla byt neustdld snaha o zvySeni kvality produkce.
K tomu, aby tohoto cile mohlo byt dosazeno, musi management zajistit, aby se vSechny operace
ve spolecnosti fidily zakladnim principem, tzn. ze ndklady a kvalita jsou komplementarni a
nemaji rozporné cile. Dfive znéla manazerska doporuceni tak, Ze je nutné zvolit mezi naklady a
kvalitou (tzv. trade-off rozhodnuti), protoze lepsi kvalita bude zkratka stat vice a bude spojena
s vétSimi obtizemi pii realizaci produkce. Experimenty po celém svété vSak dokazaly, ze toto
schéma nemusi vzdy platit a nyni uz to za¢inaji chdpat i manazeti spolecnosti. Dobré kvalita vede
k vyssi produktivité, ke snizeni ndkladl na kvalitu a postupné ke zvyseni prodeje, a priniku na
nové trhy a zvySeni ziski.

Abychom mohli vice rozvinout koncept ndkladi na kvalitu, je nutné piesné stanovit rozdil mezi
naklady na kvalitu a naklady na organizaci kvality. Je dilezité nebrat ndklady na kvality jako
pouhé vydaje, které se s riistem kvality zvySuji. V zasad¢ Ize fici, ze pokazdé, kdy je potieba néco
piepracovat, naklady na kvalitu rostou. Jako zfejmy piiklad mize slouzit piepracovani
pramyslové vyrobeného zbozi, piestavovani pracovnich ndstroji ¢i oprava chyb v bankovnim
vypise.

Uvod

Cilem analyzy ndklad na kvalitu je poskytnout managementu néstroj pro realizaci programu
sledovani kvality a ¢innosti vedoucich ke zvyseni kvality. Vysledky téchto analysis mohou byt
vhodnym zptisobem vyuzity k diagnostice silnych 1 slabych stranek systému sledovani kvality.
Pfislusné tymy je mohou vyuzit k popisu pozitivnich dopadi (vyjadieno v penézich) a
k vysvétleni zamyslenych zmén.

1. Cile systému kvalita cena

Cilem jakéhokoli systému nakladl na kvalitu je umoznit kvalitativni vazby; strategie pro pouziti
nakladii na kvalitu je pomérné jednoducha. (1) za méfit se s velkym dlrazen na naklady selhdni
ve snaze snizit je na nulu; (2) investovat do "spravné" preventivni ¢innosti, coz by s sebou mélo
pfinést zlepSeni; (3) snizit ndklady na oceniovani v zavislosti na dosazenych vysledcich, a (4)
neustdle vyhodnocovat a usmérnovat Gsili o prevenci vad za ucelem dosazeni dalSiho zlepSeni.

2. Management nakladi na kvalitu

Program nakladl na kvalitu by mél vzdy byt predstaven pozitivnim zpisobem. Pokud se tak
nestane, je pravdépodobné, Ze se nesetkd s velmi dobrym ohlasem, protoze bude (najednou)
vykazovat velké mnozstvi chyb, plytvani a vydaji, které jsou nadbytecné v kazdé firmé
s vysokou urovni kvality produkce. Z tohoto divodu je velmi dulezité, aby vSichni dotceni
pracovnici byli peclivé informovani a pochopili, Ze tento krok ve skute¢nosti zlepsuje ekonomiku
vyrobniho procesu. Neni azZ tak dilezité, jaké jsou vychozi Gdaje. Je vSak nutné, aby byl program
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jednoduchy a prakticky; jen tak je mozné dosdhnout zlepSeni kvality na vSech stupnich vyroby.
Zavadéni tohoto programu je tedy potieba velmi peclivé naplanovat tak, aby bylo dosazeno
zamyslenych cilu.

3. Kategorie nakladii na kvalitu
Néklady zptisobené selhanim mtizeme rozd¢lit na naklady vnitini a vnéjsi.

3.1 Naklady na prevenci — naklady na to, aby se zabranilo nedostatecné kvalit¢ vyrobkd nebo
sluzeb. Definice téchto naklada je casto chépana Spatné, a to zejména tehdy, pokud je aplikace
vyse uvedené definice nejasnd. Dodate¢né naklady na prevenci mohou vznikat v souvislosti s
testovanim jiz porusen¢ho vyrobku/sluzby tak, aby bylo zamezeno jest¢ vysSim ndkladiim na
pripadné selhani (napt. dodate¢né kontroly a opravy, které maji zabranit nové objevenym chybam
jesté predtim, nez se zbozi/sluzba dostane k zédkaznikovi). Tyto dodate¢né ndklady na identifikaci
problému (na opravy ¢i na analyzy pficin selhani) mohou byt chapany jako snaha o prevenci
budouciho problému. V praxi neni az tak dilezité, do které kategorie naklady spadaji; dilezité je,
aby byla zachovana konzistence.

3.2 Naklady na ocenéni — néklady spojené s métenim, hodnocenim a auditem produktii/sluzeb
za ucelem splnéni pozadavki na kvalitu a vykon produktt/sluzeb.

Priklad:

Klasicky model optimalnich nakladt na kvalitu je na obr. 1. Ndklady na prevenci a ocenéni byly
diive zndzormovany jako asymptoticky rostouci, dokud nebylo dosazeno trovné dokonalé kvality.
Nové technologie by mély snizit miru selhani materialu a produkce, robotika a jiné formy
automatizace snizily miru selhani lidského faktoru, jak ukazuje obra 2.

To To

Naéklady na posouzeni
prevence —

Celkové
naklady na
jakost

Celkové naklady
na jakost

Navyseni
M\

Navyseni
nakladt \

0 Kvality shody, % 100

Naklady na posouzeni

prevence \

Kvality shody, %

Naklady na jednotku dobrych vyrobkd

Naklady na jednotku dobrych vyrobkka

=1

Obrazek 1 Klasicky model kvality nakladt. Obrazek 2 Novy optimalni model kvality



Cim pozd&ji je b&hem vyrobniho procesu Soudni spory ztrity —
objevena chyba, tj. ¢im blize je vadny produkt
k uzivani spotiebitelem, tim draz$i je problém
napravit. obr. 3 je prikladem tohoto pojeti

Obor selhani ———>

“ , , ., L L. % Oprava u zékaznika ———>
pfevzaty z vyroby, ale stejny princip plati 1 pro |%

sluzby. Poznatky ziskané z tohoto zlepSeni pak [Z|  prodej zikaznikovi— >
mohou byt prostfednictvim prevence pouZity na |3

v h y p, , p p y )!_E <——Z4vére¢na kontrola
vSechny nové prace. 2

z <—— Subsystém / montaz
<—— Komponent
<—— Prevence

Procesni

Graf 3 Nedodrzeni naklady jako funkce detekce bodu v procesu.

SPC - statistické Fizeni procesi

SPC pomaha pifi optimalnim fizeni procesi v prumyslu i v nevyrobnich aplikacich — v
bankovnictvi, telekomunikacich ¢i zdravotnictvi. Pro feSeni téchto procesi si vyzkouSime
Ishikawliv diagram, Paretovu analyzu, histogram i regula¢ni diagramy rtiznych typti.

3.3 Naklady vzniklé selhanim — ndklady, které vzniknou, pokud vyrobek ¢i sluzba nesplni
pozadavky na kvalitu ¢i potteby zékaznikli a spotiebitele, tzn. ndklady plynouci z nedostatecné
kvality.

Vnitrni naklady zpiisobené selhanim — néklady, které vzniknou ptedtim, nez je produkt pfedan
zakaznikovi. Jako ptiklady mohou slouzit tzv. zmetky, dodate¢né testovani, dodatecnd kontrola,
opravy ¢i kontrola materialu.

Vnéjsi naklady zpiisobené selhdanim — objevuji se poté, co byl produkt dorucen zédkaznikovi. Jako
ptiklady uved’'me vytizovani reklamaci, navraceni vyrobku zakaznikem, zarucni servis ¢i stazeni
vyrobku z prodeje z divodu nedostatecné kvality.

4. Analyza trendi a pokroku

Pokud chceme naklady na kvalitu smysluplné€ vyuzit, je potfeba s nimi pracovat tak, aby byla
umoznéna jejich analyza. Jak jiz bylo fe¢eno, miizeme toho dosdhnout napiiklad tak, ze na né
budeme pohlizet jako na podil celkovych nékladi. Pokud definujeme tento podil, nasledujici
logickou fazi je analyzovat dosazeny vysledek tak, abychom mohli urcit, zda se situace v Case
zlepSuje ¢i naopak. To je zékladem pro pladnovani realistickych cili zvySovani kvality do
budouciho obdobi. Jak jiz bylo feCeno, je nutné rozliSovat kratké a dlouhé obdobi. V
dlouhodobém hodnoceni obvykle posuzujeme celkové ndklady na kvalitu béhem dlouhého
casového tseku. Toto hodnoceni je pouzivano nejcastéji pro strategické planovani a manazerské
sledovani celkového pokroku. Kratkodobé trendové tabulky se potom ptipravuji pro kazdou
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oblast ¢innosti spolecnosti, kde je potfeba stanovit individudlni cile pro zlepSeni nékladi na
kvalitu. Jednim z pfistupii ke kratkodobym trendiim je urcit jeden cil pro kaZzdou oblast vyroby,
dalsi moznosti je vypracovat tak detailni analyzu, jak jen to dany systém umoziuje.

Efektivni program nékladii na kvalitu ma tyto soucasti: (a) stanoveni systému méfeni ndkladii na
kvalitu a vyvoj vhodné trendové analyzy v dlouhém obdobi (b) stanoveni kazdoroc¢nich cilt
celkového zvySovani kvality pfi souasném snizovani kvality (c) vyvoj kratkodobé trendové
analyzy s dil¢imi cili, které spolecné vytvaieji pozadavek na kazdorocni cile

5. Implementace programu nakladi na kvalitu

Jakmile ur¢ime uroven nékladi na kvalitu, ihned by mély byt navrZzeny mozZnosti ke zlepSeni
situace. Vysledky analyzy by mély dostatecné jasné poukazat na to, ze je potieba program zavést.
Pocateni odhady nakladii na kvalitu se béZn€ pohybuji ina Grovni 20 % hodnoty prodeje.
Ackoliv nelze provadét pfima srovnani, udaje z nékterych firem, které maji vyrazngjsi zkusenosti
s rozséhlym programem zdokonaleni kvality a sniZenim nékladii na kvalitu, ukazuji, Ze celkové
naklady na kvalitu mohou byt snizeny az na 2 — 4 % hodnoty prodeje. O toto snizeni se poté
zvys$i zisk spolecnosti.

Nyni je tedy mozné piipravit zevrubny plan a ¢asovy rozvrh implementace programu nakladd na
kvalitu. Jeho zékladni prvky by mély byt nasledujici:

o Prezentace pro management: méla by obecné predstavit moznosti, které jsou k dispozici,
na piikladech ukézat, jakym zplisobem lze dosdhnout uvedenych pozitivnich efektd,
a ziskat podporu managementu pro program.

. Naplanovani pilotniho programu

. Vyskoleni vSech zainteresovanych pracovniki tak, aby se seznamili s pldnovanym
programem a aby se do néj aktivné zapojili.

. Vytvoreni postupu vnitiniho u¢etniho zpracovani naklada na kvalitu.

o Celkovy sbér a analyza udaji o nakladech na kvalitu.

o Podéavani zprav o nakladech na kvalitu (ve vztahu k systému fizeni nakladd na kvalitu

a programu na zlepSeni kvality)
6. Pilotni program

Diivody pro zavedeni pilotniho programu

> Ovéii fun€nost systému a jeho schopnost produkovat takové vystupy, které usetii naklady
na kvalitu.

> Znovu presved¢i management o nutnosti zavedeni programu nakladt na kvalitu.

> M4 omezenou plisobnost co do poctu zapojenych osob i vyrobnich provozi

> Umozni “vychytat chyby” pfedtim, nez bude zavedena plna implementace

6.1  Vyskoleni pracovniki

Cilem tohoto ptedavani informaci je ziskat si podporu u téchto pracovnikl pro program samotny
a vysvetlit jim ocekavané kladné vysledky. Bez jejich spoluprace bude implementace znacné
obtizna.



Jednotlivd oddéleni by méla dostat ptilezitost vyjadiit se k planovanému programu jako celku
a ujasnit si vném svou pozici. Je velmi dulezité podporovat odbornd oddéleni v tom, aby
k programu vznasely pfipominky ze svého pohledu. Mohou si napiiklad pfipravit seznam aktivit
v ramci svého oddé€leni, kde vidi pfilezitost ke zlepSeni kvality nebo Cinnosti, které by se podle
jejich nadzoru nemusely provadét, kdyby kvalita produkce byla perfektni.

Souvisi naklad s prevenci

nedostatecné kvality produkce? ____ _____________ > Ano  ---------------- > Prevence
Ne
Souvisi naklad s vyhodnocovanim
toho, jak produkce spliiuje
pozadavky na kvalitu a vykon? =----------------- 2> AN Soeoosssooooooss > Ocenéni
Ne
Souvisi naklad s tim, ze kvalita a o di&i?i;nv?fiiku
2 ida Vnitini
vykon produkce neodpovida e => Ang - - > zikaznikovi nebo = = = = = > Ano ------ > o
pozadavkim? selhani
\l/ provedenim sluzby
Ne \l/
\L Ne
Neni naklad na kvalitu \l/
Odhalen po
odesléani vyrobku Vnéjsi
zakaznikovi nebo ™ =T T > Ano -----7 > selhani
prove-denim
sluzby

Schéma 1.1 Zafazeni jednotlivych naklada na kvalitu do kategorii.

6.2 Zpracovani nakladi na kvalitu v ramci firmy

Ve vnitfnim zpracovani nakladii na kvalitu je nutné popsat kazdy prvek nakladd, ktery ve firmé
figuruje, a definovat, jak a kdy budou sbirany ¢i odhadovany redlné naklady na kvalitu. V zajmu
vyssi spolehlivosti dat, které souvisi s redlnymi néklady spolecnosti, by pii postupu zpracovani
nakladii mélo byt definovéno, jak se uctovani vyrobnich nakladl ptizpisobi novému konceptu
sledovani nakladt kvality. Tento postup zpracovani by mél také urcit, kdo je zodpovédny za
vykonéavani programu a jak se budou vykazovat vysledky (jako ptiklad viz tabulku 1.2 1 1.5)
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Nakup potadi TECH
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Tabulka 1. Souhrnné udaje tykajici se nakladi na kvalitu
7. Od kli¢ovych nakladi k jejich pri¢inam

Cilem tzv. Activity Based Costing (ABC) je vylepsit celkovou efektivitu vynalozenych naklada
tim, ze se budeme soustfedit pouze na jejich klicové prvky. Metodologie nakladti na kvalitu se
snazi prifadit naklady souvisejici s kvalitou specifickym aktivitdam, produktim, procesim ¢i
oddélenim. Tim je mozné se na tyto naklady snadnéji zaméfit. Diky pouziti metody ABC je tedy
mozné snadnéji nalézt a adresovat tyto naklady.

Vzorovym ptikladem je metody ABC, kde vystupem jsou grafy, tabulky a kalkulace. Data, které
zde budu pouzivat jsem ziskal od spolecnosti Valeo. VALEO Compresor Europe s.r.o. Vyrabi
kompresory do klimatiza¢nich jednotek osobnich automobilti. Zakazniky jsou VW group,
Renault, Nissan, Volvo, Fiat a TPCA Kolin.V tomto pfipadé pouziji metodu ABC, kde byl
identifikovan ro¢ni néklad na vnitini selhani ve vysi 19,385 €.- , ktery byl spojen s vyrobou dva
komponent hlava valce a volant s pedaly. Schéma 1.2 zndzornuje, jak jsou naklady pfifazeny
témto dvéma produktiim a zaroven pfi¢inam zpusobené selhanim.

Diky tomu, ze zndme detailni rozdéleni nakladul, je mozné odhadnout, kolik bude stat odstranéni
piipadneho problému. V tomto ptiklad¢ jsou naklady na “poskozeni” vSech produktii € 8546,-.
Pokud bychom byli schopni odstranit 75 % poskozeni tim, Ze identifikujeme a napravime
puvodni ptic¢iny problému, usetfili bychom ro¢né € 6,397.-. Odhadované uspory je poté mozné
porovnat s cenou investice. Pokud je naptiklad nutna investice ve vysi € 3,230.- je doba
navratnosti investice 12 meésicu x € 3,230.- / € 6,397.- , tzn. pfiblizn€ 6 mésicl. Detailni
zpracovani ndkladi s pouzitim metody ABC nam tedy umoziuje pfesnou analyzu néakladi



avynostu aje zdkladem pro kvalifikované rozhodnuti o investicich do zvySovani kvality
produkce.

€2,714.- 50%

€5.428.- Poruchy
€2,714.-  50% € 582.- 25%
70% - i
€7,754.- Poskozeni Uvolnéné
Opravy €1,163-  50%
40% Chybéjici
€2,326.-
—| Vika €349.- 15%
30% Spoje
€19,385.-
Vnitini 1 €2,660.- 50% € 697.- 10%
Hruby Spatna
100% €5,350.-
—L e f g0 s
46% . .
€11,630.- Poskozeni €3.140.-  50%
Odpad Spoje
60% € 6,280.-
Vika €3,140.- 50%
54% Poskozeni
Schéma 1.2 Clenéni nékladii na
8. Pouziti kvalitativnich nakladua

8.1 Aplikace nakladi na kvalitu na kontrolu dodavateli

Kupujici, aby omezil kvalitativni nédklady tykajici se dodavatele, musi nejprve urcit, jaké naklady
jsou dulezité. Porovnani relativniho vyznamu kvalitativnich ndklada podle kategorie a zakladniho
prvku by mél byt prvni krok. Dalsim krokem je provést Paretovu analyzu ke zjiSténi, ktefi
dodavatelé pasobi problém. Nicméné, jestli dodavatel zjisti, ze kupujici pouziva takovy program,
nejviditelnéjsi naklady pravdépodobné snizeni. Budou-li tyto ndklady snizeny, skryté¢ naklady
vydané jednak kupujicim jednak né€kolika dalezitymi dodavateli by mély byt rovnéz sniZeny.
Vysledkem bude, Ze kvalita produktu/sluzby dodavatele stejné jako produktu/sluzby kupujiciho
se zlepsi.

8.2 Vydaje na dosazeni poZadované kvality
Mozna aplikace kvalitativnich nékladii v dodavatelsko-hodnoticim programu je provedena u

¢innosti jednoho vyrobce u pneumatickych kompresorti produktu.
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Na ptikladu teto tovarny, ktera vyrabi mimo jiné i tyto dva produkty (hlava valce a volant
s pedaly), si ukazme, jak budou zpracovany nepiimé naklady (konkrétné zpracovani materialu)
s vyuzitim béznych tcetnich metod a s vyuzitim ABC.

Doba prace = 1000
Celkové néklady na praci = €15,000.-
Pracovni naro¢nost vyroby Hlava valce a Volant s pedaly = 0.25 hodin
Pocet zpracovavanych jednotek = 1200
Naklad na zpracovani materialu 260,-€ za jednotku = €12,308.-
Pozadavky na zpracovani materialu
Hlava valce = 2 Jednotky na 100 ks

Volant s pedaly 4 Jednotky na 100 ks

Kazda hodina prace s sebou dale nese nepiimy nédklad:

[€ 15,000.- / 1,000 hodin = € 1,50.- za hodinu]

[0.25 hodin x € 1.5.- za hodinu = € 0.38.- (hiidele nebo vika)]

Vzhledem k tomu, ze néklad na zpracovani materialu na vyrobu vik je € 10.- za jednotku, tzn.

€ 369.-, na jednu jednotku vik pak pfipada naklad € 0.4.-. Analogicky pfipada na jednu jednotku
htideli naklad € 0.2 .-.

Aplikace ABC

Vyuziti ABC ve zminéném piikladu:

[€ 12,000.- / 1200 jednotek = € 10.- za jednotku]

[€ 40.- / 100 Hlav valct = € 0.4.- za hlavi valce]

[€ 20.-/ 100 Volantid s pedaly =€ 0.2.- za Volant s pedaly]

V uvedeném ptikladu je kliCovym nakladem zpracovani materialu, konkrétné pocet vypravenych
jednotek. Ve skutecnosti obvykle existuje mnoho klicovych ndkladd, napi. na objednavku, na
nastaveni stroji, na piezkum stiznosti zdkaznikli, udrzbu atd. Pokud jsou naklady na vyfizeni
jedné stiznosti € 650.- a spolec¢nost pfijme 10 stiznosti mési¢né, potom je dle principt ABC
potieba zauctovat € 6,500.- na ucet, naklady na vyfizeni stiznosti zakazniki* za dané obdobi.

Pro tento vzorovy pripad je ke kazdému typu kompresoru ptifazeny jeden dodavatel.

QCPI=VDRK + PN
VDRK
QCPI : Quality Conformance Preliminary Inspection
VDRK : Vydaje na dosazeni pozadované kvality
PN : Potfizovaci néklady (Vyrobni naklady)



Néklady

Koncept

Priklad

Odmitnuti pfi pfejimce

Pocet odmitnutych polozek dodavatele
nasobené nakladem.

20 [odmitnuty/lot] * € 808.-
[lots/odmitnuty] = € 16,154.-

Vyfizovani reklamaci

Byla odhadnuta doba na vytizovani pro
dodavatele, takze se vynasobi primérna
hodinové mzda.

200 Rozsah uspory €asu * € 16.-
=€ 3,200.-

Kontrola kvality

Z pramérné hodinové mzdy inspektora
a poc¢tu kontrolovanych jednotek.

1.00 Std. hod/lot * 0.62. - €/hod
* 80 Lot =€49.-

Vadny vyrobek zjistény inspekei

Byla odhadnuta pro kazdého dodavatele
vynasobenim poétu vadnych dilt
zjisténé inspekci plvodni potfizovaci

100 odmitnuty. kus * € 3.-
nakup. cena/kus = € 300.-

cenou.
€19,703.-
9. Klasifikace dodavatelii je soucasti kvality nakladi
Vydaje na
. 4. . dosazeni Porizovaci naklady (€) Index
Zakaznici | Typ kompresor | Dodavatelé pozadované (Vyrobni naklady) (QCPI)
kvality
VW group SD6V12 A 135 39,446 1.006
Renault SD7V16/SD6V12 B 750 67,846 1.232
Nissan DKS-16H C 1,668 121062 1.289
Volvo DKS16/15CH D 404 20,956 1.405
Fiat TV12SC E 2,261 112,800 1.421
Ptiklad vypoctu indexu za dodavateli Index (QCPI) Vyklad
1.000 — 1.009 Vyborny
1.010 —1.039 Dobry
CPI=VDRK + PN Ly
Q - 1.040 — 1.069 Vhodny
VDRK 1.070 — 1.099 Dostatény
1.100 + Vyzaduje okamzite ndpravné opatieni

€135+€39,446 _ 1.006
€39,446

OCPI =

V idealnim ptipad¢ by mél byt tento index roven:

QCPI=VDRK + PN

VDRK €39,446

_ €0+€39.446 _

Pfi pouzivani tohoto hodnoceni bylo prvni prioritou pro vyrobce provést okamzite korektivni

opatfeni vzhledem k dodavatelum D a E.

9.1 Analyza vynosnosti vloZenych nakladii na kvalitu u dodavateli

Cilém je vyftesit problém podniku, urychlit snizeni zacateCnich obtizi. Pfi tomto rozhodovani byl
pouzit koncept ndvratnosti investic (return on investment - ROI):




’ *
ROI - Uspory*100 _ €462x100
Investice €15,000. -

Pro tuto situaci bylo potencidlni snizeni kvalitativnich ndkladl o € 462.- odhadnuto na investici
€ 15,000.- pro zajisténi pomoci dodavateli E. Pokud cile dosazeny, je tato investice efektivni.

=3.8%

9.2  Vliv kvality na vynos z prodeje

Dulezity vydaj, ktery neni obvykle posouzen, je usla trzba v disledku $patné kvality. Tato usla
trzba je zplsobena zakaznikovou nespokojenosti se zbozim nebo poskytovanou sluzbou.Tato
nespokojenost miize vyustit do ztrdty soucasnych zakaznikd, ,,zdkaznického zb&hnuti“ a
neschopnosti pfitdhnout nového zakaznika kvili poskvrnéné povésti kvality. V kazdém ptipade,
vliv kvality na vynos z prodeje by mél byt bran v tvahu, alespon ur¢enim rozsahu zédkaznikovy
nespokojenosti a pfijetim opatieni, jak zlepSit udrZzeni nynéjSich zdkazniki a vytvofit okruh
novych.

10.  Zavér

Nalezeni hlavnich zdroji nakladd na udrzeni kvalitni vyroby a odstranéni zasadnich pficin skyta
firm¢ vybornou moznost zajistit zakaznikim levnéjsi a kvalitnéjsi vyrobky. V soucasnosti
vSechny firmy prohlasuji, Ze maji produkty ,,nejlepsi kvality®, ale toto tvrzeni mtize byt redlné jen
tehdy, pokud uZzivaji Gspory v nakladech na kvalitu (dosazen¢ usilim kvalitativniho zlepSeni) k:

1) financovani zlepSovani vlastnosti produktu bez zvySovani ceny nebo
2) niz§im cendm produktu s existujicimi vlastnostmi.
Jakékoli cesta ke zvySeni hodnoty samoziejmé povede pro firmu k vyS§im piijmim z prodeje.
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Aplikacia Statistickych metdéd v hydrologii
Application of statistical methods in hydrology

Pastuchova Elena, Vaclavikova Stefania

Abstract: The paper describes two ways of average monthly flow volume evaluations
focused on the creation of the similar objects groups. The analysis and comparison of
hydrological data is based on two methods of cluster analysis: K-means and fuzzy cluster
analysis

Key words: Cluster analysis, K-means, fuzzy cluster analysis, mean monthly streamflows
KPucové slova: Zhlukova analyza, K-means, fuzzy zhlukovéa analyza, priemerné mesacné
prietoky

1. Uvod

Urcovanie priemernych navrhovych prietokov pre malé a stredné povodia bez priamych
pozorovani patri k ¢astym tlohdm inZinierskej hydrologie.

Ak st dostupné realne hodnoty charakteristik, je mozné pouzitim vhodnej Statistickej
metody ziskat' analyzu daného vodného toku a vyvodit’ predpoved. Uzemie Slovenska je
charakteristické svojou Clenitostou a rdznorodostou, je potrebny odhad premenlivych
charakteristik aj na ¢asti vodnych tokov bez meracich stanic. Snahou hydrologov je realizovat
predpovede spravania sa vodnych tokov aj na oblasti, v ktorych neprebiehaju merania.

Z matematickych metdd je pri spracovani hydrologickych dat v prvej faze rieSenia tloh
vhodné aplikovat’ zhlukova analyzu. Tato metdoda umoznuje spajat’ objekty s podobnymi
hydrologickymi vlastnost'ami a vytvorit’ z nich skupiny s ¢o najvic¢Sou mierou podobnosti vo
vnatri skupin a s €o najvacSou mierou heterogenity medzi skupinami. Prvky takto
vytvorenych skupin nemusia tvorit’ uzavrety geograficky region.

V tomto prispevku sme spracovavali tidaje o dlhodobych mesac¢nych prietokoch
nameranych na 209 malych a strednych povodiach Slovenska v rokoch . Cielom je
porovnanie metddy K-means a fuzzy zhlukovania. Data boli ¢erpané zo zdroja Slovenského
hydrometeorologického ustavu.

2. Metoda K-means

V stcasnosti k najcastejSie pouzivanym nastrojom na vytvorenie zhlukov patri metdda

K-means. Tato nehierarchickd metdda vyuziva K-means algorimus. [Meloun, Militky,
Hill]

Ide o iteracny algoritmus, ktory rozdel'uje analyzované objekty do k zhlukov tak, Ze
vzdialenost’ medzi vSetkymi objektmi a centrami zhlukov je minimalizovana.

Obrazok 1. schematicky znazoriiuje tri iteracie pri zhlukovani pomocou K-means.

1. Z mnoziny vSetkych objektov je ndhodne vybranych k objektov, ktoré budu
reprezentovat’ docasné centrd zhlukov, oznacené ,,+“.V nasledujicom kroku sa k vybranym
centram zhlukov priradia jednotlivé objekty tak, aby ich vzdialenost’ k prisluSnym centrdm
bola ¢o najmensia. Obr.1.a)

2. Po vytvoreni prvotnych zhlukov sa prepocitaju pozicie vsetkych objektov, vytvoria
sa nov¢ centra, prepocitaju sa vzdialenosti medzi objektmi a centrami a vytvoria nové zhluky.
Obr.1.b,c)

3. Algoritmus sa ukon¢i v momente, ked’ nenastane zmena rozlozenia zhlukov, alebo je
splnena ukoncovacia podmienka n interacii.
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Obrazok 1: Zhlukovanie pomocou K-means

Subjektivita K-means spociva v stanoveni poctu zhlukov, ktor¢ chceme dosiahnut
a neexistuje vSeobecné teoretické rieSenie na najdenie optimalneho poctu.

Vo vSeobecnosti sa zhlukova analyza 1i$i od inych metod klasifikacie objektov tym, Ze typy
objektov (zhluky) nie st apriori zndme. Zhluky st v priebehu samotnej analyzy
ovplyviiované poctom, charakteristikou dat, a najmé pociato¢nou vol'bou centra- t'aZiska.

Vzhl'adom na to, ze v realnych aplikacidch vznikd vel’ké mnozstvo neistot, resp.
nejednoznacnosti, je vhodné pouzit’ viacero alternativnych metdd ako i zohl'adnit’ moznost,
7ze hranica medzi zhlukmi nie je ostrd. KedZze zhlukovanie je empirickd metoda,
kde uplatnenie roznych postupov vedie k roznym typoldgiam, k roznej interpretacii dat, je
uzito¢né pouzit’ k metdéde K-means int vhodnu alternativu.

3. Fuzzy zhlukovanie

Na vytvorenie skupin dat s podobnou charakteristikou bol pouzity software
PERSIMPLEX, zaloZeny na algoritme fuzzy zhlukovej analyzy, ktord vyuziva ako mieru
podobnosti medzi zhlukovanymi objektami podobnost’ tvaru kriviek, resp. podobnost
blizkosti kriviek v grafickom vyjadreni.

Fuzzy zhlukovanie, na rozdiel od ostatnych zhlukovacich met6d, umoznuje Ciastocné
zaradenie objektu do viacerych zhlukov a to pomocou pravdepodobnosti. Cielom je zabranit
skresleniu zhlukovania kvoli pritomnosti nezaraditelnych objektov. Takyto objekt sa
nepriradi ku ziadnemu zhluku (od kazdého sa priliS odliSuje), ale priradia sa mu
pravdepodobnosti s ktorymi sa bude nachadzat’ v jednotlivych zhlukoch.

Vo vSeobecnosti, vzhl'adom na vnatorné a vonkajSie vlastnosti priestoru , zhluky
nemusia mat’ ostré hranice. Inak povedané, jeden objekt moze mat’ rozny stupen prislusnosti
ku vSetkym existujlicim zhlukom a jeho hodnota charakteristickej funkcie moze nadobudat’
I'ubovol'né hodnoty od 0 po 1, nielen 0 alebol ako je to pri beznom zhlukovani.

Existuje viacero metdéd na zistenie podobnosti vztahov v mnozinich a jeden z
doélezitych pristupov k fuzzy zhlukovaniu je zaloZeny na minimalizovani objektivnej funkcie.

Nech dy predstavuje vzdialenost’ medzi objektom x; a centrom zhluku @; vyjadrent
vzt'ahom

napr.  dp=d(xi,a)= || x-a |7 @2.1)
Potom fuzzy objektivna funkcia je definovana

Jo= XX uy || xeai |7, I<m<co (22)



kde m je I'ubovol'né redlne ¢islo vicsie akol, u; je stupen prislusnosti x; v zhluku j, x; je i-ty
¢len z n-rozmernych meratel'nych dat, a; je n -rozmerné centrum zhluku a (2.1) je 'ubovolna
miera vyjadrujica podobnost’ medzi 'ubovol'nymi merateI'nymi datami a centrami.

Dobrym spdsobom na ur¢enie poctu zhlukov je pouzitie Dunnovho, alebo Kaufmannovho
rozdel'ovacieho koeficientu. (Meloun, Militky, Hill)

4. Porovnanie vysledkov analyzy

Vstupné udaje, ktoré¢ sme analyzovali, pochddzaji z 209 vodomernych stanic. Pretoze
pri zhlukovani dochadza k zavislosti zhlukov od zmeny mierky, udaje sme Standardizovali a
pre porovnanie sme na posudenie vybrali Sest’ zhlukov vytvorenych metodou K-means a
fuzzy metddou, ktoré sa liSia poc¢tom a rozlozenim objektov.

Pre nédzornost’ je vhodné najskor obidve rieSenia vizualizovat’ priestorovym zobrazenim
(Obr3.1), kde je lepsie viditeI'ny rozdiel v zaradeni objektov do zhlukov.

Juzna Cast’ Slovenska je fuzzy pristupom prekrytd viacerymi zhlukmi, v porovnani

s K-means, kde prevazuje zhluk ¢.1. Podrobnejsia analyza a rozhodnutie o tom, ktoré z rieSeni
je vhodné k d’alSej aplikacii zostava na Specialistoch z odboru hydrologie.
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Obrazok .3.1a: Zndazornenie zhlukov metodou fuzzy
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Obrazok 3.1b: Znazornenie zhlukov metodou K-means

Nasledujuce tabul’ky udavaju mieru totoznosti objektov v jednotlivych zhlukoch. Pre
prehl'adnejSie porovnanie je tabulke 4.1b vyjadrend percentudlna zhoda povodi, ktoré sa
sucasne vyskytuju v zhlukoch vytvorenych metédami K-means a fuzzy. Z porovnania je
zrejmé, ze v niektorych pripadoch je zhoda minimalna, zastipenia objektov v zhlukoch st
vyrazne odlisné. Mozeme skonStatovat, ze regiony vytvorené uvedenymi metodami
predstavuju rdzne rieSenia. ViditeI'né je to v pripade fuzzy zhluku ¢.3, z ktorého Cast’ objektov
tvori dva samostatné K-means zhluky¢.5a ¢.6.

Tabulka 3.1a: Porovnanie zastupenia objektov v zhlukoch

Kmeans zhluky

1 2 3 4 5 6 y

1 18 21 24 0 0 0 63

> [2 9 25 7 11 0 0 52
S [3 6 12 0 12 4 2 36
N [4 21 8 3 0 0 0 32
N |5 13 2 1 0 0 0 16
3 |6 5 1 0 4 0 o] 10
y 72 69 35 27 4 2| 209




Tabul’ka 3.1b: Porovnanie zastupenia objektov v zhlukoch vyjadrené v percentdach

Kmeans zhluky

1 2 3 4 5 6
25.00% [ 30.43%| 68.57%| 0.00% 0.00% 0.00%
12.50% | 36.23% | 20.00% | 40.74% 0.00% 0.00%
8.33% | 17.39%| 0.00% | 44.44%|100.00% | 100.00%
29.17%| 11.59%| 8.57% 0.00% 0.00% 0.00%
18.06% | 2.90% 2.86% 0.00% 0.00% 0.00%
6.94% 1.45% 0.00% | 14.81% 0.00% 0.00%
100.00% [ 100.00% | 100.00% | 100.00% | 100.00% | 100.00%

Fuzzy zhluky
o|o|s|w|n|=

5. Zaver

Zhlukova analyza je vhodny nastroj na rieSenie aplikacnych problémov navzajom podobného
typu. Vytvorenie zhlukov predstavuje oblasti s podobnym odtokovym rezimom a moze byt
smerodajnym prvkom k moznej predikcii pre tizemia bez meracich stanic. Z porovnania
vysledkov metdd pouzitych v tomto Clanku je zrejmé, Ze ide o dve odlisné rieSenia, pricom
nie je mozné jednoznacne potvrdit, alebo popriet konkrétnu metddu ana komplexné
vyhodnotenie su nutné d’alSie matematické a Statistické analyzy. V tomto pripade dochadza
k prekrytiu objektov s najva¢Sou mierou podobnosti v oblasti juhozapadného Slovenska-
fuzzy zhluk ¢.5 a K-means .

Prispevok bol realizovany s podporou grantu VEGA 1/4024/07,VEGA 1/0373/08.
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Volba vyhlazovaciho parametru Hodrick-Prescottova filtru
Choice of smoothing parameter of Hodrick-Prescott filter

Jitka Poménkova

Abstract:

Presented paper is focused on impact of smoothing parameter A on estimate of the business
cycle trend using Hodrick-Prescott filter. For this purpose trend estimate with generally
recommended value A=1600 for quarterly data is compared with trend estimate with
optimized value of smoothing parameter. Optimization is done using rule derived on the basis
of variance proportion. Available data are quarterly values of Gross Domestic Product in
1996/Q1 — 2008/Q4 in the Czech Republic.

Key words: smoothing parameter, business cycle, Hodrick-Prescott filter

Kli¢ova slova: vyhlazovaci parametr, hospodatsky cyklus, Hodrick-Prescottav filter

1. Uvod

Ekonomické teorie pracuje se dvéma definicemi hospodéiského cyklu. Klasickou
definici podle Burnse a Mitchella (1947), kteti definuji hospodarsky cyklus jako opakujici se
fluktuace kolem ekonomické aktivity vykazujici stejné tendence v odliSnych sektorech
ekonomiky. A rtstovou definici podle Lucase (1977) jako opakujici se fluktuace ¢asové fady
makroekonomické proménné okolo svého trendu. Ristovy cyklus je tak zalozen na
dekompozici ¢asové fady zvoleného makroekonomického ukazatele na trendovou, cyklickou
popfipadé sezénni a nepravidelnou slozku. V souvislosti s analyzou klasického
hospodarského cyklu se vyskytuje problém nerozliSovani trendové a cyklické slozky ¢asové
fady. Muze se tak stat, ze trendové slozka, pfi dlouhodobé rlstové tendenci ekonomiky,
ovlivni cyklickou slozku. Tento problém je ¢astecné eliminovan v ptipadé rustového cyklu,
ktery je na dlouhodoby trend méné citlivy. Pak zédkladnim bodem analyzy je vybér vhodné
detrendovaci metody, kterda se tak stavd vyznamnym determinantem provedené analyzy
cyklické komponenty a optimalizace jejich parametra.

Podle Canovy (1998) muzeme provést déleni soudobych filtraéni techniky na
statistické a ekonomické. Mezi statistické techniky lze zaradit techniku prvnich diferenci,
deterministické modely (regresni pfimka, polynom apd.), proceduru Beveridge a Nelsona,
model nepozorované komponenty nebo eliminaci trendu predpokladajici piimou
nepozorovatelnost trendové nebo cyklické slozky, k jejiz identifikaci vSak pouzivaji rozdilné
statistické predpoklady. Ekonomicky ptistup fikd, ze trend je diktovan ekonomickym
modelem, preferencemi vyzkumnika nebo formulovanym a feSenym problémem a chéape
trendovou a cyklickou slozku za neodd¢litelné, podl€hajici stejnym vliviim a vyvoji v Case.
Pii analyze pracuje rustovy cyklus s o€iSténymi detrendovanymi hodnotami proménnych.
Smyslem je pak identifikace fluktuace cyklické slozky casové tady proménné kolem
dlouhodobého trendu. Mezi tyto techniky fadime modely obvyklych deterministickych a
stochastickych trendti vychézejicich z ekonomické teorie jako je napi. Hodrick-Prescottiv
(HP) filtr, Baxtertv Kingtv (BK) filtr.

Cilem ptedkladaného piispévku je analyzovat vliv hodnoty vyhlazovaciho parametru

A Hodrick-Prescottova filtru na vysledny odhad trendu vyvoje ziskaného pomoci zminéného
filtru, a to jak z pohledu vyuziti v literatufe obecné doporucované hodnoty, tak z hlediska



odvozeni vlastni optimalni hodnoty. Pro empirickou analyzu byly zvoleny hodnoty HDP
v CR v letech 1996/Q1 - 2008Q4 jako ukazatele hospodaiského vyvoje zemé.

2. Metodika

Velmi ¢asto pouzivanou a populdrni metodou pfti analyze hospodaiského cyklu je pro
detrendovani Hodrick-Prescottiv (HP) filtr. Zakladni mySlenka spoc¢iva v rozkladu
nestacionarni ¢asové fady Y, kterd je k dispozici v obdobi t=1,..,T na trendovou a cyklickou
slozku. HP filtr je pfitom navrzen tak, aby pii extrakci trendu bral v avahu dvé kritéria, a to
velikost rezidui a miru vyhlazeni trendu. Upravme zépis regresniho modelu pro potieby HP
filtru nasledovné

Y=g +c, t=1,..,n,

kde g: oznacuje ristovou komponentu a ¢, cyklickou komponentu. Omezeni rastové
komponenty plyne z feSeni nésledujiciho problému, a to
. T 2 T 2
rmn{gr}{:l Z ,:](Yt - gt) + Z tzll(gﬁl - gz)_ (gz - gt-l)] >

kde cyklicka komponenta ¢, = Y, - g, ptedstavuje odchylky od dlouhodobého trendu a jeji
hladkost je méfena prostiednictvim kvadratu druhych diferenci. Parametr A je kladné Cislo,
které penalizuje variabilitu riastové slozky. Je-li A=0, pak feSeni vySe uvedené minimaliza¢ni
ulohy vede k tomu, Ze trendova slozka je shodna s ptivodni fadou. Pokud naopak A — oo, je
kladena v¢€tsi vaha na druhy Clen a g, se pfiblizuje k linedrnimu trendu.

Jak ukéazal Harvey a Jager (1993) v nekonecné verzi lze HP filtr interpretovat jako
optimdlni linearni filtr trendové komponenty. King a Rebelo (1993) uvadéji, ze komponenta
hospodaiského cyklu a druhd diference ristové komponenty musi mit stejnou reprezentaci
klouzavych priméra pro HP filtr, aby byl linedrnim filtrem, ktery minimalizuje stfedni
kvadratickou chybu. Tedy, aby tento filtr minimalizoval chybu

MSE= (UT)Y | (ets(c)-¢,)’, (4)
kde ¢, je skutecna cyklicka slozka a est(c,) je jeji odhad.  Hodrick and Prescot zjistili, Ze
jestlize jsou cyklickd komponenta (c,) a druha diference rastové komponenty (A’g,) identicky
nezavisle normaln¢ rozlozené typu c¢, ~ N (0,0 f) , Mg, ~N (0,0 2], pak nejlepsi vybér
vyhlazovaciho parametr A, ve smyslu minimalizace MSE, je A = 0 2o j . V. mnoha studiich je

doporucovanou hodnotou A=1600 pro c¢tvrtletni periodicitu dat, naptiklad Ahumada,
Garegnani (1990), Guy (1997), Hodrick-Prescott (1980) a dalsi. Na zéklad¢ vySe uvedeného
formulujme vlastni pomocné kritérium pro nalezeni optimalni hodnoty vyhlazovaciho
parametru A.

M¢jme vstupni ¢asovou fadu pozitivnich hodnot Y, t=1/,..,n, mnoZinu hodnot
vyhlazovaciho parametru A oznagenou jako L = [100/ n;1000n] a indexovou mnoZzinu
I= [1,...,k] , kde k je pocet prvkid mnoziny L. Pak pro kazdé L; [/ L, i [J] miZeme vypocitat
Hodrick — Prescottliv odhad ristové a cyklické slozky ¢asové fady Y. Necht cyklicka slozka
¢, a druha diference ristové slozky g, (4’g) jsou identicky nezavisle normélné rozloZené

proménné, ¢, ~ N (0,0 2 ), A?g, ~N|\0,0 ;. Pak optimalni hodnota vyhlazovaciho parametru
A je ta, pro kterou plati
Np=02/02< Li=a2/0}, prolil[

kde rozdil d = |L, -0 /0 2|<100/n.



3. Empiricka ¢ast

Pro empirickou analyzu byly zvoleny sezonné ocisténé absolutni hodnoty HDP ve
ctvrtletni frekvenci v obdobi 1996/Q1 - 2008Q4, které budou pied analyzou transformovany
pfirozenym logaritmem, nebot’ ristové charakteristiky 1épe vystihuji povahy cykli. Vstupni
hodnoty jsou zobrazeny na obr. 1. Trend vyvoje hodnot HDP a primyslu bude nejprve popsan
HP filtrem shodnotou vyhlazovaciho parametru A=1600. Poté bude proveden odhad
optimalni hodnoty vyhlazovaciho parametru na zéklad¢ pravidla odvozeného v piedchozi
Casti prispévku a opét odhadnut trend vyvoje zvoleného ukazatele pomoci HP filtru
s optimalni hodnotou Ay Vysledné odhady trendu vyvoje budou v zavéru graficky
zobrazeny.
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Obrazek 2: Odhad M\, pro HDP

V piipadé¢ HDP byla odhadnuta optimalni hodnota vyhlazovaciho parametru A,,=70
(obr. 2). Pro zjisténou optimalni hodnotu parametru byl nasledné proveden odhad trendu
vyvoje HDP pomoci HP filtru. Vysledné odhady trendu vyvoje HDP pro hodnoty A=1600 a
A=70 jsou zachyceny na obr. 3.
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Obrazek 3: Odhad trendu vyvoje HDP s hodnotami A=1600 (hp1600) a A,,=70 (hp70)

V piipad€ hodnot HDP lze fici (obr. 3), Ze vysledny odhad s optimalizovanou hodnotou
Aoy se oproti odhadu s hodnotou pievzatou z literatury (A=1600) lisi. Jak je z obr. 3 patrné,
v obdobi 1996/Q1 — 2000/Q1 odhad s optimalizovanou hodnotou zachytil fazi mirného
poklesu nasledovanou fazi mirného riistu hodnot HDP. Rovnéz v obdobi 2002/Q1 — 2008/Q1
odhad s optimalizovanou hodnotou reflektoval na mirny konvexni rist nasledovany po roce
2005/Q2 mirnym konkdvnim rdstem. Odhad s pfevzatou hodnotou toto chovani nepostihl.
Ptestoze jsou rozdily v obou odhadech na prvni pohled malé¢, mizeme fici, Ze dynamika
datového souboru je Iépe zachycena odhadem s optimalizovanou hodnotou, zatimco hodnota
pievzata z literatury muaze mit tendence k ptrehlazeni vysledného odhadu. Ziskany rtstovy
cyklus detrendovanim bez optimalizace vyhlazovaciho parametru by tak mohl vést ke
zdanlivé cyklicnost. Mechanické ptevzeti hodnoty vyhlazovaciho parametru se tak jevi jako
nedostacujici.

4. Zavér

Predkladany prtispévek se zabyval vlivem vyhlazovaciho parametru A Hodrick-
Prescottova filtru na vysledny odhad trendu vyvoje ziskaného pomoci zminéného filtru, a to
jak z pohledu vyuziti v literatuie obecné doporucované hodnoty, tak z hlediska odvozeni

vlastni optimalni hodnoty. Pro empirickou analyzu byly zvoleny hodnoty HDP a primyslové
vyroby v CR v letech 1996/Q1 - 2008Q4 jako ukazatele hospodaiského vyvoje zemé.

Pro porovnéni vlivu parametru byl proveden odhad trendu vyvoje HDP
s doporuc¢ovanou hodnotou A=1600. Nasledn¢ byly pomoci pravidla odvozené¢ho na zakladé
podilli rozptyli jednotlivych slozek HP filtru odhadnuty optimélni hodnoty parametru pro
HDP A,,=70. Zjisténa optimalni hodnota se vyznamnym zptsobem lisila od doporu¢ované
hodnoty A=1600. V piipadé HDP empiricka analyza dospiva k zavéru, ze trend vyvoje
popsany pomoci HP filtru s optimalizovanou hodnotou vystihuje pfesnéji charakter dat.

Na zéklad¢ provedené¢ empirické analyzy lze konstatovat, Ze mechanické ptevzeti
vyhlazovaciho parametru A=1600 Hodrick-Prescottova filtru pro ctvrtletni data muze
zpusobit ptrehlazeni vysledného odhadu, ¢imz mtze dojit k potlaceni informaci obsazenych v
datovém souboru. V porovnani s timto navrhované kritérium optimalizace umoZziuje najit



hodnotu vyhlazovaciho parametru, pro ktery vysledny odhad trendu zpravidla Iépe vystihuje
charakter datového souboru a umoziuje ziskani presnéjSich hodnot pro dalsi analyzu.

Piedkladany piispévek vznikl za podpory vyzkumného zaméru ,,Ceskd ekonomika
v procesech integrace a globalizace a vyvoj agrarniho sektoru a sektoru sluzeb v novych
podminkach evropského integrovaného trhu.
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Princip analyzy rozptylu a jeho dalsi vyuziti
Principle of analysis of variance and its further utilization

Rezankova Hana

Abstract: The paper focuses on the utilization of R-square measure and F statistic known
from analysis of variance. The principle of R-square measure is applied in case of asymmetric
dependency not only for quantitative continuous dependent variable but also for other types of
dependent variables (quantitative discrete, nominal, ordinal). However, the suitable variability
measures should be used. For ordinal variable, the principle of analysis of variance is applied
when mean ranks of values in groups created according to categories of explanatory variable
are investigated. Further, modified analysis of variance is used in regression analysis.
Moreover, for evaluation of quality of clusters as results of cluster analysis methods, R-square
measure, pseudo F statistic and some other measures based on sums of squares (between
clusters and within clusters) are applied. It serves for cluster number determination.

Key words: R-square measure, F statistic, asymmetric dependency measures, variability of
nominal variable, Kruskal-Wallis test, regression analysis, cluster number determination.
Klicova slova: R-kvadrat mira, F statistika, miry asymetrické zavislosti, variabilita nominélni
proménné, Kruskaltiv-Wallistv test, regresni analyza, uréovani poctu shluk.

1. Uvod

V souvislosti s redukei vyuky kvantitativnich metod na nékterych vysokych skolach
v CR jsou stale ast&jsi diskuze na téma, které statistické metody jsou zakladni, o kterych by
studenti méli slySet (a v idedlnim ptipadé se ptislusnou latku také naucit), a které naopak jsou
zbytecnych ,,pfepychem® a jen studenty ,,zatéZzuji“. Takova je i1 situace na Vysoké Skole
ekonomické v Praze, kdy byla vyuka statistiky v tzv. celoskolnim zakladu zredukovana na
pouhy jeden semestr z ptvodnich dvou semestrti. Usp&$ni studenti se vyjadiuji, ze latka neni
tézka, ale ze je ji na jeden semestr mnoho. Proto kazdoroéné probihaji na katedfe statistiky a
pravdépodobnosti diskuze, ktera ¢ast z vyucované latky by se mohla vynechat, aniz by to bylo
na ukor navazujicich problematik. V letoSnim roce byla ,,na pofadu analyza rozptylu, coz
bylo inspiraci pro tento prispévek. V dalsim textu bude pozornost vénovana tlohdm s jednim
faktorem (v celoSkolné€ povinném predmétu je zatfazena pouze jednorozmeérna tiloha).

2. Jednorozmérna analyza rozptylu s jednim faktorem

Analyza rozptylu je v programovych systémech znama jako metoda ANOVA (4nalysis
of Variance). Uvazujme skupiny urcitého ukazatele, napiiklad trzby v prodejnach obchodniho
fetézce (za stanovené obdobi) roztiidéné podle kraji. Zajima nds, zda jsou primérné trzby
v jednotlivych krajich pfiblizné stejné, nebo zda se liSi. Pfedpoklddame, ze udaje nejsou
v centralni databazi a prodejen je mnoho, proto provedeme jejich ndhodny vybér o rozsahu n.
K dispozici jsou tedy hodnoty proménné #zby (dale Y) rozttidéné podle krajt.

Chceme provést test o shodé stfednich hodnot. Pro jednoduchost ptredpokladejme, Ze
jsou splnény predpoklady pro pouziti analyzy rozptylu, tj. hodnoty ve skupinach jsou vybéry
z normalniho rozdéleni se stejnym rozptylem (jednim z argumentl pro vynechani analyzy
rozptylu z vyuky byl pravé tidky vyskyt takové ideédlni situace v redlnych ekonomickych
ulohéach). Nulovou hypotézu zapiSeme ve tvaru Ho: g =p. =... = W, kde p,je ofekavana
(stfedni) hodnota trzby v i-tém kraji a k je pocet kraji. Alternativni hypotéza je jeji negaci, tj.
H,: non H,.

K testu se pouziva statistika F, kterd ma za piedpokladu platnosti nulové hypotézy F
rozdéleni s pocty stupiili volnosti (k— 1) a (n — k). ZapiSme si tuto statistiku ve tvaru
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kde S(Y)u je meziskupinovy soucet ctverct a S(Y)y je vnitroskupinovy soucet Ctverct, y; je
trzba zjisténa u j-tého objektu v i-tém kraji, y; je primérna trzba prodejen v i-tém krajia ¥ je
prumérna trzba vSech Setfenych prodejen.

3. Zkoumani asymetrické zavislosti

Na zaklad¢ zjisténych trzeb si miizeme polozit otdzku, zda trzby zéavisi na kraji.
Proménna kraj (dale X) je v tomto ptipad€ vysvétlujici (neboli faktor) a proménnd trzby (Y)
vysvétlovana. Jde o zavislost asymetrickou (jednosmérnou, jednostrannou), nebot’ opacny
vztah nemé v daném kontextu smysl. Proménna X statisticky plisobi na ¥, jestlize se zménami
hodnot proménné X se méni statistické vlastnosti rozdéleni hodnot proménné Y (viz [3]). To
znamena, ze zamitneme-li nulovou hypotézu o shodé stiednich hodnot, svéd¢i to o zavislosti
proménné Y na proménné X.

Soucasti zkoumani zavislosti byvd ohodnoceni jeji intenzity. Pfi analyze rozptylu se
vychéazi zrozlozeni celkového souctu ctvercti S(Y), tj. souctu druhych mocnin odchylek
jednotlivych hodnot od celkového primeéru, na soucet meziskupinového a vnitroskupinového
souctu Ctverct, tj. S(Y) = S(Y)u + S(Y)y. Intenzita zévislosti se posuzuje na zakladé pomeru
determinace, ktery vyjadiuje podil meziskupinové variability na celkové variabilité, tj.

2= 5@y _ SH)- SH),
S(Y) S(Y)
Bud’ se pouziva ptimo tato mira R-kvadrat, nebo jeji odmocnina, viz téz [1] a [7].

Proti navrhu nezatfazovat analyzu rozptylu do vyuky zékladniho kurzu z davodu obtizné
splnitelnosti predpokladii pro F test lze uvést, ze v praxi se miry zavislosti kvantitativni
proménné na proménné kategorialni pouzivaji bez ohledu na to, zda lze provést samotny test.
Ptikladem je zatazeni druhé odmocniny z poméru determinace pod nazvem koeficient | jako
jedné z mér zéavislosti pocitanych na zékladé cetnosti v kontingencni tabulce v nékterych
programovych systémech. Vyjdeme-li z vyjadieni variability pomoci rozptylu s*(Y), pak
s pouzitim sdruzenych Cetnosti n; a marginalnich Cetnosti n;; a n; miZeme vzorec zapsat jako
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kde r je pocet kategorii fadkové proménné (tj. vysvétlujici X) a s je pocet kategorii sloupcové
proménné (tj. vysvétlované Y); odvozeni vzorce viz [4].

Vyse uvedeny princip méfeni intenzity asymetrické zavislosti se vyuziva i v ptipade,
pokud je vysvétlovana proménnd Y nominalni (jeji kategorie nelze usporadat podle velikosti).
V tomto piipadé se ovSem jeji variabilita (mutabilita) vyjadiuje pomoci specialnich meér.
Obecné 1ze vzorec (2) zapsat jako

_var(Y,X) _ var(Y)- var(Y|X)

= 4
nx var(Y') var(Y)
Uvazujme tfi miry variability podle [3]. Prvni z nich je variacni pomér ve tvaru
W(Y) =1 - ny,/n, ©)



kde ny, je cetnost modalni kategorie. Dosazenim do vzorce (4) s vyuzitim symboliky pro
kontingen¢ni tabulku dostavame koeficient A ve tvaru

r n‘+ r
V(Y) - Z l; V(Y|xi) Z niMo T n, Mo (6)
)\ - i=1 - i=1 )
Y v(Y) n- N,

kde n,,, je Cetnost modalni kategorie v i-tém tadku (odpovidajici i-té kategorii proménné X),
obdobné 7, je ¢etnost modalni kategorie zjis§téné na zéklad¢ vSech hodnot znaku Y.

Druhou mirou variability je Giniho mira mutability, nazvana v [3] jako nominalni
variance (nomvar). Pocita se podle vzorce

2 .
nomvar(Y)=1- zk @ﬂ@ = — =L (7
mun

kde k je pocet kategorii sledované proménné. Dosazenim do vzorce (4) s vyuzitim symboliky
pro kontingen¢ni tabulku dostavame koeficient T ve tvaru

r n r s (ny - mij)Z
nomvar(Y) - z inomvar(Y|xi) nz Z L
1 = i=1 n - =1 j=1 it , (8)
T nomvar(Y) - z‘ 2
+J

7l
kde m; je ocekavana Cetnost v ptipad¢ nezavislosti, pocitana jako (n;[d.;)/n.

Tteti mirou je entropie vyjadiovana ve tvaru

no o nm

H(Y)=-) ~‘tIn-t. )
= nn
Dosazenim do vzorce (4) s vyuzitim symboliky pro kontingencni tabulku dostdvame
koeficient nejistoty (neurcitosti), neboli informacni koeficient (viz [3]) ve tvaru

r I n, ‘ Sy, oon,, LS on, N,
H(Y)' z niH(Y|xl.) - 2 n;*lnni_ Z Y n—L+ Iy
U = i=1 n = i=1 n n j= n n =1 j=1 n n (10)
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Uvedeny princip vyjadifovani intenzity zavislosti se pouziva také pro vzajemnou
zavislost. V ptipad¢ koeficientu lambda a koeficientu nejistoty lze na zdkladé¢ dvou
asymetrickych mér odvodit symetrickou miru. Odvozeni vySe uvedenych vzorci, vcetné
symetrickych mér, je uvedeno v [2] a [4]. Symetrické miry se pouZzivaji jako miry podobnosti
v metodéach vicerozmérné analyzy, jako je shlukova analyza nebo vicerozmérné Skalovani.

Porovnani nékterych statistickych programovych systému z hlediska implementace vyse
uvedenych mér je uvedeno v [5]. Vypocet koeficientu A je implementovan v systémech SAS,
SPSS a STATGRAPHICS, koeficientu T v systému SPSS, koeficientu nejistoty v systémech
SAS, SPSS, STATGRAPHICS a STATISTICA a vypocet koeficientu n v syst¢émech SPSS a
STATGRAPHICS.

Je-1i vysvétlovana proménna ordinalni, pak sice nepouzijeme F test o shod¢ stfednich
hodnot, ale mizeme pouzit n¢ktery z neparametrickych testii, naptiklad Kruskaliiv-Wallisuv.
Stejné jako se pii analyze rozptylu roztiidi hodnoty vysvétlované proménné do skupin podle
hodnot proménné vysvétlujici, tak se pii pouziti Kruskalova-Wallisova testu roztiidi potradi
hodnot vysvétlované proménné a zkoumaji se primernd potradi ve skupindch. Tento test 1ze
vyuzit 1 pro kvantitativni vysvétlovanou proménnou, pokud nejsou splnény piedpoklady pro
pouziti F testu v analyze rozptylu.



Intenzita zavislosti v ptipad¢ ordindlni vysvétlované proménné muiize byt vyjadiena opét
na zakladé vztahu (4). Jako miru variability lze pouZzit diskrétni ordinalni varianci (dorvar),

viz [3], ktera je zalozena na kumulativnich relativnich ¢etnostech P, = Z . tj.
F1

dorvar = Zi (P(1-P)). (11)

Vysledkem dosazenim do vzorce (4) je koeficient 3 ve tvaru

I- Pj\i)

dorvar(Y) - Zr %dorvar(ﬂxi) Zl Zl ”I: Pj‘,-(
=1 _ 1_ i=1 j=

B y‘ X = s (12)
dorvar(Y') Z P.(1-P))
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S dal§im vyuzitim principu analyzy rozptylu se setkdvame v regresni analyze, ktera
rovnéz zkouma asymetrickou zavislost. Analogicky s testovanim vztahu a méfenim intenzity
zavislosti uvedenymi vyse se v ramci regresni analyzy pouziva F test na soucasnou nulovost
vSech regresnich koeficientl (v pfipad€ pfimky test, Ze pfimka je rovnobéznd s osou X, tedy
shoda ocekavanych hodnot) a mira R-kvadrat (koeficient determinace) pro hodnoceni kvality
modelu. Pfi vyjadieni celkového souctu c¢tvercli jako souctu teoretického a rezidualniho
souctu Ctverctl, tj. S(Y) =S(Y)r+ S(Y)r, se konstrukce obou statistik provadi podle stejného
schématu s tim, Ze pii urCovani poctu stupiili volnosti se misto poctu kategorii vysvétlujici
proménné zohledniuje pocet parametriit modelu.

4. Aplikace na hodnoceni kvality shlukii

Kromé regresni analyzy se princip analyzy rozptylu aplikuje v rdmci metod shlukové
analyzy, a to jednak obecné pro hodnoceni kvality shlukl, jednak pro stanoveni jejich
optimalniho poctu. Zatadime-li objekty charakterizované vicerozmérnymi vektory pozorovani
do urcitého poctu shlukti, pak l1ze vytvofit proménnou obsahujici identifikace téchto shluku.
K dispozici je tak skupina vysvétlovanych proménnych a kategoridlni vysvétlujici proménna,
coz odpovidé vicerozmérné uloze analyzy rozptylu s jednim faktorem.

Na kvalitu shlukl 1ze usuzovat naptiklad pomoci R-kvadrat indexu, ktery se konstruuje
analogicky jako pomér determinace v jednorozmérné analyze rozptylu. Jde o podil
meziskupinové variability (charakterizované souctem c¢tverclh S)) na celkové variabilité
(vyjadiované souctem cCtverct Sc). Vzhledem k tomu, Ze plati vztah Sc= Sy + Sy, kde Sy je
soucet Ctverci, ktery charakterizuje vnitroskupinovou variabilitu, a tedy Sy = Sc— Sy, mize
byt R-kvadrat index (RSQ) vyjadien pomoci vnitroskupinové variability, tj.

_ S-S, zznl Z’: (= 30" - ;k f Z"] (v - Iu)’
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Il = R (13)
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kde ys je hodnota /-t¢ proménné zjisténa u i-tého objektu (obdobné y;), ¥, je prumérna

hodnota /-té proménné pocitana pro vSechny objekty, ¥, je primérna hodnota /-té proménné
pro objekty v A-tém shluku a n, je pocet objekt v A-tém shluku.

R-kvadrat index se pouZziva naptiklad pfi porovnani riiznych postupl pii hierarchické
shlukové analyze, jak je tomu v systému SAS, viz [8]. Pokud jde o problematiku poctu
shlukti, pak plati, Ze ¢im je pocet shlukd vétsi, tim jsou shluky vice homogenni, a tedy
hodnota poméru determinace je vyS$i. Z toho ditvodu se pro stanoveni optimélniho poctu
shlukti vyuZzivaji jiné kritéria.



Jednim z nich je SPRSQ (semipartial R-squared) index, ktery se pouziva pro stanoveni
vhodného poctu shlukii pii hierarchické shlukové analyze. Tento index reprezentuje pokles
hodnoty R-kvadrat indexu, zptisobeny spojenim dvou shlukd, tj.

[SPRSQ(k): [RSQ(k+ 1)- [RSQ(k)- (14)
Cim je hodnota SPRSQ indexu nizsi, tim mensi je zména meziskupinové variability (a tudiz i
vnitroskupinové). Mald zména indikuje, Ze spojenim dvou shlukli se wvnitroskupinova
variabilita zvysila malo, a Ze je tudiZ mensi pocet shlukl lepsSim vysledkem. Ze stanovené¢ho
intervalu poctu shlukl je nejvhodnéjsi takovy pocet, pro ktery hodnota SPRSQ indexu nabyva
minima.

Dals$im indexem inspirovanym analyzou rozptylu je pseudo F (PSF) index, zaloZzeny na
analogii s F statistikou. Podle jeho autori je oznacovan téz jako CHF (Calinského-
Habarasziiv F) index. Pocita se podle vzorce

SM
;L k-1 (- RS,
CHF SV (k' I)DSV s
n-k
v némz pouZzité symboly maji stejny vyznam jako u RSQ indexu. Vysoké hodnoty CHF
indexu indikuji dobfe oddélené shluky; hledd se tedy maximum v rdmci zadaného intervalu
poctu shluk.

Jinym indexem, ktery se v nékterych programovych systémech pouZziva pro stanoveni
poctu shlukti v ramci hierarchické shlukové analyzy, je index PTS (pseudo T-square), resp.
PST2. Tato pseudo T-kvadrat statistika hodnoti spojeni dvou shluk do jednoho na urcité
urovni shlukovani. Spojeni 4-tého a A'-tého shluku je hodnoceno pomoci vztahu

(15)

I = SM,hh’
St S, (16)
n,+tn, -2

kde Sy je mezishlukovy soucet Ctvercli a Sy, a Sy jsou vnitroshlukové soucty ctverc.
Graficky Ize zobrazit zavislost hodnot tohoto indexu na poctu shlukt. PTS index kvantifikuje
odliSnosti mezi dvéma shluky, které jsou v daném kroku spojovany. Je-li pro k shluki
hodnota indexu soucasn¢ vyssi nez pro (k— 1) a (k+ 1) shlukli (na kiivce je zifejmy ,,skok®),
pak vhodny pocet shluki je (kK + 1).

Pouze na vnitroskupinové variabilité je zalozen RMSSTD (Root Mean Square STandard
Deviation) index, ktery méti homogenitu vyslednych shluki. Vzorec je

[ S
Tevssto = m(ni K’ (17)

kde Sy je soucet ¢tvercu, ktery charakterizuje vnitroskupinovou variabilitu (viz RSQ index) a
m je pocet proménnych. Niz§i hodnoty indexu tedy indikuji lepsi rozdéleni objektl do shlukd.
Pii grafickém zobrazeni uzivatel usuzuje na optimalni pocet shlukt podle toho, kde se kiivka
Llame*“. Vnitroskupinova variabilita se uplatituje i v nékterych dalSich indexech.

Pokud jde o implementaci vySe uvedenych indexti v programovych systémech, pak se
tyto indexy pocitaji v ramci metod hierarchické shlukové analyzy pro pocty shluka od
jednoho (resp. dvou — podle kontextu) do zadaného maxima. Zobrazuji se jednak konkrétni
hodnoty pro pocty shluki od zadaného maxima do jednoho (SAS), jednak graf zavislosti
hodnot indexu na poctu shlukti (SAS, SYSTAT). RSQ index se pocita v systému SAS, stejné
jako SPRSQ index. Pseudo F index a pseudo T-kvadrat index se pocitd v obou systémech
(SAS 1 SYSTAT), RMSSTD index v syst¢ému SYSTAT. Pseudo F statistika se v systému SAS
pocitd pro zadany pocet shlukii také v rdmci metody k-primérd, podrobnéji viz [6]. Kromé
toho se v systému SAS pii metod¢ k-primért hodnoti zavislost kazdé z proménnych na nové
vzniklé proménné s & kategoriemi pomoci poméru determinace a dalSich charakteristik.



S. Zavér

Analyza rozptylu je jedna ze zdkladnich metod zkoumani asymetrické zavislosti.
Jednorozmérna analyza rozptylu sjednim faktorem je zaloZena na vyjadieni variability
vysvétlované proménné pomoci variability uvnitf skupin a mezi skupinami, které jsou
vytvofeny na zdkladé kategorii vysvétlujici proménné. Lze jednak testovat shodu
oc¢ekavanych hodnot ve skupinach, jednak ohodnotit vztah proménnych pomoci poméru
determinace. V praxi se vztah proménnych hodnoti i tehdy, nelze-li provést test z diivodu, ze
nejsou splnény predpoklady pro jeho pouziti. Analogicky lze miru zavislosti konstruovat pro
nomindlni i1 ordinalni proménnou s tim, Ze se pouzivaji specidlni miry variability. O vyznamu
nékterych mér svéd¢i jejich implementace v komer¢nich programovych systémech.

Princip vicerozmérné analyzy rozptylu sjednim faktorem se vyuzivd ke konstrukci
riznych indexii, pomoci nichZ se urCuje kvalita rozdéleni objektl (charakterizovanych
vicerozmérnymi vektory hodnot) do shlukt (skupin) jako vysledku nékteré z metod shlukové
analyzy. Toto vyjadieni kvality rozd€leni pak slouzi jednak k porovnani rtiznych metod,
jednak ke stanoveni optimalniho poctu shluki. Nékteré z indexi navrhovanych v literatute
jsou rovnéZ implementovany v komerénich programovych systémech.
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Prispevok k analyze subjektivnej chudoby v SR a CR
Contribution to the Analysis of Subjective Poverty in Slovak and Czech
Republic

Iveta Stankovicova, Jitka BartoSova

Abstract: The aim of this paper is to present ones of views of subjective poverty in Slovak
and Czech Republic. We used data from statistical survey EU SILC. The goal of this survey is
to obtain information on the distribution of income, the level and structure of poverty and the
social exclusion. The survey is being done in accordance to the Regulation No. 1177/2003 of
the European Parliament and the Council of Europe on the Community statistics on income
and living conditions. It is a harmonized survey, which has been carried out from 2005 in all
25 (27) EU member countries.

This survey treats the poverty as a multi-dimensional phenomenon. It traces the poverty
in relation to work, education and health; it notes the subjective opinions of households and
individuals and relates the poverty to the social exclusion. Thus, for the purposes of the
survey of basic dimensions of social exclusion, the data on primary and secondary needs of
households, on housing and expenditures of households have been inquired. These serve for
the calculation of indicators on the monetary and non-monetary poverty.

Key words: subjective poverty, statistical survey EU SILC 2007, Slovak Republic, Czech
Republic, system SAS

Krlacové slova: subjektivna chudoba, Statistické zistovanie EU SILC 2007, Slovenska
republika, Ceska republika, systém SAS

1. Uvod

Prispevok vznikol v procese zoznamovania sa s obsahom stborov tdajov vyberového
zistovania o prijmoch a Zivotnych podmienkach domacnosti EU SILC 2007. Tieto stibory dat
za Slovenskt a Cesku republiku tvoria udajovi zakladitu pre rieSenie dvoch vyskumnych
projektov:

* projektu VEGA 1/4586/07 snédzvom Modelovanie socialnej situdcie obyvatelstva

a domacnosti v Slovenskej republike a jej regionalne a medzinarodné porovnania, ktory

je rieSeny na Katedre Statistiky FHI EU v Bratislave pod vedenim prof. V. Pacdkovej,

« projektu GACR 402/09/0515 s nazvom Analyza a modelovini financniho potencidlu

Ceskych (slovenskych) domdcnosti, ktory je rieSeny na Katedre managementu informacii

FM VSE v Jindfichovom Hradci pod vedenim Dr. J. Barto$ove;.

2. Subjektivna chudoba

Na otdzku ¢o je chudoba existuji r6zne odpovede. Rovnako dolezité, ako povedat’, o
chudoba je, je odpovedat’ aj na otazku, ¢o chudoba nie je. Vel'mi Casto sa totiz za chudobu
vydava aj to, ¢o flou v skuto¢nosti nie je.

V zésade mozno rozliSit dva pristupy k vymedzeniu chudoby — objektivny a
subjektivny. Objektivny pristup definuje chudobu prostrednictvom urCitych kritérii,
tykajicich sa vacsinou prijmu alebo majetku Cloveka. Subjektivny pristup zistuje, ¢i sa
¢lovek sam citi chudobny, pocituje priznaky chudoby, respektive sam seba zarad’'uje do
kategorie chudobnych. Treba povedat’, ze subjektivny pristup z hladiska skuto¢nej chudoby



ni¢ neriesi. Iste, je dolezité, ako sa Clovek citi a vnima svoju realitu. Urcite je sociologicky
zaujimavé to skumat, zistovat’ a porovnavat, ale ni¢ ndm to nepovie o skutocnej chudobe.

V ramci objektivneho pristupu k zistovaniu chudoby treba rozliSovat’ pristupy absolutne
a relativne. Absolutne pristupy definuji chudobu cez urcitu pevne stanovenu hodnotu. Princip
absolutnej chudoby ju popisuje v terminoch prezitia, a odvolava sa teda na nevyhnutné
podmienky, ktoré zabezpecuju, aby ¢lovek nezomrel. Podl'a OSN (Kodan 2005) chudobny je
ten Clovek, ktory trpi hladom a podvyzivou, nema pristup k pitnej vode, hygienickym
zariadeniam ani k zdravotnej starostlivosti, ma obmedzeny alebo nijaky pristup k vzdelaniu a
informacidm. Okrem toho byva v neadekvatnych podmienkach, navySe v nezdravom
zivotnom prostredi a v ramci jeho socidlnej skupiny rastie imrtnost’.

Relativne pristupy definuju chudobu cez pomer k nieComu inému — priemernému
prijmu, medianu prijmu, rozlozeniu prijmovych skupin. Tento druhy koncept hovori o
relativnej chudobe, ktoru najlepSie vystihuje profesor Peter Townsend z London School of
Economics. Hovori, Ze jedincov, rodiny a skupiny v populadcii mozno povazovat za
chudobnych, ak im chybaju zdroje na zabezpecenie niektorych druhov stravy, zZivotnych
podmienok a vydobytkov, ktoré su zvycajné v spolo¢nostiach, do ktorych patria. Pri takomto
pristupe sa teda berie do ivahy aj stupeil rozvoja spolo¢nosti a pomery, ktoré v nej prevladaji.
Vyznam socidlneho kontextu na tematizovanie chudoby zdoraziuje definicia prijata
Eurépskou komisiou v roku 1984. Podl'a nej za chudobnych mozno povazovat’ osoby, rodiny
a skupiny osob, ktorych zdroje (materidlne, kultirne a socialne) st také obmedzené, ze ich
vylucuji z minimalne akceptovatel'ného spdsobu zivota ¢lenskych §tatov, v ktorych ziju.

Zvolené nastroje na meranie chudoby vyplyvaju z toho, akym spoésobom ju definujeme.
Mozno ju pritom merat’ prostrednictvom vysky prijmov, vydavkov na spotrebu, zivotného c¢i
existencného minima alebo aj pomocou subjektivnych vypovedi. Pri merani chudoby je preto
dolezité poznat’ preco, ako, ¢o a kto meria. Dévody, ktoré vedi k meraniu chudoby, do velkej
miery urcuju aj priebeh merania. Rozne ciele totiz mézu viest k roznym metédam merania,
teda aj k réznym vysledkom. Vyber konkrétnej metdody merania chudoby moze mat’ vézne
moralne a politické dosledky.

Vseobecne sa pri merani chudoby uplatituju tri pristupy. Profesiondlni experti Casto
vytvaraju tzv. budget standards a definuji nevyhnutny okruh tovarov a sluzieb pre rozne typy
domacnosti. Konsenzualny — ,,demokraticky* — pristup sa opiera o ndzory celej populacie,
nielen o ndzory expertov. Participativny pristup vychadza z presvedCenia, ze 'udia zazivajici
chudobu, su sami najlepSimi odbornikmi na tento problém a ich nazory by sa mali
zohladnovat’ v kazdej faze merania ¢i vyskumu o chudobe; nemali by teda byt’ len objektmi,
ale aj subjektmi vyskumného procesu.

V naSom prispevku pdjde o urcity participativny pristup k chudobe. Pokusime sa
analyzovat’ pocit chudoby na zdklade subjektivnych odpovedi respondentov vyberového
zistovania EU SILC na Slovensku a v Cechach.

3. Udaje EU SILC 2007

Ako vstupné data pre analyzu a vizualizaciu pocitu subjektivnej chudoby sme pouzili
udaje vyberového Zistovania o prijmoch a zivotnych podmienkach domacnosti EU SILC
2007. Zistovanie je realizované v zmysle Nariadenia ¢. 1177/2003 Europskeho parlamentu a
Rady EU a dopliiujuceho Nariadenia 1553/2005. EU SILC je roné vyberové zistovanie,
ktorého cielom je ziskat informdcie o rozdeleni prijmov, o urovni a Struktire chudoby a o
socialnom vyliceni v sledovanej krajine. K dispozicii sme mali udaje EU SILC 2007 zo
Slovenskej republiky (SR) aj Ceskej republiky (CR).

Jednotkami vyberu v EU SILC st hospodariace domacnosti a jej sucasni ¢lenovia.
Hospodariace domécnosti su tiez referen¢nou jednotkou zistovania. Hospodariace domacnosti
su definované ako sukromné domadacnosti tvorené osobami v byte, ktoré spolocne ziju a



spolocne hospodaria, vratane spolocného zabezpeCovania zivotnych potrieb. Za znak
spolo¢ného hospodarenia sa povazuje spolocnd uhrada zakladnych vydavkov domécnosti
(strava, uhrada ndkladov na byvanie, elektrina, plyn a pod.). Prijmové referenéné obdobie je
kalendarny rok, ktory predchadza roku zist'ovania t. j. rok 2006.

Statistické zistovanie EU SILC 2007 SR sa uskuto¢nilo na Slovensku v aprili 2007. Do
vyberu bolo zaradenych 5840 domécnosti a 12763 osdb. Miera ndvratnosti bola takmer 85%.
V stibore o domécnostiach (HFILE) sa aktudlne nachddza 4941 zaznamovych viet, Cize
vysetrenych domdacnosti. Zberu udajov sa zucastnilo vySe 400 opytovatel'ov, ktori navstivili
domacnosti v 308 obciach Slovenska. Pre EU SILC 2007 bol pouzity jednostupiiovy
stratifikovany vyber. Domaéacnosti sa vyberali proporciondlne jednoduchym nahodnym
vyberom. Oporou vyberu boli tdaje zo Scitania obyvatelov, domov a bytov 2001. Pri
aktualizacii opory vyberu sa pouzili informacie o ubytku, resp. prirastku (novopostavenych a
skolaudovanych) trvale obyvanych domov a bytov v krajoch v obdobi rokov 2001-2004 a
2004 -2006.

Statistické zistovanie EU SILC 2007 CR sa uskutoénilo v Cechach od 17. februara do
29. aprila 2007. Do vyberu bolo zaradenych 11611 hospodariacich domécnosti, ktoré zili v
11496 bytoch (¢ize viac domécnosti zije v jednom byte). Celkovo bolo vySetrenych 9675
domacnosti, ¢ize miera navratnosti bola 83,3%. Vyberovy plan bol zaloZzeny na ndhodnom
dvojstupiiovom vybere pre kazdy kraj nezavisle tak, aby celkovy pocet vybranych bytov bol
umerny velkosti jednotlivych krajov. Na prvom stupni boli na zéklade ,,Registru scitacich
obvodi*“ nahodne vybrané scitacie obvody, vo vybranych scitacich obvodoch bolo nésledne
na druhom stupni vyberanych 10 bytov. Pred vyberom scitacich obvodov bolo nutné oporu
vyberu upravit’ tak, aby mohli byt' do Setrenia zaradené aj sCitacie obvody s malym poctom
bytov a tak sa dosiahlo poZadovaného pokrytia celého izemia CR.

Definicie premennych v EU SILC a niektorych Statistickych mier (ukazovatel'ov)
z udajov pocitanych su nasledovné:

Celkovy disponibilny prijem domacnosti predstavuje prijem vypocitany ako suma
zloziek hrubého osobného prijmu vSetkych ¢lenov domacnosti plus zlozky hrubého prijmu na
urovni domécnosti (napr. prijem z prendjmu majetku, prijaté transfery od inych domacnosti)
minus pravidelné dane z majetku, pravidelné platené transfery medzi doméacnostami (napr.
vyzivné, pravidelnd penaznd pomoc od inych domécnosti), dait z prijmu a prispevky na
socialne poistenie.

Ekvivalentna skdla je Skala koeficientov pouzitd na vypocet indikatorov chudoby v
sulade s metodikou Eurostatu, tzv. modifikovana skala OECD, kde koeficient 1 sa pouzije pre
prvého dospelého ¢lena domacnosti, 0,5 pre druhého a kazdého dospelého ¢lena domacnosti,
0,5 pre 14-ro¢nych a starSich a 0,3 pre kazdé dieta mladSie ako 14 rokov. Pouziva sa na
vypocet ekvivalentnej vel'kosti domacnosti.

Ekvivalentny disponibilny prijem je disponibilny prijem domadacnosti vydeleny
ekvivalentnou velkostou domadcnosti. Tento prijem je potom priradeny kazdému clenovi
domadcnosti. Podla vysledkov EU SILC 2007 SR bol ekvivalentny disponibilny prijem
domécnosti na osobu a na rok 163 tis. Sk (t.j. na mesiac 14 096 Sk). V porovnani s rokom
2005 ekvivalentny disponibilny prijem na osobu a mesiac vzrastol v roku 2006 o 2 334 Sk.
Priemerny &isty prijem na osobu v CR dosiahol 118 tis. K& (roéne).

Median ekvivalentného disponibilného prijmu je hodnota ekvivalentného disponibilného
prijmu, ktord rozdel'uje subor podl'a vysky prijmu na dve rovnako pocetné Casti podla poctu
0s0b.

Hranica rizika chudoby je hodnota hranice rizika chudoby (60% medianu narodného
ekvivalentného prijmu) v Sk (resp. K¢), v prepocte na paritu kiipnej sily a na Euro. V SR je to
asi 7 tis. Sk na mesiac a v CR je to zhruba ¢iastka 8 tis. K& mesaéne.



Miera rizika chudoby predstavuje podiel osob s ekvivalentnym disponibilnym prijmom
pod hranicou 60 % narodného medianu ekvivalentného prijmu. Podla vysledkov EU SILC
2007 SR bolo v roku 2006 ohrozenych rizikom peitiaznej (monetdrnej) chudoby 10,7 %
obyvatel'ov Slovenska. Oproti roku 2004 sa miera rizika chudoby znizila o 2,6 percentualneho
bodu a v porovnani s rokom 2005 poklesla 00,9 percentualneho bodu. V CR pefiaznou
chudobou bolo ohrozenych celkom 995 tis. 0sob (t.j. 9,76 % zo vSetkych osdb) a v podstate sa
tento podiel oproti roku 2005 nezmenil.

Rozptyl okolo hranice rizika chudoby je percentudlne vyjadrenie poctu oséb z celej
populacie, ktorych ekvivalentny disponibilny prijem je nizsi ako 40%, 50% a 70% medianu
ekvivalentného disponibilného prijmu.

Pomer prijmov horného a dolného kvintilu (S80/S20) je podiel sumy prijmov 20% osdb
z populacie s najvys§imi prijmami (horny kvintil) k podielu sumy prijmov 20% o0s6b z

Gini koeficient je suhrnna miera kumulativneho podielu ekvivalentnych disponibilnych
prijmov  zodpovedajuceho  kumulativnemu percentu poctu jedincov. Vyjadruje
nerovnomernost’ prijmového rozdelenia. Na Slovensku bola hodnota Giniho indexu 24% (.
2006) av Cechach je to podobné ¢&islo, 25% (r. 2005). Nase krajiny patria medzi $taty
s pomerne rovnomernym rozdelenim prijmov (vid® Lorenzove krivky, Obrazok 1). Vysoké
hodnoty tohto indexu mali napr. USA (45, r. 2007), UK (34, r. 2005), ale aj Bosna
a Hercegovina (56, r. 2007). Naopak nizke hodnoty dosahuju napr. Svédsko (23, r. 2005),
Dansko (24, r. 2005) ale aj Chorvatsko (29, r. 2008)a Slovinsko (24, r. 2005).

Relativny pomer medianu prijmov oséb vo veku 65+ je definovany ako pomer medianu
ekvivalentného disponibilného prijmu os6b vo veku 65+ k medidnu ekvivalentného
disponibilného prijmu 0s6b vo veku 0-64.

Agregovany pomer kompenzacie je pomer medianu osobného prijmu z dochodkov osob
v dochodkovom veku, t. j. vo veku 65-74 rokov k medianu osobného prijmu zo zamestnania,
resp. podnikania osdb vo veku 50-59 rokov.
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Obrdzok 1 Lorenzove krivky celkovych disponibilnych prijmov domdcnosti v SR a CR

4. Pouzité premenné z EU SILC 2007 pre analyzu pocitu chudoby

Pre vizualiziciu a analyzu pocitu chudoby na Slovensku av Cechach sme pouzili
vybrané¢ premenné z EU SILC 2007 v SR a CR. Na vypocty a tvorbu grafov sme pouzili
systém SAS Enterprise Guide verziu 4.1 a tiez SAS Enterprise Miner 5.3.

Premenné z EU SILC 2007 SR a ich definicie:

* HS120 - schopnost’ vystacit' s peniazmi. Ide o odhad respondenta, na akej Grovni sa
nachadza jeho domacnost’ v suvislosti so schopnostou vystacit' s peniazmi. V stvislosti




s celkovym mesaénym prijmom domdcnosti bolo potrebné posudit’, s akym stupfiom
tazkosti sa domacnost’ vyrovnava s platenim zvycajnych vydavkov. Pod zvyCajnymi
vydavkami sa rozumeli vydavky domdacnosti na stravu, ndjjomné, thradu za elektrinu,
plyn, atd’.. (V datach CR premenna VYCHAZELA.)

Tabul’ka 1 Kodovanie hodnot premennych HS120 a VYCHAZELA

Kod hodnoty | Popis hodnét HS120 Popis hodnét VYCHAZELA
1 s vel'kymi tazkost'ami s velkymi obtizemi
2 s tazkostami s obtizemi
3 s ur¢itymi tazkost'ami s mensimi obtizemi
4 pomerne 'ahko docela snadno
5 lahko snadno
6 vel'mi 'ahko velmi snadno

cwvwvr

domacnosti mal odhadnut’ sumu podl'a vlastného chépania pojmu ,,vystacit’ s peniazmi*.
Otéazka sa zodpovedala v suvislosti so si¢asnym zloZzenim domécnosti a so suasnymi
vydavkami. (V datach CR premenna MIN_PRIJ.)

HY010 - celkovy hruby prijem domacnosti (Sk za rok).

HY020 - celkovy disponibilny prijem domacnosti (Sk za rok).

HY022 - celkovy disponibilny prijem domécnosti pred socidlnymi transfermi inymi ako
starobnymi davkami a ddvkami pre pozostalych (Sk za rok).

HY023 - celkovy disponibilny prijem domdacnosti pred socialnymi transfermi vratane
starobnych davok a davok pre pozostalych (Sk za rok).

HX050 - ekvivalentna velkost domacnosti. Pre vypocet ekvivalentnej velkosti
domacnosti sa pouzila OECD modifikovana Skala (vahy 1 pre prvého dospelého Clena
domacnosti, 0,5 pre kazdého d’alSieho dospelého Clena a 0,3 pre diet'a mladsie ako 14
rokov). (V datach CR premenna EJ.)

HX100 - ekvivalentny disponibilny prijem domadcnosti. Ekvivalentny disponibilny
prijem sa vypocita tak, ze disponibilny prijem domacnosti (HX023) sa vydeli
ekvivalentnou velkostou domécnosti (HX050) (v Sk za rok). Tymto postupom ziskame
aj zaporné hodnoty, lebo premennd HY023 moéze nadobudat’ aj nekladné hodnoty. Pre
d’al$ie analyzy by bolo vhodné zdporné hodnoty vynechat' (je to len 8 domdcnosti
v celom subore HFILE, t.j. po prepocitani na populaciu to predstavuje 0,2% domacnosti
SR). Je mozZné tieZ nahradit’ zaporné cCisla hodnotou 0, ktord by znamenala, Ze tieto
domacnosti st v hmotnej nidzi. (V datach CR 2005 premenna EU_PRIJ, v datach CR
2007 sa priamo nenachadza.)

DB090 - prierezové vahy domacnosti. Pouzivaji sa na vyvodenie zaverov tykajucich sa
zakladného suboru sukromnych domacnosti na narodnej a eurdpskej tirovni. (V datach
CR premenna PKOEF.)

Premenné z EU SILC 2007 CR a ich definicie:

VYCHAZELA domacnost vychazela spiijmy. (V datach SR premenna HS120.
Kodovanie hodnoét je rovnaké (vid’ Tabulka 1)).

MIN_PRIJ - subjektivni minimalni pfijem - vlastni odhad (v K¢ za mésic). (V datach
SR premenna HS130.)

HPRIJMY - hrubé penézni piijmy (v K¢ za rok). (V datach SR premennd HY010.)
CP_PRIJ - Cisty penézni piijem domacnosti (v K¢ za rok).

EU_PRIJ - ¢isty disponibilni piijjem domacnosti dle def. EU (v K¢ za rok). (V datach
SR pravdepodobne analogicka premennd HX100. Poznamka: Této premennd sa
vyskytovala v ¢eskych datach EU SILC len v roku 2005 a v roku 2007 uZ nie. Pre naSu



analyzu sme tuto premennu vytvorili ako podiel €istého peniazného prijmu (CP_PRIJ)
a poctu spotrebnych jednotiek podl'a def. EU (EJ)).

* PKOEF - piepocitaci koeficient pro piepocet vysledkii z vybéru na cely soubor
v populaci.

* SJ - pocet spotiebnich jednotek - def. OECD. Soucet za jednotlivé osoby v domacnosti;
vyse spotiebni jednotky pro jednotlivé osoby zavisi na slozeni domacnosti a véku déti:
1,0 - osoba v ¢ele domacnosti, 0,5 - déti ve véku 0 az 13 let, 0,7 - ostatni déti a osoby.

* EJ - pocet spottebnich jednotek - def. EU. Soucet za jednotlivé osoby v domacnosti;
vyse spotiebni jednotky pro jednotlivé osoby zavisi na slozeni domacnosti a véku déti:
1,0 - osoba v cele domacnosti. 0,3 - déti ve véku 0 az 13 let, 0,5 - ostatni déti a osoby.
(V datach SR premennd HX050.)

5. Vysledky porovnania subjektivnej chudoby v SR a CR a ich vizualizacia

Na zaklade popisnych Statistik (Tabulka 2) je zrejmé, ze v SR mame vySe 1,9 mil.
domacnosti av CR je to viac ako 4 mil. domacnosti. Zistili sme, Ze¢ na Slovensku si
domécnosti poéetnejsie ako v Cechach. Premenna HX50 — ekvivalentna velkost’ domacnosti
podla metodiky EU v SR nadobuidala hodnoty 1 aZ 6,8 (priemer 1,8) a v CR porovnatelna
premenna EJ len hodnoty 1 az 4,9 (priemer 1,7). Neprepocitané pocty osob v domécnostiach
sa pohybovali v intervale 1 az 15 osdb na Slovensku (HX070, priemer 2,8) a1 az 10 osob
v Cechach (OSOB, priemer 2,5). V Cechach maju rodiny aj niz§i podet deti, maximalne 8
(DETTI - priemer 0,6 a DETI _EU — priemer 0,6), kym na Slovensku maximalne az 9 (HX090,
priemer 0,7).

Zakladné charakteristiky prijmov domacnosti v SR a CR uvadzame v prehl'adne;
tabul’ke (Tabulka 2) a tak si Citatel mdze urobit’ prehlad sam. Aby sme odstranili urcité
skreslenia popisnych Statistik zdat SR, tak sme zo suboru odfiltrovali zaporné cisla
premennej HX100 (8 hodndt, t.j. 0,2% domacnosti SR) a tieZ hodnoty nad 400 tis. Sk (94
hodnét, t.j. 2,1% domacnosti SR). Tieto extrémne vysoké prijmy v sibore domécnosti SR
dosahovali priemernti hodnotu 584 tis. Sk. Po filtracii dat uvedenym postupom premenna
HX100 - ekvivalentny disponibilny prijem domécnosti nadobudal hodnoty z intervalu 1600 az
397762 Sk (Tabulka 3).

Tabulka 2 Popisné statistiky vybranych premennych o prijmoch domdcnosti v CR a SR

&gt . . Lower . Upper Coe_ff .°f
Stat | Variable | Mean | Std Dev| Min Max N Quartile Median Quartile Var:1at|o
erR | YPRUM | 355117 | 289950 | 16277 | 809733 14038483 | 182400 | 291552 | 452508| 816
¢rR | SP-PRU| 207627 208846 | 16254 %9101 4038483 | 170630| 253446 | 374469| 702
¢r |TU-PRU| 173215 105745| 11680 2651921 4038483 | 117600| 149383| 202873|  61.0
¢R |1N-PR1 10054| 9892| 3000| 99999(4038483| 13000| 19000| 25000| 496
SR |HY010 | 339032| 241752 0| 204341 1907168 | 166080 | 285360| 447100|  71.3
SR |HY020 | 291515| 190884 | -1870 215858 1907168 | 152637 | 251226| 378755| 5.5
SR |Hvo22 | 270654 | 189797 |-25000 | 2'%9%0 | 1907168 | 120500 | 225187 | 356780|  70.1
SR |HY023 | 206611 210192|-35000 | *'3%%0 1907168 0| 173506| 327810| 1017
SR |Hx100 | 160203| 93191| -7480 211768 1907168 | 110190| 140872| 186234|  58.2

SR | HS130 29318 17009 | 2000 | 400000 [ 1902045 18000 | 25000 | 40000 58.0




Tabul’ka 3 Popisné Statistiky vybranych premennych o prijmoch domdcnosti SR po upravach suboru

&gt . . Lower . Upper Coe_ff .°f
Stat | Variable| Mean | Std Dev| Min Max N Quartile Median Quartile Var:1at|o
SR | HY010 | 324725| 208164| 1600 | '>0701 1903411 164182 | 280234| 437000 64
SR | HY020 | 280466| 165306| 1600 '224%)| 1903411 451160 | 248014 370988 59
SR | HY022 | 259958| 164715 -25000 | 1224%7| 1863411 428664 | 222117 350221 63
SR | HY023 | 195044 | 18758435000 | 100431 190341 0| 169738| 321115 9
SR | HX100 | 151463 60930| 1600 |397762| 9% | 109795| 139919 182175 40
SR | Hs130 | 20096| 16101| 2000|330000| '®°%40 | 18000| 25000| 38000 55

Rozdelenie domacnosti v SR a CR podla otazky, ktora zachytava subjektivny pocit
chudoby (Tabulka 4, premenné HS120 a VYCHAZELA), nebolo vyznamne rozdielne na
hladine vyznamnosti 0,1. Vyslednd p-hodnota chi-kvadrat testu bola 0,07. V stbore
domacnosti SR bolo 8 neudanych odpovedi na tato otazku, preto sa thrnny pocet domacnosti
(suma stipca N) v tabulke 6 1i§i od celkového poétu domacnosti (N) v tabulkach 3 a 4.
Zaujimavé je, ze v subore Ceskych domacnosti sa chybajuce odpovede nevyskytovali.

Zda sa nam dalej vhodné prekodovat’ pocet moznych odpovedi na otazku o pocite
chudoby zo 6-tich odpovedi na dve, a tak vytvorit’ binarnu premennu. Je dobré zIucit’ prvé tri
odpovede a vytvorit’ kategoriu 1 ,,subjektivne chudobnych* domacnosti a zIluc¢it' odpovede 4
az 6 a vytvorit kategoriu 0 ,,subjektivne nechudobnych® domécnosti. Zistujeme, Ze na
Slovensku mé pocit chudoby az 77,4% a v Cechach ,,len” 63,3% domacnosti (Tabul’ka 4).

Vyrazné rozdiely st aj v odpovediach o vySke potrebnej sumy prijmu na mesiac pre
domacnost’ (HS130, MIN_PRIJ). Na Slovensku sa hodnoty pohybovali v rozmedzi 2 az 400
tis. Sk, resp. maximalne do 330 tis. Sk v odfiltrovanych datach a priemernd hodnota bola
zhruba 29 tis. Sk (Tabul’ka 2 a Tabulka 3, premenna HS130). V Cechach sa odpoved’ na
otazku o miniméalnom prijme pohybovala medzi 3 az 100 tis. K¢ s priemernou hodnotou skoro
20 tis. K¢ (Tabulka 2, MIN PRIJ). Variabilita odpovedi na tito otazku je vysoka (vid
Obrazok 2). Na Slovensku st domacnosti, ktoré maji vysoké prijmy a eSte ich ¢lenovia maju
pocit, ze im ich prijmy nestafia na pokrytie ich vysokych narokov. Tieto rozdiely by sme
mohli vysvetlit’ rdznymi subjektivnymi aj objektivnymi pri¢inami, ale to nie je cielom tohto
prispevku.

Tabul’ka 4 Rozdelenie domdcnosti (v %) podla pocitu chudoby (HS120 a VYCHAZELA)

Pocit Pocetnost' v | Pocetnost’' v | Kum. poéetnost’ | Kum. pocetnost’

subjektivnej % % v % v %
chudoby SR CR SR CR

1 11.2 7.5 11.2 7.5

2 214 19.3 32.6 26.8

3 44.8 36.5 77.4 63.3

4 18.0 25.5 95.4 88.8

5 3.9 9.8 99.2 98.6

6 0.8 1.4 100.0 100.0

Nasledujtce tabul’ky a grafy popisuju a vizualizuju pocit chudoby v domacnostiach SR
a CR podla vyjadreni sa respondentov ako vychadzaju so svojimi prijmami a kolko by
mesacne potrebovali peilazi. Analyzujeme vybrané premenné podla 6-tich moznych odpovedi
(HS120 a VYCHAZELA).

Tabul’ka 5 Subjektivny minimdlny mesacny prijem (HS130) podla pocitu chudoby (HS120) v SR

HS120 Mean HS130 Std Min N Lower Media Coeff of
Dev Quartile n Variation

Max Upper

Quartile




1 26023.0 | 16819. | 3000 [ 20000 | 21235 15000 | 22000 30000 64.6
2 27931.6 | 1541 OE.) 5500 | 1 2508 4059? 15000 [ 25000 38000 55.2
3 29411.3 149062. 2000 15008 851 2‘81r 20000 | 26000 40000 50.7
4 31898.6 206791. 5000 40008 3409? 20000 | 30000 40000 64.8
5 31897.4 139326. 7000 80008 7290g 20000 | 30000 40000 43.7
6 277115 1 1527} 1008 60000 | 14601 20000 | 25000 35000 41.6

Tabul’ka 6 Subjektivny minimalny mesacny prijem (MIN _PRILJ) podla pocitu chudoby (VYCHAZELA) v CR

VYCHAZE Mean Std Min Max N Lower Media Upper Coeff of
LA MIN_PRIJ Dev Quartile n Quartile Variation
1 17922.9 | 9241.3| 4000| 7000 | 301839 10000 | 15000 24000 51.6
0
2 19326.1 | 9477.3| 4000| 8000 | 778990 12000 | 18000 25000 49.0
0
3 20308.5 | 9868.3| 4000 | 8000 | 147497 14000 | 20000 25000 48.6
0 3
4 20275.7 | 9917.5| 3000 | 9999 | 102885 14000 | 20000 25000 48.9
9 4
5 20149.8 | 10427.| 4000| 7000 | 395776 13000 | 20000 25000 51.8
9 0
6 22924.7 | 12587.| 4000| 6000 | 58051 15000 | 20000 30000 54.9
7 0

Z tabuliek a obrazkov uvadzanych nizSie je zrejmé, Ze Co sa tyka potrebného
minimalneho prijmu na mesiac pre vyzitie domacnosti, tak priemer udavanych hodnét stiipa
v CR aj v SR v zavislosti od odpovede na otazku o pocite subjektivnej chudoby. Podla
roznych testov neparametrickej analyzy rozptylu su tieto rozdiely Statisticky vyznamné (p-
hodnoty boli vzdy nizsie ako 0,0001). Potvrdil sa znamy fakt, Ze ¢im ma ¢lovek viac, tak aj
viac potrebuje na zabezpecenie svojich subjektivnych potrieb.
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Obrizok 2 Box-plot grafy pre odpovede o minimalnom prijme podla schopnosti vystacit' s peniazmi v CR a SR
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Obrdzok 3 Rozdelenia ekvivalentnych disponibilnych prijmov podla schopnosti vystacit s peniazmi v CR a SR

Odpovede na otazku ako domacnost’ vychédzala s prijmami suvisia s odpoved’ami na
ostatné¢ subjektivne otazky typu: ,,Ako domacnost’ zatazuju financné naklady na byvanie?*,
resp. ,,Ako domacnost zatazuju finan¢né naklady na elektrinu? a podobne. Analyza
pomocou rozhodovacich stromov nam ukézala, Ze najviac s analyzovanou otazkou suvisi
prave otdzka o subjektivnom pocite, ze domacnost’ zatazuju ndklady na byvanie (HS140 -
celkové naklady na byvanie ako finan¢nd zataz pre domacnost’: 1-vel'mi zat'azuje, 2-trochu
zat'azuje, 3-vobec nezat'azuje. NAKL ZATEZ - néklady na bydleni financni zatézi: 1-velkou
zatézi, 2-urCitou zatézi, 3-zadnou zatézi.) Chi-kvadrat test potvrdil Statisticki vyznamnost’

tejto asociacie (vid’ Obrazok 5).
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Obrizok 4 Rozdelenie odpovedi o minimalnom prijme podla schopnosti vystacit s peniazmi v CR a SR
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Obrdzok 5 Rozdelenie odpovedi o pocite chudoby podla zataze s financnymi ndkladmi na byvanie v CR a SR
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Obrdazok 6 Rozdelenie ekvivalentnych disponibiln7ch prijmov podla pocitu chudoby v zavislosti od poctu 0osob
domdcnosti v CR a SR

6. Zaver

Analyza subjektivnej chudoby na zaklade udajov z vyberového zistovania EU SILC
potvrdzuje, ze sa o skutocnej chudobe nedozvieme vel'a. Zistili sme len, ze vysoky podiel
domacnosti v SR aj CR (viac ako 60%) nie je spokojnych so svojim prijmom a ma pocit, Ze na
pokrytie svojich vydavkov, by potrebovali viac prostriedkov ako maju prave k dispozicii.
Predstava o minimalnom prijme domécnosti je variabilnd viac na Slovensku ako v Cechéch.
Zda sa, ze Tudia v Cechach v tejto oblasti uvazuju v realnejsich a niz§ich dimenziach ako na
Slovensku.

Na zaver treba eSte povedat’, ze vysledky sme prezentovali v ndrodnych menéach oboch
Statov, takze nie su bezprostredne porovnatel'né. Problém je, akymi kurzami a v akej mene by
bolo vhodné vysledky vyjadrit’. Je niekol’ko moznosti, ktoré nechdvame na citatel’a, aby sa
rozhodol a nase ¢isla si prepocital.
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Aproximace Langevinovou funkci

Jaroslav Marek, Michaela Tuckova, Pavel Tucek

Kli¢ova slova: Nelinearni regresni modely, linearizované regresni modely, BLUE,
nanomaterialy, Langevinova funkce, hysterézni smycka.

Abstract: Owing to their wide application potential, magnetic nanomaterials are
of great interest for the scientific community. Their magnetic properties can be de-
duced by measuring their magnetization, being the fundamental magnetic quantity
of an arbitrary material, whose external magnetic field dependence at a given tem-
perature gives a hysteresis loop that can be well-described by so-called the Langevin
function. The Langevin function involves unknown parameters (physical constants)
that unambigeously characterizes the material under investigation. Knowing these
parameters makes possible to decide whether the investigated material is suitable or
not for a particular application. The aim of this contribution is to present two possi-
ble approaches how to estimate the unknown parameters of the Langevin function
by exploitation of special regression models. Both proposed algorithms are compared
with each other and quantification of suitability of their usage is evaluated.

1. Uvod

Magnetické materialy diky svému velkému aplika¢nimu potencidlu vzbuzuji
znacny zajem odborné verejnosti. Zakladni charakteristikou kazdého magnetického
materidlu ¢i nanomaterialu je magnetizace. Vystupem méfeni magnetizace je tzv.
polni zavislost magnetizace, kterda byva obvykle oznacovana jako hysterezni smycka.
Nanometrové magnetické materidly vykazuji jeden ze zvlastnich fenoménii, ktery je
pravé stézejni pro jejich praktické vyuziti. Tento jev se nazyva superparamagnetis-
mus a jeho hysterezni smycka prochazi pocatkem.

V roce 1905 francouzsky fyzik Pierre Langevin odvodil pro hysterezni smycku
v superparamagnetickém stavu zavislost danou timto predpisem

hL

lQ'ZL"

(1)

kde parametry [; a l5 jsou fyzikalni konstanty charakterizujici jednoznac¢né zkoumany
nanomaterial.

Nasim cilem je tedy najit odhady parametri této funkce pro data ziskana z
fyzikalniho experimentu. K aproximaci pouzijeme regresni model, kdyz nejprve neli-
nearni funkci budeme aproximovat linearnim ¢lenem Taylorova rozvoje. V numerické
¢asti budeme aplikovat navrzené algoritmy na datovy soubor z méfeni nanocastic
Gamma formy oxidu zelezitého, jejichz stfedni rozmér nabyva hodnoty ptiblizné 15
nm N (= 450). Experimentalni méfeni bylo provedeno v n (= 150) bodech vybranych
z intervalu —70000 Oe az 70000 Oe. Kazdy bod byl méfen s replikacemi rq,...,7,,
kde r1 + ...+ 7, = 450. Vlastni métreni uskutec¢nilo Nanocentrum Univerzity Palac-
kého v Olomouci.

Yy = ll . COth(lQ . l‘) —

2. Linearizované regresni modely

Experiment budeme modelovat linearnimi regresni modely a to v prvnim
algoritmu modelem bez podminek a ve druhém algoritmu modelem se systémem
podminek. Ziskané vysledky porovname.



2.1. Algoritmus 1 — regresni model nepifimého méreni vektorového para-
metru bez podminek

Experiment méreni lze popsat pomoci nelinedrniho regresniho modelu nepfti-
mého méreni vektorového parametru, ve tvaru

Y ~ [¢(©), 3], (2)

kde ¢(®) je znama (v nasem pripadé nelinearni) funkce.

Abychom mohli pristoupit k vypoc¢tu hodnot odhadtu parametri Langevinovy
funkce, je potiebné provést linearizaci modelu (2). Je-li ¢(©9%) znamy vektor, lze
model rozvinout do Taylorovy fady, v niz zanedbame ¢leny druhého a vyssich radi.
Po provedeni linearizace budeme model psat ve tvaru

Y ~, (FO,0°A7"), (3)

kde ® = [l1,l5] je vektor nezndmych parametri, o?A~" je uvazovani varianéni
matice a

- _ 0p(2;,0°)  [(0¢i(2;,0°) 0¢;(x;, O°)
Fh =5 _( oL, dl )

je znama matice planu, pricemz

0p; 1
8[1 €0 ( 2 ) l2 * T
0 _ —ly -z I
Oly sinh (I, - SL’Z')Q B3z
Necht
> ¢
Y = : (5)
mr it Vi
je observacni vektor s varian¢ni matici ve tvaru
1
Var (Y) = o? =o’A" (6)

1

Tip

Veéta 1. Necht je dan linearizovany regresni model neprimého méreni vektorovéeho
parametru (3). Pak BLUE parametru © je ddn ve tvaru

© = (F'AF) ' F'AY, (7)
s variancni matict

Var(@) = o (F'AF) . (8)



Dukaz: Viz [1].

Uvedenym postupem jsme ziskali nasledujici odhady parametrt /; a [y Lan-
gevinovy funkce:

6 _ ( 004694215
— \ —0,00010214 ) -

Variance téchto odhadti je potom

[ (4.2640-107%)%, —9,2596 - 1010
Var(®) = ( —9,2596 - 10710, (2,4668 - 10-%)2 ) -

Pro vypocet bylo nutné znat jisty priblizny pocatecni odhad, ten jsme ziskali
pomoci Levenbergova—Marquardtova algoritmu.
Aproximace ur¢ena timto algoritmem je znazornéna na obrazku.

Algoritmus 1 - Nepfimé méfeni vektorového parametru

0.05 T T

Langevinova funkce:

y=1, coth(l, x)-1./(1, x)

m
°
o
2

T

Pocatecni feSeni: Odhad:

l]:—0.0469 1]:—0A046942

y ~ magnetizace [emu]

lQ:*O.OOUl 12:70.00010214

var(l]):l. 8182e-007-

var(12)=6. 0852e-012

x ~ intenzita magnetického pole [Oe] x

2.2. Algoritmus 2 — regresni model pfimého méieni vektorového parame-
tru se systémem podminek typu II

Méjme méieni hodnot (Y7,Ys,...Yy)" vektorového parametru 8 v bodech
(21,29, ...x,) urcenych deterministicky. Hodnoty x;, i = 1,...,n reprezentuji sta-
novenou silu vnéjsiho magnetického pole a hodnoty Y;, « = 1,..., N predstavuji
meéreni odpovidajici magnetizace materialu. Hodnoty zavislé proménné mohou byt
vyjadieny pomoci Langevinovy funkce takto:

kL

l2'xi’

Y;‘ = ll'COth(ZQ'ZL'Z‘)— Z:]_,,’I’L (9)

Nelinearni model méfeni lze tedy popsat modelem

B
< 2

1K (10)

Y

i1



pricemz musi platit

hL

lQ'ZL‘Z‘

gl(ﬁ, @) = ll . COth(lg . SL’Z) —

= 1,...,n,

—pi=0, (11)

kde
G‘) - [ll, lg], .

Cilem bude nalézt odhady B skutec¢nych hodnot B a dale odhady parametri

~
o~

© = [}, l3)" vystupujicich v Langevinové funkci.
Stejné, jako tomu bylo u modelu nepfimého méteni vektorového parametru bez
podminek, je potfebné i zde provést linearizaci modelu pomoci Taylorova rozvoje.

Nelinearni podminky g(3,0) = (¢:(3,0),...,9.(8,0)) = 0 Ize po linea-
rizaci a zanedbani vyssich ¢lent psat pomoci Taylorova rozvoje v linearnim tvaru

0 0 0 0
BOB+ GO + b = 0, kde B = %ﬂ@) q=2%89) .p =g e v pi
blizném bodé (3%, @°).

Po urceni prislusnych parcidlnich derivaci ziskdme matici B ve tvaru

by 0 ... 0 O
g | 0 b2 .. 00 . kde by = —1. (12)
0 0 ... 0 by
991 dg91
ol Olo
ag(ﬁo’ 90) a:i a:i
GZ*@@’ = % % , (13)
ol oly
kde:=1,...,n.

Nyni najdeme odhad parametri v linearizovaném modelu. K tomuto tcelu
vyuZijeme teorii linedrnich statistickych modeli uvedenou v [2], konkrétné model
primého méreni vektorového parametru se systémem podminek typu II.

Definice 1. Model primého méreni s podminkou II. typu na parametry 1. radu ma
tvar

Y ~, (X8,0°A71), (14)
b+BB+GO =0, (15)

kde B € R*,© € R* jsou nezndmé.
Jestlize N(X(nx)) = k1 < 1, M(Bg i) Ggrs) = ¢ < k1 +k2, h(G) = ky < q a matice
A7 je pozitivné definitni, potom model nazgvdme requldrnim.

Déle budeme uvazovat pouze regularni model.

4



Véta 2. BLUF wvektoru ( Q ) jsou dany vztahy

@

E = B (X'AX)"'B'[T! - T 'G(G'T'G)"'G'T '] (b +BA) (16)

® = —(GT'G)'G'T '(b+Bpg), (17)
kde

T = B(X'AX)'B'+ GG/, (18)

B = (X'AX)'X'AY. (19)

(B je odhad nerespektujici podminku tykagici se parametri 3,0 ).

Dukaz: Viz [3], ekvivalentni odhady v maticovém zapisu také v [2].

Véta 3. Kovariancni matice odhadﬁﬁ e) jsou

Var

P

B) = o {I- (X'AX)"'B/[T" - T"'G(G'T"'G)'G'T"'| B} -
(X'AX)~ {I (X'AX)"'B"
e e e ),
valf(Cf)) = 2 {(GT'G)"' -1}.
Dukaz: Viz [3]

Algoritmus 2 - Pfimé méreni vektorového parametru
se systémem podminek typu Il

000°°°

[em:
o
o
2

Pocatecni feSeni: Odhad:

1]=70.0469 1]:—0.046853

y ~ magnetizace [emu]
.

1,=-0.0001 1 =-9.7859e-005

var(l )=1.8182e-007
var(l,)=6.0852e-012

L ‘....

.05 1 1 | | | 1 1
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

"
x ~ intenzita magnetického pole [Oe] x 10

Na obrazku vidime vysledky dosazené pomoci algoritmu 2 dle uvedeného
modelu. Pti vypoctu bylo tfeba mit k dispozici vhodné pocatecni feseni. To jsme
ziskali pomoci Levenbergova—Marquardtova algoritmu.

Numericky urcéené odhady parametri [y a [y jsou:

B —0,043567
— \ —0,00010697

a variacni matice téchto odhadi je

@»



2 (4,2640 - 10-1)2  —9,2596 - 1010
Var(®) = (—9,2596-1010 (2,4668 - 107)2 | -

3. Porovnani vhodnosti modeli

Pro porovnani kvality urcenych odhadu ze dvou studovanych nelinearnich re-
gresnich modelt pouZijeme jako kritérium reziduélni soucet ¢tverct RSC. Z tabulky
vyplyva, ze je vhodnéjsi ten model, pro néjz nabyva tato statistika niz$i hodnoty.

Vzhledem k tomu, Ze pocet regresnich parametri vyznamné ovliviiuje vyslednou
hodnotu rezidualniho souctu ¢tverct byl pro srovnani pouzit i tzv. rezidualni rozptyl
s.2 a index determinace I°.

H Parametr ‘ Model bez podminky ‘ Model se systémem podm. typu II H

Odhad 1; —0,04694215 —0,04685784
Odhad 1, —0,00010214 —0,00009785
Var (1) (4,2640 - 1071)? (4,2640 - 1071)?
Var (I,) (2,4668 - 107°)2 (2,4668 - 1076)?
RSC 5,0834 - 1074 6,6413-10~*
Se? 4,0429 - 107° 4,4874 -107°
I? 0,997083 0,966263

Tabulka 1: Aproximace Langevinovy funkce — srovnani vysledki pro oba regresni
modely

4. Zavér

V préci jsme se zabyvali problematikou hledani odhad nezndmych parametri
Langevinovy funkce. Vysledky dosazené studovanymi regresnimi modely zcela vy-
stihuji charakter mérenych dat. V konkrétnim pripadé model bez podminky o néco
l1épe aproximoval dand data pomoci zvoleného funkéniho predpisu. Tento zavér vsak
nelze brat jako pravidlo, nebot pro jiny vzorek by mohla dopadnout situace zcela
naopak. Shoda vysledki pfi pouziti obou dvou riiznych linedrnich regresnich modeli
signalizuje, Ze proces linearizace ovlivnil vysledky pouze minimalné.
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Numerical prediction of strains and stresses
in early-age massive concrete structures

Vala Jifi, Stastnik Stanislav, Kozak Vladislav

Abstract: Strains and stresses in massive concrete structures, in addition to those caused by
exterior mechanical loads, are results of rather complicated non-deterministic physical and
chemical processes in fresh concrete mixtures. Their numerical prediction at the macro-scale
level requires the non-trivial physical analysis based on the thermodynamic principles,
making use of micro-structural information from both theoretical and experimental research.
The paper demonstrates the derivation of a corresponding nonlinear system of macroscopic
equations of evolution with certain effective material characteristics and suggests the
algorithm of its numerical analysis.

Key words: massive concrete, early-age volume changes, computational modelling, thermo-
dynamic principles, more-scale analysis.

1. Physical and technical background

Concrete is the most commonly used material of construction throughout the world and
there is a growing need to understand its behaviour from the properties of its components,
particularly the cracking and fracture behaviour. The design and realization of large building
actions in last years needs still more modern building materials and technologies with the
expected results of relatively inexpensive constructions with optimal user properties.
However, the preparation of such actions needs much deeper study of material properties,
coming not only from the traditional phenomenological description, but from the deeper
physical information about their microstructure, with the perspectives of their optimal usage
in a construction, whose engineering application is a priori known. Because of the lack of
practical experience and of the high cost of experiments with real structures the significance
of the following activities is increasing: both of the development of numerical methods and
computational tools for modelling and simulation of behaviour of constructions (including
such situations where the formal existence of a mathematical problem has not been verified
yet) and of the modern laboratory approaches and observations on real objects, whose aim is
the reliable and sufficiently exact identification of material properties.

One of the still unclosed problems of modern civil engineering, important for the whole
society, is the optimization of preparation and application of silicate mixtures for concrete
structures with the intention to constitute, as a result of physical and chemical processes in
fresh mixtures, such stress distributions that could help to decrease the stresses caused by
operational loads or loads from stochastic climatic influences, respectively. The model
defined here relies upon numerical analysis performed on a relevant representative volume
element (RVE), derived from an experimental analysis. In the design of constructions the
influence of time-dependent strains and support changes, caused by shape modification and
shrinkage, and the consequences of stiffness modification in fractured zones cannot be
neglected. The static quantities, related to external loads, are usually evaluated without taking
the presence of fractures into account (although some stiffness decrease due to presence of
fractures could be considered).

The simple design of such constructions is impossible because of the complicated
composite material structure, its creep deformability, accompanied with the formation of
microstructural fractured zones, eventually later of visible macroscopic cracks, of the need of
appropriate reinforcement to eliminate tension stresses and of the sensibility of the whole
process to outer climatic conditions. The model defined here relies upon numerical analyses



performed on a relevant representative volume element (RVE), derived from an experimental
analysis. The dominant physical processes (and hidden chemical ones) are:

a) the reversible elastic deformation,
b)  the viscous material flow,
c) the volume changes, unlike a) and b) independent of external loads.
For the above mentioned stresses the decisive component is ¢), influenced by:
cl) autogenous volume changes, driven by chemical shrinkage of cement particles,
c2) subsequent thermal expansion,
c3) drying, connected with water loss in the environment,
c4) later carbonation.

The methods of volume changes measurement during the stiffness increase in silicate
mixtures, namely the method of flexible rubber membrane, the weight (reduced buoyancy)
method, etc., are described in details in [12]. The observation if volume changes in case of
real constructions needs moreover the development of non-contact methods, based on the
image processing from photographs at sub-pixel level; the overview of possible approaches is
contained in [27].

The prediction of shrinkage and creep of concrete structures forms a rather complicated
class of problems with various aspects accented in the literature: e.g. [3] refers to:

a) the formulation of activation energy for the corruption of bindings between particu-
lar components of a composite,

b) the diffusion theory in the process of drying and shrinkage,
c) the modelling of generation of fractured zones on base of the shrinkage mechanism,
d) the analysis of the stiffness growth as a special phase transformation,

e) the microstructural mechanism leading to the pre-stress status that cannot be ex-
plained from the increasing volume of hydration products only,

f) the development of macroscopic cracks in time.

The micromechanical substance of the viscous concrete flow and of the potential creation of
fractured zones (e. g. [2] and [22]) should be respected. However, the simplest theories
evaluate the deformation in concrete using the relation, presented e. g. in [16]:

e=¢, (I-M",

where ¢ denotes the relative strain, ¢, the relative strain in mortar and V the volume ratio of

aggregated particles, the exponent 7 (constant for a given system) being usually some
number between 0 and 2, but in general as a complicated function of elastic modules and
aggregated particles, influenced also by their mutual position, size and other factors. The
effort to verify the model with effective material characteristics leads in [16] to the
description of periodic material structures and to the derivation of constitutive relations using
the homogenization approach; moreover the approaches with the probabilistic description of
particle positions are available (cf. [15]) as well as the correct mathematical homogenization
techniques (as the applications of the least squares method but also the two-scale convergence
in Lebesgue and Sobolev spaces and their generalizations, etc.).

The complex approach to the study of physical processes, active in stiffening material,
declares to come out from the classical conservation laws, namely of mass, inertia and energy,
as usual in the computational fluid dynamics. Since such complex models are very
complicated (physically, mathematically and computationally), involving (among others) heat
transfer driven by air flow, modified by (only partially reversible) moisture propagation in
pores, all real computational tools implement substantial simplifications. The formulations of
[24] evaluate the entropy production in the system: the constitutive equations for the heat and



moisture transfer in the stiffening silicate mixture are derived from the Onsager reciprocity
relations and from the Gibbs-Duhem conditions where the phenomenological coefficients
have to be set from experiments (discussed e. g. in [25]). From the mathematical point of
view, the resulting relations are certain systems of partial differential equations of evolution
(or their integral equivalents, respectively) with prescribed initial and boundary conditions,
containing particular fields of unknown quantities, namely temperature, moisture content,
strains and stresses. Only one equation of heat conduction, with some inner time-dependent
heat sources q from binder hydration, is being obtained in the most drastic simplification:

cp T+ div(d gradT)+ ¢ = 0 ; (D)

here T is the unknown absolute temperature, the dot symbol refers to the partial derivative
with respect to time and the above mentioned phenomenological coefficients are reduced to
the heat conduction factor A and to the coefficient ¢/ where £ is the material density and ¢
the heat capacity. Analytical or simple semi-analytical solutions (e.g. those applying the
Fourier analysis) of such evolution equations and systems are available only in very special
cases: so the algorithm in [19] refers to the linearized models of Luikov type, and therefore
offers no possibility to include strongly nonlinear dependencies as sorption isotherms,
decisive for the temperature redistribution (and consequently for the slow stress and strain
evolution) caused by the propagation of various phases of moisture, including their phase
changes (see [17]).

The computational model of strain and stress evolution in a reinforced silicate
composite should respect the following internal and external influences (cf. [11] and [28]):

1) internal hydration heat, generated by the hydration hydraulic processes,

2)  ambient temperature variation, connected with ambient humidity variation (natur-
al or artificial ones),

3) external mechanical loads.

In the period of intense hydration the thermal deformation (a), accompanied by the
autogenous shrinkage (b), is dominant. In the later period of slow hydration the role of (a)
decreases, but the effect of the carbonation (c) has to be taken into account. The external
mechanical loads cause the elastic and creep deformation (d) (creep especially in the early
age), the external temperature changes force e) additional thermal deformation, modified by
the drying shrinkage and swelling (f). The presence of reinforcement causes the strain and
stress redistribution, conditioned by the cohesion of these components — cf. [9], [14]. The
experimental method of structural monitoring of such hybrid specimens (from contactless
photogrammetric analysis, fibre optic sensors, etc.) gives typically total deformation, not
particular contributions (a)-(f). However, it is possible to analyze namely the evolution of
hydration heat and temperature in time and also the corresponding local stiffness increase;
this enables the calibration of macroscopic (effective) concrete parameters as Young modulus,
strength, creep ratio, etc., related to the viscoelastic constitutive relations, implemented to a
coupled system of partial differential equations of evolution (and to its integral equivalent),
including initial and boundary conditions, for unknown strains (and stresses), temperature and
humidity, coming from the conservation principles of classical thermodynamics (see [13]).

A phenomenological approach is traditionally used in modelling of simultaneous hygro-
thermal and mechanical behaviour of silicate composites — cf. [3]: if no distinction between
different phases of moisture is made then phase changes cannot be considered in a proper
way. However, phase transition and chemical reactions are of importance when performance
of early-age massive concrete structures is studied; more important changes of material
properties as density, porosity, permeability, compressive strength, etc. during concrete
hardening should be taken into account. In a phenomenological description their effect on
material behaviour is lumped together to some model parameters which must be identified by
long-lasting tests in the whole range of model applicability. On the contrary, the mechanistic



approach of [18], [5], [6] makes it possible to consider such effects explicitly because they
appear directly in the model equations. Nevertheless, in is nearly impossible to apply a purely
mechanistic approach for such complex problem as maturing of concrete: some elements of
phenomenological description are necessary to avoid the detailed analysis. Namely [18]
distinguishes between for length scales, characterized as:

1) anhydrous-cement scale (typical length of a representative volume element from
10® to 10°m),

ii)  cement-paste scale (from 10 to 10 m),
iii) mortar scale (about from 107 m),
iv)  macroscale (about 10™);

in more details 1) is decomposed into 3 detailed scales where the qualitative estimate of
activity of four main clinker phases, water and air requires the detailed micromechanical
evaluation of all corresponding chemical reactions, consequently also the implementation of
appropriate heterogeneous multiscale methods by [26], bridging models of very different
nature from molecular dynamics to continuum mechanics (cf. Chap. 5, 6 and 7 in [21]),
containing a lot of problems also in mathematical solvability, convergence of numerical
algorithms, etc., forcing the development of non-classical multiscale computational
techniques.

The approach presented in [10] applies certain mechanistic-type method to obtain the
governing equations only, using the averaging hybrid mixture theory: the developments starts
at the micro-scale and balance equations for phases and interfaces are introduced at this level
and then averaged for obtaining macroscopic balance equations. Four phases are
distinguished: solid skeleton, liquid water, vapour and dry air, whose densities are considered
(under the passive air assumption) as constants; the whole hygro-thermo-chemo-mechanical
process is then studied as the time evolution of capillary pressure, gas pressure, temperature
and displacement of points related to the reference (initial) configuration, driven by balance
equations of classical thermodynamics and conditioned by corresponding constitutive laws.
The detailed geometrical analysis in [20] offers the possibility to extend such considerations
beyond the assumption of small deformations and involve some elements of fracture
mechanics. The thermo-mechanical analysis of balance of mass, (linear and angular)
momentum and energy [23] for computational HAM (“heat, air and moisture) models in civil
engineering is able to be extended to a complex model, including the mass source or solid
skeleton related to the cement hydration process (and corresponding sink of liquid water
mass), as well as the vapour mass source caused by the liquid water evaporation or desorption
(using micromechanical arguments from the theory of porous media by [7]), similarly to
Chap. 18 in [4].

2. Model description

The basic idea of the simulation of early-age strain and stress time redistributions in a
massive concrete structure, presented in this paper, refers at most to [10], generalized in
several directions, using the thermodynamic laws in the form [23]. The original research,
motivated by some requirements from the building practice (namely from the large building
corporation OHL-ZS Brno), is performed at the Faculty of Civil Engineering of the Brno
University of Technology; because of the complexity of physical formulations the
collaboration with the Institute of Physics of Materials of the Academy of Sciences of the
Czech Republic is needed, as well as the discussions with specialists from TU Vienna and
CTU Prague.

We shall assume that a deformable body occupies certain domain in the 3-dimensional
Euclidean space, supplied by the Cartesian coordinate system X = (X, X,, X;), in the time 7,
increasing from 0. We shall work with partial derivatives of scalar variables ¢ with respect



to ¢, expressed briefly as ' = 0§/ /0¢, and with respect to X, for il {1,2 3} expressed briefly
as ¥ ;= 0 /0x,. We shall consider four material phases ¢ 0 {s,w,v,a}: solid material (5),

liquid water (W), water vapour (V) and dry air (@) and make use of the physical balance
laws, namely of the balance of mass, (linear and angular) momentum and energy; formally the
same can be done both for one RVE and for the whole massive structure. If ¢ ° is a source

corresponding to a scalar quantity { ° , the conservation of a scalar quantity ¢ * in [23], p. 33,

reads
RSN ANS N ()
The velocities Vi are time derivatives of corresponding displacements u; , i. e.
vi (x 1) = a; () + g (o O’ (x, ) 3)

from the initial reference configuration of a deformable body in the following sense: if x;’

refers to the position of such point for 7= 0 and x; for general ¢ then u; = x; - X, ; the

dependence of geometrical and physical quantities on ¥ and ¢ is usually not emphasized
explicitly. Moreover, the strain characteristics, needed in strain-stress constitutive relations,

can be derived from Jacobi matrices J* for particular phases, compound from elements

where 0 is reserved for Kronecker symbols (everywhere in this paper) and J is an arbitrary
index from {1, 2,3}, similarly to 7; later i and / will be also used as sum indices in sense of

the Einstein summation rule. Consequently all corresponding stresses 0 ; can be expressed
(typically, if no linearization procedure is applied, in a rather complicated form) using u,, v;,

etc.; for more details see [20], p. 140. For the analysis of the accelerations @; as time

derivatives of velocities, # is allowed to be replaced by v and v by @ in (3). In addition to u
, the unknown fields in our model will be the (absolute) temperature 7', the total gas pressure

p? and the capillary pressure p; in terms of corresponding pressures for particular phases
we have p® = p"+ p“ and p“ = p*- p" (cf. the Dalton law in [4], p. 111).

At the RVE level, for some physical quantities ¥ related to a phase ¢, we must
distinguish between their resulting averaged values { , and their intrinsic averaged values { *
. The needed relation §/ , = ‘Y ° contains the volume fraction ) * , a function of the material
porosity 7 and the saturation S ; both 7 and S are varying substantially during the hydration
process. Wehave n* = 1-n,n"=nS andn"’=n“= n(l1- S) for the particular phases.

w oo

The mass balance works with ) © = p, (forany € )and with ©* = -m_, 0" = m, - m,,

W oo

" =m, and &, = 0 where m, means the rate of (usually increasing) mass of skeleton (and
corresponding sink of liquid water mass) and 7, means the analogous rate for vapour mass
caused by (liquid) water evaporation or desorption. Both m,, and m, depend evidently (in a
complicated way) on T, p*, p°, n, S, water / cement ratio, etc. The direct reliable

determination of m, and m, from the analysis of chemical reaction occurring in the
irreversible process of cement hydration is impossible in practice; thus the hydration kinetics
has to be described using some empirical parameter(s). The so-called hydration degree I , a
normalized time-dependent variable with values between 0 and 1, is introduced in [10], p.



308; its evaluation requires always to solve an auxiliary evolution problem for certain
nonlinear ordinary differential equation, whose motivation comes from the micro- and macro-
scale thermodynamics of chemical transformations (applying the molar Gibbs energy of
unhydrated and hydrated cement and water).

The momentum balance equations should contain both linear and angular one. Since all
phases are considered microscopically non-polar (as usual in the theory of Boltzmann
continuum), this angular momentum balance forces only the symmetry for the partial Cauchy
stress tensor T , 1. e. T; =T ; for each real matrix T generated by such stress components. The
formulation of the linear momentum balance in 3 directions is much more difficult. The first

& -

step is to introduce W, = p,v; and to choose, step by step, ! © = w’ . The second step, based
on the setting

Uij:TijéS_dsze' W zaij,j+ps(gi_ai+ti)’ 4)

with the gravity accelerations g; and the additional (time variable) accelerations #; due to
interactions with other phases needs more detailed explanation. The first relation (4) defines
the total Cauchy stress ¢ © ; it is expressed as a symmetrical matrix consisting of components

a ,j again. Let us remark that in the (hypothetical) case v,= 0 and ¢ = 0 the whole
formulation (4) degenerates to the well-known Cauchy (static) equilibrium condition
0=0;

;. T 0.8 only. In practical applications the matrices ¢ (for particular ¢ ) may be not

separable; thus the effective total Cauchy stress
0,=1;" 5,/ | P
e0{w,v,a}

is useful, too. The constitutive relationship 0 (u,v,...) for the (linearized) case of small
deformation and viscoelastic (creep) material behaviour is studied in [10], p. 343; its
generalization to finite deformation needs the (rather formally complicated) so-called
kinematic equations (which means the proper description of evolution of geometrical

characteristics) by [20], p. 135. For the pressure components, the dependencies p“(p “,T) and
p'(p",T) by [10], p. 314 (compatible with the Clapeyron state equation), are available. The
setting of #; is possible from the Darcy law (cf. [7], p. 25): for all phase identifiers ¢ 3 s (thus

¢l {v, w, a} ) there holds
prp v -v)=Ki(p(g,-att)-p. ), (5)

where the new material characteristics occur: (i is the dynamical viscosity and Kj; refer to

the elements of the permeability matrix, depending (in general) on p, again. Let us notice
that various derivatives of 7 and S are hidden in (5), namely in the term p; ;; thus the
proper (both theoretical and experimental) study of dependencies of the types n(J,l) and
S(p°,T) cannot be avoided.

Let g; denote the internal heat fluxes. The Fourier law
q; = - AT,

£

with the heat thermal conductivity components 4

enables us (formally) to express them

using T only; nevertheless, in general 4

are functions of T'and p°, as discussed in [4], p.
42. The energy balance comes similarly to the momentum balance from the choices



1 -
l/jf :EWiVi+ P;KE ) W' = (Ul;:]'-l-qi{)‘i-l-ps(gi_ai+tl’£)+w{’

where ¢ ¢ is usually defined as k = T for the thermal capacity ¢, in general a function of
T and p° again (cf. (1) for one very simple homogeneous isotropic case); applying the same

arguments as in the mass balance considerations, @° = -m h, , 0" = mh -mh ,h 0" = mh,

wow o wow Vv

and ¢“ = 0 and two additional characteristics are the specific enthalpy of hydration 4, and
the specific enthalpy of evaporation 4, . To determine all v , following [4], p. 138, in addition
to the Fourier heat flow we cannot neglect also the Fick diffusion: for the diffusion fluxes 7’
with ¢ 0 {v,w} (moreover .“+ 1" = 0) we have

rE=DNY =00 - Y

the identification of the diffusive characteristics D; (analogous to 1), is studied in [7], p. 64,
applying the microstructurally motivated arguments on (quasi)periodic homogenization.

3. Computational techniques

For the simultaneous heat and moisture transfer (eventually with contaminants, too) in
the porous environment (although the mathematical theory is not closed) there exists a lot of
computational algorithms, including software implementations. In the Central Europe the
most used software packages seem to be WUFI (Fraunhofer Institut Holzkirchen) and
DELPHIN (TU Dresden), with the insufficient support of the proper analysis of volume
changes; the detailed overview of software of this type can be found in [22]. The large
commercial software systems as ANSYS, ABAQUS, etc., offer usually only weak support of
specific properties of silicate composites (although e.g. ANSYS has been applied in [16] to
the homogenization of their model periodic structures). For the development of original
software, the most user-friendly is the environment MATLAB / FEMLAB (COMSOL). In the
terminology of numerical mathematics the above sketched software applies the standard
modern variational methods (especially the finite element method and the finite volume
method for a fixed time step, or the method of lines, the Rothe method of discretization in
time, and the method of characteristics, respectively) for the construction of certain sequences
of approximate solutions of problems, making use (because of the presence of nonlinearities)
various iterative algorithms. For the calculations of strain and stress distributions in concrete
structures at various stages of their existence (including the concrete / reinforcement
cooperation, the prediction of fracture and the behaviour under extreme loads) the software
ATHENA is available, open (see [8]) to the enrichment by further physical processes and
corresponding constitutive relations. Nevertheless, no software for the analysis of such
complex more-scale problems, as discussed above, is known to the authors; thus is
development seems to be reasonable. In this paper we shall only sketch the main ideas,
omitting all technical details, the examples of computational results and their discussion, etc.

To simulate the redistribution of strains and stresses, we have to solve the initial-value
and boundary-value problem, from the mathematical point of view represented by a system of
partial differential equations of evolution of # (and corresponding time derivatives), T, p°

and p*. Clearly the natural initial condition is the prescription of all values of these quantities

for #= 0. However, the quite general formulation includes (as its special cases) some open
physical and mathematical problems, e. g. in the solvability (i. e. in the verification of
existence and uniquness of a solution in some reasonable function space) of the non-
stationary equations of Navier-Stokes type. Therefore, similarly to all above referenced
software packages, some further simplifications are necessary. Following [20], p. 140, we can



suppose that at the micro-level the porous medium is constituted of incompressible solid and
water constituents, while gas in considered compressible, but the passive air assumption (on

constant p®) enables us to eliminate all spatial and time variations of p*, p"*, p" and p“
(notof p,, p,,, P, or P,). From other assumptions, presented in [20], p. 140, the assumption

on quasi-static processes, neglecting the derivatives of v, (including @;) may be acceptable,

unlike the assumption on purely isothermal processes; in [10], p. 303, thanks to linearized
strains, some other (in some situations unpleasant) simplifications are involved a priori.

From the practical reason, some boundary conditions are useful to be formulated for
phased-independent quantities, as the total Cauchy stress tensor 0 . LetV = (V,,V,,V ;) be the

unit normal vector (preserving an appropriate orientation) for some computational
(sub)domain. Then, following [10], p. 316, we can have prescribed values of unknown fields
on the boundary (or its part), i. e. the Dirichlet boundary conditions, or more general
boundary conditions of Cauchy, Neumann, Robin, etc. types. The most frequent choices are

T;=t
with imposed tractions
(o, =)y, = 7
with imposed air fluxes 7,
(0,07 =)+ 4 0,0 =)+ iy, = PP e P4 B (p)
with imposed liquid water and vapour fluxes 7", 7" and some mass exchange function  or
(0,0 = VR = AT v, = g4 a ()

with imposed heat fluxes ¢ and some heat exchange function 0 .
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Figure 1: Experimental intensity of hydration heat Q (W/kg) from 0to 45 h

We can incorporate the reinforcement as one additional phase into the model in the case
of reinforced concrete; to formulate the transfer condition on the concrete / reinforcement
interface, we need more quantified information about the cohesion between both phases. The
same is true for the mechanism of evolution of potential damage, especially if some non-
negligible tensions, not eliminated by the reinforcement system, occur in the massive concrete
structure. The development of the complete original software simulation tools covering all
scales is not realistic because of a small number of researchers and limited financial support.
Under such conditions the optimal all simulation experiments are designed as combinations of
some original functions, created e. g. in the MATLAB environment, with the software tools



mentioned above. The nonlinearity of all equations, at least in the material characteristics,
dependent on the a priori unknown fields, forces both the design of iterative procedures and
weak formulations, involving some types of boundary conditions in a natural way and
friendly both to the finite or volume element techniques and to the discrete element methods
(and similar ones) in the sense of [21], p. 344. The software scale bridging can be done
properly, as described in [21], p. 386; however, more questions than complete answers are
still in the macro- and microscopic identification problems (even in such seemingly simple
ones, as the simultaneous determination of some effective heat capacity and thermal
conductivity in a wet concrete mixture), as well as in the convergence of both theoretical and
approximate numerical solutions of microscale formulations to macroscale ones, applying
advanced homogenization techniques.
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Figure 2: Distribution of the temperature T (°C) fort =36 h,
left half of the concrete arch, size 2.1 (+1.4) x 2.4 m , no cooling

The illustrative example documents the numerical simulation of the temperature
development in certain massive concrete bridge structure, namely in one 2,5 m thick slab,
formed in 5 layers in 5 time steps. The basic thermal technical characteristics by (1) were

A=1.8 W/(m.K), p=2440kg/m’, ¢=2840J/(kgK).
The thermo-chemical evaluation of hydration heats corresponding to 8 dominant minerals
included in the applied Portland cement was compared with experimental macroscopic

results, as the time evolution of hydration heat Q (¢) at Figure 1: following [10], p. 309, the
hydration degree can be evaluated from the formula



N0 )d
0 S—
N0()d

The environment temperature was 15 °C. Figures 2 and 3 demonstrate the output from the
computational simulation of the distribution of 7 after 36 hours (when the hydration heat by
Figure 1 seems to be negligible) in the cases without and with active artificial water cooling.
The more detailed discussion of such cooling effects (including the complete set of material
characteristics, boundary conditions, etc.) is being prepared, namely for the Modelling
conference, held in June 2009 in Roznov pod Radhostém (Czech Republic).

Figure 3: Distribution of the temperature T (°C) fort =36 h ,
left half of the concrete arch, size 2.1 (+1.4) %X 2.4 m , artificial water cooling
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Another view on the fuzzy regression”

Stefan Varga

Abstract: Usual assumptions in fuzzy regression models are that observations and unknown
regression parameters are fuzzy numbers. It is natural that estimators of unknown parameters
and predictions of the observed variable are fuzzy numbers too. In this paper we introduce
fuzzy estimators of unknown regression parameters and fuzzy predictions of the observed
variable in the classical regression model (unknown parameters and observations are crisp).

Key words: Fuzzy estimators, Fuzzy regression models, Predictions.
1. Introduction

The fuzzy regression model is usually studied in the form [5]
Y = Alﬂ(x) * AZfZ ('x) Tt Amfm (x)

where the input variable x (predictor) is a crisp (real) variable, f;(x) are known real functions
(i=1,2, ..., m) of the variable x, Y is an output fuzzy variable (response) and 4: (4,4,,..,4,)" is

the vector of unknown fuzzy parameters. The most commonly, the observation (value of the
variable Y) is considered as a symmetric, triangular fuzzy number

Y = <yi’Zi>

(¥;0 R, z;0 R") where y; is a center and z; is a spread of this fuzzy number (i = 1, 2, ..., m).
Similarly unknown fuzzy parameter
A = <a s >

i 1250

is a symmetric, triangular fuzzy number (a,0 R, s, 0 R", a;is a center and s; is a spread, i = 1, 2,
..., m). The least square estimators of the vector of the centers @ = (a,,a,,...,a, )’ and the

vector of the spreads s = (s,,5,,...,s, )" of the unknown fuzzy parameters in the fuzzy regression

model is [5]

1 |

e U 2 2
est;g(a,s) = estg(a,..,a,,s,...s,) = arg min Z (yl. - ani) + =
a;0R, sj]R‘ =1 H 3
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£, (x)| )T, §"=(s',..,s,) and the arithmetic

where f=( fi00) £,(x) ) 1] 2 (100

parameter wll [0, © ] . It is evident that the estimator of the parameter 4, = <a,~,S,~> is the fuzzy

9 eeey

number
est A, = <est a,,est s[>

The fuzzy number is also the prediction of the variable Y in the point x [5]

est Y(x) = <est af, vests"” |f|>

where esta= (esta,,...,esta,), ests" = ((831 $1)" 5. (et Sm)w) Wi (fl(x)afz(x)a-~-afm (x))T
and [ /]2 {|£, GO}/ Ol £, )]

In this paper we are interesting in the classical regression model

) seeey

Yz=af(0)taf,(x)t ..t a,f,(x)

where observations y; of the variable Y in the point x; (i = 1, 2,..., n) and the unknown
parameters a; (i = 1, 2,..., n) are not fuzzy but real (crisp) numbers. The question is what is a
fuzzy estimator of the unknown crisp parameter a; (i = 1, 2,..., n) and what is a fuzzy prediction
of the function value Y (x) in the classical regression model? Answers of these questions are in
the part 2 and 3.

2. Fuzzy estimators of real unknown parameters

Consider a random variable X (population) with density f(x,0), § is an unknown
parameter and a random sample (x,,X,,...,x,) from the variable X (observations of X). The
point estimator of the unknown parameter § is a function of the observations

estf = g(x,,%,,0.0X,)

with good statistical properties (good point estimator is for example unbiased estimator with
minimum variance [1], [3]). The interval estimator (confidence interval) of the unknown
parameter § is an interval

[a@), b@)
for which the probability that the unknown parameter 6 O [a@@), b(@) is equal to (1-a). Both,
left and right point of the interval, depend not only on the random sample (x,,Xx,,...,X,) but
also on the probability level a.

Now the question is what is a fuzzy estimator of the unknown parameter § ? Simple
said, the fuzzy estimator of the parameter § is a fuzzy number 7' [2] whose a-cat (for a = 1) is
the point estimator 7(1) = est§ = g(x,,x,,...,x,) and a-cats (for ¢ 0 (0, 1)) are the interval
estimators 7(0) = [a(a ), b(a )]. More on the fuzzy numbers and more on the a-cats of the
fuzzy numbers (fuzzy sets) you can find for example in [4].



Very simple example of the fuzzy estimator of a crisp unknown parameter could be the
fuzzy estimator of the unknown mean y of the normal distributed population (random variable)

N(u,0) with known standard deviation o. If (x,,X,,...,X,) is a random sample from this
population, the point estimator of u is [1], [3]

n
estjl = X= ;2 X,
=1

and the interval estimator of the mean u (depend on the probability ) is [1], [3]

0_ ¢ _ 0 0
%x'_ul—a/za Xt ﬁ”l—a/zH

Jn

where u,, ,, is the quantil of the normal distribution N(0, 1). We use these two formulas for
the fuzzy estimator of the unknown mean u of the normal distributed population N(i,0 = 0.5) in
the case when we have n = 20 observations with average x = 5.4 . The fuzzy estimator (est, /i)
is the fuzzy number 7' (Figure 1)

est, I =T

whose a-cat (for o = 1) is 7(1) = 5.4 and a-cats (for example for ¢ = 0.5,0 = 0.2,0 = 0.1,
0 = 0.05) are the intervals 7(0.5)= [5.10,5.70], T(0.2)=[4.83,5.97], T(0.1)= [4.66,6.14],
T(0.05) = [4.52, 6.28| respectively.

3.5 5.5 3
Figure 1: Fuzzy estimator of the unknown mean u

3 Fuzzy estimators in classical regression models

The classical regression model (linear in parameters) is studied in the form
yEafi0ta,f,(x)t ..t a,f,(x) (D

where fi(x) (i=1,2,...,m)are known functions of the input variable x (predictor), y is an output

. _ T .
variable (response) and a = (a,,4a,,...,a,) is the vector of unknown parameters. An observed
value

yizafi(x)ta fo(x)tta,f,(x)te



measured in the point x; with the error e; (i = 1, 2,..., n) is a random variable with normal
probability distribution. The expectation of the value y; is

E(y)= a filx)t ay f,(x)t ..t a, [, (x;)
(E(e;) = 0) and the variance
D(y,)= D(e,))=0"

It is known [1] that the best linear unbiased estimator (point estimator) of the unknown
parameter a; is the i-th element (i = 1, 2,..., m) of the vector

esta= est(a,,.,a,) = (X' X)'X"Y (2)

where the i-th raw (i = 1, 2,..., n) of the matrix X is X, = (fl()ci),f2 (x,)sees £, (xi)) and the

vector ¥ = (¥,,V,»...,¥,)" contains the observed values y; (i = 1, 2,..., n). On the other hand,
the interval estimator of the unknown parameter a; (i =1, 2,..., m) is

€)

[est a, - SD(est a;)t. ;5 . » esta,tSD(esta;)t,_,, , .,
where SD(est a,) is the standard deviation of the estimated parameter a; (i=1,2,...,m)and

Li.g /2..-m 18 @ quantil of the Student distribution with (n-m) degrees of freedom, see [1]. Now,

we define a fuzzy estimator of the unknown parameter a; in the model (1).
Definition 3.1 The fuzzy estimator of the unknown regression parameter a; (i = 1,..., m) in
the classical regression model (1) is the fuzzy number 4; whose a-cat A1) (for a = 1) is the

point estimator est a; (2) and a-cats A(a) (for @ 0 (0, 1)) are the interval estimators (3)
A4;(1) = est a,

(4)

A4,(0)= [est a,- SD(est a;) t est a; + SD(est a;)t

I-a /2,n-m ° I-a /2, n-m

Furthermore, we introduce prediction (pred y(x)) of the observed variable y in the point x in
the classical regression model (1). The point prediction and the interval prediction you can find,

for example in [1] and the fuzzy prediction is defined in Definition 3.2.
The point prediction of the value y(x) in the model (1) is

pred y(x)= esta, f,(x)t esta, f,(x)t ..t esta,f, (x) (5)
and the interval prediction is

(6)

[pf’ed y(x)= SD(pred y(x)) t,.y 13 4-p » Pred y(x)+ SD(pred y(x)) 1ty p-m

Similarly as in the formula (3), SD(est a;) is the standard deviation of the point prediction of
the value y(x), see [1].



Definition 3.2 The fuzzy prediction of the value y(x) in the classical regression model (1)
is the fuzzy number Y, whose a-cat Y,(1) (for a = 1) is the point prediction pred y(x) (5) and
a-cats Y(a) (for a U (0, 1)) are the interval predictors (6)

Y. (1) = pred y(x)

Y.@ )= |pred y(x)- SD(pred y(0) 1y, 1» v+ pred y(x)+ SD(pred Y by 10 0n]

Example. Consider the regression model y= a, + a, e* linear in parameters and the
normal distributed observations y; in the points x;

x| 20 1.4 -0.6 1.3 2.1 2.9 3.5 4.1
y, | 2405  13.64 7.46 2.99 2.38 2.42 2.27 2.15

Find the fuzzy estimators of the unknown parameters a,, a, and the fuzzy prediction of the
function value y(0).
Using the expression (2), we obtain the point estimators of the parameters a,, a, and using

the expression (3) their interval estimators (the probability that a,, a, belong to these intervals

is (1-a))
esta, = 2.11251, esta, = 2.93973

a,0 (211251 - 0.08599 ¢, , , ., 211251+ 0.085991,, , |
a,0[2,93973- 0.02819 1, , , .. 293973+ 0.02819¢,., ,, ]

The fuzzy estimator of the unknown parameter a, (Figure 2) is the fuzzy number 4, whose a-
cats A,(0 ) (fora U (o, 1] ) are
A (1) = 2.11251
A@)= ’2,11251 - 0.08599 1, 6, 2,11251+ 0.08599¢,_, ,, ¢
and the fuzzy estimator of the unknown parameter a, (Figure 2) is the fuzzy number 4, whose
a-cats A,(a ) (for a 0 (o, 1] ) are

4,(1) = 2.93973

A4,@) = [293973- 0.02819%1,, ,, ., 293973+ 0.02819%+,, ,, ,



1.3 2.1 g.z £.2 e.5% 2.9 r.9¢ .93 .96 .98
Figure 2: Fuzzy estimators of the unknown parameters a,, a;

Finally, using the expressions (5), (6), we obtain the point and the interval prediction of the
function value y(0) (the probability that y(0) belong to the interval is (1-a))

pred y(x)= 2.11251+ 2.93973 ¢° = 5.05224
y(0)0 [5.05224- 0.073861,, ,,,» 505224+ 0.073861,, , (|

The fuzzy predictor (Figure 3) of the unknown value y(0) is the fuzzy number Y, whose a-cats
Y,(@) (for a 0 (0, 1)) are
Y, (1) = 5.05224

Y,(0) = [5.05224- 0.07386 1,., ,, .. 505224+ 0.073861,., ,, ,

S.25
5>

n.z 0.4 0.6 o_& 1

Figure 3: Fuzzy prediction of the unknown value y(0)
4. Conclusion

We have defined the fuzzy estimators of the unknown regression parameters and the fuzzy
predictions of the function values of the observed variable in the classical regression model.
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Aplikacia planovania experimentu —DOE metdoda
Applying of DOE method - design of experiment

BoZena Viktorinova

Abstract: The article details with reduction of entered variables into experiment and its
evaluation, i.e. their influences on the lowering absenteeism of students in schools.

Key words: Design, experiment, effect, interraction
KrPacové slova: Navrh, experiment, efekt, interakcia

1. Uvod

Analyza rozptylu aregresné metddy sluZia na to, aby sme mohli posudit, ¢i st
Statisticky vyznamné rozdiely medzi roznymi oSetreniami a Grovilami premennych, pri¢om
regresné metoddy (techniky) popisuju efekty parametrov na vstupe a ich pésobenie na vystup
procesu. Tieto metddy st statické, lebo nepopisuji zmeny v rdmci prebiehajiceho procesu
(napr. ak prebieha pokus v ramci ktorého sa neustdle meni teplota).PresnejSou metédou na
zachytenie zmien prebiehajucich v rdmci takéhoto skimaného procesu by mala byt DOE
metdda (design of experiments — planovanie experimentu).Pomocou DOE metddy by sme

mohli vstupovat’ do procesu a zlepSovat’ ho (podrobnejsie ’1] , str.409). Touto metédou by sa

mala dat posudit’ uroven faktorov (premennych) v tom zmysle, ktord odpoved’(+alebo-)
zhorSuje, alebo zlepsuje vysledok experimentu, atak predvidat, akd bude reakcia nasho
modelu, teda aky bude vysledok experimentu.

2. Popis uvedenej problematiky

Celu problematiku a jej rieSenie si vysvetlime na nasledujucom priklade. Predstavme si,
ze chceme zniZit’ absenciu vysokosSkoldkov na vyu€ovacom procese (prednasky, cvicenia...).
Za tym ucelom im rozdame dotaznik, v ktorom maji odpovedat’ na niektoré otazky. Pocet
faktorov (premennych), na ktoré maju Studenti odpovedat si dopredu vytypujeme. Tak isto aj
pocet moznosti pre odpovede. Ak uzndme za vhodné, Ze pocet moznych kombinacii odpovedi
je velky, mozeme ich zredukovat’. Napriklad, ak vychadzame z tychto faktorov (oznacime ich
velkym pismenom):

A: Den v tyzdni, kedy $tudent chybal v Skole ( pondelok, piatok)

B: Ospravedlnenie sa Studenta, ak chybal ( 4no, nie)

C: Umiestnenie $koly od bydliska vkm ( 1, 2, 3,4 ), priCom 1 = do 10 km, 2 = do 20

km, 3 = do 30 km, 4 = nad 50 km.

D :Rocnik (1,2, 3)

E : Rada od vyucujtceho, ak vel'a chybal ( ano, nie )

F : Dohoda so $kolou, ak vel'a chybal ( ano, nie )

G : Pohlavie $tudenta ( muz, zena ).

Pocet moznych kombindacii vSetkych odpovedi je 2x2x4x3x2x2x2= 384, Co je prili§ vela.
Ak znizime poc¢et moznych alternativ odpovedi na dve u kazdého zo siedmich faktorov, znizi
sa pocet kombinacii odpovedi na 27= 128. Ak vyselektujeme najddlezitejSie faktory,
dostaneme napriklad tri dvojuroviiové faktory ( t. zn. u kazdého faktora si mozné iba 2
odpovede ). Napriklad:

A : Dei v tyzdni kedy Student chybal ( pondelok, piatok )
B : Ospravedlnenie sa Studenta ak chybal ( ano, nie )



C : Umiestnenie Skoly od bydliska v km ( 1,2 ), ak 1 = do 50 km, 2 = nad 50 km.
Potom 2°*= 8, ¢ize v§etkych moznych kombinacii odpovedi je osem.
Oznacme si faktory a ich trovne nasledovne:

Tabul’ka 1: Faktory a ich urovne

Faktor Uroveii
- +
A : den v tyzdni piatok  pondelok
B : ospravedlnenie ano nie
C : vzdialenost’ skoly 1 2

Aby sme mohli tento experiment vyhodnotit, ndhodne sme vybrali 800 Studentov z dvoch
vysokych §kol a kazdych nahodne vybratych 100 Studentov odpovedalo na jednu z 6smich
kombinacii faktorov ( t. zn., Ze bolo 100 Studentov v kazdom ,, pokuse®). Celkovy pocet dni
absencii Studentov v kazdej kombinacii je uvedeny v stipci ,,odpovede” aje podrobeny
analyze. Dostali sme nasledujtice vysledky:

Tabulka 2: Pocet absencii v ramci kategorii

Cislo Oznacenie faktora Odpovede
pokusu A B C
1 + + + 190
2 + + - 200
3 + - + 160
4 + - - 170
5 - + + 180
6 - + - 179
7 - - + 90
8 - - - 95

Tak napriklad pokus Cislo 2 by sme c¢itali nasledovne: 100 Studentov absentovalo 200 krat
v pondelok, neospravedlnilo sa a ma bydlisko vzdialené od Skoly menej ako 50 km. Efekt
faktorov A, B, a C vypocitame ako priemer odpovedi so znamienkom -+, minus priemer
odpovedi so znamienkom - . Napriklad efekt faktora A by sme vypocitali nasledovne:

l(_ ) (_ )l_ 190+ 200+ 160+ 170+ 180+ 179+ 90+ 95
Xl ™ WX yl] = B

4 4
Podobne sme vypocitali aj efekty faktorov B a C, teda:

= 180- 136 = 44 (D)

A: +44
B: +58,5
C. -6

Ak si vS§imneme velkost” faktora C, jeho efekt je maly. Zato efekt faktorov A a B je velky.
Znamienko faktorov A a B indikuje, ktora troven faktora je najlepSia. V tomto pripade
odpovede so znamienkom — su najlepsie, preto piatok ( -) a ospravedlnenie sa Studenta ( - )
vykazuje najlep$ie hodnoty. Pozri Tab.1. a aj &islo pokusu 7 a 8 pre A a B v Tab.2. V stipci

Vv

RozSirme teraz naS model o interakcie medzi faktormi, ktoré dostaneme nasobenim
kombindcii stlpcov faktorov A, B, C, podl'a matematického pravidla:(+ . +=+,+.-=- - . -=
= + ).



Tabul’ka 3: Interakcia faktorov A, B, C.

Cislo Oznacenie faktora Odpovede
pokusu A B C AB BC AC ABC

1 + + + 4+ + + + 190

2 + + -+ - - - 200

3 + - + - - + - 160

4 + - - - + - + 170

5 -+ + - + - - 180

6 -+ - - - + + 179

7 - - +  + - - + 90

8 - - -+ + + - 95

Z tejto tabul'ky si vypocitame efekty pre interakcie faktorov AB, BC, AC a ABC podobne,
ako vo vzoreci (1). Ich vysledky uvadzame nizsie:

AB: -28)5
BC: 1,5
AC. -4

ABC: -1)5

Tieto vysledky ukazuju, ze ani jeden efekt kombindcie faktorov nie je signifikantny
anajmenej je signifikantny efekt interakcie faktorov A a B, teda AB, o sme neocakavali.
»Najvyssi“ efekt sa ukazuje byt pri kombindcii faktorov BC. Pokiisme sa teda graficky
znazornit' tito dvojfaktorovi interakciu. Za tym ucelom si vypocitajme Styri priemery
Styroch kombinacii odpovedi, faktorov B a C ( teda BC= ++, BC=+-, BC=-+, a BC=++)
a znazornime si nase vysledky graficky.

190+ 1
BC=++ priemer M = 185
+
BC=+- priemer M = 189,5
160+ 90

, Z€ ani
kt aC




nesignifikantny efekt ,nema signifikantny efekt. V opacnom pripade by mali byt priamky
neparalelné ( r6znobeZné).

3. Zaver

Pri tvorbe nasho ¢lanku sme sa opierali o metodu prezentovani v [l] , konkrétne str. 418
— 424, zistili sme, Ze autori [l] na str. 423 urobili chybny vypocet, ktory d’alej spracovavali a

nespravne vyhodnotili. Postupujiuc podla tam uvedenej metodiky autorka tohto c¢lanku
nezistila efektivne interakcie faktorov, comu nasvedcuje aj obrazok 1.
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On Positive Dependence of Random Variables
O pozitivnej zavislosti nahodnych premennych

Volauf Peter

Abstract: The aim of this paper is to discuss various qualitative dependence concepts that
describe a dependence structure of a random vector and express them using the concept of
copula. We focus on concepts of positive dependence as comonotonicity, positive regression
dependence, positive quadrant (orthant) dependence and conditional increasing in sequence.
The goal is to express them through analytical properties of associated copulas.

Key words: Positive dependence, Comonotonicity, Positive regression dependence, Positive
quadrant dependence, Positive orthant dependence, Copula, Survival function.

1. Introduction and notation

The association between components of random vectors can be studied in quantitative
and in qualitative ways. When (X, Y) is not normal vector, Pearson’s correlation coefficient is
far from the best measure of dependence. Instead, as quantitative measures of dependence
Spearman's rho and Kendall's tau are widely used. They are scale invariant measures based on
a form of dependence known as concordance. But the interrelation between components of
random vectors can be studied also in a qualitative way. The purpose of this paper is to dis-
cuss various qualitative dependence concepts that describe a dependence structure of a ran-
dom vector.

We are concerned about concepts of positive dependence — comonotonicity, positive re-
gression dependence, positive quadrant (orthant) dependence and their trivariate extensions.
Alghouth they were examined mainly in the second half of the last century, recently the
concept of copula has been successfully involved in this study (see [2], [3], [5]). Our goal is to
characterize them using the concept of copula. It is not surprising that an extension from a
bivariate case to a trivariate one is not always evident and is not always unique.

In two dimensional case we can say that there is an absolute lack of dependence
between X and Y when variables are stochastically independent. On the other hand, as a 'per-
fect' positive dependence we can consider the case when Y = a(X), where @ is an increasing
function. These two extremes form a space for the concepts of positive dependence that lie
between them. In trivariate case the dependence structure is much more complex. However, it
is not too much complex in the case when there is a positive dependence between all compon-
ents of (X, ¥, Z). As it was mentioned above, we apply the concept of copula to study these
dependences so for the convenience of the reader we refresh some basic facts about copulas.

First, let us introduce some notations, abbreviations and conventions. rv stands for a
random variable (or a random vector), a distribution function F of rv X is defined by F(x) =
P(X < x) and is abbreviated as cdf. We say that X is continuous when F' is a continuous func-
tion. When R stands for the extended real line [-c0; 0] and X is continuous then cdf F maps

R on [0, 1], i.e. the range of F, RanF, is equal to [0, 1].

A joint cdf of (X, ¥, Z) is denoted by F, or Fyy,, while its one dimensional margins by
F,, F», and F;. Two dimensional margins of F' are denoted by Fi,, F»3, and Fi;.

Instead of 'mondecreasing' and 'increasing' we use 'increasing' and 'strictly increasing'.
For a univariate cdf F, the quantile function F' is defined by F'(y) = inf {x: F(x) 2 y}, i.e. it
is increasing and always left-continuous. In the next we use the facts that

F-' is continuous < F is strictly increasing
F' is strictly increasing < F is continuous



We note that in the case when F is continuous, it can happen F'(F(x)) <x while continuity
of F guarantees that F(F'(y)) = y.

Symbol X ~ U(0, 1) means that X has the uniform distribution on the interval (0, 1).
Symbol = is used for 'equality in distribution'.

Using probability concepts, the copula can be introduced as follows. Let F be the joint
cdf of (X, Y, Z) whose components are continuous random variables with cdf Fy, F,, F5. Note

that due to continuity of F, F>, and F3, their ranges are equal to the interval [0, 1]. The copula
C is a mapping from [0, 1] to [0, 1] that maps points (Fi(x), F>(y), F3(z)) to values F(x, y, z):

C: (Fi(x), Fo(y), F5(2)) - F(x,y,2)
In this way, copula C couples margin values Fi(x), F2(y), F5(z) with the joint value F(x, y, z).
The formal definition can avoid probabilistic concepts. Here is its an n-dimensional version.

An n-dimensional copula (n-copula) is a function C: [0, 1]" - [0, 1] which has the fol-
lowing properties:

(c1) C(xi, x2, ..., x,) 1s increasing in each component Xx;.

(c2) C(1, ..., 1,x;, 1,...,1)= x; forall iLJ{1, ..., n}, x0[0, 1].

(c3) Forall a, b 1[0, 17", a < b, it holds

2 2
2 Z (- l)jltjjﬂ C(xljl’ --'axnj,,) 2 0
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where x;; =a; and x,=>b; forall {1, ..., n}.
As this contribution concerns with n-copulas for » =2 and 3, let us write explicitely what (c3)
means. For n=2 (c3) gives: If a=(ai, ), b= (b1, b2), a<b then
C(b1, bz) — C(Cll, bz) — C(bl, 612) + C(Cll, az) > 0

For n =3 (c3) states: If a = (ai, a», as), b= (b1, b», b3), a< b then

C(bl, bz, b3) — C(Cll, bz, b3) — C(bl, a, b3) — C(bl, bz, 613) +

+ C(al, a, b3) + C(Cl], bz, 03) + C(b], ay, (13) — C(Cl], ay, 613) > 0

Note that if C is a 3-dim copula then Cy: [0, 1]* - [0, 1] defined by Cay(u, v) = C(u, v, 1) is a
2-dim copula. It is easy to verify that (cl), (c2), (c3) are fulfilled, e.g. C(u, v, 0) = 0, due to

C(u, v, 0) < C(1, 1, 0) = 0, according to (c2). It can be proved that copula satisfies the
Lipschitz condition, i.e. for every u and v in [0, 1]” it holds

n

| C(v) - Cu) | < Z v~y ]

This means that C is uniformly continuous on [0, 1]". The most important result about copulas
is Sklar's theorem.
Theorem (Sklar 1959). Let F be an n-dimensional cdf with margins F, F, ..., F,. Then
there exists an n-copula C such that for all x in R" it holds
F(xl, X2y ovny x,,) = C(Fl(xl), FQ(XQ), ceey Fn(xn) )

If F\, F», ..., F, are continuous then C is unique; otherwise C is uniquely determined on Ran-
Fix ... xRanF,. Conversely, if C is an n-copula and F\, F>, ..., F, are cdf, then function H
defined by

H(x,, x2, ..., x,) = C(F(x1), F(x2), ..., F(x.))
is an n-dimensional cdf whose margins are F), F>, ..., F,.

For the next we restrict ourselves to the cases » = 2 and 3. If F, F,, F3 are continuous
Sklar's theorem states that a copula is unique so we can derive a copula from the joint cdf F:



F(x,y,z) = C(F\(x), F2(y), F3(2)), u=Fi(x),v=Fxy),w=F;z) U
Clu, v, w) = F(Fr'(u), F2'(v), F5'(w))
Moreover, it is known that if rv X has continuous cdf F then rv F(X) ~ U(0, 1). If Fi, F», F;

are continuous and we set U = Fi(X), V = Fx(Y), W = F5(Z) then U, V, W ~ U(0, 1). For the
joint ¢df Fyyw and for 0 <u, v, w < 1 we can write

Flj,xw(u, v, W): P(F](X) < u, FQ(Y) < v, F3(Z) < W) :P(XS F]hl(u), Y< thl(\/'), Z< F3-1(W))
= Fxyz(Fr'(w), Fy'(v), F5'(w)) = C(F\(Fr'(w)), Fo(Fy'(v)), F3(F5'(w)) = C(u, v, w)

so that the restriction of Fy, ;. on [0, 1]* is equal to C. It allows us to interpret the copula C as
the the joint cdf with uniform margins.

In the next discussion about orthant dependence we use the joint survival function C. If
C is a 3-copula we know that C can be considered as the joint cdf of uniformly distributed
variables U, V, W. Survival function C (associated with C) is defined by

Cu,v,w)=PU>u, V>v, W>w).
In the end of this short presentation we mention very important result independently de-

rived by Hoeffding and Fréchet.
Theorem (Fréchet-Hoeffding bounds). For every n-copula it holds

max{w +..+tu,+1—-n, 0} < Cluy, ..., u,) < min{u, ..., u,}.

Let us denote W"(u) =max {u, + ... tu, +1—n, 0} and M"(u) = min{ u, ..., u, }. These
functions are known as Fréchet-Hoeffding lower and upper bound, respectively. Note that M”
is a copula for all n =22 whereas W" is a copula only for n = 2.

2. Positive dependencies and copulas

Let us consider rv (X, Y, Z) with a joint cdf ' and margins F\, F», F5. Obviously, there is
an absolute lack of dependence when components are stochastically independent, i.e. when
for all real x, y, z it holds

F(x,y, z) = Fi(x).F2(y).F3(2)

This is the case when the product copula [1(u, v, w)=u.v.w is a possible copula for (X, Y, 7).
On the other hand, it is natural to state that there is a 'perfect' positive dependence among the
components when X, Y, Z are common monotone, i.e. if there exist rv § and increasing func-
tions a, 3, y such that X =a(S), Y = B(S), Z = y(S) hold. The following theorem gives equival-
ent formulations.

Theorem ([7]). Let (X, Y, Z) have a joint cdf " and marginals F, F>, F;. The following
conditions are equivalent:

1. F(x,y,z)= min{Fi(x), F>(y), F5(z)}

2. (X, Y, 2)="(F'(U), FY'(U), Fs''(U)) where U~ U(0, 1)

3. There exist rv S and increasing functions a, (3, y such that (X, Y, 2) =* (a(S), B(S), Y(S)).
If this is the case, we say that rv (X, Y, Z) is comonotonic. 1t is evident that M*(u) = min{u,,
us, us} is a possible copula for (X, Y, Z). Moreover, if F,, F,, F; are continuous, M° is a

unique copula. Now the question is arising: Suppose that (X, Y) and (Y, Z) are comonotonic.
What can be said about (X, Z)? The following proposition gives a sufficient condition.

Proposition. Let (X, ¥, Z) have a joint cdf F and continuous margins F,, F>, F5. If (X,Y)
and (Y, Z) are comonotonic then also (X, Z) is comonotonic and F(x, y, z) = min{Fi(x), F2(y),
Fi(2)}.



Instead of a complete proof we give at least its important point. If (X, Y) is comonotonic
and F;, F, are continuous then Y = F,'(F1(X)) so that Y= a(X), a.s., where a is increasing.

The next relation of positive dependence between X and Y is a relation of positive re-
gression dependence (PRD). For the bivariate case it was introduced by Lehman in [4]:

Y is positively regression dependent on X iff P(Y >y | X=x) is increasingin x, for all .

PRD states that it is more likely that Y takes larger values as X increases. Joe [3] points out
that this concept can be extended to the trivariate case in two ways. The first one is positive
dependence through the stochastic ordering:
(X, 7, Z) is positive dependent through the stochastic ordering (PDS) if P(Y >y, Z >z | X =x)
is increasing with respect to x and P(X >x, Z >z | Y=y)and P(X >x, Y >y | Z=z) are in-
creasing with respect to y and z, respectively.

The second extension of PRD is the concept of CIS:
(X, Y, Z) is conditional increasing in sequence (CIS) if P(Y >y |X=x) and P(Z >z|X=x,Y
=y ) are increasing in x and in (x, y), respectively.

Let us describe CIS in term of a copula. Let us start with the characterization of PRD of
(X, Y) through its copula Cyx y assuming that X, Y are continuous. The conditional probability
P(Y<y|X=x) can be derived from the copula Cyy

P(x-0<Xsx, YSy) Fo(x,y) - Fip(x-0,y)
P(x-6 < X< x) 0 F(x)- F(x-40)

Cyy(F(x), F,(¥)) = Cyy(Fi(x-0),F,(y)) .
Fi(x) - F(x-9)

PY<y|X=x)= lim; ,

= lim;

CXY 5 -CXY 5o aCXY
)" Car s ), L (F (0. F,(00)

= lim;

u- u

Conditional probability P(Y > y | X =x) is increasing in x iff P(Y < y| X=x) is decreasing

in x and assuming the sufficient regularity condition it happens iff 0 Cyy/0u is decreasing,
i.e., Cyy 1s concave in its first variable.

Let us now discuss CIS for (X, Y, Z) with a joint cdf F, a copula C and continuous mar-
gins F, I, F5. Suppose that Cyxy is concave in its first variable so that (X, Y) is PRD. Obvi-
ously, Cxy(u, v) = C(u,v,1) and if the function C(u, v,1) is concave in u, P(Y>y| X =x) is in-
creasing in x.

Now we are interested in a condition which guarantees that P(Z >z | X=x,Y =y ) is
increasing in x, y. Equivalently, P(Z <z | X=x, Y =y ) should be decreasing in x, y.

The conditional probability can be derived from a copula C of (X, Y, Z)

-—0< X< -n < Y¥g <
P(Z<z|X7x,¥=y) = lim, ,LOOSXE X yo < ¥y, Z82)
10 Px-0<X<x,y-n<Y<y)

= lim F()C,y,Z) ‘F()C‘ 57%2)‘F(X=)"’7»Z)+ F(x_éay_naz)
150 Fo(x,p)- Fy(x-0,9)- Fy(x,p-1)+ Fy(x-8,p-1)

Now we apply Sklar's theorem and we get

Clu,v,w) - C(u; ,v,w)- Cu,v, , w)+ Clu;,v, ,w
P(Zsz|X=x,Y=y)= lim; Wvw) = Sl w)” Sy, ) %, )
1-0  Cp,v)- Cph(us,v) - C12(“a"q)+ Clz(u67vn)



where u = Fi(x), v=Fxy), w = F(z), us = Fi(x — 0), vy = F>(y — ). Let us divide the numer-
ator and denominator by the product dn and take limits. Under the natural regularity condi-
tions we get

0°C(u,v,w)
duodv

0°C(u,v,1)
Juadv

should be decreasing in u, v. Denoting the right side of the above equation by ¢(u, v, w), we
have just proved the next proposition.

P(Z<sz|X=x,Y=y)=

Proposition. Let C be a copula of (X, Y, Z). If C(u,v, 1) is concave in u and ¢(u, v, w) is
decreasing in u,v then (X, Y, Z) is CIS.

The next relation is a relation of positive quadrant dependence (PQD). For the bivariate
case it was introduced by Lehman in [4] and studied also, for example, in [1]:

(X, Y) is positively quadrant dependent (PQD) iff
PX<x,Y<y)2P(X<x)P(Y<y), forall x, y.
It can be proved that (X, ¥) is PQD iff P(X>x, Y>y) = P(X>x)P(Y>y), for all x, y. But

this is not the case for a trivariate distribution. According to ([3]) the extension of PQD can be
considered in two directions :

(X, Y, Z) is positive lower orthant dependent (PLOD) iff
PX<x,Y<y,Z<z)2 PX<x)P(Y<y)P(Z<z), forall real x, y, z.

(X, Y, Z) is positive upper orthant dependent (PUOD) iff
PX>x,Y>y,Z>z) 2 P(X>x)P(Y>y)P(Z>z), forall real x, y, z.
It is known that PLOD and PUOD are not equivalent ([5], Example 5.22). That is the reason

why POD is defined as follows: (X, Y, Z) is POD if it is PLOD and PUOD simultaneously.
Now let us discuss POD and characterize it through a copula. It is clear that if (X, Y, Z)
is POD then subvectors are PQD (a probability is continuous). From this we can conclude that
if Cis a copula of (X, Y, Z) and X, Y, Z are continuous then for 2-copulas Ci,, C»;, Ci; it must
hold ([5], Chap. 5])
Co(u,v)2uv, Cs(u,w)2uw, Cu(v,w)=2vw forall u, v, wl[0, 1].
It is obvious that the condition PLOD is equivalent with the requirement C(u, v, w) = uvw, for
all u,v,wl[0, 1]. Now we need to guarantee
PX>x, Y>y,Z>z) 2 PX>x)P(Y>y)P(Z>z), forall real x, y, z
Nelsen ([5], p.180) uses the joint survival function C (associated with C) and the condition
PUQOD is equivalent with
C @, v,w)=(1-u)(1-v)1-w)
Thus POD can be formulated by two requirements:
C(u, v, w)2uvw and C@u,v,w)=(1—u)(1—v)1-w) forall u,v,wd[0, 1].
But we wish to formulate the condition PUOD explicitely for C itself. The left side of the
condition PUOD, the probability P(X >x, Y >y, Z>z)is equal to
1- F](X) — FQ(X) — F3(X) + F]z(x, y) + F13(X, Z) + sz,()/, Z) — 1:']23()(j Y, Z)
and the right side is the product
(I =Fi() - F()( - F3(2))

after cancelling and applying Sklar' theorem we obtain the condition



Clu,v,1 )+ C(u, 1,w) + C(1, v,w) — C(u, v, w) 2 uv+tuw+vw — uvw

Thus we have proved the next proposition.
Proposition. Let C be a copula of rv (X, ¥, Z) whose marginal cdf are continuous. Then
(X,Y,Z)1s POD iff C satisfies the conditions

Clu,v,w)y=2uvw
C(u,v, 1)+ C(u, 1,w)+ C(1, vyw) — C(u, v, w) 2 uv+uw+vw — uvw

for all u,v,wl][0, 1].
As an example let us consider (X, Y, Z) with the copula C given by C(u, v, w) = umin(v,
w). It is easy to verify that C fulfils the above conditions so that (X, Y, Z) is POD.

3. References

[1] ESSARY, J., PROSCHAN, F., WALKUP, D.: Association of random variables with
applications. Ann. Math. Statist. 38, 1967, pp. 1466-1474.

[2] GENEST, Ch., MacKAY, J.: The joy of copulas: bivariate distributions with uniform
marginals. American Statistician, 40, No4, 1986, pp. 280-283.

[3] JOE, H.: Multivariate models and dependence concepts. Chapman and Hall, London
1997.

[4] LEHMAN, E. L.: Some concepts of dependence. Ann. Math. Statist. 37, 1966, pp.
1137-1153.

[5] NELSEN, R. B.: An Introduction to Copulas. Lecture Notes in Statistics. Springer,
New York, 1999.

[6] SKLAR, A.: Fonctions de répartition a n dimensions et leurs marges. Publ. Inst.
Statist. Univ. Paris 8, (1959), pp. 229-231.

[7] VANDUFFEL, S.: Comonotonicity: From Risk Measurement to Risk Management.
Universiteit van Amsterdam, Faculteit der Economische Wetenschappen en Econometrie,
Leuven - Prom.: Dhaene J. & Goovaerts M., 2005, pp. 1 — 174.

[8] VOLAUF, P.: A note on dependence concepts for bivariate distributions. Proceedings
of APLIMAT 2007, 6™ International Conference, Bratislava, 6-9. February, 2007, pp. 479-
485.

[9] VOLAUF, P.: On dependence concepts and copulas for trivariate distributions.
Proceedings of APLIMAT 2008, 7™ International Conference, Bratislava, 5-8. February,
2008, pp. 1217-1223.

Acknowledgements
This contribution was supported by grant VEGA 1/0198/09.

Current address

Volauf, Peter , doc., RNDr., PhD.,

Katedra matematiky, FEI STU, Ilkovicova 13,
812 19 Bratislava,

e-mail: peter.volauf@stuba.sk



mailto:peter.volauf@stuba.sk

Pokyny pre autorov
Jednotlivé ¢isla vedeckého casopisu FORUM STATISTICUM SLOVACUM st prevazne

tematicky zamerané zhodne s tematickym zameranim akcii SSDS. Prispevky v elektronickej
podobe prijima zastupca redakénej rady na elektronickej adrese uvedenej v pozvanke na
konkrétne odborné podujatie Slovenskej Statistickej a demografickej spolo¢nosti. Nazov
word-stiboru uvadzajte a posielajte v tvare: priezvisko_nazovakcie.doc

Forma: Prispevky pisané vylucne len v textovom editore MS WORD, verzia 6 a vyssia do
verzie 2003, pismo Times New Roman CE 12, riadkovanie jednoduché (1), format strany A4,
vSetky okraje 2,5 cm, strany necislovat. Tabul'ky a grafy v ¢ierno-bielom prevedeni zaradit’
priamo do textu ¢lanku a oznacit’ podl'a Sablony. Bibliografické odkazy uvadzat’ v stlade
snormou STN ISO 690 av stlade s medzinarodnymi Standardami. Citacie s poradovym
¢islom z bibliografického zoznamu uvadzat’ priamo v texte.

Rozsah: Maximalny rozsah prispevku je 6 stran.

Prispevky su recenzované. Redak¢na rada zabezpeci posudenie prispevku clenom redakcne;j
rady alebo externym oponentom.

Struktira prispevku: (Pri pisani prispevku vyufite elektronicki  Sablénu:
http://www.ssds.sk/ v Casti Vedecky casopis, Pokyny pre autorov.)

Nazov prispevku v slovenskom jazyku (styl Nazov: Time New Roman 14, Bold,
centrovat)

Nazov prispevku v anglickom jazyku (styl Nazov: Time New Roman 14, Bold,
centrovat)
Vynechat riadok

Menol1 Priezviskol, Meno2 Priezvisko2 ($tyl normalny: Time New Roman 12, centrovat)
Vynechat riadok
Abstract: Text abstraktu v anglickom jazyku, max. 10 riadkov ($tyl normalny: Time New
Roman 12).
Vynechat riadok
Key words: KI'icové slova v anglickom jazyku, max. 2 riadky (§tyl normalny: Time New
Roman 12).
Vynechat riadok
KPacové slova: KI'icové slova v jazyku v akom je napisany prispevok, max. 2 riadky (Styl
normalny: Time New Roman 12).
Vynechat riadok
Viastny text prispevku v cleneni:

Uvod (Styl Nadpis 1: Time New Roman 12, bold, zarovnat' vlavo, cislovat)

Nazov ¢asti 1 (5tyl Nadpis 1: Time New Roman 12, bold, zarovnat vlavo, cislovat)
Nazov casti 1. ..
Zaver (5tyl Nadpis 1. Time New Roman 12, bold, zarovnat' vliavo, cislovat)
Vlastny text jednotlivy Casti je pisany §tylom Normal: pismo Time New Roman 12,
prvy riadok odseku je odsadeny vzdy na 1 cm, odsek je zarovnany s pevnym okrajom.

Riadky medzi castami nevynechavajte.
Literatara (5tyl Nadpis 1: Time New Roman 12, bold, zarovnat viavo, cislovat)

[1] Pisat’ podl'a normy STN ISO 690

[2]GraNnGER, C.W. — NEwBoLD, P. 1974. Spurious Regression in Econometrics. In: Journal of
Econometrics, €. 2, 1974, s. 111 — 120.


http://www.ssds.sk/

ADRESA AUTORA (-0V) (S7YL Napris 1: Time NEw Roman 12, BOLD, ZAROVNAT VLAVO, ADRESY VPISAT DO

TABULKY BEZ ORAMOVANIA S POTREBNYM POCTOM STLPCOV A S 1 RIADKOM):

Menol Priezviskol, titulyl Meno?2 Priezvisko?2 , tituly2
Ulical Ulica2
970 00 Mestol 970 00 Mesto2

menol.priezviskol @mail.sk meno2.priezvisko2@mail.sk



W.{
gy Q%% Slovenska Statisticka a demograficka spolo¢nost’

) | Mileticova 3, 824 67 Bratislava
www.ssds.sk

oy oenosS

NasSe najblizsie akcie:
(pozri tiez www.ssds.sk, blok Poriadané akcie)

Aplikacie metéd na podporu rozhodovania vo vedeckej, technickej a spolocenskej praxi
30. jin 2009, STU Bratislava

12. SLOVENSKA DEMOGRAFICKA KONFERENCIA
tematické zameranie: Demografickd buducnost’ Slovenska
23.-25.9.2009, Hotel DAMONA REGIA, Bojnice

FernStat 2009
VI. medzindrodna konferencia aplikovane;j Statistiky
(Financie, Ekonomika, Riadenie, Nazory)
tematické zameranie: Aplikovana, demograficka, matematicka Statistika, Statistické riadenie
kvality.
1. - 2. oktober 2009, hotel Lesak, Tajov pri Banskej Bystrici

18. Medzinarodny seminar VYPOCTOVA STATISTIKA,
3.-4.12. 2009, Bratislava, Infostat

Prehliadka prac mladych Statistikov a demografov
3. 12. 2009, Bratislava, Infostat

NITRIANSKE STATISTICKE DNI 2010
4. - 5. februar 2010, Nitra

PohPady na ekonomiku Slovenska 2010
13. 4. 2010, Bratislava, Aula EU

EKOMSTAT 2010, 24. §kola Statistiky

tematické zameranie: Statistické metody vo vedecko-vyskumnej, odbornej a hospodarskej
praxi.

jun 2010, Trenc¢ianske Teplice

Regionalne akcie
priebezne



FORUM STATISTICUM SLOVACUM

vedecky recenzovany Casopis Slovenskej Statistickej a demografickej spolocnosti

Wdavatel’

Slovenska statistickd a demograficka
spolo¢nost’

Mileti¢ova 3

824 67 Bratislava 24

Slovenska republika

Redakcia
Mileti¢ova 3

824 67 Bratislava 24
Slovenska republika

Fax
02/39004009

e-mail
chajdiak@statis.biz
Jan.Luha@chello.sk

Registraciu vykonalo

Ministerstvo kultiry Slovenskej republiky

Registracné cislo
3416/2005

Evidencne cislo
EV 3287/09

Tematicka skupina
B1

Datum registracie
22.7.2005

Objednavky

Slovenska statistickd a demograficka
spolo¢nost’

Mileticova 3, 824 67 Bratislava 24
Slovenska republika

1CO: 178764

DIC: 2021504276

Cislo tictu: 0011469672/0900
ISSN 1336-7420

Redakcna rada
RNDr. Peter Mach — predseda

Doc. Ing. Jozef Chajdiak, CSc. — séfredaktor

RNDr. Jan Luha, CSc. — tajomnik

clenovia:

Ing. FrantiSek Bernadic¢

RNDr. Branislav Bleha, PhD.

Ing. Mikulas Car, CSc.

Ing. Jan Cuper

Ing. Pavel FTak, DrSc.

Ing. Edita Holickova

Doc. RNDr. Ivan Janiga, CSc.

Ing. Anna Janusova

RNDr. PaedDr. Stanislav Katina, PhD.
Prof. RNDr. Jozef Komornik, DrSc.
RNDr. Samuel Koroény, PhD.

Doc. Ing. Milan Kovacka, CSc.
Doc. RNDr. Bohdan Linda, CSc.
Prof. RNDr. Jozef Mladek, DrSc.
Doc. RNDr. Ol'ga Nanasiova, CSc.
Doc. RNDr. Karol Pastor, CSc.

Prof. RNDr. Rastislav Potocky, CSc.
Doc. RNDr. Viliam Palenik, PhD.
Ing. Iveta Stankovic¢ova, PhD.

Prof. RNDr. Beata Stehlikova, CSc.
Prof. RNDr. Anna Tirpakova, CSc.
Prof. RNDr. Michal Tkac, CSc.

Ing. Vladimir Uradni¢ek, PhD.

Ing. Boris Vaio

Doc. MUDr Anna Volna, CSc., MBA.
Ing. Méria Vojtkova, PhD.

Prof. RNDr. Gejza Wimmer, DrSc.
Mgr. Milan Zirko

Rocnik
V.
Cislo
3/2009

Cena vytlacku 20 EUR
Rocné predplatné 80 EUR



	fss0309_1
	Obalka
	fss_3_2009_uvod
	Andrejiova-FSS
	1. Úvod 
	2. Štatistika - 1.stupeň vysokoškolského štúdia
	3. Štatistika - 2.stupeň vysokoškolského štúdia
	4. Výučba štatistických predmetov
	5. Záver
	6. Literatúra
	Adresa autora(-ov):

	Bohdalova_Bohdal-FSS
	Bohdalova_Gregus-FSS

	fss0309_2
	Grendar-FSS
	Hrnciarova-FSS
	Chajdiak-FSS
	3. Literatúra
	Adresa autora:

	Janova-FSS
	1. Úvod
	2. Příklad typové úlohy: Optimalizace rozvržení reklamy
	3. Závěr
	4. Literatura
	Adresa autora:

	Jarosova-FSS
	Kriva_etal-FSS
	Luha-FSS
		Na korektnú realizáciu výskumov verejnej mienky je potrebné poznať základné zákonitosti, ktoré umožňujú získanie empirických dát, ich štatistickú analýzu a objektívnu interpretáciu. Tieto úlohy rieši metodológia výskumov verejnej mienky, čo je súbor pravidiel a postupov merania spoločenských javov a procesov. 
	Kódovanie a záznam dát
	Výberová vzorka
	Metódy terénneho zisťovania
	Nové technológie využívajúce počítače a nové prostriedy spojovej techniky


	                                                             Pct of  Pct of

	Adresa autora:

	Macurova_Macura-FSS
	1. Výsledky experimentu a aproximované hodnoty
	2. Formulácia hypotézy o obrobenom povrchu pre Mann-Whitneyho U test 
	3. Záver
	4. Literatúra
	Adresa autora (-ov):

	Marinova_Valaskova-FSS
	Minarova-FSS
	Oropeza-FSS
	Pastuchova_Vaclavikova-FSS
	1. Úvod
	2. Metóda K-means
	3. Fuzzy zhlukovanie
	4. Porovnanie výsledkov analýzy 
	5. Záver
	6. Literatúra
	Adresa autorov

	Pomenkova-FSS
	1. Úvod
	2. Metodika
	3. Empirická část
	4. Závěr
	5. Literatura

	Rezankova-FSS
	1. Úvod
	2. Jednorozměrná analýza rozptylu s jedním faktorem
	3. Zkoumání asymetrické závislosti
	4. Aplikace na hodnocení kvality shluků
	5. Závěr
	6. Literatura
	Adresa autorky:

	Stankovicova_Bartosova-FSS
	1. Úvod
	2. Subjektívna chudoba
	3. Údaje EU SILC 2007
	4. Použité premenné z EU SILC 2007 pre analýzu pocitu chudoby
	5. Výsledky porovnania subjektívnej chudoby v SR a ČR a ich vizualizácia
	6. Záver
	7. Literatúra
	8. Zdroje údajov
	Adresy autoriek:

	Tucek_etal-FSS
	Vala_etal-FSS
	1. Physical and technical background
	2. Model description
	3. Computational techniques
	4. References
	Authors’ address:

	Varga-FSS
	Viktorinova-FSS
	1.  Úvod
	2.   Popis uvedenej problematiky
	 3. Záver
	Adresa autora :

	Volauf-FSS
	1. Introduction and notation
	2. Positive dependencies and copulas
	3. References

	Autori
	Akcie
	Tiraz


