ODHAD PARAMETROV VSEOBECNEHO PARETOVHO
ROZDELENIA SOFTVEROM EVA V PROSTREDI JAZYKA R.

Abstrakt

V pripade vyskytu extrémnych hodnét v databaze udajov je mozné na ich popisanie zvolit
model prekrocenia prahu vyuzitim vSeobecného Paretovho rozdelenia (GPD). Prispevok sa
zaoberda odhadom parametrov tohto rozdelenia vyuzitim open source systému R
prostrednictvom softvéru Extreme value analysis (EVA). Vyuzitim balika in2extRemes
mozno po nacitani udajov do softvéru realizovat analyzu vhodnej volby prahu, odhad
spominanych parametrov. Interpretacia dosiahnutych vysledkov je podporena aj grafickou
prezentaciou vysledkov pouzitych metdd. Predikciu rozdelenia extrémnych $kod moze
poistovia vyuzit’ pre realizaciu riadenia rizika v suvislosti SO zabezpecenim jej solventnosti.

KPucové slova

Extrémne hodnoty, model prekroCenia prahu, vSeobecné Pareto rozdelenie, open-source
system R, package in2extRemes, Extreme value analysis (EVA), mean residual life plot.

1 MODEL PREKROCENIA PRAHU (THRESHOLD MODEL)

V ramci analyzy extrémnych hodnot sa budeme zaoberat’ modelom prekrocenia prahu,
ktory budeme aplikovat’ na databazu udajov, ktoré mozno povazovat’ pre jednoduchost’ za
hodnoty nahodnej premennej X Samozrejme, Ze je prirodzené povazovat za extrémne
udalosti tie hodnoty X , ktoré prekracuju ur¢iti hodnotu tzv. prah prekrocenia u (threshold).

Vseobecné Paretovo rozdelenie

Nahodné premenné X —u/X >u, resp. X/X >u je mozné popisat vSeobecnym
Paretovym rozdelenim. Stanovenie vhodnej hodnoty prahu u si vyzaduje samostatnu analyzu,
v ktorej sa verifikacia opiera viac menej o graficka prezentaciu. Pre dostatoéne velké u je
distribu¢na funkcia ndhodnej premennej Y = X —u/ X >u priblizne rovna

1

H(y)=1_(1+§%j_§, pre y>0a 1+§%>0 1)

Nahodna premenna Y = X —u/ X >u sa riadi v§eobecnym Paretovym rozdelenim (GPD —
generalized Pareto distribution). Ak & <0, tak podmienené rozdelenie Y ma hornt hranicu

o . . : , , . ,
u-—. Ak £>0, podmienené rozdelenie Y nema hornu hranicu. Pre stredni hodnotu

nahodnej premennej Y pre & <1plati
c
E(Y)=— 2
=17 @

Ked'Ze pozname distribu¢nu funkciu nahodnej premennej Y = X —u/ X >u vieme uréit’ aj
distribu¢nt funkciu nahodnej premennej X /X >u. Pretoze X =Y +u, je distribu¢na
funkcia nahodnej veli¢iny X /X >u rovna



1

H(x)=1—(1+§gj_§ X > U 3)
O

Nahodna premenna X /X >u sa riadi v§eobecnym Paretovym rozdelenim s parametrami
u,6,£, ¢o modzeme zapisat GP(u,6,&). Ak data X, X, X;,...X,, ktoré analyzujeme
predstavuju hodnoty nahodnej premennej X , potom hodnoty nahodnej premennej X /X >u
zapiSeme nasledovne {Xi X >u, i=1.., n} , resp. Xayre Xy V suvislosti s nadhodnou
premennou Y =X —u/X >u jej hodnoty oznatime y,,...,y;, kde y; =X~ U, j=1...k.

Opisanu situaciu mézeme graficky zobrazit'” na obr. 1. [2]
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Obr. 1 Model prekrocenia prahu.

Na analyzu dat (overenie urCenia hodnoty prahu u, odhad parametrov vseobecného
Paretovho rozdelenia) vyuzijeme niektoré baliky (packages) a prikazy systému R a $pecialne
softvér EVA (Extreme value analysis). Softvér je ureny pre analyzu extrémnych hodnot,
pri¢om pre jeho pouZitie je nutna instalacia balika in2extRemes. [6]
> inZ2extRemes () R
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Obr. 2 Instalacia package in2extRemes a ukazka
prostredia softvéru EVA (Extreme value analysis)

Save

Euit

Vol'ba urovne prahu U pomocou grafickej analyzy.

a) Vyskumnd metéda - mean residual life plot (graf priebehu priemernych rezidudlov)
(nevyzaduje odhad parametrov)

Uvazujeme o modeli prekrocenia prahu U Snameranymi hodnotami X,,...,X,, ktoré

povazujeme za hodnoty nahodnej premennej X . Zvolme si troveil U, auvazujeme o



nahodnej premennej Y =X —Uu, / X >u,, pre ktorej strednii hodnotu E(UOY) podla vztahu
(3) pre &<1[1]

E(,Y)=—2 4
()= @
Pre roveii U >u, potom pre E( Y )plati
G, '3 , .
E(Y)=—-+——u=a+pu, kde a, g sukonstanty. (5)

1-¢ 1-¢
Pre Tubovolné u>u, je E(,Y) linedrnou funkciou, ktord zavisi od prahu u. Preto pre
U & (Uy, Xy ) lezia body (u, E(,Y)) na priamke, za predpokladu, ze U, je ,dostatotne
velké* . Kedze pre odhad E(,Y) savisiaci s rozsahom suborun, hodndt néhodnej

premennej Y plati

Ny

>, ©)

i=1

Y-

S|

na identifikaciu toho, ¢i uz sme ur¢ili dostato¢ne vysokt uroven U, pouzijeme mean residual
life plot (graf priebehu priemernych rezidualov), ktory pozostava z bodov

{(u, niiuyi]:u<xmax}, (1)

kde ,y; je hodnota nahodnej premennej Y . E(UOY)Z E(X —u,/ X >u,) nazyvame aj mean

excess. Tie hodnoty u, pre ktoré body grafu lezia ,, priblizne “ na priamke su vhodné pre
urenie prahu. Chceme ur¢it’ taky prah U, ktory je Co najmensi, ale pre prislusné Y uz
mozeme predpokladat, Ze maju zovSeobecnené Paretovo rozdelenie. Ak totiz zvolime prili§
vysoky prah U, potom mame malo hodnét ndhodného vyberu Y, aprislusné odhady
pomocou tohto ndhodného vyberu maji velky rozptyl. VysSie uvedend volba trovne je
vyskumna a realizuje sa pred urCenim odhadu parametrov. Na zostrojenie mean residual life

plot vyuzijeme spominany softvér EVA, ktory graficky zobrazi aj zvolené konfidencéné
intervaly (confidence imtervals), obr. 8.

7 Into the extRerr 7% Mean Residual Life Plot = O

File [ Plot | Analyze
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Mean Residual Life Plot

Fit POT model to a range of thresholds B Confidence

Auto tail-dependence function MA Action |na.fail 093
MNumber of Thresholds
Fit Diagnostics 100

Return Level Plot
OK | Cancel | Help

Obr. 3 Vyber databazy pre realizaciu Mean residual life plot v prostredi softvéru EVA.

b) Vol’ba prahu u podPa stability parametrov.

Pomocou mean residual life plot sa da niekedy tazko interpretovat’ vhodna vol'ba prahu.
Iny spdsob grafického urcenia vhodnej vol'by prahu, ktory je zalozeny na fitovani GPD, resp.



odhade jeho parametrov 5 a éu pre rézne hodnoty prahu u je overovanie ich stability. Ak

U, je ,,vhodne ur¢end* hodnota prahu, tak pre u > u, plati

&u=&UO+§(u—u0)=y+§u, (8)

kde y, & su konstanty (pre vSetky ,,vhodné“ u >u,). Ak u, je vhodny prah, tak pre u >u, su
parametre & aj y =6, —<&-u konStantné. [1]

Hodnoty odhadov parametrov faéu pre zvolenu Groven prahu U dostaneme metdodou
maximdlnej vierohodnosti (maximum likehood estimates) vyuzitim softvéru EVA
v prostredi systému R na karte Analyze (Extreme Value distributions), resp. v okne Fit EV
Model.

Odhad parametrov je mozné realizovat pomocou balika extRemes a funkcie fevd pre
fitovanie vSeobecného Paretovho rozdelenia (type="“GP*) a hodnotu prahu (treshold=30),

ktort1 zhodou okolnosti vyuziva aj softvér EVA . o Y Mot - e
datagpd ~
dop
Data Object final
flood
K Into the extRemes Packag food v
Res se
File | Plot | Analyze ;

Poisson Distribution

Pararneter Confidence Intervals
Likelihood-ratio test

Fit Surnmary

Extremal Index

Thresheld Response Units

Obr. 4 Fitovanie , resp. odhad parametrov GPD & constt

© vector

v prostredi EVA. vouet 54

Pre spominané grafické overenie stability parametrov y, £ je nutné na karte Plot zvolit’ Fit
POT models to range of thresholds , obr. 4 s vystupom v okne R Graphics, obr.9.[6]
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Fit POT model to a range of thresholds _ Maximurm Threshold |80

Auto tail-dependence function Type of POT model |GF
Number of thresholds |80

Fit Diagnostics
Return Level Plot NA Action |nafail

0K | Cancel | Help

Obr. 5 Zadavanie vstupnych tdajov pre overenie stability parametrov y, & V prostredi EVA.

2 PRAKTICKA REALIZACIA

Metodologiu spracovania extrémnych hodndt vyuZzitim fitovania vSeobecnym Paretovym
rozdelenim budeme prezentovat’ na udajoch tykajucich sa dennych zrazok v juhozapadnom
Anglicku v priebehu rokov 1914-1962. Tieto pozorovania sme ziskali zo systému R v baliku



“ismev”, v ktorom su tieto data oznaCené ako ‘“rain” s popisom “Daily Rainfall
Accumulations in South-West England”.

Daily rainfall data - south-west England 1914-1962

60
|

Daily rainfall (mm)
40

20

T T T T
0 5000 10000 15000

days
Obr. 6 Dennych zrazok v juhozapadnom Anglicku v priebehu rokov 1914-1962.

Casovy vyvoj spominanych zrazok podas 17531 dni zobrazime v systéme R v ramci
jeho grafického rozhrania (R Graphics) pomocou prikazu Plot, ktory zadame v okne R
Console v nasledovnom syntaxe [3],[4]

plot (rain,main="Daily rainfall data - south-west England 1914-
1962",xlab="days",ylab="Daily rainfall (mm)",type="1")

Na analyzu dat “rain” vyuzijeme softvér EVA (Extreme value analysis)v grafickom
prostredi systému jazyka R, ktorého rieSitel'sky aparat sme si predstavili v predchadzajicej
kapitole. V tejto Casti prispevku si eSte predstavime naéitanie databazy do tohto softvéru
a potom zobrazime vystupy jednotlivych krokov uskuto¢nenej analyzy.

Na tvod je udaje potrebné nacitat’ a ulozit’ (Save As (in R)). V naSom pripade z lokélneho
disku (D), kde sme pre potreby nacitania vytvorili z dat “rain” textovy subor rain.txt.[5]

il 7 Read File - o E

File | Plot | Analyze File Type | Delimiter:| [# Header | Save As (in R) oK

Ii & Common rain | Cancel

Read Data " Rsource

Obr. 7 Nacitanie databazy pre sofvér EVA.

Ur¢ime hodnotu prekrocenia prahu a odhadneme parametre vSeobecného Paretovho
rozdelenia v softvéri EVA. Grafickou analyzou pomocou mean residual life plot s 95%
konfidenénymi intervalmi a stability odhadnutych parametrov overime vhodnost’ stanovenej
hodnoty prahu u=30.
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Threshold

Mean Excess

Obr. 8 Mean residual life plot s 95% konfidenénymi intervalmi.

Ako uz bolo spomenuté tito metdoda nie je pri praktickej realizacii jednoducho
interpretovatelnd. Vzhladom na dokazant linearnu zavislost' a fakt, Ze nie su potrebné

5



odhadnuté hodnoty parametrov musime brat’ do uvahy kladné aj zdporné hodnoty koeficientu
£ . Vzhladom na tedériu popisantt v predchadzajucej kapitole a fakt, ze prah musi byt
dostatocne velky si z dvoch alternativ u=30, resp. u=60 vyberame ako vhodne zvolenu
hodnotu prahu (threshold) u=30. V pripade u=60 by bol totiz subor pozorovani vel'mi
maly. Metdda overovania stability parametrov je logicky zaloZena na ich odhade, ktory sme
realizovali meddou MLE (maximum likehood estimates). Vystup softvéru EVA v prostredi

Workspace v systéme R
[1] "Estimation Method used: MLE"

Estimated parameters: scale shape
7.440270 0.184499

To znamen4, Ze v pripade hodnoty u=30 su odhadnuté hodnoty GPD &(scale) ~7,44 a
£(shape) ~0,184. Na zéaklade tedrie popisanej v predchadzajucej kapitole overime graficky
vhodnost’ zvoleného prahu tak, ze zobrazime zavislost’ reparametrizovaného scale t.j. y a
parametra shape & od hodnoty prahu (threshold) u .

=3 R Graphics: Device 2 (ACTIVE) =R

threshrange.plot(x = var.val, r = ¢(0, 50), type = "GP", nint = 50,
na.action = na.fail)
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Obr. 9 Vystup softvéru EVA v prostredi R Graphics - grafické overenie stability parametrov

Hodnotu prahu u =30 mozno oznadit’ za vhodne zvolenu vzhl'adom na vizualne potvrdenie
stability reparametrizovaného parametra y a parametra &.

Zaver

R je jazyk azaroven prostredie vhodné pre realizaciu Statistickych vypoctov a tvorbu
grafickych vystupov. Relativne I'ahko umoziiuje pridavat’ vel'ké mnoZstvo balickov, ktoré
zjednoduSujii pracu wuzivatela. V pripade potreby vytvorenia uzivatel'ského grafického
rozhrania (GUI- graphical user interface) je nutné vyuzit nadstavbu R Commander. V tejto
stvislosti sa vytvara priestor pre vyuzitie tohto prostredia, resp. jazyka R v ramci rieSenia
roznych tloh z oblasti tedrie rizika v nezivotnom poisteni.
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