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The proponents of analytical philosophy often draw a comparison between mathe-
matics and chess. Their metaphor is to suggest that both the result of mathematical
calculation and the content of a mathematical statement are determined by the rules
of “mathematical game” of some kind and independent of status quo. The steps made
in a given calculation or proof arguments are game moves — and similarly to a posi-
tion in chess the position in a “mathematical game” has no factual content. The aim
of the article is to question the metaphor at issue and show the multiple characteris-
tics of mathematical symbols that make them principally different from chessmen.
The arguments introduced are to show that contrary to chess mathematics enables us
to understand the world, discern its structure and grasp its coherence. The metaphor
in question thus can be labeled as systematically misleading.
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Analyticki filozofi zvykni matematiku prirovnavat’ k Sachu. M. R. Brown v knihe
Philosophy of Mathematics, an Introduction to the World of Proofs and Picures pise:
,»Nikto si nemysli, Zze Sachové figirky nieCo oznacuji. Formalisti miluja nasledujiicu ana-
l6giu: Matematika je len hra, matematické objekty st ako Sachové figurky a pravidla ma-
tematiky s ako arbitrdrne pravidld hry. Slavnostne by mohli dodat’, Zze matematika je
najvacsou hrou aka bola kedy hrana, ale je to napriek vSetkému len hra* (Brown 1999,
63). V podobnom duchu pise aj M. Colyvan v knihe An Introduction to the Philosophy of
Mathematics: ,,Takzvany herny formalizmus je nazor, Ze matematika sa do velkej miery
podoba Sachu. Figurky Sachovej supravy ni¢ nereprezentuji, si len nezmyselnymi kus-
kami dreva, kovu alebo ¢ohokol'vek iného, definované pravidlami riadiacimi pripustné
tahy, ktoré s nimi mozno robit’. Podl'a herného formalizmu s matematikou je to podobne*
(Colyvan 2012, 4). Tymto prirovnanim sa snazia upozornit’ na to, Ze vyznam matematic-
kych symbolov je uréeny suborom pravidiel konkrétneho kalkulu v ktorom funguju —
podobne, ako st vlastnosti Sachovej figirky plne urcené pravidlami Sachu. Matematik
pouzivajuci uréity kalkul sa preto podoba Sachistovi — vysledok vypoctu, ako aj priebeh
Sachovej hry je urCeny vylucéne pravidlami ,,hry* a nezavisi od stavu sveta. Fyzikalne
teorie su empiricky testované, ale tak, ako nema zmysel empiricky testovat’ Sach, bolo by
absurdné empiricky testovat’ aj aritmetiku.! Predkladany ¢lanok si kladie za ciel’ ukéazat,

! Cheeli by sme sa pod’akovat prof. Michaelovi Heidelbergerovi, ktory tento argument pouZil na
konferencii European Philosophy of Science — Philosophy of Science in Europe and the Viennese Heri-
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7e tato metafora je zavadzajuca a navodzuje pomylent predstavu o matematike.
1. Sach verzus matematika

Ako kazdé prirovnanie aj prirovnanie matematiky k Sachu sa zaklada na subore Cft,
ktoré ma matematicky vypocet spolocné so Sachom. Aj matematika, aj Sach si l'udské
aktivity riadiace sa suborom pravidiel, ktoré si do velkej miery konvenéné. Kroky vypoctu,
resp. tahy v Sachu vyberdme z obmedzeného suboru pripustnych krokov ¢i tahov. Pritom
matematické symboly pouzivané pri vypocte rovnako ako Sachové figurky su do velkej
miery arbitrarne a svoj zmysel ¢erpaju z pravidiel prislusného kalkulu ¢i z pravidiel Sachu.
Okrem tychto spolo¢nych ¢it vSak existuje rad aspektov, ktorymi sa matematicka symbo-
lika odliSuje od Sachu. Usporiadané s v zmysle narastajucej vzdialenosti od Sachu.?

I. Nekoneénost. Sach je kone¢ny, ma koneény pocet moznych pozicii. Naproti to-
mu kazdy reprezentacny nastroj pouzivany v matematike umoziuje vygenerovat’ poten-
cidlne nekonecny pocet réoznych konfiguracii. Mozno namietnut, Ze prakticky v celej
doterajsej historii 'udstva bol pouzity iba kone¢ny pocet konfiguracii akéhokol'vek repre-
zentaéného nastroja (Cisiel, polynémov, funkcii...) a toto konecné ¢islo je ovela mensSie
nez pocet moznych pozicii v Sachu. Takze matematika nikdy prakticky nevyuzije neko-
necnost’ moznych konfiguracii svojich reprezentaénych nastrojov. To je sice pravda, ale
na to, aby bolo mozné aspon v principe vytvorit’ nekonecny pocet r6znych konfiguracii,
musia mat’ reprezentacné nastroje matematiky d’al$iu dolezita vlastnost’, ktora ich odlisuje
od Sachu, a to rekurzivnost’.

I1. Rekurzivnost’. Reprezentaéné nastroje matematiky podstatnym spésobom vyuzi-
vaju rekurzivnost’ — ich konfiguracie si generované z malého poctu primitivnych prvkov
pomocou malého poétu jednoduchych pravidiel, ktoré sa neustale opakuji. Preto su ich
konfiguracie transparentné a I'ahko pochopitelné. Ked' sa pozrieme na desatinné ¢islo
alebo na algebraicky vzorec, je 'ahké skontrolovat’, ¢i je to spravne vytvoreny vyraz jazy-
ka aritmetiky ¢i algebry. Naproti tomu v Sachu hra prebicha striedavymi tahmi dvoch
protihracov, z ktorych kazdy ma k dispozicii Sestnast’ figur, takze v iom vznikaju zlozité
a neprehladné situacie. Ked sa pozrieme na situdciu vytvorenll na Sachovnici, nevieme
okamzite urcit, ¢i je vytvorena spravne, teda ¢i je, alebo nie je vysledkom mozného prie-
behu Sachovej hry.

tage, konanej roku 2011 vo Viedni, proti ndSmu empirickému vykladu matematiky. V nasej praci (Kvasz
2014) sme sa pokusili bezprostredne Celit’ tomuto argumentu a teraz vyuzivame prilezitost’ rozobrat’ danti
tému systematickejsie.

2V nadvéznosti na knihu Patterns of Change (Kvasz 2008) budeme matematickt symboliku ozna-
Covat’ ako nastroj symbolickej reprezentacie. Nastroje ikonickej reprezentacie ponechdme bokom. Geo-
metrické konStrukcie maju sice viac spoloénych ¢it so Sachom, ale ked’ze filozofi spravidla metaforu
Sachu vztahuju na aritmetiku, aj my ostaneme pri analyze néstrojov symbolickej reprezentacie.
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I11. Redundantnost’. Jednotlivé nastroje symbolickej reprezentacie obsahuju spra-
vidla dvojice opaénych operacii (s¢itanie a od¢itanie; nasobenie a delenie; umocnovanie
a odmociiovanie; integrovanie a derivovanie), ¢o ma za nasledok, ze prostriedkami uréi-
tého nastroja symbolickej reprezentacie mozno kazdu konfiguraciu vyjadrit’ nekonecnym
poctom roéznych spésobov. Tak napriklad v aritmetike mozno ¢islo 4 vyjadrit' ako 5 — 1, 6
—2,7 -3 atd’. az do nekonecna, pricom z pohl'adu aritmetiky st vSetky tieto vyrazy ekvi-
valentné. Naproti tomu v Sachu nie je mozné rovnaku konfiguraciu vyjadrit’ réznymi ek-
vivalentnymi sposobmi. Zda sa, Ze nie je mozné zmysluplne tvrdit, ze rézne Sachové
pozicie vyjadruji rtéznym spdsobom tu istu situaciu.

IV. Standardnost’ metéd. Redundantnost’ je pre matematiku dolezita, lebo visina
nastrojov symbolickej reprezentacie umoziuje vytvorit’ Standardné ulohy tak, Ze sa vyza-
duje ekvivalentna uprava daného vyrazu na ur¢ity tvar.’ Pre matematiku je charakteristic-
ké, ze pre Siroku triedu takychto tloh poskytuje Standardné postupy na ich rieSenie. Na-
priklad pre scitanie ¢i nasobenie Cisel v desiatkovej stistave existuju Standardné algoritmy
rovnako ako na rieSenie sustav linedrnych rovnic alebo na derivovanie funkcii. V Sachu,
na druhej strane, musime kazdu situdciu analyzovat’ individualne. Neexistuju ziadne Stan-
dardné postupy, ktoré by bolo mozné pouzit’ pri rieSeni Sirokych tried Sachovych pozicii.

V. Zovseobecnitel’nost’ metéd. Pozoruhodnou vlastnostou matematiky je to, Ze pre
ten isty problém, ¢i danu triedu problémov existuje cely rad metdd s réznou mierou vSeo-
becnosti. Napriklad na rieSenie polynomickej rovnice sa mozno pozerat' ako na ulohu
n4jst’ vzorec zadavajlci rieSenie, alebo ako na tlohu néjst’ rozklad polyndmu na linedrne
¢leny, alebo ako na ulohu najst’ rezolventu danej rovnice, alebo ako na ulohu najst’ roz-
kladové pole, alebo ako na ulohu n4jst’ faktorizaciu grupy automorfizmov rozkladového
pola polynému. Kazda z tychto tloh je urcitym zovSeobecnenim predoslej, takze metddy
jej rieSenia automaticky zahfmaju aj postup rieSenia predchadzajicej ulohy (Kvasz 2008,
199). Postupné zovseobecnovanie metodd prinasa coraz hlbsie porozumenie danému prob-
1ému a zasadzuje ho do Coraz SirSich suvislosti. Asi netreba zdoraziiovat’, Ze v Sachu ni¢
také ako zovseobecnitelnost’ metdd neexistuje.

VI. Aproximativnost’ metéd. Nastroje symbolickej reprezentacie maji dalSiu zau-
jimava vlastnost’, ktori mozno oznalit ako aproximativnost. Ked’ chceme vypocitat
urcity integral nejakej funkcie, mézeme funkciu rozlozit’ do nekone¢ného radu a tento rad
¢len za clenom integrovat. Ak vezmeme niekol’ko prvych ¢lenov rozvoja, Casto ziskame
dostatocne dobrtl aproximaciu vysledku. Takto sme zlozity problém aproximovali jedno-
duchSou tlohou, ktort dokaZeme vyriesit’, a z rieSenia jednoduchej ulohy mdézeme spra-

3 V bodoch 1. — VI. reprezentatné nastroje chapeme ako kalkuly bez vzt'ahu k realite, preto prislusné
ulohy chapeme ako ulohy upravovania vyrazov jazyka na vyzadovany tvar a otazku o zmysle tohto upra-
vovania zatial’ nekladieme. Délezité je to, Ze ani len tento neinterpretovany kalkul nema paralelu vo sfére
Sachu.
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vidla vyvodit’ zavery o rieSeni povodného problému. V Sachu moznost’ takejto aproximacie
neexistuje. Tam je kazda situdcia jedine¢na; ma svoje zvlastnosti, ktoré mozu zasadne
ovplyvnit’ vysledok hry. Kazdé aproximovanie ¢i nahradenie zlozitého problému jednoduch-
$im je nebezpecné, pricom pojem priblizného riesenia Sachovej pozicie nedava zmysel.

VII. Interpretativnost’. Reprezenta¢né nastroje matematiky ako aritmetika, algebra
¢i diferencidlny a integralny pocet neboli vytvorené ako neinterpretované kalkuly. Kazdy
reprezentacny nastroj bol vytvoreny na praktické ucely, takze jeho vyrazy prirodzene
reprezentuju ten aspekt reality, na opis ktorého bol reprezentacny nastroj povodne vytvo-
reny. Pouzitie nastroja sa neobmedzuje na aspekt reality, na opis ktorého nastroj pdvodne
vznikol. Nastroj méze byt pouzity aj na ucely, ktoré jeho tvorcovia nemohli predvidat’.
Ale aj napriek tomu vzdy existuje urcity aspekt skuto¢nosti, v medziach ktorého mozno
vyrazy apravidla daného reprezentaéného néstroja prirodzene interpretovat. Sachové
figurky ni¢ podobné neumoziuji. Neexistuje nijaky aspekt skutocnosti, o ktorom by sme
mohli povedat, Zze je podkladom prirodzenej interpretacie Sachu podobne tomu, ako je
pohyb hmotného bodu podkladom prirodzenej interpretacie vyrazov a pravidiel diferen-
cidlneho a integralneho poctu.

VIII. Reprezentativnost’. Vyrazy reprezentaénych nastrojov (¢isla, rovnice, integra-
ly) mézeme uviest' do vztahu s uréitym vysekom skutocnosti tak, Ze z vypoctov s tymito
vyrazmi v prislusnom kalkule mozno ziskat' informdacie o niektorych aspektoch reprezen-
tovaného vyseku reality. Ked’ spocitam pocet minci v jednom vrecku a v druhom vrecku,
vysledny pocet minci moézem zistit’ s¢itanim tychto Cisel. Samozrejme, to je banalny pri-
klad pouzitia matematiky. Musime si vSak uvedomit’, Ze Sach ni¢ podobné neumoziuje.
Nie je mozné reprezentovat’ urcity aspekt skuto¢nosti pomocou konfiguracii figlirok na
Sachovnici a potom na zaklade pravidiel Sachu odvodit’ nejaké nové poznatky o tomto
aspekte.* Zastancovia logického pozitivizmu radi zddraziiovali, Ze vyroky matematiky
nevypovedaju o svete. To je pravda, pokial’ vypovedanie o svete redukujeme na konstato-
vanie vyskytu jedine¢ného, izolovaného empirického faktu, ale rovnako je pravda, Ze za
istych okolnosti je mozné matematické vety pouzit’ na vyjadrenie suvislosti vo svete.

IX. Reprezentacny presah. Zastancovia logického pozitivizmu mali do istej miery
pravdu, ked” zvyraziovali nezavislost’ matematiky od realneho sveta. Skutocne, jednotlivé
reprezentacné nastroje zijii svojim vlastnym zivotom, do istej miery nezavisle od reality.
Jednym z pozoruhodnych aspektov tohto nezavislého rozvoja matematickych kalkulov je
to, Ze ¢asto dospeju k rozsireniu svojho stuboru symbolov o nové, ktoré v povodnej oblas-
ti, kde ma kalkul svoju prirodzenu interpretaciu, nedavaju zmysel. Mame tu na mysli
komplexné cisla, neeuklidovské geometrie, zovSeobecnené funkcie alebo to, comu sa

4 Samozrejme, Sachové figurky mdZeme pouzit’ na pocitanie (podobne ako prsty ¢i kamienky), ale
takéto pocitanie sa nedeje podl'a pravidiel Sachu, ale podla pravidiel aritmetiky.
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dnes hovori fraktaly. To vSetko boli podvodne deskripcie vytvorené vd’aka poruseniu za-
kladnych pravidiel syntaxe prislusného reprezentacného nastroja. A prekvapivé je to, ze
po urcitom Case sa prave tieto deskripcie ukazu ako zasadné pre fyziku. Napriklad kom-
plexné cisla boli zavedené ako nepochopitelné vyrazy obsahujiice odmocniny zo zapo-
rnych cisel (teda ako artefakt algebraického jazyka), pricom dnes st zakladnym pro-
striedkom opisu reality v kvantovej mechanike. Zda sa, ako keby reprezentacné nastroje
matematiky obc¢as prekrocili hranice zddvodniteI'né v ramci urcitej interpretacie a doda-
tocne sa prave tento presah stane zakladom opisu skutocnosti. V Sachu opét’ ni¢ podobné
neexistuje — systematickym porusovanim pravidiel Sachu nemdze vzniknut’ ni¢, ¢o by sa
neskor ukazalo ako uzito¢né pre poznavanie prirody.

X. Pluralita. Kym Sachova hra existuje viac-menej osamotene, v matematike existu-
je cely rad r6znych nastrojov symbolickej reprezentacie. V knihe Patterns of Change sme
opisali aritmetiku, algebru, diferencidlny a integralny pocet a predikatovy pocet. V ramci
kazdého z uvedenych nastrojov je mozné odlisit’ cely rad ich variantov, z ktorych kazdy
ma trocha iné pravidla tvorby a upravy svojich vyrazov. Napriklad v algebre méZeme roz-
lisit’ linearnu algebru, polynomialnu algebru, multilinedrnu algebru, homologicku algeb-
ru... Sach naproti tomu Ziadne podobné alternativy ¢i varianty nema. Je to jedineén4 hra.

XI. Zrkadlenie. Dal§im rysom reprezentaénych nastrojov je to, Ze neexistuju izolo-
vane, ale su navzajom prepojené. Ako sme uviedli v predchadzajuicom bode, existuje celd
Skala reprezenta¢nych nastrojov a ked’ urCity nastroj narazi na situaciu, ktort nemoze
reprezentovat’, skor alebo neskor sa vytvori novy nastroj, ktory to dokaze. Ked’ sa zistilo,
7e dizku uhlopriecky jednotkového Stvorca nemozno vyjadrit' ako pomer dvoch celych &isel
(t. j. ked reprezentacny nastroj elementarnej aritmetiky narazil na svoje expresivne me-
dze), matematici vytvorili realne Cisla, pre ktoré uz reprezentovat’ uhlopriecku Stvorca
nepredstavuje problém. Prirodzené ¢isla sf, samozrejme, Castou realnych Cisel, takze
vietky vypocty s prirodzenymi ¢islami sa zrkadlia v systéme realnych &isel.’ Toto zrkad-
lenie ma zasadny vyznam, pretoze tym, ze sa povodny systém ocitne v bohatSom systéme,
vystapia do popredia jeho rézne vlastnosti, a predovietkym jeho medze. Sach na rozdiel
od matematiky ni¢ podobné neumoznuje. Ni¢ sa v iom nezrkadli a on nezrkadli ziadnu
inu Struktaru.

5> Hovorime tu o zrkadleni, pretoZe, technicky vzaté, redlne ¢islo je nie¢o ako rez na mnoZine racio-
nalnych cisel, trieda ekvivalencie cauchyovskych postupnosti ¢i nekone¢ny desatinny zapis, takze ope-
racie s redlnymi Cislami s Cosi iné ako operacie s ¢islami prirodzenymi. Napriek tomu v systéme real-
nych ¢isel je mozné vy¢€lenit’ jeho podmnozinu, ktora je modelom ¢isel prirodzenych. Teda aritmetiku
Cisel zrkadlia uplne iné objekty, patriace do univerza iné¢ho reprezentacného nastroja. Podobne sa aritme-
tika zrkadli aj v syntetickej geometrii, kde mdzeme zaviest' operacie s Useckami tak, aby sa v nich zrkadlili
aritmetické operacie. Descartes objavil, ze syntetickil geometriu zas mozno modelovat’ v algebre, kde
pretinaniu kriviek zodpoveda spolo¢né riesenie rovnic, ktoré tieto krivky zadavaji.
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XII. Otvorenost’. Matematika je otvorena — vznikaju v nej neustale nové formalne
systémy, zavadzaju sa nové symboly podliehajuce novym suborom pravidiel. Také cosi
je, pokial’ ide o Sach, nemyslitené. Predstava, ze by niekto zaviedol na Sachovnici novi
figurku, nedava zmysel.

2. O syntetickom charaktere matematiky

Reprezentacné nastroje matematiky st interpretované, reprezentativne, maju repre-
zentativny presah, vytvaraju pluralitu a navzajom sa zrkadlia, takze obohacuji nase po-
znanie. Tento zoznam prejdeme odzadu a zacneme javom zrkadlenia. Napriklad algebra
zrkadli euklidovsku geometriu. To znamend, Ze v ramci jazyka algebry je mozné opisat’
univerzum syntetickej geometrie, a predovSetkym presne charakterizovat’ jeho medze.
Skutoc¢ne, z toho, Ze Ziaden korei ireducibilného polyndému tretieho stupila s racionalnymi
koeficientmi nie je mozné vytvorit’ postupnostou kvadratickych rozsireni pol'a racional-
nych ¢&isel, vyplyva, Ze pravidelny sedemuholnik nemoze byt zostrojeny pomocou pra-
vitka a kruzidla. Tymto sposobom algebra vytycila hranice jazyka syntetickej geometrie,
a tak obohatila naSe vedomosti. Mozeme s istotou tvrdit, Ze nikomu sa nemdze podarit’
skonStruovat’ pomocou pravitka a kruzidla pravidelny sedemuholnik. To moZno povazo-
vat’ za poznatok o svete. Teda nie konkrétny matematicky fakt, ktory je bezpochyby
analyticky, ale pochopenie medzi urcitého néstroja je poznatok, ktory ma synteticky cha-
rakter.

Okrem zrkadlenia d’alSou moZnostou matematiky obohacovat nase poznanie je
otvorenie urcitej alternativy vd’aka pluralite reprezentacnych ndstrojov. Neeuklidovska
geometria vznikla ako alternativa geometrie euklidovskej. AvSak vd’aka nej si Gauss uve-
domil, Ze nas redlny, fyzikalny priestor nemusi byt’ euklidovsky, a pustil sa do premeria-
vania suctov uhlov vo velkych trojuholnikoch (kde je Sanca objavit’ odchylky od eukli-
dovskej geometrie). Samozrejme, toto jeho pocinanie bolo Cisto empirické. Ale umoznené
bolo tym, ze sa zrodila alternativa euklidovskej geometrie. Az vtedy, ked’ existuje alterna-
tiva, méa vobec zmysel polozit’ otazku, ¢i je redlny priestor euklidovsky. Pokym existuje
jediny druh geometrie, geometria euklidovskd, neméd zmysel overovat, ¢i priestor je eu-
klidovsky. A aj keby sa nasiel nejaky hyperkriticky empirik, bez znalosti neeuklidovskej
geometrie by asi sotva vedel, co ma merat, v ktorych parametroch sa euklidovska geo-
metria rozchadza s neeuklidovskymi geometriami. TakZe matematika, ktora je vd’aka
svojej pluralite schopnad vytvorit’ urcitd alternativu beznych ,,navykovych® systémov
poznatkov, a tym formulovat’ otdzku, obohacuje naSe poznanie.

6 Aj slavne Godelove vety o nelplnosti aritmetiky maji charakter vytydenia medzi uréitého repre-
zenta¢ného nastroja, v tomto pripade Peanovej aritmetiky. A nemozno popriet, ze vdaka Godelovi sme sa
nieco dolezité dozvedeli, teda ze Godel obohatil nase poznanie. Gddelove vety, rovnako ako vécSina viet vy-
tycujucich hranice urcitého reprezentacného nastroja (ako je Galoisova veta pre algebru), maju synteticky
charakter. Umoznuju ndm pochopit’ nieco zasadné.
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Treti sposob, ako matematika mdéze obohacovat’ nase poznanie, prameni z reprezen-
tacného presahu. Uz sme uviedli priklad komplexnych cisel ako umelo vytvorenych
matematickych objektov, ktorym spociatku chybala akakol'vek interpretacia. Nakoniec
vsak fyzici zacali komplexné ¢isla pouzivat’ a dnes su zakladnym nastrojom reprezentacie
v kvantovej mechanike. Pribeh Riemannovej geometrie bol podobny: vnutromatematické
pohnutky viedli k vytvoreniu urcitého nastroja symbolickej reprezentacie, ktory sa doda-
to¢ne ukazal ako zdsadny nastroj pre vSeobecnu tedriu relativity.” Celkovo mozno pove-
dat,, ze existuje cely rad pripadov, ked’ matematici, vedeni Cisto vnitromatematickou mo-
tivaciou, vypracovali reprezentaéné nastroje, ktoré zohrali rozhodujucu ulohu v neskor-
Som rozvoji prirodnych vied.

Okrem reprezentacného presahu (pri ktorom ide o pévodne neinterpretované objek-
ty) matematika obohacuje naSe poznanie aj vd’aka svojej reprezentativnosti. Rozvoj urci-
tého reprezentatného nastroja Casto prindsa mozZnost’ vyjadrenia urcitych stvislosti, ktoré
su bez neho nevyjadritelné. Typickym prikladom je Hamiltonova mechanika, ktora pri-
niesla moznost’ reprezentovat’ sucasne vsetky mozné pohyby daného mechanického sys-
tému, a tym zaviest’ pojem fazového toku. To umoznilo Liouvillovi objavit, ze pri fazo-
vom toku sa zachovava fazovy objem. Liouvillova veta je urcite ddlezitym poznatkom
o svete, poznatkom, ktory nebolo mozné objavit’ bez zavedenia fazového toku. Vytvara-
nim prostriedkov, ktoré umoziuju reprezentovat’ urcity aspekt skutocnosti, teda matema-
tika prispieva k naSmu poznaniu. Ale rovnako ako v predoslom bode ani tentoraz nepri-
spieva k nemu odvodenim nejakej teorémy, ale vytvorenim nastroja, ktory umoznuje re-
prezentovat’ niec¢o, ¢o bolo dovtedy nevyjadritel'né.

Podl'a nas hlavny omyl logického pozitivizmu i Wittgensteinov omyl pri interpretacii
matematiky spociva v tom, Ze sa na fiu pozeraji ako na hotovy systém, teda ignorujt pra-
cu matematikov spojent s vytvaranim novych reprezentacnych ndstrojov. Matematiku
vnimaju iba lokalne, vidia v nej manipulovanie s danymi, konvenéne zavedenymi sym-
bolmi podla vopred danych pravidiel. Samozrejme, aj to je sicast'ou matematiky. Ale pri
tomto lokalnom pohl'ade sa straca globalny obraz. Mozno povedat, Ze matematika je
lokdlne analyticka, teda kazdy vypocet ¢i dokaz mozno rekonstruovat’ ako manipulaciu
s vopred danymi symbolmi podl'a vopred danych pravidiel. Ale okrem tejto lokalne trov-
ne ma matematika aj globalnu rovinu, na ktorej dochadza k objavovaniu novych pojmov
a k vytvaraniu novych reprezentatnych nastrojov na ich formalne zachytenie (v ramci
ktorych potom dochadza k onym symbolickym manipulaciam). Na globalnej urovni sa
zavadzaju ramce, vo vnutri ktorych sa odohrava analytické odvodzovanie. Cheeli by sme
vyslovit' tézu, Ze na globalnej urovni je matematika syntetickd, obohacuje nase poznanie
tym, Ze umoznuje vidiet' suvislosti a rozpoznavat pravidelnosti. Skisenost’ nie je iba

7 Vzdy je tazké jednoznacne rekonstruovat’ podnety vedice k ur¢itému objavu. Kazdopadne Rie-
mann v uvode svojej habilitacnej prace, v ktorej zavadza to, ¢o dnes nazyvame diferencovatel'nou varie-
tou a metrickym tenzorom, uvadza epistemologické priklady, pricom ziadne konkrétne fyzikalne pouzitie
neuvadza. Zda sa, ze fyzika potrebovala zhruba patdesiat rokov na to, aby dospela do Stadia, ked’ dokazala
Riemannove myslienky plne ocenit’.
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zbierkou singularnych faktov. Aj to, Ze nieco nie je mozné (Gddel) alebo Ze je to mozné
vd’aka nieC¢omu (Liouville), je poznanim. Matematika prispieva k ndSmu poznaniu prave
tymto odomykanim horizontov a vytyCovanim medzi.

3. Sachova figiirka verzus matematicky symbol

V prvej Casti ¢lanku sme ukazali, Ze Sach ako celok sa nepodoba matematike, lebo
na rozdiel od matematiky Sachu chyba cely rad vlastnosti pocinajiic nekonecnostou
a rekurzivnostou a konciac zrkadlenim a otvorenostou. Este stile vSak ostava #roveri
Jednotlivych figurok. Prirovnanie matematiky k Sachu sa Casto chape tak, ze Sachova
figirka ilustruje ur¢itd podstatnii vlastnost’ matematického symbolu, menovite, Ze vlast-
nosti symbolu st urcené pravidlami hry, a nie mimojazykovou realitou. Sachova figirka
nema zmysel mimo Sachovej hry a jej vyznam je konstituovany samotnou hrou® a podob-
ne sa zd4, ze ani matematicky symbol nemd zmysel mimo samotnej matematiky a Ze jeho
vyznam je konStituovany az prisluSnou (jazykovou) hrou. To je sice pravda, ale iba do
istej miery.

Niektoré rozdiely spocivaji v tom, Ze matematika neobsahuje jednu sadu symbolov,
ale je tvorend celou sériou kalkulov, akymi su aritmetika, algebra, diferencidlny a integralny
pocet ¢i vyrokova a predikatova logika. Jednotlivé symboly, napriklad Ciselné symboly
spolu s pravidlami scitania ¢i nasobenia, vstupuju do vicSiny uvedenych kalkulov (na-
priklad v ulohe stupna umoctiovania ¢i rddu derivacii). Preto keby sme v matematike
cheeli nahradit figurku kona kiiskom gumy,’ museli by sme zasiahnut’ do vel’kého mnoz-
stva roznych kalkulov a urobit’ vel'ky pocet paralelnych nahradeni. Prakticky by to nefun-
govalo, prinajmenSom by to narazilo na mnoho problémov. Matematické symboly nevy-
stupuju iba v jednej jazykovej hre, ale vstupuju do celého radu jazykovych hier, pri-
com tieto hry urcitym sposobom koordinuju, takze paralela so Sachom prestava platit’.

Dasie rozdiely spoivaju v tom, ze matematicky symbol je spravidla vysledkom dI-
hého historického vyvinu urcitého kalkulu, ktory nadvizuje na vyvoj predoslych kalkulov
a vytvara predpoklady pre zrod nasledujtcich. V dosledku toho maji matematické symbo-
ly rad aspektov, ktoré v Sachovej hre nemaju analdgiu. Aby sme predviedli bohatstvo
aspektov matematickych symbolov, zoberieme jeden konkrétny symbol — symbol pre
odmocninu — a opiseme jeho historiu.'°

8 To sa ukaze napriklad vtedy, ked’ zo Sachovej sady stratime figtirku kofia — moZeme vziat’ prak-
ticky T'ubovolny predmet primeranej velkosti (napriklad gumu), prehlésit’ ho za komia a hra moéze bez
problémov zacat’.

°T. j. nahradit’ uréity symbol nejakym inym.

10 Podrobnejsie vyklad vyvinu algebraickej symboliky opisujem v praci (Kvasz 2012). CitateFovi
by sa mohlo zdat, Ze aj v pripade Sachovych figirok by bolo mozné opisat’ podobny vyvin. Urcite inak
vyzerali figurky pouzivané v starovekom Irane, inak v stredovekej Eurdpe a inak vyzeraju figirky pouzi-
vané dnes. Ale to nie je analdgia vyvinu, o akom piSeme. Samozrejme, v algebre mozno sledovat’ aj takyto
vyvin, ved’ aj matematiku zasiahol vyvin pisma, takze zbezny pohl'ad na stranku textu ¢asto umozni od-
hadnut’ storoCie, v ktorom bol text vytlaceny. V pripade vyvinu matematickej symboliky ide vSak o nie-
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I. Identita symbolu. Znak, pomocou ktorého zapisujeme odmocninu, by v principe
mohol byt celkom l'ubovolny. Cubovolny vSak nie je. Je odvodeny od prvého pismena
latinského slova radix (korert).!' Symbol pre odmocninu zaviedol v 15. storo¢i Regio-
montanus a vypracoval pravidla na pocitanie s tymto symbolom. Z aritmetickej operdcie
odmocrnovania (t. j. procesu) spravil odmocninu (t. j. objekt). Regiomontanus oznacoval

odmocninu velkym pismenom R, takze J8 pisal ako R de 8 a 37 ako R cubica de 7.
Roku 1544 vydal Michael Stifel knihu Arithmetica integra, v ktorej na oznacenie odmoc-
niny pouZil malé $tylizované pismeno r v tvare [, ktoré pouzivame podnes. Druhti od-

mocninu pisal ako \/; (radix zensi), tretiu ako Je (radix cubica), $tvrth ako +/ zz (radix
zenso di zensi).

I1. Funkcionalita symbolu. Symbol pre odmocninu je funkcionalny symbol; treba
ho doplnit’ o argument. Funkcionalita bola spociatku vyjadrena verbalne, nie symbolicky.
Regiomontanus pouzival slovko de, vo vyraze R de 8, teda odmocnina z 8. Stifel uz slov-
ko de nepouzival a argument pisal priamo za symbol odmocniny, takze tretiu odmocninu

z 325 pisal ako Je325 (radix cubica 325). U Stifela mbézeme rozpoznat’ d’aliu revoluc-
ni ideu, ktord sa nakoniec presadila na vyjadrenie funkcionality symbolu odmocniny,
totiZ vnorenie symbolu do symbolu. Je pozoruhodné, ze Stifel toto vnorenie nepouzival
na zapis argumentu, ale pod znak odmocniny pisal pismeno udavajice jej stupen (cubus
je tretia mocnina, takze radix cubica je tretia odmocnina).!”> Ale zasadna idea bola na
svete. Moznost’ vnorenia bola dévodom, preco Stifel presiel od Regiomontanovho velké-
ho R k malému r ako symbolu odmocniny. Konvencia pisat’ pod znak odmocniny ¢islo,
ktoré odmocnujeme, a tym fixovat funkcionalitu symbolu pre odmocninu, pochadza od
Descarta z jeho Geometrie (Descartes 1637).

¢o iné. Keby sme vzali figlirky zo starého Iranu, mohli by sme (keby nam to sprava muzea dovolila) s nimi
hrat’ takua istG hru, ak(h hrame dnes. Ked’ zoberieme Cardanovu symboliku, nie je v nej mozné zapisat’
vSetky upravy dnesnej algebry. Cardanova symbolika obsahuje iba ¢ast’ pravidiel dne$nej algebry.

1 Podobne symbol pre integral pochddza z prvého pismena latinského slova suma. Aj ked’ v principe
mozno zvolit' na oznacenie urcitej operacie 'ubovolny symbol, v praxi sa ¢asto pouziva prvé pismeno
terminu oznacujuceho prislusnu operaciu. Je to pochopitelné, lebo na rozdiel od Sachu, ktory ma 6 dru-
hov figarok, pricom Sest’ l'ubovolne zvolenych symbolov sa eSte da zapamitat’ (a vlastne ani Sach nepo-
uziva celkom l'ubovolné figurky), ak je symbolov 60, tak ich uplna 'ubovolnost’ uz obhéjime len t'azko.
Poukéazanim na vel'ké mnozstvo matematickych symbolov nechceme spochybnit’ spravnost’ tézy o slo-
bode pri vybere matematického symbolu, chceme vSak vysvetlit' dovody, preCo sa matematika touto
tézou neriadi.

12 Dost’ ¢asto sa stava, Ze objavitel’ principu, ktory sa nakoniec prijme ako rieSenie uréitého prob-
1ému, nespoznd vyznam svojho objavu a pouziva ho spdsobom marginalnym, az bizarnym. Napriklad
Stifel nespoznal vyznam svojej mySlienky vnorenia d’alSiecho symbolu do symbolu odmocniny, ktora dnes
pouzivame na zapis argumentu (t. j. odmocniovaného ¢isla), a namiesto toho pod znak odmocniny pisal
index udéavajtici rad odmocniny.
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II1. Iterabilita symbolu. Ked’ Descartes premenil Stifelovu ideu vnorenia symbolu
do symbolu a pouzil ju na vyjadrenie funkcionality, otvorila sa moznost’ symbolického
vyjadrenia iterability —odmocnovania, teda moznost vytvarat vyrazy ako

VO++3— \/5 a, samozrejme, vyndra sa aj s tym spojeny subor pravidiel na pravu

tychto vyrazov.

IV. Indikéacia rozsahu symbolu. Roku 1545 vydal Girolamo Cardano knihu Ars
Magna Sive de Regulis Algebracis, ktora obsahovala rieSenie rovnic tretieho stupiia. Car-
dano svoj postup ilustroval na rovnici cubus a Sest veci je rovny dvadsat (t. j. x> + 6x =
20) a rieSenie uviedol v tvare

RV: cub: R: 108 p: 10 m: RV: cub: R: 108 m: 10 (D

R je Regiomontanov znak pre odmocninu, RV je radix universalis a pismend p a m ozna-
cuju  operacie sCitania a odCitania. V naSej symbolike ma (1) tvar

3\/\/ 108+10— 3\/\/ 108 —10. Porovnanim tychto dvoch zapisov odhalime nejedno-

znacnost’ symbolu RV. Kazdopadne je to jeden z prvych pokusov vyjadrit’ rozsah pdso-
benia symbolu odmocniny. Nicolas Chuquet dokoncil roku 1484 rukopis knihy
De triparti en la science des nombres, v ktorej pouzival na oznacenie odmocniny pismeno
R, podobne ako Regiomontanus. Jeho inovaciou bolo to, Ze rozsah odmociiovania vyzna-

Cil podéiarknutim, takze nase /14++/180 pisal vtvare R 14 p R 180. Idea pouzit

vodorovnu ¢iaru ako indikator rozsahu odmociiovania sa nakoniec presadila. K jej presa-
deniu doslo zaroveil so Stifelovou myslienkou funkcionality symbolu odmocniny. Kvoli
spojeniu tychto dvoch myslienok bolo podciarkovanie nahradené nadciarkovanim
a ¢iara indikujica rozsah odmocniny bola spojena s hornou nozi¢kou pismena r. Ked’
Descartes zacal pisat’ pod symbol odmocniny argument, bol na svete nas symbol, ktory

sme pouzili napriklad vo vyraze /14++/180 .

V. Indikacia radu symbolu. Uz Regiomontanus zaviedol odmocniny vyssich radov,
pricom rad odmocniny oznacoval samostatnym slovom — druhit odmocninu oznacoval R,
tretiu R cubica. Oznacenie radu odmocniny nebolo sucastou symbolu pre odmocninu.

Tou sa stalo az u Stifela, ktory druhtt odmocninu pisal ako \/; , tretiu ako JZ , Stvrt ako

v zz , teda oznacenie radu zahrnul do symbolu ako jeho vnoreny index. Pocinajuc Stife-
lom je oznacenie radu trvalou sicastou symbolu odmocniny. Descartes navrhol pouzivat

miesto vnoreného indexu l'avy horny index, takZe namiesto Stifelovych \/Z , Je azz
pisal 2\/_, 3\/_ a ‘{/_. Tato zmena je dolezita, lebo presunutim indexu na lavii hornu

poziciu sa uvolnilo miesto pod odmocninou, kam Descartes zacal pisat’ argument. Ale
zakladnu Stifelovu ideu, Ze symbolom odmocniny ma byt zleZeny symbol obsahujici
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index udavajuci rad odmocniny, Descartes zachoval.

VI. Aritmetizicia radu. Na Descartovej symbolike pre odmocninu je pozoruhodny
d’al$i posun: Namiesto pismen oznacujucich rad odmocniny pomocou prvého pismena
prislusného terminu (zensus, cubus, zenso di zensi, cubo di zensi... — ako bolo bezné v al-
gebre 16. storocia) Descartes pouziva ¢isla. Myslienka aritmetizacie postupnosti mocnin
nie je Descartov originalny vynalez; pouzil ju uz Chuquet. Na oznafenie odmocniny
Chuquet pouzival pismeno R, podobne ako Regiomontanus, ale rad odmocniny vyjadro-
val namiesto celého slova pravym hornym indexom, takZe napriklad R* 30 znamenalo

30 . Descartovou zasluhou bolo spojenie tejto Chuquetovej idey aritmetizacie radu
odmocniny so zmenou indexu z pravého horného na 'avy horny index. '3

VII. Zovseobecnenie na neceloCiselné hodnoty indexu. Aritmetizacia radu od-
mocniny umoznila zjednotenie pojmu mocniny a odmocniny. Odmocnina bola pdvodne
zavedena ako inverzna operacia mocniny. Pritom index n bol ako v pripade mocniny x",
tak aj v pripade odmocniny A/X vnimany ako podet opakovani operacie. V priebehu 17.

storoCia doslo v pracach Wallisa a Newtona k zovSeobecneniu pojmu mocniny na pripad

necelociselného exponentu. Ako priklad mozno uviest' x24. Cislo 2,4 uz nemozno chapat’

ako index, lebo nema zmysel tvrdit, Ze ¢islo x vynasobime samé sebou 2,4 krat. To bol

zasadny krok, lebo sa ukazalo, ze rad odmocniny nie je indexom, t. j. ¢islom udavajucim,

kolku odmocninu mame na mysli. Wallis a Newton objavili suvis medzi umocnovanim
1

a odmociovanim vo forme /X = x", teda to, Ze odmocnina je mocnina ,,prevrateného
radu®. To umoznilo preniest’ necelo¢iselnost’ z mocnin aj na odmocniny. Takto mézeme

vytvorit’ napriklad 2%. Tu ¢islo 2,4 nehovori, kolké je to odmocnina (teda kol'kokrat
musime toto ¢islo vynasobit’ samé sebou, aby sme dostali x), ale iba to, o odmocninu
akého radu ide. Z indexu sa stal parameter (a neskor sa z parametra zrodil argument).'4

VIII. Strata identity symbolu. Prepojenie odmocniny a mocniny pomocou vztahu
1

% = x" malo za nasledok stratu vyznamu znaku pre odmocninu. Ten pouzivame vtedy,
ked’ chceme zvyraznit’ urcity aspekt skimaného vztahu, ale praktickejSie je pracovat’ so

13 Pouzitie ¢isel ako indexov oznadujlcich rad odmocniny, rad derivacie, rad integralu... je d’al$im
prikladom zrkadlenia, ktoré sme opisali v bode VII. predchédzajtcej Casti. Takéto zrkadlenie nema v $a-
chu obdobu.

14 Mohlo by sa zdat, Ze tento prechod od celo¢iselného indexu k necelo¢iselnému je zvlastnostou
odmocniny, ktord nemdze mat’ medzi inymi symbolmi paralelu. Opak je v§ak pravdou. Podobny posun
nastal v pripade derivacie, ked’ matematici najprv symbol pre derivaciu obohatili o index, ktory oznaco-
val, o kol’ku derivaciu ide. Mali sme prva derivaciu (v pripade rychlosti), druht (v pripade zrychlenia),
tretiu, $tvrtu... Potom priSiel Abel s myslienkou necelocCiselnej, teda napriklad 2,4-tej derivacie. Zda sa,
ze zabudovanie indexu do symbolu a naslednd premena tohto indexu na parameter je vSeobecnou
vlastnost'ou vyvinu matematickych symbolov.
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1
symbolom mocniny s raciondlnou hodnotou exponentu, t. j. s x” . Tak sa symbol odmoc-
niny nakoniec straca v symbolike pre mocniny.

Ked’ sa z hl'adiska uvedenych 6smich aspektov pozrieme na Sachovi figurku, vidi-
me, Ze okrem identity nedisponuje ani jednym z nich. Sachova figiirka nema funkcionali-
tu (nie je mozné aplikovat’ ju na argument) ani iterativitu (nie je mozn¢ aplikovat’ ju na fu
samu), nema indikator rozsahu ani indikator radu, nie je mozné ju zovseobecnit’ ¢i zahr-
nat’ ako Specidlny pripad vSeobecnejSej figirky. Podobne ako v prvej Casti aj tu vidime,
7e matematicka symbolika je nepomerne zlozitejs$i a bohatsi systém nez Sach.

4. Zaver. Uviedli sme dve skupiny argumentov, ktoré podl'a nas ukazuju, ze anal6-
gia medzi Sachom a matematikou je vel'mi obmedzena, az zavadzajuca. Tato analdgia sa
niekedy formuluje ako ilustracia pojmu jazykovej hry, pricom sa zdoraziuje, Ze matema-
tické symboly rovnako ako Sachové figurky st uréené pravidlami hry. A skuto¢ne, aspek-
ty ako funkcionalita ¢i iterativita symbolu mozno na prvy pohlad vnimat ako aspekty
konstituované pravidlami pouzivania prislusného symbolu. Existuje tu vSak zasadny roz-
diel medzi Sachom a matematikou v tom, Ze matematické symboly sa postupne vyvijaju,
pricom dochadza k ich premenam a zovSeobecneniu. V pripade odmocniny tento vyvin
siahal od Regiomontana po Newtona a trval takmer tristo rokov. To, ¢o sa v tomto obdobi
udialo, mozno opisat’ ako proces, v priebehu ktorého sa implicitné pravidla jazykovej hry
stavaju plne explicitnymi. Napriklad Regiomontanus oznacoval mocniny neznamej pis-
menami 7, z a ¢ (od res, zensus a cubus). Identita neznamej vSak v jeho symbolike bola
iba implicitna, teda uzivatel’ musel vediet, Ze ak » sa rovna 3, tak z sa rovna 9 a ¢ sa rovna
27. Je to implicitné pravidlo, ktoré symboly neindikuji. S ndpadom vyjadrit’ explicitne
identitu neznamej prisiel Viéte, ked’ namiesto r, z a ¢ zacal pisat’ A-longitudo, A-plano
a A-solido. Tu uz je identita neznamej explicitne vyjadrena, teda pravidlo, ktoré bolo
povodne implicitnym pravidlom jazykovej hry, je vyjadrené v jazyku. To je osud vacsiny
matematickych symbolov — v snahe o jednoznacnost’ sa postupne pravidld pouZzivania
symbolu zabudovavaju do syntaxe. V tom sa matematika odliSuje od Sachu, ako aj od
vacsiny jazykovych hier.

V pociatoénych Stadiach rozvoja uréitého reprezentaéného nastroja (my sme ako
ilustraciu zvolili algebru, pricom sme sledovali jej jediny symbol, a to symbol pre od-
mocninu) st mnohé pravidla implicitné, teda daju sa iba ukazat’. Postupne, ako sa pravid-
la jazykovej hry stavaju explicitne vyjadrenymi, sa aj identita, funkcionalita, iterativita,
rozsah 1 stupeit symbolu stdvaju plne explicitnymi. Proces zabudovavania formy (teda
toho, ¢o zostava implicitné a ¢o sa iba ukazuje, ale ¢o nie je mozné v jazyku vyjadrit’) do
jazyka je dolezitym aspektom vyvinu matematiky. Tato dynamiku sme opisali v kni-
he Patterns of Change na priklade syntetickej geometrie a algebry. Sach ni¢ podobné
nepozna, neexistuje v nom ziadne zabudovavanie formy jazyka do jazyka. Preto je Sach
ako metafora matematickej symboliky zavadzajica.
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