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Rozne pristupy k stochastickému modelovaniu
sucasnej hodnoty dochodkov

Tatiana Soltésoval

Abstrakt

V prispevku sa venujeme dvom pristupom modelovania diskrétnych a spojitych dochodkovych
poisteni. Pri modelovani tychto poisteni uvazujeme s nadhodnou premennou buduca doba zivota
poistenej 0soby a netto poistné, ¢ize sti¢asni hodnotu dochodkovych poisteni, definujeme ako
strednt hodnotu zvolenej funkcie tejto nahodnej premenne;j.

Ukézeme si, ze tieto dva pristupy vedu k rovnakému odvodeniu sucasnej hodnoty spojitého
dochodku a diskrétnych dochodkov s predlehotnym a polehotnym vyplacanim davok.

KPucové slova
spojity dochodok, diskrétny dochodok, nahodna premenna budica doba Zivota, intenzita
umrtnosti

Abstract

In this paper we focus on two approaches to modelling the discrete annual annuities and the
continuous annuities. In modelling these insurances we consider the future lifetime random
variable and the net premium that it is the present value of the annuities we will define as the
expected value of the selected random variable.

We show that these two approaches lead to the same calculations of the present value of the
continuous annuity and the discrete annual annuities paid out at the beginning or at the end of
the year.
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1 Uvod

Ak chceme opisat’ stochasticky pristup pri modelovani Zivotnych poisteni, musime
zadefinovat’ nahodné premenné, s ktorymi budeme pracovat’, vztahy medzi nimi a funkcie
potrebné pre stochastické modelovanie. V Zivotnom poisteni uvazujeme nahodné premenné
buduca doba zivota V spojitom pripade a skratena budica doba Zivota v diskrétnom pripade
a sucasnu hodnotu poistenia, ktora predstavuje netto poistné, definujeme ako strednti hodnotu
istej funkcie tychto nahodnych premennych. Vyhoda takéhoto pristupu spociva v tom, ze
umoziuje vypocet d’alSich charakteristik nahodnej premennej, atak mozeme pomocou
disperzie ¢i Standardnej odchylky charakterizovat’ stupeil rizika poistenia. Vhodnd volba
rozdelenia takto definovanej nahodnej premenne;j je vSak Casto problematicka.

V ramci Zivotného poistenia existuju také poistenia, ktoré su charakterizované
postupnostou platieb vykonavanych v urcitych ¢asovych intervaloch (napr. mesa¢ne, ro¢ne)
pocas istého obdobia, ktoré je ndhodné, ked’Ze nevieme ako dlho bude osoba, ktorej su davky

1 Mgr. Tatiana Soltésova, PhD., Ekonomicka univerzita v Bratislave, Fakulta hospodarskej informatiky, Katedra
matematiky a aktuarstva, Dolnozemska 1/b, 852 35 Bratislava, tatiana.soltesova@euba.sk.
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vyplacané, nazive. Takyto druh poistenia sa nazyva dozivotny, resp. docasny dochodok (renta,
anuita). Typickymi prikladmi s penzie dochodcov, vyplacané pokial’ dochodca zije alebo
sirotské, ktoré je vyplacané dietat'u po smrti jedného z rodicov. Pravidelné platenie poistného
poistovni V pripade uzavretého zivotného poistenia je tiez dochodkom.

V prispevku sa budeme venovat® vypoctu sucasnej hodnoty spojitého dozivotného
dochodku a diskrétneho dozivotného ddchodku s predlehotnym a polehotnym vyplacanim
davok. Vyuzijeme dve rozne techniky — techniku agregovanej platby a techniku sucasnej
hodnoty a ukazeme, Ze obidva pristupy veda k rovnakému odvodeniu vzt'ahov pre vypocet
strednej hodnoty definovanej nahodnej premennej. Dalej sa budeme zoberat' aj su¢asnou
hodnotou istych finanénych doéchodkov, ktoré nie st viazané na vek osoby, ateda ich
vyplacanie nie je ovplyvnené tym, ¢i je osoba nazive. Davky su vyplacané pocas celého
obdobia, pre ktoré su kalkulované a su zarucené.

2 Spojité dochodky

Podrla Bilikovej (2003) vychadza spojity pristup v matematike zivotného poistenia z0
spojittho modelovania Umrtnosti a zo spojitého urokovania. Napriek tomu, Ze spojité
urokovanie je v praxi nedosiahnutelnd abstrakcia predpokladajuca pripisovanie urokov
v nekone¢ne malych ¢asovych intervaloch, prechod k takymto matematickym vypoctom
vyuzivajucim derivécie a integraly je natol’ko prinosom z matematickej stranky, ze sa vo velkej
miere pouZiva v poistnej matematike.?

Spojity pristup sa v zivotnom poisteni sa podl'a Cipru (2006) vyuziva prave vtedy, ak sa
poistnd suma vypléaca ,,okamzite* po nastati poistnej udalosti, teda nie az na konci poistného
roku , resp. na jeho zaciatku, ak uvazujeme predlehotny dochodok. V praxi sa spojité dochodky
pouzivaju ako aproximacie €asto platenych dochodkov.

Stucasnt hodnotu spojitého déchodku moézeme vypocitat’ dvoma sposobmi:
1. technika agregovanej platby,
2. technika sucasnej platby.

2.1 Technika agregovanej platby

Nech je dany déchodok vyplacany spojite vo vyske c,, ktord je zavisla od ¢asu t, kedy sa
dochodok vyplati. Predpokladajme, Ze vyplata dochodku v infinitezimalne malom intervale
(t,t+dt) jevo vyskec,dt. Sucasna hodnota takejto platby sarovna V' -c,dt =e™* -c,dt, pricom
pre odurogitel' v pri spojitom tirokovani plati, ze V=€"a § je intenzita tirokovania. Ak su
platby vykonané v ¢asovom intervale <0, 1//>, potom podla Rotara (2007) suc¢asna hodnota
celkovej platby je

Y =|e.cdt 1)

O 3]

Zvycajne v je ndhodnd premennd, ktord ur¢uje dobu trvania dochodku a v pripade doZivotnych
dochodkov sa mdze zhodovat’ so spojitou nahodnou premennou — budica doba zivota T, , kde

X je sucasny vek poistenca. Nahodna premenna T, nadobuda hodnoty z intervalu <0;00).

2 Bilikova, M. (2003). Spojité metédy v poistnej matematike. Ekondm.

64



Tatiana Soltésova Rozne pristupy k vyjadreniu sti¢asnej hodnoty dochodkov

V pripade, ze je dany tzv. limitny vek ®, ndhodna premenna nadobuda hodnoty z intervalu
<0; - x) .

Uvazujme ro¢ny dozivotny dochodok pre osobu vo veku X, ktory sa bude vyplacat’ po
zvysok jej zivota, t. J. w =T =T . Nech vypldcané davky su konstantné, zvolime c, =1, t>0.
Potom vyska celkovej vyplatenej davky je

Y = ie-ﬁtdt = {e—:} =%-(l—e“”) )

¢ o

¢o zodpoveda vypléacaniu istého financného dochodku (jeho vyplacanie nezavisi od tmrtia
osoby, tzn. vypléaca sa pocas celej doby, pre ktort je kalkulovany).
Kvoli zjednoduseniu d’alSich vyjadreni budeme predpokladat, ze intenzita Gmrtnosti s,

je konstantna, t. j. g = u. lde sice 0 nerealny predpoklad, ale na zéklade neho moézeme d’alSie
uvahy zjednodusit’. Intenzitu imrtnosti mézeme definovat’ r6znymi spésobmi. Jednym z nich

1 .d()
|

X

vzorec je potom na zaklade definicie derivacie ako limity diferenéného poétu prepisany do tvaru

(I : . . L, o
M= lim X+hh X =lim hgx, ¢o vyjadruje, Ze intenzitu Umrtnosti chipeme ako
h—0* h—0*
X

je vztah uvedeny v publikacii (Bilikova, 2003), podla ktorého , =— . Uvedeny

pravdepodobnost’ umrtia za ¢asovu jednotku.

Nahodna premenna budiuca doba zivota T,, ktord budeme dalej pouzivat, sa riadi

exponencidlnym rozdelenim s parametrom g, = u, ¢, >0, pretoze ak je intenzita Umrtnosti
konstantna, pre distribuciu prezitia S, (t), distribu¢nu funkciu F,(t) a funkciu hustoty f, (t)
plati

X+t
- J. ;02

S,(t)=,p,=e* =e*
F.(t)=.0,=1-e"

f(t)=puen

Na zéklade predpokladov 0 konStantnej intenzite imrtnosti a o spojitom urokovani Vyjadrime
strednt hodnotu

0 0

E[e ]= ! et f (t)dt= ! e e udt = ﬂﬁﬁ (3)

a potom vypocitame o¢akavant hodnotu spojitého dozZivotného déchodku ako stredni hodnotu
nahodnej premennej Y opisanej vztahom (2). Dostaneme

5T _1. M| 1
-[1—E(e )]_5[1 ﬂ+5}—ﬂ+§ (4)

X

a,=E[Y]=

S
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Uvazujme d’alej spojito rastucu poistnii sumu vo vyske C, =t, t >0. Potom vysku celkove;j

davky takého dochodku vyjadrime pomocou Y a integrovanim metddou per partes dostaneme

T U=t W =¢ 1 T 1-|-
Y= [tedt= oot {——t-e—‘“} += et
0 U’:]. W= 5 0 50
.1 1
Y =—=T.e+=(1-¢ 5
5 52( ) (5)

Sucasnu hodnotu spojito rastuceho dozivotného dochodku potom vypocitame podla vztahu
(1), €[y J=-SE[Te " T+ Ss-€[e ) ©
X o 5

pricom prva stredni hodnotu na pravej strane vztahu (6) vypocitame opat integrovanim
metddou per partes. Najskor si vSak uvedeny integral upravime do tvaru

E [T e } = Tte“gt £ (t)dt= Tte‘fSt - uetdt = yTte(‘”“)tdt (7
0 0 0

Vypocet nevlastného integralu Ite‘(“’* dt v prispevku nebudeme ukazovat’ z dovodu, ze ide
0

0 podobny vypocet ako je uvedeny pri vypocte vysky celkovej davky dochodku pri spojito
rasticej poistnej sume. Pre prva strednti hodnotu na pravej strane vzt'ahu (6) plati

E[T-e-‘”}ﬁ (8)

Dosadenim oboch vydreni (4) a (8) do vzt'ahu (6) a po uprave dostaneme

odkial’ vyjadrime

(1a) =—— (9)

Vztah (9) predstavuje stcasnti hodnotu spojito rasticeho dozivotného ddéchodku za
predpokladu, Ze intenzita imrtnosti u a intenzita irokovania ¢ st konStantné.
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2.2 Technika sticasnej platby

Oznac¢me 1, ukazovatel udalosti A, presnejSie

L - 1, ak nastane udalost’ A s pravdepodobnostou P(A),
710, ak nenastane udalost’ A s pravdepodobnostou 1-P(A).

Je zrejmé, ze E[1,]=P(A). Vztah (1), v ktorom je vyjadrena sii¢asna hodnota celkovej
vyplaty doéchodku vyplacaného spojite vo vyske c,, potom modzeme podla Rotara (2007)
prepisat’ takto

dt (10)

Pre t <y je vyraz, ktory integrujeme, rovnaky ako vztah (1), t. j. ukazovatel 1,.,=1apre
t > je ukazovatel Lo = 0, takze v skuto¢nosti pocitame integral len na intervale <0, 1//>.

Vypocitajme stredntt hodnotu nahodnej premennej Y definovani vztahom (10).
Dostaneme

o0

E[Y]:Te““ G o[ 1y, Jdt=[e "¢, P(y = t)d (11)
0

0
Dalej budeme predpokladat, ze y =T,. Potom P(y >t)=P(T,>t)=S,(t)=p,.
Sagasnti hodnotu spojitého dozivotného déchodku *@, plateného spojite vo vyske ¢, osobe vo

veku x pokial je nazive vypocitame takto

‘a, = je“‘t .¢, -, p,dt (12)
0

Ak uvazujeme, Ze intenzita umrtnosti 4 je konstantnd, a teda , p, =™ a vyska davok je tiez
konStantna ¢, =1, vypocitame sti¢asnt hodnotu spojitého doZivotného dochodku dosadenim do
(12) a integrovanim metodou per partes takto

1
H+O

a = je’(St e Mdt = _[e‘w T (13)
0 0

Odvodeny vztah (13) je rovnaky ako vztah (4), ktory sme vyjadrili pomocou techniky
agregovanej platby.

Spojito rastuci dozZivotny dochodok (l_ﬁ )x* ak uvazujeme rovnaké predpoklady ako vo
vzt'ahu (13), vyjadrime takto
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(Ta), =[t-e e dt=[t-e*"dt (14)
0 0
Integral v (14) vypocitame metédou per partes a dostaneme uz znamy vztah (9) pre vypocet
= 1
sucasnej hodnoty spojito rastiiceho dozivotného dochodku (Ia) = ( 5)2 .
X ll,l+

3 Diskrétne dochodky

Budeme uvazovat’ postupnost’ platieb realizovanych raz roc¢ne, tzv. roény dochodok,
ktory zabezpeci vyplatu davok vzdy na zaciatku roka (predlehotné dochodky) alebo na konci
roka (polehotné dochodky). Najskor si ukaZzeme pouzitie techniky agregovanej platby.

3.1 Technika agregovanej platby

Nech y je ndhodna premennd, ktora nadobuda celoCiselné hodnoty. Uvazujme
asovych intervalov jednotkovej dizky, t. j. ¥ celych rokov. Nech premenna ¢, urCuje hodnotu
davky v celociselnom Case t. Ak je prva platba vyplatend v Case t = 0 a druhd platba na zaciatku

druhého obdobia, t. . v ¢ase t =1, atd’., potom sti€asna hodnota takychto predlehotnych davok
pocas y Casovych obdobi je

Y =Cy+CV+CV +--o4C, VT (15)

kde v je oduroditel’. Takéto roéné dochodky sa nazyvaju prediehotné dochodky.
Ak budeme uvazovat' i intervalov a predpokladame, ze platby st vyplatené na konci kazdého

intervalu, potom sucasna hodnota celkovej platby je
Y =cV+CVe 44,V (16)

Takéto dochodky nazyvame polehotné dochodky.
V oboch pripadoch ndhodné premenné y a ¥ zodpovedaju poctu realizovanych platieb.
Pouzijeme rozliéné symboly, aby sme zdoraznili, Ze pre rovnaké dizky Zivota a pre rovnaké
obdobie vyplacania platieb su premenné v a  rozdielne.

Uvazujme ro¢ny dochodok pre X-ro¢nt osobu, ktory jej zabezpeci vyplatu davok pokial
bude nazive. Pre predlehotné dochodky je posledné splatka vyplatend na zaciatku roku, t. j.
v case t=K. Potom pre pocet davok plati w =K +1 a stcasni hodnotu predlehotného

dochodku vyjadrime z (15) takto

Y =C,+CV+CV +--+C V<, K=0,1,2,... (17)

Ak je vyska platby konStantnd, t. j. ¢, =1, k=0,12,...,K, potom pre sucasni hodnotu
celkovych davok vyplacanych predlehotne po dosadeni do (17) a po iprave vzt'ahu plati

Y =14+V+V2 4o+ VE = (18)

¢o zodpoveda sticasnej hodnote istého finanéného dochodku vyplacaného na zaciatku roka.
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Vyjadrime sti¢asnu hodnotu doZivotného predlehotného dochodku @, ., ktory vyplaca

osobe vo veku x davku vo vySke 1 p. j. vzdy na zaciatku roka, pokial’ je osoba nazive. Stc¢asna
hodnota tohto poistenia sa rovna strednej hodnote nahodnej premennej Y opisanej v (18),

pricom K=K, K =0,12,..., kde K, je skratena budica dizka Zivota osoby. Nahodna
premennd K, je diskrétna a moZzeme ju interpretovat’ ako pocet celych rokov, ktorych sa este
dozije jedinec dnes vo veku x. Da sa ukazat, ze P(K,=k)=,p,-0,,, apreto mézeme
odvodit’ nasledujuci vztah

) l_vk+l
a8 =ElY]= 3 Pk, =)=
~ 0 1_Vk+l © 1_ k+1 I Ix+k+1
_; 1—V k px qx+k ; IX
=i_i Ix+k x+k+1 ka+l x+k Z k+1 Ix+k+1j|=
d | k=0 X t=0 |X

:% 1_ivk+1.l>‘_+k+ivk I>‘_+k:|:

0 =

= ITO Sy, ITK PV ITK } _
X

L k=0 X k=1 X

“SV,p, (19)
0

pricom pre diskontny faktor plati d =1-v.
V pripade doZivotného polehotného dochodku a, je posledna davka vyplatena v Case t
rovnajiicom sa skratenej dobe zZivota osoby, t. j. t=K =K, pretoze na konci roka, v ktorom

nastalo umrtie, spolo¢nost’ uz davku nevyplati. V tomto pripade pre nahodnti premennu Y plati

- {0, K=0
Y = ) y (20)
CV+CV +---4+C. V", K=12,...

Podobne rovnako ako pri predlehotnom dochodku, za predpokladu, ze davky st konsStantné

¢, =1 k=0,12,...,K, vyjadrime sac¢asni hodnotu polehotné¢ho dozivotného déchodku ako

strednt hodnotu nahodnej premennej Y opisanej v (20) takto
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8, =E[Y]=32v-,p, 1)

Je zrejmé, ze plati Y =c¢, +Y.

3.2 Technika sucasnej platby

Dalej si ukazeme pouZitie techniky sudasnej platby opisanej v ¢asti 2.2. Nahodnu
premennu Y m6Zeme pre predlehotné vyplaty davok vo vyske ¢, vyjadrit’ takto

Y=Y v, ., (22)
t=0

a sucasnu hodnotu dozivotného predlehotného finan¢ného déchodku SéiQ ur¢ime ako strednu
hodnotu nahodnej premennej Y definovanu vo vztahu (22). Dostaneme

6 =E[Y]=c v P(y2t+1) (23)

t=0

Uvazujme predlehotny dozivotny dochodok &, vyplacany x-roénej osobe. Kedze
nahodna premenna y = K, +1 a t =k, dostaneme suc¢asnt hodnotu tohto déchodku v tvare

a‘xzick-vk-P(szk) (24)

k=0

Z ktorého po nahradeni pravdepodobnosti P ( K, > k) vyjadrime uz zndmy vztah

8= 0V P, (25)
k=0

Podobne by sme pokracovali pri odvodeni vzt'ahu pre doZivotny polehotny dochodok a,.

4 Zaver

Na modelovanie dochodkovych poisteni modzeme pouzit stochasticky alebo
deterministicky pristup. Stochastické modelovanie v poistnej matematike ma V sucasnosti
vyznamné postavenie aj v suvislosti s cielmi projektu Solventnost’ II. Ak dizka Zivota nie je
deterministicky dana, ale pracujeme s fiou ako s ndhodnou premennou, ziskame tak ovel'a viac
moznosti jej vyuZitia pri kalkulacii poistného, rezerv, ale aj celkovej straty poistovne. Medzi
dolezité charakteristiky kalkulované pre nahodnu premennu buduca doba zivota, resp. skratenu
budiicu dizku Zivota patria stredna hodnota, ktord uréuje sucasnii hodnotu poistenia, dalej
rozptyl astandardna odchylka, ktorda nam umoznuje kvantifikovat' riziko poistenia. Ak
poistovna riziko poznd, na zaklade svojej politiky sa moZe rozhodnut, ¢i ho chee prijat’ alebo
ho urcitym spésobom eliminuje.

V prispevku sme ukazali dva pristupy vypoctu sucasnej hodnoty spojitého dozivotného
dochodku a diskrétnych dozivotnych dochodkov s predlehotnym a polehotnym vyplacanim
davok. Obidva pristupy — technika agregovanej platby atechnika stcasnej hodnoty vedu
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k rovnakému odvodeniu vztahov pre vypocet strednej hodnoty definovanej nahodnej
premennej.

Prispevok bol spracovany v ramci rieSenia grantovej ulohy VEGA 1/0618/17 Moderné
ndstroje na modelovanie a riadenie rizik v Zivotnom poisteni.
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