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ABSTRAKT

MICHALEC, Dusan: Specidlne pripady rieSenia vilohy o obsluhe hrdan dopravnej siete. —
Ekonomické univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra operacného
vyskumu a ekonometrie. — Veduci zavere¢nej prace: prof. Ing. Ivan Brezina, CSc. — Bratislava:
FHI EU, 2012, 61 s.

Ciel'om zavereCnej prace je implementéacia exaktnych a heuristickych algoritmov, resp.
prezentacia optimalizaénych pristupov na rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmiesanej

ulohy postara.
Praca je rozdelena do Styroch kapitol. Obsahuje 15 obrazkov 6 tabuliek a pat priloh.

Prva kapitola je venovana teoretickému vykladu uloh postara, poskytuje prehl'ad publikovanych

poznatkov o rieSenej problematike.

V dalSej cCasti su charakterizované hlavné a Ciastkové ciele zaverecnej prace, ktoré st

podmienené implementaciou algoritmov na rieSenie tiloh postara.

Tretia kapitola obsahuje metodiku prace a teda najdolezitejSie udaje pre samotna
implementaciu algoritmov. Kapitola taktieZ obsahuje optimalizacné pristupy rieSenia

jednotlivych uloh v podobe uloh celoc¢iselného linearneho programovania.

Zavereéna kapitola sa zaobera prezentaciou, akym sposobom procedury rieSia jednotlivé
kroky algoritmov. Sti¢astou kapitoly st aj vypocCtové experimenty v prostredi, do ktorého su

algoritmy implementované.

Vysledkom rieSenia danej problematiky je implementacia algoritmov na rieSenie uloh
neorientovanej, orientovanej a zmieSanej Ulohy postara a priblizenie optimalizaénych
pristupov na rieSenie danych uloh.

KTucové slova:

Exaktny algoritmus, heuristicky algoritmus, eulerovsky graf, orientovany graf, zmieSana tiloha
posStara



ABSTRACT

MICHALEC, Dusan: Special cases of solving route inspection problems. — University of
Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of Operations
Research and Econometrics. — Primary supervisor: prof. Ing. lvan Brezina, CSc. — Bratislava:
FHI EU, 2012, 61 p.

The aim of the thesis is the implementation of exact and heuristic algorithms,
respectively presentation of optimization approaches for solving undirected, directed and

mixed postman problems.
Thesis is divided into four chapters. It contains 15 pictures, 6 tables and five appendixes.

The first chapter is devoted to theoretical interpretation of postman problems and gives an
overview of published knowledge of solving these problems.

The next section is characterized by the main and sub-objectives of the thesis, which are
determined by the implementation of algorithms for solving problems postman.

The third chapter contains the methodology of theses and therefore the most important data for
the actual implementation of algorithms. The chapter also contains optimization approaches

for each postman problem in the form of integer linear programs.

The final chapter is devoted to the presentation of the ways how the procedures solve the steps
of algorithms. The chapter also includes computational experiments in an environment in

which algorithms are implemented.

The result of solving the issue is implementation of algorithms for solving undirected, directed
and mixed postman problems and approximate optimization approaches for solving these

problems.
Key words:

Exact algorithms, heuristic algorithm, eulerian graph, directed graph, a mixed postman
problem
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Zoznam oznaceni, pojmov a doplitujuce definicie

Oznacenie, pojem

Popis

X(i)'xi

i-ty prvok vektora x

Suma prvkov vektora podla indexovej mnoziny T

h, € H,, h, = {u, v}

Neorientovana hrana

h, € Hy,h, = (u,v)

Orientovana hrana

heH,UH, h=[u,v]

Hrana bez rozliSenia orientacie

c(h), cy, Cena hrany h
V(G) Vrcholova mnozina grafu G, digrafu G, migrafu G
H,(G) Hranova mnozina grafu G
H,(G) Hranova mnozina digrafu G
HeH,UH, Hranova mnozina migrafu G

G=(,Hyc)c:Hy, > RE

Graf G, s mnozinami vrcholov Va hran H,,

G =(,H,c),c:Hy, > R{

Digraf G, s mnozinami vrcholov Va hran H,

G =,H,H,),c:Hy,Hy, > R}

Migraf G, s mnozinami vrcholov Va hran H,,, H,

G'= W' H") Podgraf grafu G = (V,H), akplatiV' € VaH' € H
G'=(,H") Faktorovy podgraf grafu G = (V,H), ak plati H' € H
x(h), xp, Premenna x zodpovedajica hrane h
v = PB,(h,) Pociato¢ny vrchol orientovanej hrany h,,
w = K,(h,) Koncovy vrchol orientovanej hrany h,,
Hranové okolie vrcholu (vzt'ahuje sa na neorientované aj
He(v) orientované hrany)
Incidencia Vzt'ah dvoch prvkov roznej dimenzie (hrana - vrchol)
degq(v) Stupen vrcholu v, pocet incidentnych hran s vrcholom v
Vstupny stupen vrcholu v, pocet orientovanych hran
idegg(v)
vchadzajucich do vrcholu v
Vystupny stupeni vrcholu v, pocet orientovanych hran
odegg(v)
vychadzajtcich z vrcholu v
Hyo(v) Vstupné okolie vrcholu v, hrany vstupujice do vrcholu v
Hoz v) Vystupné okolie vrcholu v, hrany vystupujice z vrcholu v

Ve

Mnozina vrcholov, kde ideg; (v) > odegg (v)
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Mnozina vrcholov, kde ideg (v) < odegg;(v)

Vrchol parneho stupia

Parny pocet incidentnych hran s vrcholom

Vrchol neparneho stupna

Neparny pocet incidentnych hran s vrcholom

vE Mnozina vrcholov parneho stupiia
vy Mnozina vrcholov neparneho stupna
Graf v ktorom existuje cesta z 'ubovol'ného vrcholu do iného
Suvisly grafG
T'ubovol'ného vrcholu
, Graf v ktorom je kazdy vrchol grafu spojeny s kazdym inym
Uplny graf G
vrcholom grafu
Mnozinu vrcholov mozno rozdelit’ na dve disjunktné mnoziny
Biparitny graf G V1 aV2, pre ktoré plati, Ze ziadne dva vrcholy z tej istej Casti
nie su susedné
Alternujtica postupnost’ vrcholov a hran grafu, za¢ina vrcholom
Sled, s(u,v)
u a konci vrcholov v
Tah, t(u, v) Sled, ktory neobsahuje ziadnu hranu viac ako jedenkrat
Diagram grafu G Graficka reprezentacia grafu

Zdroj: PALUCH, S. 2008. Algoritmicka teéria grafov. Zilina : Zilinska univerzita, 2008. 274s.




Uvod

Ulohy o obsluhe hran dopravnej siete patria do skupiny tloh uréenych na optimalizaciu
prepravnych tras. Praca bude venovana Specidlnym pripadom uloh postéra, ktorych cielom je
najdenie najkratSej cesty medzi vSetkymi miestami v dopravnej sieti pri minimalizacii
celkovej prejdenej vzdialenosti. Pretoze bezné dopravné systémy mozno pomerne I'ahko
zobrazit’ pomocou dopravnych sieti, teoretickym zakladom uloh postara je tedria grafov.
KedZe grafy vyjadruji vztahy medzi prvkami mnoziny, napr. dopravny systém mesta,
zelezni¢na siet, aplikacia teorie grafov poskytuje matematické nastroje na riesenie celého radu
uloh z oblasti optimalizacie prepravnych tras. Zakladné pojmy z tedrie grafov su uvedené v
uvodnej casti prace, kde je obsiahnuty teoreticky podklad jednotlivych definicii, pojmov a

oznaceni V tabulovej forme. Tieto budi pouzivané v priebehu celej prace.

Prva kapitola prace bude venovana teoretickému vykladu tloh postara, poskytuje
prehl’ad publikovanych poznatkov o rieSenej problematike. Sti¢astou kapitoly bude aj historicky
prehl'ad problematiky, ¢ize informacie kde a kedy vznikli prvé formuléacie Gloh postara,
kapitola bude taktiez obsahovat’ grafické zobrazenie tlohy ¢inskeho postara. Dolezitou Castou
prvej kapitoly bude problematika eulerovskych tahov, resp. eulerovskych grafov, kedze
cielom, a teda rieSenim jednotlivych Gloh poStara je vytvorenie prave eulerovského grafu.
Budu uvedené taktiez postupy a algoritmy na identifikaciu uzavretych eulerovskych tahov.
Kapitola bude obsahovat formulacie Specidlnych pripadov jednotnych uloh o obsluhe hran
siete. Zaver kapitoly bude venovany moznym aplikaciam niektorych tloh postara v praxi.
Okrem vyuzitia pri klasickych dopravnych sietach bude uvedend aj moznost vyuzitia

orientovanej Ulohy pri kontrole odkazov internetovej stranky.

Nasledujuca kapitola bude obsahovat’ jednotlivé ciele prace. Hlavnym cielom bude
implementacia algoritmov na rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmieSanej Glohy postara.
Prostredim implementacie bude v nasom pripade MS Excel, ktory poskytuje moznost
vytvarania procedur prostrednictvom programovacieho jazyka Visual Basic for Application.
KedZze ulohy postara slizia na optimalizaciu procesov, tabulkovy procesor bude svojou
flexibilitou poskytovat’ idealne prostredie pre implementaciu. Jednym z cielov bude taktiez

ur¢enie limitov softvéru MS Excel pri praktickom rieSeni tloh.
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Tretia kapitola bude obsahovat’ metodiku prace a teda najddlezitejSie udaje pre
implementaciu algoritmov. Bude venovana podrobnej problematike neorientovanej,
orientovanej a zmieSanej tlohe postara. Pri prvych dvoch pripadoch bude uvedeny a opisany
spOsob rieSenie prostrednictvom exaktnych algoritmov, avSak na rieSenie zmieSanej ulohy
bude prezentovany heuristicky pristup rieSenia. Tieto pristupy a algoritmy budu predmetom
implementacie do prostredia MS Excel. Kapitola bude taktiez obsahovat' optimalizacné
pristupy rieSenia jednotlivych tloh v podobe tloh celoc¢iselného linearneho programovania.
Praktické pozitie optimaliza¢nych pristupov, teda zostavenie uloh, bude na konkrétnych

situdciach prezentované v prilohach prace.

NajdolezitejSia Cast’ bude obsiahnuta v poslednej, teda Stvrtej kapitole, v ktorej budd
prezentované vysledky celej prace. Uvod kapitoly bude venovany §trukture a spdsobu
prezentacie vysledkov a mechanizmu, akym budu jednotlivé ulohy rieSené, teda spdsobom,
akym budu z pévodnych grafovych Struktar vytvarané eulerovské grafy. Kapitola bude potom
rozdelend na podkapitoly, kazdd bude venovanad jednému typu uloh. Prezentacia spdsobu
implementacie metdd rieSenia bude kopirovat’ jednotlivé kroky algoritmov uvedenych v tretej
kapitole. Stcastou kapitoly budt aj vypoctové experimenty v prostredi MS Excel, kde buda
rieSené jednotlivé tlohy S réznym poctom vrcholov a hran grafov. Ciel'om tejto Casti nebude
poskytntit’ zdrojovy kod jednotlivych procedur, ten sa bude nachadzat’ na optickom médiu v
prilohach, ale skor principidlne prezentovat, akym spOosobom procedury rieSia jednotlivé
kroky algoritmov. Na konci kazdej casti bude v grafickej podobe uvedeny mechanizmus

fungovania jednotlivych procedir ako celku.

Nemenej dolezitou Castou prace bud jej prilohy. Ako uz bolo uvedené bude
obsahovat’ sibory MS Excel s implementovanymi algoritmami na rieSenie neorientovanej,
orientovanej a zmieSanej tlohy postara v elektronickej podobe na optickom médiu. Avsak
sucastou priloh budu aj konkrétne problémy, ktoré budu rieSené najskor optimalizacnymi
pristupmi, teda bude prezentované zostavenie uloh linedrneho programovania a poskytnuté
optimadlne rieSenie, samozrejme tieto Ulohy budi rieSené aj prostrednictvom
implementovanych algoritmov v prostredi MS Excel, priom jednotlivé vysledky buda
porovnané. Tato Cast’ bude teda sluzit’ aj ako navod na pouzitie jednotlivych suborov na

rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmiesanej ulohy postara.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma v zahranici

Skupina uloh o obsluhe hran dopravnej siete, resp. uloh postara sa zarad’uje do skupiny
problémov optimalizacie prepravnych tras. Ciel uloh triedy postara spociva v uréeni najlacnejsej
pochddzky (trasy) podmnoziny hran v danom grafe, pricom jednotlivé problémy mozno
Specifikovat’ na zaklade konkrétnych typov obmedzeni, ohrani¢eni a ich absencie [14]. V tejto
kapitole je uvedeny historicky prehlad problematiky uloh postara. Dalsia ¢ast’ je venovana
problematike eulrovskych tahov a eulerovskych grafov, ktoré st podstatné pre rieSenie tiloh
postara. Zaver kapitoly je venovany teoretickému vykladu uloh o obsluhe hran dopravene;j

siete a moznej aplikacii tychto Gloh v praxi.

1.1 Historicky prehl’ad problematiky

Najstarsia zmienka s vdzbou na problémy trasovania pochadza z 18.teho storocia. V meste
Konigsberg (dnes Kaliningrad) vznikla nasledujica uloha: v meste sa nachaddzaji dva ostrovy
na rieke Pregel. Ostrovy st spojené jeden s druhym a aj s brehmi rieky siedmimi mostmi.
Ulohou je najst’ taka trasu, ktora prechadza kazdym mostom prave raz a za¢ina aj konéi v tom
istom bode. Obyvatelia mesta dlho hl'adali rieSenie tohto problému, az v roku 1736 matematik
Leonard Euler dokazal, ze takato cesta neexistuje. Pri dokaze svojho tvrdenia vytvoril
matematicky model problému pomocou grafu, v ktorom vrcholy reprezentovali brehy rieky a
ostrovy, hrany grafu jednotlivé mosty. Pomocou tohto modelu Euler nielen vyriesil dana tlohu,

ale nasiel aj spdsob ako problém zovseobecnit’ [3].

Obr. 1-1: Sedem mostov v meste Konigsberg a multigraf G modelujiici situaciu. Zdroj: Palich [3].

Otazkou pri zovSeobecnenom probléme je, ¢i je mozné v danom (resp. 'ubovol'nom) grafe
ngjst’ taky sled, ktory obsahuje vSetky hrany grafu a kazd( hranu prave raz. Sled, ktory

obsahuje kazdu hranu prave raz, sa nazyva tahom a tah, obsahujuci vSetky hrany grafu, sa
13



nazyva na pocest Eulera eulerovskym tahom. Graf s eulerovskym tahom sa nazyva
eulerovskym grafom. RozSirenim predchddzajuceho problému na grafy, ktoré nie su
eulerovské, je tloha ¢inskeho postara. V nej sa v danom grafe hl'ada najkratsi sled, ktory
prechadza kazdou hranou grafu aspon raz. Takyto sled sa nazyva eulerovskym sledom [10].
Samozrejme eulerovskym sledom v eulerovskom grafe je eulerov tah. Zlozitejsi je pripad, kde
dany graf nie je eulerovsky'. Prvy matematik, ktory sa tymto problémom zaoberal bol &insky
matematik Mei-Ko Kwan [8]. Ulohu opisal nasledovne: postar vychadzajic z posty ma prejst’
ulice svojho mesta (obvodu) po najkratSej trase a nasledne sa vratit’ na poStu. Priklad tlohy

¢inskeho postara ilustruje nasledujuci obrazok.

Obr. 1-2: Grafické zobrazenie ulohy ¢inskeho postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Novy pohlad na problémy tedrie grafov priniesli 1950-te az 1960-te roky a rozvoj
vypoctove] techniky, ktory nastal v tomto obdobi. VykonnejSie pocitace umoznili riesit
rozsiahle optimalizacné ulohy definované na grafoch, ktoré vznikali z matematickych
modelov redlnych problémov. Kym predtym zaujimali matematikov hlavne teoretické
problémy, ako napriklad Struktira réznych typov grafov a ich popis, po 50-tych rokoch

dostava velky vyznam tvorba efektivnych algoritmov.

1 , .. . , , . . v .
Presné definicie tahu a sledu su uvedené v nasledujucej Casti.

14



1.2 Eulerovské tahy

Kazdy z nés sa uz pravdepodobne stretol s ulohou nakreslit’ dany obrdzok jednym
tahom. Ak prislusny obrazok pokladame za diagram niektorého grafu alebo multigrafu, ide o
ulohu zostrojit’ v prislusnom grafe sled obsahujuci kazda hranu grafu prave raz. Odtial'to je i
motivacia terminu teérie grafov ,,tah“ ako sledu, v ktorom sa ziadna hrana neopakuje.

Nasledujuce definicie a algoritmy st uvedené v publikacii Palacha [3].

Definicia 1.1 [3] Hovorime, zZe sled s(u, v) v suvislom grafe G = (V, H,) je eulerovsky, ak

st v ilom obsiahnuté vsetky hrany grafu G.

Definicia 1.2 [3] Hovorime, ze graf G = (V,H,) je eulerovsky, ak sa v fiom vyskytuje

uzavrety eulerovsky t’ah.

Ked'ze $pecialnym pripadom sledu je tah, definiciou 1.1 je presne vymedzeny pojem
eulerovsky t'ah ako t'ah t(u,v) v savislom grafe G, ktory obsahuje vSetky hrany grafu G.
PretoZze tah obsahuje kazdu hranu grafu G prave raz, postupnost’ vrcholov a hrén tahu t(u, v)

predstavuje postup, ako ,,jednym t'ahom” vytvorit’ diagram grafu G.

Veta 1.1. (Euler, 1736.) [3] Suvisly graf G = (V, H,) je eculerovsky prave vtedy, ked’ stupne

vsetkych vrcholov grafu G st parne.

Definicie 1.1 a 1.2 mozno rozsirit' i pre multigrafy. Takisto veta 1.1 plati i pre
multigrafy. Dokaz vety 1.1 uvedeny v [3] dava i navod, ako v suvislom grafe G so vsetkymi
vrcholmi parného stupna zostrojit’ uzavrety eulerovsky tah: Zostroji sa najprv T'ubovolny
uzavrety tah t(v,v) tak, ze sa za¢ne vo vrchole v Tubovolnou hranou a potom st k tahu
pridavané este neprejdené hrany, pokial’ sa da. Parny stupen vrcholov grafu G zarucuje, ze sa
skon¢i v pociatocnom vrchole v. Ak v tahu t(v,v) existuje vrchol w taky, ze t(v,v)
neobsahuje vSetky hrany incidentné s vrcholom w, vlozi sa do tahu t(v,v) na mieste w
uzavrety tah t(w,w), ktory obsahuje len (niektoré) hrany, ktoré sa nevyskytuju v t(v,v).

Takto sa pokracuje v predlzovani tahu t(v, v) dovtedy, kym neobsahuje vsetky hrany grafu ¢.

Podobne ako v neorientovanom grafe G moze byt aj v digrafe G definovany
eulerovsky orientovany tah ako taky orientovany tah v digrafe G, ktory obsahuje vsetky

orientované hrany digrafu G. Digraf G sa nazyva eulerovsky, ak obsahuje uzavrety eulerovsky
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orientovany tah. Veta 1.1 sa da preformulovat’ nasledovne: Silne savisly digraf je eulerovsky

prave vtedy, ked’ pre kazdy jeho vrchol v plati ideg(v) = odeg(v) [3].

Z vety 1.1 vyplyva, Ze v stvislom grafe G existuje otvoreny eulerovsky t'ah prave

vtedy, ked’ G ma prave dva vrcholy neparneho stupna.

Veblenova veta podl'a [15] ponuka iny pristup k identifikdcii eulerovského grafu, znie
nasledovne: Nech G = (V, H,) je suvisly neorientovany graf, potom G je eulerovsky prave

vtedy, ked’ G je disjunktnym zjednotenim cyklov, ¢o znamena, Ze je povolena duplikacia hran.

Paluch v [3] uvadza dva algoritmy na hl'adanie uzavretého eulerovského tahu v

stvislom grafe G = (V, H,), v ktorom dosahujt vsetky vrcholy grafu G parny stuperi:

e Fleuryho algoritmus

e Labyrintovy algoritmus

Pokial’ sa Fleuryho algoritmus aplikuje s pomocou diagramu grafu, obsahuje v ur¢itom
kroku silny intuitivny prvok pri kontrole stvislosti grafu pozostavajiceho z nevybranych hran
a s nimi incidentnych vrcholov. Algoritmizacia tejto kontroly je sice mozna, ale takto
vzniknuty algoritmus by nebol prave najefektivnejsi. Pre pocitaCovii implementaciu je
vhodnejsi labyrintovy algoritmus, ktorého spravnost’ sice nie je zrejma na prvy pohl'ad, ale je

vel'mi efektivny.
Algoritmus 1.1 [3]: Labyrintovy algoritmus

Krok 1. Za¢ni z 'ubovolného vrcholu u € V . Nech sled S inicializacne pozostava z jediného

vrcholu u. Poloz w := u —vrchol w je posledny vrchol doteraz vytvoreného sledu S.

Krok 2. Ako dalsiu hranu vyber podla nizsie uvedenych pravidiel do sledu S hranu {w, v}.
Zaznac si smer pouzitia hrany {w, v}. Ak doteraz vrchol v este nebol zaradeny do sledu S,
ozna¢ hranu {w, v} ako hranu prvého prichodu. Dalej zaznamenaj tzv. spitnii postupnost’ —
poradie hran, v ktorom sa v slede S vyskytuji po druhykrat. Pri vybere hrany dodrzuj

nasledujuce pravidla:

e KaZzdi hranu mozno v jednom smere pouzit’ iba raz
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e Poradie zarad’ovania hrén:
o —nepouzité hrany
o — hrany pouzité raz
o —hrana prvého prichodu (ak niet inej moznosti)
Krok 3. Ak taka hrana neexistuje — STOP.
Spétna postupnost’ uréuje hl'adany eulerovsky t'ah.
Krok 4. Inak poloz w := v a pokracuj krokom 2.

Konig [9] definoval orientovany eulerovsky graf nasledovne: Nech je dany stvisly
digraf G = (V, H,)), digraf je eulerovsky prave vtedy, ked” vstupné a vystupné stupne vsetkych
vrcholov v € V digrafu G st rovnaké. Demel v [4] zaroven naznacuje, ze kazdy slabo suvisly
graf, pri ktorom plati rovnost’ medzi vstupnymi a vystupnymi stupiiami v§etkych vrcholov, je
silne suvisly. Eulerovsky cyklus je mozné urit rovnakymi algoritmami, ako v pripade
neorientovaného grafu, bez nutnosti modifikacie postupu. Rovnost’ vstupného a vystupného
stupnia v orientovanom grafe vrcholu zjavne implikuje parnost’ celkového stupia, teda
G =(V,H,), Ve V:ideg(v) = odeg(v) = k = deg(v) = ideg(v) + odeg(v) = 2k, k € N,

Dalej nech je dany migraf resp. zmieSany graf G = (V,H,, H,), sled s(u,v) v
suvislom grafe G = (V,Hy,, H,) je eulerovsky, ak obsahuje vsetky neorientované hrany i
orientované hrany zmie$aného grafu G.ZmieSany graf G = (V, H,, H,) je eulerovsky, ak je v

fom pritomny uzavrety eulerovsky t'ah.

Konkrétnu nutnt a postac¢ujicu podmienku definovali v roku 1962 Ford a Fulkerson v
[11], pre zmieSany graf je eulerovsky graf: Nech G = (V, H,, H,) je suvisly zmieSany graf,
kde hranova mnozina H = H, U H,, potom takyto graf je eulerovsky prave vtedy, ak su

splnené nasledujic podmienky:

e podmienka parnosti — stupen kazdého vrcholu v € V migrafu G je parny
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e podmienka vyrovnanosti — pre kazdt podmnozinu vrcholov S € V rozdiel po¢tu hran
h € H smerujucich z mnoziny vrcholov § do mnoZiny vrcholov S a podtu

orientovanych hran h, € H, smerujicich z S do S je nezaporné ¢islo.

Podl'a Edmondsona a Johnsona [8], nech je dany savisly zmieSany graf G =
(V,H,, H,), tak migraf G je eulerovsky prave vtedy, ak neexistuje podmnozina S c V taka, ze
kazda hrana vchadzajaca z I'ubovolného vrcholu v S do nejakého vrcholu mimo S, ktoré su
obsiahnuté v mnozine V — S, je orientovand von z S, pricom pociato¢ny vrchol je v §S.
Nasledovna formuladcia predstavuje postacujucu podmienku existencie zmieSaného
eulerovského grafu: Ak pre kazdy vrchol zmieSaného grafu ja stupen vrcholu parny a zaroven
vstupny a vystupny stupeit vrcholu dosahujii rovnaka hodnotu, hovorime, Ze zmieSany graf je
eulerovsky. Poznamename, Ze tito podmienka je slabSia ako vety Edmondsa a Johnsona a
Ford a Fulkersona, ktoré vyzaduju, aby bol dany zmieSany graf aj symetricky, teda obsahoval
rovnaky vstupny a vystupny stupeni vrcholov. Na nasledujicom obrazku 1-3 su ilustrované
grafové Struktary a platnost’ uvedenej podmienky. V prvom pripade multimigraf podmienku
nespiia (vstupny a vystupny stupeii vrcholu nedosahujii rovnaka hodnotu), ale uvedeny
multimigraf obsahuje eulerovsky cyklus. Ak by sme upravili grafovu $truktaru na mutidigraf
(druhy pripad), teda vSetky hrany by boli orientované, postacujuca podmienka existencie
eulerovského cyklu by bola splnend. Posledny pripad ilustruje zmieSany graf, ktory eulerovsky

cyklus neobsahuje, pretoze nie vSetky stupne vrcholu su parne.

Obr. 1-3: Diagramy Eulerovskych, resp. neeulerovskych grafov. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Je potrebné poznamenat, ze prva a druhd grafova Struktira sa liSia iba
»zdvojenou hranou, ktori obsahuje druhy multimigraf. Tento fakt je velmi dolezity pri
rieSeni uloh o obsluhe hran dopravne;j siete. Pretoze uvedenu postacujiicu podmienku mozno
overit, resp. realizovat' v linedrnom ¢ase, mozno ju efektivne vyuZzit' pri optimalizacii

niektorych konstrukénych algoritmov pre rieSenie uvedenych typoch tloh.
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Podl'a [14] mozno o platnost’ postacujucej a nutnej podmienky zistit' v polynomialnom
case. Edmonds a Johnoson v [12] uviedli algoritmus na zistenie eulerovského cyklu v
symetrickom eulerovskom zmieSanom grafe. Naproti tomu Ford a Fulkerson v [11] uvadzaju
vSeobecnejSie aplikovatel'ny algoritmus na identifikdciu eulerovského cyklu, ktory je
pouzitelny aj pri nesymetrickom eulerovskom zmieSanom grafe, ktory vychddza z dokazu
vlastnej postacujucej a nutnej podmienky. Tymto algoritmom je mozné pridat’ orientaciu
vSetkym neorientovanym hranam v zmieSanom eulerovskom grafe a nasledne hl'adat’ cyklus v
orientovanom grafe. UrCenie, resp. pridanie orientdcie hranam mozno docielit’ parovanim v

biparitnom grafe [11].

Veblenova veta, ktorti sme bola uvedena pri neorientovanych eulerovskych grafoch, je
v ur¢itych podmienkach (dekompozicie cyklov) aplikovatelnd aj pri orientovanych a
zmieSanych grafoch [8]: kazdy netrividlny eulerovsky graf, ¢i uz neorientovany, orientovany,
zmieSany, obsahuje urcity pocet eulerovskych cyklov, ich minimalny pocet je rovny poctu
vrcholov v grafe, pretoze cyklus zafina a kon¢i v tom istom vrchole. Tito veblenovu
charakteristiku mozno pouzit’ pri konstrukcii algoritmu na identifikaciu eulerovského cyklu,
kde by algoritmus zist'oval, ¢i grafova Struktira obsahuje eulerovsky cyklus, a teda graf je

eulerovsky.

1.3 Uloha ¢&inskeho postara

Uloha ¢&inskeho postara patri do skupiny tloh 0 obsluhe hran dopravnej siete. V praci
je zakladna uloha ¢inskeho postara oznacovana ako CPP (z angl. Chinese Postman Problem).
Ak by sa uloha formulovala slovne a zjednodusSene, tak postar, za¢ina a kon¢i svoju pracu na
poste, pricom musi prejst’ vSetkymi ulicami svojho rajonu, tak aby preSiel ¢o najkratSiu
vzdialenost. Néazov a prva formulacia tejto ulohy pochadza z roku 1962 od cinskeho
matematika Kwana. Matematicka formulacia tlohy v pojmoch teérie grafov a s dopravnou
sietou modelovanou stuvislym grafom je nasledujuca: Nech je dany hranovo ohodnoteny graf2
G =(V,H,c),c:H —» R{. Hlada sa eulerovsky sled (uzavrety sled S grafu obsahujuci kazdu

hranu aspoi raz) s minimalnou dizkou ¢(S) Yyes c(h) [2].

2 Pri vseobecnej formulacii abstrahujeme od orientacie hran grafovej Struktury.
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1.3.1 Specidlne pripady iiloh o obsluhe hran dopravenej siete

Ked’ze sa praca venuje niektorym Specidlnym pripadom vseobecnej formulacie ulohy
¢inskeho postara, v nasledujucej Casti je uvedeny charakter a terminolégia jednotlivych
variacii tohto typu uloh. Formuldacie, ktoré su d’alej uvedené vychadzaju z publikécie Palucha

a Peska [2].
Neorientovand uloha cinskeho postara

Pomenovanie ulohy vychadza z angl. Undirected Chinese Postman Problem a v
priebehu prace je pouzivané aj oznacenie UCPP. Uloha bola povodne definovana na hranovo
ohodnotenom jednoduchom (teda neorientovanom) grafe G = (V, H,, ¢),c: H, = R §. V roku
1965 Edmonds prezentoval exaktné rieSenie problému v podobe deterministického algoritmu

pracujiiceho v polynomidlnom case, pricom ho oznacil ako Chinese Postman Problem, teda

problém &inskeho postara. Riesenim je eulerovsky sled s minimalnou dizkou c(S) ¥ pes c(hy).

Orientovanda uloha cinskeho postara

V pripade ked’ je potrebne uvazovat aj s orientaciou hran siete (napr. lava a prava
strana cesty), treba rieSit’ orientovanu tlohu ¢inskeho postara, ktora bude oznacovana aj ako
Directed Chinese Postman Problem — DCPP, teda tlohu minimdlnej orientovanej postdrovej
trasy v hranovo ohodnotenom grafe. Dostavame nasledovnu grafova formuldciu: Je dany
hranovo ohodnoteny silne suvisly digraf G = (V,H,,c),c: H, » R {. Hlad4 sa orientovany
eulerovsky sled S s minimalnou dizkou c(S). Edmonds a Johnson v 1973 ukézali, ze DCPP
uloha je rovnako dobre (v polynomidlnom case) rieSite'na ako jej neorientovana verzia UCPP

pomocou tokovych formulécii.
ZmieSana uloha cinskeho postara

Prirodzenou kombinaciou uloh CPP a DCPP vznika zmiesana tloha ¢inskeho postara
(Mixed Chinese Postman Problem MCPP), kde st niektoré hrany orientovane a iné
neorientované (migrafy, multimigrafy, pseudomigrafy). Ulohu mozno formulovat’ nasledovne:
Je dany hranovo ohodnoteny silne suvisly zmieSany graf G = (V,H,, H,,c),H = H, N
H,,c:H —» R{ . Hlad4 sa eulerovsky zmiesany sled S (obsahujuci vSetky hrany aspofi raz,

pri¢om orientované hrany v pozadovanom smere) s minimalnou dlzkou c(S).
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Uloha veterného postdra

Menej znamou modifikaciou ulohy UCPP je pripad, ked je sice dopravna siet
modelovana grafom, ale hl'ad4 sa orientovany sled, ktorého dizka zavisi od toho, v akom
smere sa prechadza hranami siete. Zodpoveda to pochddzke postara iduceho v smere alebo
proti smeru vetra. Uloha ma nazov tloha veterného postara (Windy Postman Problem - WPP).
Mozno ho formulovat takto: je dany suvisly graf G = (V,H,,cq,¢3),¢1:Hy, ¢ Hy > RE
ohodnoteny dvoma hranovymi ohodnoteniami ¢;: H, = R @ ¢ H, > R{. Hrana {v;,v;} €
H,, je ohodnotena ¢islom ¢, (v;, v;), ak bude pouzitd v smere v; - v;, i < j, a ¢islom ¢, (v;, vj)
v opanom pripade. Opit hladame eulerovsky sled S s minimalnou dizkou

C(S) = Z{Ui,vj}e Si<j Cl (Ui’ vj) + Z{vi,vj}e Si>j C2 (vi' v])
Uloha vidieckeho postdra

Formulacie uloh UCPP, DCPP, MCPP mozno zosilnit poziadavkou, aby boli
obsluhované len niektoré hrany R € H dopravnej siete. Dostavame tak prisluSné verzie RPP,

DRPP, MRPP tzv. tlohy vidieckych postarov (Rural Postman Problem - RPP).

V pripade ulohy RPP ide 0 polynomialne problémy (dobre riesitelné) len pre rozmery
9<|V|<84,13 < |H| <184,4 < |R| < 74 av roku 1994 dosiahli Sanchis and Corberan
vyrazné znizenie doby vypoctu metdodou vetiev a ezov. Starostlivd implementacia tejto
metddy umoznila v roku 2000 Ghianimu a Laportemu riesit’ ulohy s |[V| < 350. Uloha DRPP
sa ukazuje byt narocnejSia nez RPP. Christofides a kol. (1989) uvadza inStancie rieSenych
uloh 13 < |V| <80, 7 < |R| < 74. Pre tlohu RMPP je publikovany vysledok Coberan a kol.
(1999) s instanciami 20 < |V| < 100, 55 < |H| < 350, 15 < |R| < 200.

Uloha viacnasobného cinskeho postara

Prirodzenym zovSeobecnenim uloh UCPP, DCPP, MCPP, WPP su ich k nasobné
verzie KCPP, kDCPP, KMCPP, kWPP, ked sa vopred fixuje pocet postarov a pozaduje, aby

kazda hrana siete bola obsluhovana aspon jednym poStarom.

Uloha vidieckeho postdra s uzavierkou
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V pripade, ked’ je obsluha hran terminovana ¢asovou uzavierkou, vytvara sa napr. z
ulohy CPP ulohu dedinského postara s uzavierkou (Rural Postman Problem with Deadline
Classes - RPPDC). Tu je dany hranovo a ¢asovo ohodnoteny graf G = (V,H,c, t) a nejaky
vyznamny uzol v, (garaz-sklad). Je dany rozklad Ry, R, ..., R,, danej podmnoziny R c C
mnoziny hran, pricom sa pozaduje, aby hrany h € R; boli obslizené¢ do daného terminu Ty.
Hrlada sa uzavrety vy — v, sled obsahujuci hrany z R, ktoré su v danom termine obsluzené, ak

sled zacina vo vrchole v, Vv ¢ase 0.
Hierarchicka uloha cinskeho postara

VseobecnejSiu moznost uprednostiiovania obsluhy hran siete ako RPPDC riesi
hierarchicka uloha ¢inskeho postara (Hierarchical Chinese Postman Problem HCPP). Je dany
hranovo ohodnoteny graf G = (V,H,c) a rozklad podmnoziny hran do tried rozkladu
Hy, Hy, ...,Hp, s relaciou precedencie < medzi triedami tohto rozkladu. Ak je H, < H,,
potom vSetky hrany H, musia byt obsluzené¢ pred hranami H,. Hlada sa uzavrety sled
minimélnej dizky, ktory respektuje relaciu precedencie, pri¢om obsahuje kazdi hranu

najmenej raz.

Ulohu HCPP formulovali v roku 1987 Dror a kol. pri¢om dokézali, ze je NP-tazka.
Ukézali tiez, ze je polynomidlne rieSitelna v pripade, ked je G bud’ Uplny graf alebo Uplny
digraf, relacia precedencie je linedrne usporiadanie a kazdé trieda rozkladu vytvéara uplny
podgraf grafu G. Exaktné rieSenie metddou dynamického programovania navrhol Gélinas v

roku 1992. Aproximativne ani heuristické algoritmy neboli doteraz publikované.
Vseobecna uloha cinskeho postara

Dalsia modifikacia sa tyka vyberu najmenej jednej hrany z daného rozkladu mnoziny
hran. V pripade takéhoto zovSeobecnenie ulohy CPP dostdvame zovSeobecnenu ulohu
ginskeho postara (Generalized Chinese Postman Problem - GCPP). Ulohu GCPP mozno
formulovat nasledovne: Je dany hranovo ohodnoteny graf G = (V,H,c),c: H —» R¢ a rozklad
mnoziny hran do m tried, tj. H =Up", Hy,H; N H; = ¢,1 < i < j < m. Hlada sa uzavrety

sled S grafu obsahujuci aspoii jednu hranu z kazdej triedy rozkladu s minimalnou dizkou c(S).
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Doteraz nie je zndmy exaktny ani aproximativny algoritmus rieSenia. Autori Dror

a Haonari (2000) vSak dokazali, ze iloha GCPP je NP-tazka.
Kapacitna uloha cinskeho postara

Ak mame k dispozicii vozidlo a je znamy dopyt (velkosti poziadaviek) na hranach
dopravnej siete, vznikne po Gprave tlohy CPP kapacitna iloha ¢inskeho postara (Capacitated
Chinese Postman Problem - CCPP). Mozno ju formulovat’ nasledovne: Je dany hranovo
ohodnoteny graf G = (V,H,c,d) s jednym hranovym ohodnotenim ocefujicim dizky hran
c: H —» R{ a druhym hranovym ohodnotenim ud4vajucim dopyt po hranach d: H - RZ. Nech
je znama kapacita vozidla Q v jednotkach dopytu a umiestenie jeho gardze vo vrchole vy € V.
Potom sa hl'ada takd mnozZina uzavretych sledov S = {S}, ktora minimalizuje celkovt dizku

sledov c(S) = Y.sesc(S) a vyhovuje nasledujiicim podmienkam:

e (pl) Kazdy sled je uzavrety v,v, sled; vozidlo zacina a kon¢i v garazi

e (p2) Kazda hrana je prvkom aspoii jedného sledu; hrana je obsltizena aspofi na jednej
trase

e (p3) Dopyt kazdého sledu d(S) = Y.sesd(S) je nanajvys Q; dopyt na trase vozidla

neprevysi jeho kapacitu.
Kapacitna okruzna uloha na hrandch
Pripade, ked’ sa podmienka (p2) z prechadzajticej ulohy nahradi podmienkou
e (r2) Kazda hrana danej podmnoziny H' © H je prvkom aspon jedného sledu

Dostavame tlohu zndmu ako kapacitnd okruzné tloha na hranach (Capacitated Arc Routing

Problem - CARP).

1.4 Uloha postara v praxi

Az objavenie vykonnejSich pocitacov umoznilo, aby sa na grafy nepozeralo len ako na
mnozinu vrcholov a hran, ale aj ako na modely niektorych problémov realneho sveta, ktorym
zodpovedaju jednotlivé ulohy ¢inskeho postara. Hrany grafu mézu mat’ v sucasnosti pridelené
numerické hodnoty, ktoré moézu vyjadrovat’ dizku cesty, alebo &as potrebny na ukonéenie

urcitého procesu, vrcholy mozu znacit’ dolezité mestd, miesta ¢i krizovatky.
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Uz nazvu je jasné, Ze prvotnym poslanim ulohy bolo rieSit minimalizaciu prejdene;j
trasy postarom pocas rozvozu posty, novin. Rovnaky princip je mozné aplikovat’ pri odvazani
komunalneho odpadu. Realny pripad uvadza Palach a kol. v [2], v ktorom bol rieSeny zvoz
domového odpadu v Liptovskom Mikulasi. Analogicky moze byt uvedené letné kropenie resp.
Cistenie ulic, zimnu udrzba ciest. Planovanie ciest podnikovych resp. Skolskych autobusov pre
zvoz a odvoz zamestnancov resp. ziakov, pochddzok poriadkovych hliadok, planovanie
upravy resp. kontroly stavu komunikacii, Zelezni¢nych tras, potrubi, infrastruktiry, planovanie
turistickych tras. Prikladom neorientovanej poStarovej trasy je napr. kontrola parkovacich
listkov, kde uloha spoéiva v navrhnuti trasy policajta tak, aby mohol cely svoj revir
skontrolovat’ a to po najkratsej moznej trase. Predpokladajme, Ze policajt vykonava kontrolu,
tak ze prechadza po chodniku. Potom kontrolu celého reviru moZzeme chépat’ tak, Ze policajt
musi prejst’ kazdym chodnikom. DalSou poZiadavkou na trasu je, aby sa zadinala a kondéila v
tom istom bode (policajt pride k parkovisku na aute a potom sa vrati k autu). Pre maly revir je
uloha trividlna, 'ahko mo6ze byt najdend takato trasa preskimanim vSetkych moznosti. So
zvacSujucim sa revirom sa ale tloha stava problematickou pre obrovsky pocet moznosti. Pri
rieSeni nasho problému ndm pomdze matematicky model, ktorym je graf ktorého vrcholy
reprezentuju krizovatky a hrany oznacujui chodniky, pri ktorych su platené parkoviska. Kazda
hrana ma priradent numerick hodnotu, ktora vyjadruje dizku daného chodnika. Hrany grafu
nie su orientované, lebo nie je dolezité, akym smerom danym chodnikom policajt prejde.
Ulohou je potom najst’ najkratii sled vo vzniknutom grafe, ktory je uzavrety a obsahuje kazdu

hranu aspon raz, ¢o predstavuje neorientovanu tlohu ¢inskeho postara.

Avsak ulohy ¢inskeho poStara mozu byt aplikované aj v inych sférach, napr. pri tvorbe
integrovanych obvodov, testovania zloZitosti ponuk programového vybavenia elektronickych

zariadeni, pri kontrole odkazov na webovych strankach.

1.4.1 Kontrola odkazov na webovej stranke

Internetové strdnky maji v dneSnej dobe zloziti a komplexnt S$truktiru. Pre
zachovanie prehl'adnosti stranky, je nutné stranku rozdelit’ na viacero (pod)stranok, medzi
ktorymi je mozne pohybovat’ sa pomocou odkazov. Z dovodu udrzby je potrebna kontrola
stranky, pri ktorej sa kontroluje aj funkcnost’ jednotlivych odkazov. Uz pri relativne malom
pocte stranok mdze existovat znacny pocet odkazov a vSetky ndhodne preskimat’ méze trvat

prili§ dlho. Problémom je, ze funkénost’ odkazu je mozné overit’ len kliknutim na dany odkaz
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a overenim, ¢i Sa zobrazi spravna stranka. Potom sa, ale uzivatel’ nachadza uz na inej stranke,
odkial' sa samozrejme moéze vratit na predchadzajiicu, to vSak trva urcity ¢as. Cielom je

optimalizovat’ kontrolu odkazov.

-
Orientované hrany

Obr. 1-4: Kontrola odkazov web strénky. Zdroj : Vlastné spracovanie.

Aby mohol byt na optimalizaciu pouzity matematicky aparat, najskor je potrené
vytvorit matematicky model daného problému v podobe digrafu, v ktorom kazdy vrchol
digrafu reprezentuje jednu stranku, a orientovana hrana z vrcholu i do vrcholu j znamena, ze
stranka i obsahuje odkaz na stranku j. Modelom je digraf, lebo ak jedna stranka obsahuje
odkaz na druht, opaéne to tak byt nemusi. Kazda orientovana hrana (i,j) ma priradent
numerick hodnotu, ktord vyjadruje diZku trvania stiahnutia stranky j. Potom kontrola
vSetkych odkazov zodpoveda prejdeniu kazdej orientovanej hrany vzniknutého digrafu aspoin

jedenkrat, teda ide o orientovanu ulohu ¢inskeho postara [17].
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2 Ciele prace

Cielom prace je prezentovat a implementovat pristupy a metdody na rieSenie
neorientovanej, orientovanej a zmiesanej ulohy postara, teda Glohy realizované na grafoch,
digrafoch, resp. migrafoch. V pripade neorientovanej a orientovanej ulohy poStara su
implementované deterministické, resp. exaktné algoritmy. Pri zmieSanej ulohe postara je
aplikovany heuristicky, teda aproximativny sposob riesenia. Okrem implementécie algoritmov
na rieSenie jednotlivych uloh st prezentované aj Optimalizaéné spOsoby rieSenia v podobe

celociselného linearneho programovania.

Implementacia jednotlivych algoritmov je realizovana v prostredi MS Excel v podobe
procedur vytvorenych v jazyku Visual Basic for Application. Pre kazdy typ ulohy je vytvoreny

jeden subor, v ktorom je mozné danu tlohu riesit’.

Dosiahnutie hlavného ciela je podmienené splnenim a rieSenim c¢iastkovych cielov
prace. Tie su stanovené tak, aby splnenie hlavného ciela bolo mozné overit, a tak aj

objektivne zhodnotit’. Ciastkové ciele st nasledovné:

- V prvej Casti prace poskytntt’ teoreticky podklad sposobu rieSenia tloh postara v podobe

pribliZenia problematiky eulerovskych tahov, resp. eulerovskych grafov.
- Uvedenie a priblizenie implementovanych algoritmov na rieSenie jednotlivych tiloh postara.

- Prezentovat’ rieSenie jednotlivych uloh posStara v prostredi MS Excel na konkrétnych
prikladoch, ktoré¢ bude sluzit’ aj ako navod na pouzitie jednotlivych procedur. Tato Cast’ je

obsiahnuté v prilohach prace.

- Uviest formulaciu jednotlivych optimalizaénych pristupov rieSenia na konkrétnych

prikladoch (taktiez uvedené v prilohach prace).

- Priblizit’ a opisat’ proces implementacie prezentovanych algoritmov do jednotlivych procedur.

- V poslednej Casti prace prezentovat’ prostrednictvom vypoctovych experimentov vypoctova
narocnost’ jednotlivych algoritmov Vv zavislosti od zlozitosti vstupov. Takymto spdsobom

taktiez urcit’ limity, resp. hranice algoritmov v prostredi, v ktorom st implementované.
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Samotnym cielom implementacie algoritmov na rieSenie uloh postara je vytvorenie
troch stiborov v prostredi MS Excel, kazdy subor je ureny na rieSenie jedného typu tlohy,
teda neorientovanej, orientovanej alebo zmieSanej ulohy. Zamerom prace je teda pripravit
komplexné pouzivatel'ské prostredie, v podobe panela nastrojov na rieSenie tloh postara, pricom
rieSenie jednotlivych uloh je prezentované presnym uréenim poctu a rozloZenia neorientovanych,
resp. orientovanych hran vo vyslednej grafovej Strukture a samozrejme hodnota minimalnej

postarovej trasy.

Poznamenajme, Ze softvér pouzity na implementaciu sa vyznacuje univerzalnost'ou a teda
poskytuje programové rozhranie umoziujice aplikaciu implementovanych algoritmov tretimi

osobami, napr. v inych pracach, projektoch, resp. v praxi.
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3 Metodika prace a metody skiumania

V kapitole su prezentované pristupy a metddy riesenia jednotlivych tloh, pricom tlohy
budu oznacované ako neorientovand, orientovand a zmiesand uloha postdira. Cielom kazdej
ulohy je ziskat” minimalnu trasu poStara. V pripade neorientovanej o orientovanej tlohy su
uvedené exaktné, teda deterministické algoritmy, avSak v pripade zmieSanej ulohy je
prezentovany heuristicky algoritmus. Tieto algoritmy st v d’alSej Casti prace implementované.

Okrem iného st uvedené aj optimalizacné pristupy na rieSenie jednotlivych uloh.

Jednotlivé kapitoly a podkapitoly st chronologicky ciselné oznacené. Vztahy,
definicie, vety, grafy, tabul’ky a poznamky su ¢islované priebezné v kazdej kapitole, pri¢om
zadiatok Cislovania vzdy koresponduje s ¢islom kapitoly, v ktorej sa nachadzaju. Napriklad

oznacenie vztahu (3.1) znamena, Ze ide o prvy vztah z tretej kapitoly.

Pri implementacii algoritmov sa pracovalo s programovacim jazykom Visual Basic for
Application v prostredi MS Excel. Procediry st navrhnuté tak, aby zo vstupnych tdajov

vytvorili eulerovsky graf a takymto spésobom tlohu riesili.

3.1 Metddy rieSenia loh poStara

3.1.1 Neorientovana uloha postaira

Ak by graf G, ktory modeluje postarov rajon obsahoval iba vrcholy, ktoré maju parny
stupeni, Uloha by bola zna¢ne zjednodusena, stacilo by najst, resp. urCit’ uzavrety eulerovsky
tah. V redlnych situdcidch je vSak situdcia zlozitejSia. Krizovatky typu Y alebo T st bezné a
existuju aj zlozitejSie dopravné uzly, ktoré vedu k vrcholom neparneho stupnov grafovom
modeli. Pocet vrcholov neparneho stupna grafu G je parny. Keby sa ”spojili” dva vrcholy u, v
neparncho stupiia novou fiktivnou hranou, stanu sa z nich vrcholy parneho stupna. Ak by sa
zoradili vsetky vrcholy grafu G neparneho stupna do dvojic a tie by sa nasledne “pospajali”
fiktivnymi hranami, takto vytvoreny novy graf (vo vSeobecnosti multigraf) G uz obsahuje

vSetky vrcholy parneho stupiia a teda je v iom mozné zostrojit’ uzavrety eulerovsky t'ah.

Ako vsak postar prejde fiktivnu hranu {u, v}? Pretoze sa moéze pohybovat len po
realnych uliciach, prejde z krizovatky u na krizovatku v po najkratSej moznej u — v ceste. Ak

je teda kazda fiktivna hrana typu {u, v} ohodnotena vzdialenostou c(u,v) vrcholov u, v v
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grafe G, suhrnna dizka dodanych fiktivnych hran bude predstavovat’ naprazdno prejdenu
vzdialenost’ pri pochddzke. Teraz je uz vidiet, Zze ak je cielom minimalizovat’ napradzdno
prejdentt vzdialenost’ (t. j. splnit poziadavku postara ,,aby sa ¢o najmenej nachodil”), je
potrebné najst také sparovanie dvojic vrcholov neparneho stupiia, aby sthrnna dizka

dodato¢nych fiktivnych hran bola najmensia [3].

Definicia 3.1 [3]: Nech G = (V,H,, c)c: H, > R ¢ je hranovo ohodnoteny graf. Parenie v
grafe G je taky jeho podgraf P, v ktorom ma kazdy vrchol stupen 1. Cena parenia P je sucet
ohodnoteni jeho hran. Hovorime, ze parenie P je maximalne parenie v grafe G, ak P nie je
podgrafom ziadneho iného parenia v G. Parenie P je najpocetnejSie parenie v grafe G ak P
ma zo vSetkych pareni najvacsi pocet hran. Parenie P je uplné parenie v G, ak P je

faktorovym podgrafom grafu G (P obsahuje vSetky vrcholy grafu G).

a) b) c)
Obr. 3-1: a) Maximalne parenie, ktoré nie je ani najpocetnejsie, ani ipIné. b) NajpocetnejSie parenie, ktoré nie je
tipIné. ¢) Uplné parenie v K ¢ Zdroj: Paliich [3].
Nie kazdé maximalne parenie musi byt najpocetnejSim parenim ani uplnym péarenim.
Kazdé najpocetnejsie (resp. upln€) parenie je aj maximalnym parenim. AvSak v uplnom grafe

K5; s parnym poctom vrcholov je kazdé maximalne parenie najpocetnejSim i Uplnym péarenim.

Ulohu néjdenia optimalnej mmnoziny fiktivnych hran mozno teraz sformulovat
nasledovne: V tplnom hranovo ohodnotenom grafe K,; najst’ Gplné (resp. maximalne, resp.

najpocetnejsie) parenie s minimalnou cenou [3].

Pri takomto postupe je potrebné urcit’ pocet dvojic vrcholov neparneho stupna.

Nasledovny vypocet uvadza Brezina a kol. v [1].

Ked’ze pocet vrcholov neparneho stupiia v grafe G je vzdy parny, je mozné ho oznacit’
2n. Ak je vybrany jeden vrchol, pocet vrcholov, ktoré by mohli s im vytvorit' dvojicu je

2n — 1 atd’. Suma poctu dvojic je nasledovna:
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p=C2n—-1)-2n—-3)-2n—-5)-...-3-1
po Uprave

_ (2n)!
T 2nqpl

Dalej je uvedeny Edmondsov algoritmus, ktory umoziiuje najst’ najkratsi uzavrety eulerovsky
sled v hranovo ohodnotenom stvislom grafe ¢ = (V,H,,c)c:H, » R ¢ . Algoritmus je

publikovany V urcitych variaciach napr. v [1], [2], [13].
Algoritmus 3.1 [2]: Edmondsov algoritmus

Krok 1: Ak je graf G eulerovsky (stupne vSetkych vrcholov st parne), polozme Gz = G a

prejdime na krok 4. Ina¢ definujeme mnozinu Vz vrcholov grafu G neparneho stupna.

Krok 2: Definujeme uplny graf K,; (Vg, Hg,¢), kde hranové ohodnotenie kazdej hrany

{vi, vj} € Hp je oznacené ako ¢;; a udava dizku najkratsej cesty z vrcholu v; do vrcholu v;.

Krok 3: V grafe K,; sa hl'ada najlacnejsie Gplné parenie P (Vg, Hp, ¢), t.j. taky podgraf grafu
Ky, ktorého kazdy vrchol u € Vg je vrcholom prave jednej pariacej hrany {u,v} € Hp

a sucet ohodnoteni jeho hran je minimalny.

Krok 4: K hranam H grafu G st pridané hrany parenia Hp a dostaneme eulerovsky (multi)graf
Gg = (Vg, HN Hp, ¢), ktorého stupne vSetkych vrcholov st parne, no niektoré hrany sa moézu

opakovat’.

Krok 5: V grafe Gy sa hl'ada eulerovsky tah Ty (uzavrety sled, ktory obsahuje kazdi hranu
grafu prave raz), z ktor¢ho je zostrojeny hl'adany uzavrety sled S nahradenim pariacich hran

{u, v} € Ty hranami najkratSej cesty z u do v.
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Obr. 3-2: Postup pri Edmondsovom algoritme. a) Pévodny graf, vrcholy neparneho stupiia si vyznadené §tvoréekmi. b)
Pomocny uplny graf K, zostrojeny podPa kroku 1. algoritmu 3.1. ¢) UpIné parenie s minimalnou cenou v K;. d)
Multigraf G zostrojeny podPa kroku 3. algoritmu 3.1, kde uzZ existuje eulerovsky uzavrety t’ah. Zdroj: Palich [3].

Podla [2] pri rieSeni praktickych tloh by mohol byt problematicky Krok 3 — rieSenie
ulohy najlacnejSieho Uplného parenia, pre ktory je sice znama grafovd mad’arska metoda
pracujuca v polynomidlnom c¢ase, no je programatorsky narocna. Pre tulohy strednych
rozmerov, kde |[Vg| <50, st dobré praktické skusenosti s nasledujacou bivaletnou

formul4ciou tlohy najla¢nejSieho parenia uvedenej v [2]: N4jst’ také x;; aby

CijXij = min

i,ji<j{vivj}eHg

Za podmienok

xij =1 Uj (S HE (31)
UiEHE—{Uj}

xij =1 Vi € f{E (3'2)
U]'EHE—{‘Ui}

xj—x; =0 {v,v} € Hg (3.3)

xl-j € {0,1} 'Uj € HE! v; € HE (34)

Uloha bez podmienky (3.3) je prirad’ovacou ulohou, v ktorej sa nepriptstaju priradenia

v; — v;. Podmienka (3.3) zabezpeci, Ze ak x;; = 1, v; - v;, potom aj x;; = 1, v; - v; je
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hranou pérenia. Ak tak pre hl'adané pariace hrany mame H,, = {{vi, vj}|{vi, vj} € Hg, x;j =
1,i< j}.

Paluch v [3] uvadza nasledovnii zlozitost Edmondsovho algoritmu: Uplny graf Ko,

n-(n+1)

modze mat’ najviac n vrcholov a najviac hran. Pre vypocet ohodnoteni hran grafu Ko,

sta¢i vypocitat maticu vzdialenosti C vrcholov grafu G, ¢o mozno pouzitim Floydovho
algoritmu urobit’ v ¢ase 0(n3). Cely krok 2. mozno teda urobit’ v ¢ase O(n®). Pretoze 2t <
n, Uplné parenie s minimalnou cenou v grafe K,, mozno urobit v &ase O0(n*). (lebo
najpodetnejsie parenie v grafe s n vrcholmi mozno najst’ v ¢ase 0(n*). Krok 3. vyzaduje ¢as
0(n*). V kroku 5. sa hl'ad4 uzavrety eulerovsky tah v grafe G o mozno urobit’ v ¢ase 0(n*)
- pozri rozbor zlozitosti labyrintového algoritmu. Konecne v kroku 4. treba nahradit’ kazdu
fiktivnu hranu prislusnou najkratSou cestou. Fiktivnych hran moze byt najviac n/2. Ak sa v
kroku 1. pocitalo spolu s maticou vzdialenosti aj maticu X, mozno pomocou smernikov z tejto
matice zrekonStruovat’ l'ubovol'na najkrat$iu u- v cestu v ¢ase O(n) (lebo Ziadna cesta v grafe
G s n vrcholmi nemdze mat’ viac ako n — 1 hran). PretoZe fiktivnych hran méze byt najviac
n/2, stadi na ich nahradenie prisluSnymi najkrat$imi cestami O(n?) krokov. Pre zloZitost
celého Edmondsovho algoritmu bude uréujica zloZitost” krokov 2. a 5. Edmondsov algoritmus

ma teda zlozitost’ O (n*).
Optimalizacny pristup

Martinez v [8] uvadza, Ze oOptimaliza¢ny pristup rieSenia je postaveny na ulohe
minimalneho neorientovaného eulerovského sledu v povodnom stvislom a hranovo ohodnotenom
neorientovanom grafe. Optimalizaéna uloha nezabezpeCuje vytvorenie postupnosti vrcholov a
hran. Ciel'om je ziskat’ optimalne rozsirenie v zmysle dvojfazového rieSenia tlohy. Ked'Ze cielom
tilohy je minimalizovat’ dizku postarovej trasy v neorientovanom grafe, problém je oznadeny

ako minimalna neorientovana postarova trasa MNPT.
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Obr. 3-3: Graf, ktory nie je eulerovsky a dve poStirove mnozZiny. Zdroj: Martinez [8].

Mozna postarova trasa neorientovaného grafu z obr. 3-3 je nasledovna:
(A,a,B,b,A,a,B,f,D,e,Ae,D,g,C,d,AcC,d,A).

Kedze graf vytvoreny z neorientovaného grafu G duplikéciou kazdej jeho hrany je
eulerovsky, problém rozhodovania ¢i graf G obsahuje postarovu trasu alebo nie a problém

hl'adania takej trasy koresponduju s h'adanim eulerovského sledu.

Nech je dany neorientovany graf G = (V, H,,c),c: H, » R a postarova trasa T Vv
grafe G, potom hodnota postarovej trasy c(T) je reprezentovana sumou ohodnoteni hran, ktoré

obsahuje trasa T':

o(T) = z c(h).

heH,

Ak by sa predpokladalio, ze hranové ohodnotenie vSetkych hran je jedna jednotka, minimalna

neorientovana postarova trasa grafu z obr. 3-3 je nasledovna:
(AI a)BlblA)alBlf’Dlgl CICIA' d’ C’g’D’e)A)'

Ulohu minimalnej neorientovanej postarovej trasy (MNPT) mozno zapisat’ vo forme
ulohy celociselného linearneho programovania. Nech je dany neorientovany graf G =
(V,H,,¢),c:H, > R¢ a postarova trasa T v grafe G. Pre kazdt hranu h € H,, nech x, € N
reprezentuje pocet dodatoénych vyskytov hrany h v postarovej trase T. Hg; (v) predstavuje okolie

vrcholu v grafu G.
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Na zdklade Eulerovej vety musi hodnota x, pre kazdy vrchol v € V zabezpeéit, ze
x(Hg(v)) je parne Ccislo, potom je uvedeny suvisly hranovo ohodnoteny rozsireny graf
eulerovsky. Parniost’ Cisla x(H;(v)) mozno vyjadrit pouzitim umelych premennych, v nasom

pripade to bude premenna z,, Potom moze byt formulovana nasledovna celociselna tloha [8]:
MNPT = min cx
pri ohranic¢eniach

x(Hz(v)) =2z, VveV(G)
xp, €{0,1} Vh € H,(G)
zeI™ z=0.
Je zrejmé, ze MNPT dosahuje optimalne rieSenie pre hodnoty x;, < 2 pre kazdu hranu
h € H,. Ak by x;, = 3, potom by bolo mozné odstranit’ kopie hran a zniZit' tento komponent
0 hodnotu 2, ¢o nema vplyv na podmienku parnosti a pripustnost’ rieSenia. Preto je uloha

formulovana ako bivalentna tloha, kde x;,, € {0,1}.

Dalsie ekvivalentné formulacie a formulacie vyuZivajuce iné Specidlne vlastnosti
rieSenia uvadzaju napr. Edmonds a Johnson [12], Eiselt, Gendreau a Laporte [14], ¢i Eiselt a
Sandblom [15].

3.1.2 Orientovana uloha postira

Podla [8] ulohu minimalnej orientovanej trasy mozno riesit’ ako tlohu najlacnej$ieho
toku v silne suvislom digrafe G = (V,H,,c),c:H, » R¢. Na rieSenie teda mozno pouzit
algoritmy na minimalizaciu nakladov toku v hranovo ohodnotenom grafe. Viaceri autori napr.
Eiselt a kol. v [14] poukazali, ze Gloha Specialnou ulohou na tok v grafe, a to dopravnou

tilohou. Dalej je uvedeny algoritmus na rie$enie orientovanej tlohy postara:
Algoritmus 3.2: Algoritmus na rieSenie minimalnej orientovanej postarovej trasy

Krok 1: V digrafe G sa urcia vSetky nesymetrické vrcholy. Mnozina V'~ bude obsahovat

vrcholy s prebytkom toku, mnoZzina V* bude obsahovat’ vrcholy, ktoré tok prijmu.

Krok 2: Pre kazdu vrchol sa definuje bilanciu b(v) = ideg(v) — odeg(v).
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Krok 3: Formuluje sa vybilancovanu dopravnu tlohu. Dodavatelov buda reprezentovat
vrcholy z mnoziny V~, odberatelov vrcholy z V*t. Ceny budii ohodnotenia najkratsich
orientovanych ciest medzi vrcholmi z V™~ a V*. Vektor dodavatel'skej kapacity d = (b(v)|v €

V™), vektor odberatel'skej kapacity o = (b(v)|v € V*). Dopravu ulohu rieSime pre maticu

Xy=|xv -

Krok 4: Pre Vx;; > 0, su doplnené kopie orientovanych hran do digrafu G v najkrat3e;

orientovanej ceste I/;” — Vj+. Digraf G je eulerovsky.

Dalej je priblizeny krok 3, teda zostavenie vybilancovanej dopravnej ulohy. MnoZinu
dodavatel'ov predstavuju vrcholy v; € V-, pre ktoré plati d; = ideg(v) — odeg(v), mnoZinu
odberatelov  reprezentuju vrcholy v; € V', pre ktoré plati o; = odeg(v) — ideg(v) .

Formulacia dopravnej Glohy je uvedena napr. v [1]:

PR

Vi EVT v;evt

pri ohraniceniach

Z Xij =di gy ey-

v;ev?t
Z Xij =0u vy, eV*
vEV™
x; =0 Vv, €V7,Vy; € vt
Uvedena formulacia bude mat vzdy celoCiselne rieSenia. Optimalne hodnoty x;;
predstavuju pocet novych orientovanych ciest, ktoré je potrebné pridat do povodného digrafu

G, ten sa stava eulerovskym.
Optimalizacny pristup

Podra [8] je tloha formulovana na silne stuvislom hranovo ohodnotenom orientovanom
grafe, teda digrafe G = (V,H,,c),c:H, » R{. Cielom tlohy je teda minimalizovat dizku
postarovej trasy v digrafe, problém je oznaceny ako minimalna orientovana postarova trasa
MOPT. Trasa v digrafe je poStarova trasa, ak obsahuje kazdu orientovanu hranu digrafu aspon

raz. Postarova trasa digrafu zobrazeného na nasledujicom obrazku 3-4 je nasledovna:
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Poznamenajme, Ze niektoré hrany su pouzité viac ako dvakrat a tomuto faktu sa neda vyhnut'.

Obr. 3-4: Digraf a postarova trasa. Zdroj: Martinez [8].
Pretoze digraf obsahuje postarovu trasu iba ked’ je silne stvisly, je l'ahké urcit’ ¢i digraf
danu trasu obsahuje alebo nie. Ddlezitej$im problémom je ziskanie hodnoty postarovej trasy v

digrafe.

Nech je dany digraf G = (V,H,,c),c:H, » R{ a postarova trasa T. Pre kazdu
orientovanu hranu h € H, nech x;, € N reprezentuje pocet vyskytov hrany h v postarovej trase T.
Na zéklade Kénigovej vety musi xj, spiiiat’ nasledovné poziadavky: pre Vv € V(G) musi platit :
x(H{ (v)) = x(H; (v)) a pre kazda orientovant hranu h € H, musi x;, € Z™. Potom mdzeme

formulovat’ nasledovnt celoéiselnu ulohu [8]:
MOPT = min cTx
pri ohraniceniach

x(H;(v)) —x(H;(v)) =0 vv eV(G)
Xno =1 Vh e Hy(G)
x€L" x=0.
Ulohu mozno riesit’ ako ulohu na toky v sieti, konkrétne ako najlacnejsiu cirkulaciu
as dolnym ohrani¢enim toku pre kazdt orientovanu hranu [(h) = 1, kde funkcia toku je

definovana f(h) = 1. Sposob rieSenia je uvedeny napr. v [11], [4] a [10].
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3.1.3 Zmiesana uloha postara

Pri rieSeni zmieSanej ulohy poStara je aplikovany heuristicky algoritmus vSeobecne
oznacovany ako Mixed 2 (z angl. zmiesany) uvedeny napr. v [16]. Nech je dany zmieSany graf
G =(V,H, H,),c:Hy,Hy,—» R§, algoritmus funguje na principe rozSirovania grafu G,
prostrednictvom vytvarania kopii orientovanych a neorientovanych hran. Vysledny graf je
parny a symetricky. Pripominame, Ze takyto graf spiiia postatujucu podmienku eulerovského

multigrafu. Taktiez kazdy symetricky silno suvisly graf je vyvazeny.
Algoritmus 3.3 [16]: Mixed 2

Krok 1: (InOutDegree). Zo zmiesaného grafu G je vytvoreny symetricky graf pomocou

algoritmu najlacnejsej cirkulacie. Vystupom bude graf ¢' = (V',H,', H,").

Krok 2: (LargeCycles). V grafe G' = (V', H,,") st identifikované neparne vrcholy. Aplikuje sa
algoritmus najlacnejSieho parovania neparnych vrcholov rovnako ako v Edmondsovom
algoritme, avsak najkratSie cesty sa urcia nad faktorovym podgrafom G, = (V,H,) € G.

Kopie hran vlozime do G', ktory sa stane eulerovskym.

Prvy krok algoritmu uzko suvisi s ulohou orientovanej Ulohy postara, preto pri
implementacii algoritmu bude pouzita aj Cast’ algoritmu na rieSenie orientovanej Ulohy
postara. Z druhého kroku je zrejmé, ze je aplikovany Edmondsov algoritmus v jednotlivych
faktorovych grafoch. Je potrebné poznamenat, Ze pri rieSeni druhy krok nemusi byt
vykonany, pokial po prvom kroku bude graf upraveny tak, Ze nebude obsahovat

neorientované hrany.
Optimalizacny pristup

Problém formuluje Martinez v [8] nasledovne: Uloha je formulovana na silne savislom
hranovo ohodnotenom zmieSanom grafe, teda pseudomigrafe ¢ = (V,H,, H,),c: H,, H,, >
R §. Cielom ulohy je minimalizovat’ dizku postarovej trasy v zmieSanom grafe, problém sa

oznaci ako minimalna zmieSana posStarova trasa MZPT.
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Obr. 3-5: ZmieSany graf a poStarova trasa. Zdroj: Martinez [8].
Obdobne ako v prechadzajucich pripadoch trasa v zmieSanom grafe je posStarova
trasa, ak obsahuje kazdu hranu grafu aspon raz. PoStarova trasa zmieSaného grafu uvedeného

na obrazku 3-5 je nasledovna:
(A,a,B,b,A,d,C,c,Ae,D,f,b,A hD,g,i,B,b,A).

Tak ako v orientovanom pripade, postarova trasa obsahuje niektoré hrany a vrcholy
viackrat. Taktiez podobne ako v neorientovanom pripade je potrebné zvazit' ¢i zmieSany graf
obsahuje postarovu trasu. ZmieSany graf obsahuje postarovu trasu ak je silne stuvisly. Dokaz
vyplyva z Veblenovej vety pre existenciu eulerovského cyklu v zmieSanom grafe: Cubovolny
zmieSany graf G = (V,H,, H,) mozno rozsirit duplikaciou neorientovanych hran (dve
paralelné neorientované hrany vytvoria cyklus (v, h,w, h',v). Pre kazdu orientovanu hranu
(v,w),v,w €V zmieSani cestu w — v, takd cesta existuje, pokial’ je graf silne suvisly,
takymto spdsobom sa opdt vytvori cyklus. Uvedenou metdédou rozSireny graf tvoreny
disjunktnym zjednotenim cyklov, a teda je culerovsky. Zakonite, ak je graf eulerovsky,

obsahuje postarovu trasu.

Dalej je uvedena formulécia ulohy celo¢iselného linearneho programovania uvedena napr.
v [8]. Prezentovany postup transformuje zmieSany graf na orientovany. Vysledkom je teda

orientovany hranovo ohodnoteny graf, ktory je eulerovsky, v ktorom moZzno urcit’ poStarovu trasu.

Nech G = (V,H, U H;f U Hy;) je orientovany graf, vytvoreny z G = (V,H,, H,),H =
H, U H,. Nech B = H;f U H,,. Pre kazda hranu h,, € H, nech c(h;}}) + c(hy;) = c(h,). Hlad4a
sa najlacnejsia pripustna cirkulacia x v G = (V,H, U H;f U H;;) s dolnym ohrani¢enim pre

kazdu orientovanu hranu x,, = 1,h, € H,, priCom pdvodne neorientovanym hranam je
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pridelena orientacia, a plati xp+ + x,; 2 1, h, € Hy,. PoZaduje sa teda, aby neorientovana
hrana bola zmenena na orientovanu v uréitom smere, avSak rozSirenie moze obsahovat’ d’alSie
inStancie neorientovanej hrany usmernenej v rovnakom alebo opa¢nom smere. Formulacia

ulohy ma nasledovnti podobu uvedent napr. v [8]:
MZPT = min ¢y Xy + cf Xg+ + ¢} Xpy-
o o n n n n
pri ohranic¢eniach

x(Hy () — x(H, (v)) =0, VvE€EV(G)
Xho = 1, Vho € HO(G)
Xpt +xp; 21, Vh, € H,(G)

x€Z" x>0

3.2 Metddy prezentacie vysledkov

Nasledujtica cast’ prace bude venovana problematike implementacie exaktnych resp.
heuristického algoritmu na rieSenie uvedenych uloh do prostredia MS Excel prostrednictvom
jazyka Visaul Basic for Application. Nebude uvadzanuy zdrojovy kod, pretoze ten je k
dispozicii na optickom médiu v prilohach, pre uely prace budu prezentované spdsoby akymi
st jednotlivé kroky algoritmov implementované do procedir a mechanizmus fungovania
jednotlivych procedur ako celku. Nakoniec st prezentované vypoctové moznosti
implementovanych algoritmov v prostredi MS Excel. V prilohdch prace na konkrétnych
prikladoch st uvedené sposoby rieSenia jednotlivych uloh pomocou vytvorenych procedur,
teda pomocou uvedenych algoritmov, ale taktiez na rovnakych prikladoch je prezentovany

spOsob zostavenia a rieSenie Gloh prostrednictvom optimaliza¢nych metod.
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4 Vysledky prace

Hlavnym vysledkom celej prace je implementacia exaktnych a heuristickych metod
resp. algoritmov na rieSenie jednotlivych uloh postara (neorientovand, orientovana, resp.
zmieSand uloha posStara) v prostredi MS Excel prostrednictvom procedar vytvorenych
pomocou programovacieho jazyka Visual Basic for Application. V tejto Casti je opisany a

priblizeny spdsob implementacie jednotlivych algoritmov.

V prostredi MS Excel su vytvorené tri subory, kazdy je uréeny na rieSenie jedného
typu ulohy postara. Subory st uvedené v prilohdch na optickom médiu, ich nazvy
koreSponduji s ulohou na, ktort su urcené, teda neorientovand tloha postira (z angl.
Undirected Postman Problem) — UPP.xlsm, orientovana tloha postara (z angl. Directed
Postman Problem) — DPP.xlsm, zmieSana uloha postara (z angl. Mixed Postman Problem) —
MPP.xIsm. Kazdy subor obsahuje vlastny set procedur, av§ak niektoré procedury sa vyskytuju
vo vSetkych resp. v dvoch stiboroch, pretoze niektoré Casti rieSenia st principialne zhodné.
Poznamenajme, Ze takéto procediry nemusia byt identické z hladiska kodu, ale mozu
obsahovat’ mensie upravy z dovodu roéznych formulécii uloh, ale zii hl'adiska podstaty ide o

rovnaké procedury, preto ich budeme v d’alSom priebehu je ich oznacenie rovnaké.

Pri otvoreni, resp. spusteni kazdého suboru je potrebné v MS Excel povolit makra,
teda umoznit’ procediram, aby mohli byt spustané. Kazdy subor obsahuje tzv. panel s
nastrojmi, ktoré sluzia na rieSenie konkrétneho typu ulohy. Takymto sposobom je mozné
monitorovat’ vypocet jednotlivych krokov, avSak panel taktieZ pontika moznost’ na ziskanie
rieSenia ihned’ po zadani vstupov automatickym volanim vSetkych procedur v ur¢enom poradi.

Panel je automaticky zobrazeny pri spusteni suboru MS Excel.

Frivate 3ub Workbook Openi)
Dim prem As PANEL
Set prem = New PLNEL
prem.2how vhMode less
End Sub

Script 4-1: Zobrazenie panela nastrojov pri spusteni siiboru. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Moznosti, ktoré panel ponuka sa liSia v zavislosti od typu tlohy. Detailné spracovanie

problematiky je uvedené v prilohach prace.
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V prilohach prace je uvedeny zoznam a popis vytvorenych procedur v programovacom
jazyku Visual Basic for Application, v d’alSom priebehu prace sa na dany zoznam budeme
odvolavat’. Oznacenie procedury zavisi od toho, ¢i sa procedura nachadza v jednom alebo vo
viacerych stiboroch. Ak ide 0 proceduru, ktora sa nachadza iba v jednom subore, je oznacena
jednym z indexov ,,N%, ,,0° alebo ,,z*“ na zédklade nazvu tlohy, ku ktorej prislucha. Procedura,
ktora sa vyskytuje vo viacerych suboroch nie je oznacend indexom. Je potrebné poznamenat’,
ze oznacenie procedur v samotnom kode nie je identické s oznaCenim, ktoré je uvedené,
a taktiez redlne zloZenie procedir je omnoho zlozitejSie. Zamerom zoznamu procedar
uvedeného v prilohdch je moznost adresnej prezenticie implementacie algoritmov. Presné
znenie kodu vsetkych procedur v programovacom jazyku Visual Basic for Application je k

dispozicii v prilohach na optickom médiu.

Vstupnymi datami pre kazdy stbor je matica vzdialenosti, ktorej zadanie je manudlne.
Dalej je uvedeny segment kédu, ktory na zaklade podtu vrcholov, ktoré pouzivatel zada,

vytvori podklad na zadanie dat.

Sub wstupv ()

Dim n, i As Integer, j is Integer

Shegts ("wstup™) .Cells.Clear
Shegts (Mwstup™) . Activate

'watup
n = InputcBox ("ZADAJTE POCET VRCHOLOV™)
If IsNumerici(n) = False Then
M=gEox ("MEZADALI STE CISLOM™)
Exit Sub
End If
S3heets ("vwstup™) .Cell=(1, 1).Value = ™"y"

'wypis wreholow matice wedialenosti

For i = 1 Ton
For 3 =1 Ton
Sheets("™rstup™) .Cell=a(l, i + 1).Valus = "™u" £ i
Sheets ("™rstup™) .Cellsi(i + 1, 1) .Value = ™1™ & 1

If i = j Then
Sheets ("wstup™) .Cellsii + 1, 7 + 1) .Value = 0
End If
Next j
Next 1

End Zub

Script 4-2: Vytvorenie podkladu na zadanie vstupov. Zdroj: Vlastné spracovanie.
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KedZe cielom uloh postara je vytvorenie eulerovského grafu, je potrebné uviest
mechanizmus, akym bude technicky pri jednotlivych tlohach dany graf vytvarany. V
prechadzajucej kapitole 3 su uvedené algoritmy, ktoré¢ st v prostredi MS Excel
implementované. Jednotlivé algoritmy vo vSeobecnosti pracujii na dopliani hran do
povodnych grafov, resp. urCovani orientacie jednotlivych hran. Pri zlozitejSich grafoch, resp.
grafoch vac¢sich rozmerov je Casto krat hrana, ktora je algoritmom urcena ako fiktivna, resp. je
potrebné ju do grafu pridat, aby sa graf stal eulerovskym, zlozena z ¢iastkovych hran. Majme

nasledovny neorientovany graf G-

Obr. 4-1: Hranovo ohodnoteny neorientovany graf G. Zdroj: Vlastné spracovanie.
RieSenim neorientovanej ulohy postara pomocou Edmondsovho algoritmu su fiktivne hrany
medzi vrcholmi 2-3 (hrana A) a 5-6 (hrana B). Po doplneni tychto hran sa stava graf G
eulerovskym. Problém vsSak spociva v urCeni, ktoré hrany budu zduplikované, kedze
neexistuje priame spojenie medzi vrcholmi 2 a 3 resp. 5 a 6. Tento problém riesi procedira
(P2), ktorej vstupnymi tidajmi buda vrcholy hrany A resp. B. Nasledujuci obrazok ilustruje

vystup procedury pre vstupné udaje ziskané z hrany A, teda vrcholy 2 a 3.

wstup Wy stup
L 1 EI 3!
Obr. 4-2: Vystup procediry P2 na uréenie najkratsej cesty. Zdroj: Vlastné spracovanie.
Vystupom procedury je cesta a najkratSie vzdialenosti medzi jednotlivymi vrcholmi, ktoré
cesta obsahuje. V kone¢nom dosledku je potrebné do grafu G doplnit’ fiktivne hrany 2-1 a 1-2.
Analogicky postup plati pre hranu B. Takymto spoésobom je pdvodny graf G upraveny na

eulerovsky. Procedtra (P2) je takymto spésobom aplikovana pri neorientovanej, orientovanej

a zmieSanej Ulohe poStara.



V dalSich castiach je priblizeny sposob implementacie jednotlivych algoritmov na
rieSenie Uloh postara a taktiez st uvedené principy vypoctu resp. pracovania jednotlivych
procedur. Grafickym spOosobom je prezentovany mechanizmus fungovania a nadvéznosti
tychto procedur pre kazdy typ ulohy postara. V zavere kazdej Casti su uvedené vypoctové
moznosti jednotlivych implementovanych algoritmov v prostredi MS Excel v zavislosti od
poétu vrcholov a hran jednotlivych grafov. Udaje maja tabulkova formu, kde st uvedené
rozmery grafov a taktiez hodnoty poStarovej trasy. Hodnota trasy ma samozrejme len
informativny charakter, pretoze ta zavisi od ohodnotenia jednotlivych hran pdvodnych
vstupnych grafov. Tieto grafy su vSak uvedené v harku ,,data* v kazdom subore na rieSenie

uloh postara v prilohéach préce.

4.1 Neorientovana uloha poStara

Ako uz bolo uvedené v predchadzajucej kapitole 3, pri rieSeni neorientovanej ulohy
postara bude implementovany exaktny Edmondsov algoritmus. Stbor, ktory je urCeny na
rieSenie uvedenej ulohy poStara ma nazov ,,UPP.xIsm*. Harky, ktoré si v iom obsiahnuté su

uvedené a V nasledujticej tabul’ke.

Tab. 4-1: ZlozZenia siboru na rieSenie neorientovanej ilohy postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Niazov
Obsah

harku
vstup Vstupné data, priebeh resp. rieSenie Floydovho algoritmu.

Pomocné matice na vypocet najkratSej cesty z l'ubovolného do iného I'ubovol'ného

matica_k

vrcholu v grafe.

hrany Tabul’kova reprezentacia hran, vytvorend z pdvodnej matice vzdialenosti.

dophrany | Hrany, ktoré st doplnené do povodného grafu. Priestor na uschovu fiktivnych hran.

Urcenie fiktivnych hran pomocou ulohy linedrneho programovania. Informacie
postar " .
0 hodnote postarovej trasy.

data Ulozisko pre vstupné data.
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4.1.1 Implementdcia Edmondsovho algoritmu

Vstupné informacie a ich uprava

Vstupnym udajom pre tlohu je neorientovany graf G = (V, Hy, c),c: H, » R{. Graf
ma podobu matice vzdialenosti medzi jednotlivymi vrcholmi, pokial’ neexistuje priama cesta
medzi dvoma vrcholmi, vzdialenost’ medzi vrcholmi je oznacena hodnotou ,,m*. Vstupy st do

aplikacie zaddvané manualne.

Yrohol 1 2 3 4 5 f
1 0 2 am m m
2 2 Om B ki ]
3 am 0m m f
4lm B m 0m m
a|m im m O0m
Blm 8 B m m 0

Obr. 4-3: Matica vzdialenosti neorientovaného grafu G. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Po zadani vstupnych udajov, je spustend procedira na overenie, ¢i je neorientovany
graf G eulerovsky (P5y) . Procedura skontroluje parnost’ resp. neparnost jednotlivych
vrcholov na zéklade poctu numerickych hodndt (okrem hodnoty 0) v riadku pre kazdy vrchol.
Ak je pocet numerickych hodnét parny, vrchol dosahuje parny stupeni. Ak je su Stupne
vSetkych vrcholov parne, postar prejde kazdou hranou jedenkrat. Hodnota postarovej trasy je v
takomto pripade urCena procedurou ako suma hodndt uvedenych v matici vzdialenosti
podelena ¢islom 2, algoritmus kon¢i. Ak sa nachadzaji v matici vzdialenosti vrcholy

neparneho stupiia, rieSenie ulohy postara pokracuje d’ale;j.

Pre rieSenie uloh postira je velmi dolezitd informdcia, ktord uvadza najkratSie
vzdialenosti medzi vSetkymi vrcholmi dopravnej siete (v naSom pripade matice vzdialenosti),
nosnou je taktiez informacia cez ktoré vrcholy je najkratSia cesta realizovana. Na rieSenie tejto
Ciastkovej ulohy je vytvorena procedura (P1), do ktorej je implementovany Floydov
algorimus v podobe, v akej ho uvadza Brezina v kol. v [1]. Procedtra poskytuje cely vystup
Floydovho algoritmu, maticu najkratSich vzdialenosti medzi vSetkymi vrcholmi, taktiez
pomocnu maticu na urcenie najkrajsej cesty medzi jednotlivymi vrcholmi. Urcenie najkratse;j
cesty medzi vrcholmi je nasledne realizované prostrednictvom procediry (P2), ktorej
vstupnymi udajmi su zaciato¢ny a konecny vrchol. Procedura teda urcuje najkratSiu cestu z
I'ubovolného do in¢ho l'ubovolného vrcholu. Po vytvoreni uvedenych procedur mézeme

pristipit’ k d’alSiemu rieSeniu neorientovanej ulohy postara.
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Riesenie ulohy

V Casti realizacie rieSenia je uvedeny spdsob implementacie Edmondsovho algoritmu

a mechanizmus vypoctu prostrednictvom vytvorenych procedur.

Upln)} graf Ky,

V prvom kroku rieSenia je opédt’ volana procedura (P5y) na identifikaciu mnoziny
vrcholov neparneho stupiia Vi (spdsob jej pracovania je uvedeny v predchadzajucej Casti).
Podrl'a algoritmu je nasledne vytvoreny tuplny graf K, (Vg, Hg, ), c: H, » R §, kde hranové
ohodnotenie kazdej hrany udava diku najkratSej cesty zvrcholu v; do vrcholu v .
Poznamenajme, ze Uplny graf je graf, v ktorom je kazdy vrchol spojeny s kazdym inym
vrcholom grafu. Tento krok je vyrieSeny procedirou (P6y), ktora z vrcholov neparneho
stupiia vytvori vSetky ich kombinacie, kde jedna kombinécia predstavuje jednu hranu. Kazda
kombinacia ma pridelenti dizku najkratsej cesty z vrcholu v; do vrcholu v;. Vzdialenost’ je
urCena automatickym zavolanim procediry na uréenie najkratSej vzdialenosti vrcholov pre
kazdu kombinaciu vrcholov, resp. hranu Uplného grafu. Kombindcie vrcholov nepéarneho

stupna a ich najkratSie vzdialenosti ndm vytvaraju uplny graf K.
Najlacnejsie uplné parenie

Po vytvoreni uplného grafu K,; v nasledujicom kroku sa hl'add najlacnejSie uplné
parenie P (Vy, Hp, ), t.j. taky podgraf grafu K,;, ktorého kazdy vrchol v € Vg je vrcholom
prave jednej périacej hrany h, € Hp a suCet ohodnoteni jeho hran je minimalny. Ako je
uvedené v predchadzajicej kapitole, problém je rieSeny bivaletnou tlohou najlacnejSieho
pérenia3. Procedura, ktora zostavuje a rieSi bivalentnti ulohu sa za ucelom ziskania
optimalneho rieSenia odvolava na funkciu MS Exel, tzv. ,Solver” alebo ,RieSitel*.
Procedura(P7y) teda pozostava zo zostavenia ulohy a zavolania Solveru, ktory poskytuje
rieSenie, ktoré v nasom pripade predstavuje hodnotu 1 alebo O pri jednotlivych hranach
uplného grafu K,; a hodnotu ucelovej funkcie. Hodnota 1 pri hrane uplného grafu znamena, ze
dand hrana je hranou najlacnejSieho Uplného pdrenia a je potrebné prislusna hranu v
povodnom neorientovanom grafe G zduplikovat, resp. do grafu G pridat, ziskavame tzv.

fiktivne hrany. Poznamenajme, Ze v tejto Casti rieSenia je uz znama hodnota neorientovanej

* Formulacia bivalentnej ulohy je uvedend v podkapitole 3.1.1 Neorientovana uloha postara.
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trasy postara, ktora predstavuje sucet sumy cCiselnych hodndt povodnej matice vzdialenosti
podelenej ¢islom 2 a hodnoty ucelovej funkcie bivalentnej Glohy. Nie je zname vSak presné

rozlozenie a pocty hran grafu.
Vytvorenie Eulerovského grafu

Cielom tlohy je vytvorenie Eulerovského grafu, teda grafu, ktorého vsSetky vrcholy
dosahuji parny stupen. Aby mohli byt monitorované vSetky hrany a taktiez ich vyskyt v
povodnom neorientovanom grafe G, pomocou procedury (P3) na prepis hran z matice
vzdialenosti st hrany transformované do podoby, kde je hrana reprezentovana dvoma
vrcholmi, ktoré su s hranou incidentné, jej dizkou a poétom vyskytov hrany v grafe G. Po
spusteni procedury (P3) je samozrejme pocet vyskytov kazdej hrany 1. Doélezitou castou v
tomto kroku je spravne pridanie fiktivnych hran ziskanym z najlacnejSieho uplného péarenia do
povodného grafu G. Vrcholy hran uplného grafu, ktoré boli v bivaletnej ulohe vyhodnotené
ako hrany Uplného najlacnejSieho parenia, slizia ako vstupy pre procediru (P2) na urCenie
najkratsej cesty z TIubovolného do iného Tubovolného vrcholu v grafe G . Takto su
identifikované hrany grafu, ktoré je potrebné zduplikovat’, resp. su ur¢ené fiktivne hrany.
Nakoniec je volana procedura (P4) na zapis fiktivnych hran grafu G, ktory sa stava
eulerovskym, to znamena, ze vyskyt niektorych hran dosahuje hodnotu 2. Vysledkom je teda
hodnota neorientovanej trasy postira a presny rozpis dizky a poétu vyskytov jednotlivych

neorientovanych hran v eulerovskom grafe G.
Grafickeé zobrazenie postupnosti procedur

Nasledujuci obrazok ilustruje postupnost’ jednotlivych procedar vytvorenych na

rieSenie neorientovanej ulohy postara.

Ak sa v grafe nenachadzaji vrcholy neparneho stupna, vypocet konéi.

VYSTUP:
P4 ‘ = Eulerovsky
M neorientovany graf G

VSTUP:
Neorientovany graf G

.:;‘ P5n

‘ P1 ‘ { P5n ‘ -{ Pén ‘ ‘ P7n

Potetvolani procedury 2 zdvisi od poétu
fiktivnych neorientovanych hran

Obr. 4-4: Procediry na rieSenie neorientovanej tilohy postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Je zrejmé, Ze ak je vstupny neorientovany graf eulerovsky, vypocet je ukonceny,

pretoZe je znama hodnota postarovej trasy a taktiez rozloZenie jednotlivych hran grafu Dalej
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s v tabul’kovej forme uvedené vysledky vypoctovych experimentov, resp. hodnoty postarovej
trasy v zévislosti od poctu vrcholov a neorientovanych hran. Neorientované grafy, na ktorych
boli vypocty realizované su uvedené v subore ,,UPP.xIms“ v harku s nazvom ,,data®, stibor je

uvedeny v elektronickej podobe v prilohach prace.

Tab. 4-2: Vysledné hodnoty poStarovej trasy, neorientovana tloha postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Graf | Pocet vrcholov | Pocet hran | Hodnota postarove;j trasy
1 10 19 124
2 10 22 160
3 10 26 211
4 15 45 333
5 15 50 401
6 15 57 476
7 20 70 488
8 20 80 635
9 20 100 913
10 25 129 951
11 25 158 1349
12 30 189 X

Na zéklade testovania bolo zistené, Ze pri ulohach, ktorych rozmer presahuje 30
vrcholov, resp. cca 160 hran, pri zostaveni a rieSeni Glohy najlacnejSieho tGplného parenia
solver v MS Excel nedokaze poskytnit’ optimalne rieSenie, pretoze loha obsahuje viac ako
200 premennych, o predstavuje maximalny podet, ktory solver dokaze akceptovat. Ciastkova
uloha, teda bola zostavena, av§ak na jej rieSenie je potrebny profesionalny solver. Takyto

problém, resp. limit je mozné ocakdvat’ aj pri orientovanej a zmieSanej ulohe.

4.2 Orientovana uloha poStara

V tejto Casti j prezentovanad implementacia algoritmu v prostredi MS Excel na riesenie
orientovanej ulohy poStara. Pri implementacii st pouzité niektoré procedury, ktoré boli
vytvorené na rieSenie neorientovanej ulohy. Oznacenie tychto procedar bude preto rovnaké.

Nasledujtca tabul’ka priblizuje Struktiru suboru ,,UPP.xIms* na rieSenie uvedenej ulohy.
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Tab. 4-3: ZloZenia siiboru na rieSenie orientovanej ulohy postira. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Nazov
Obsah
harku
vstup Vstupné data, priebeh resp. rieSenie Floydovho algoritmu.
Pomocné matice na vypocet najkratSej cesty z l'ubovolného do iného Tl'ubovolného
matica_k
vrcholu v grafe.
hrany Tabul'kova reprezentécia hran, vytvorena z pévodnej matice vzdialenosti.
l Uréenie fiktivnych hran pomocou tlohy linearneho programovania V podobe
solver
vybilancovanej dopravnej Glohy. Informacie o hodnote postarovej trasy.
data Ulozisko pre vstupné data.

4.2.1 Implementacia algoritmu na rieSenie orientovanej ulohy postara
Algoritmus, ktorého proces implementacie bude uvedeny sa v detailnej podobe

nachddza v tretej kapitole.
Vstupné informacie a ich uprava

Vstupnym udajom pre ulohu je orientovany graf, resp. digraf ¢ = (V,H,,c),c:H, =
R ¢ . Digraf je opit’ reprezentovany maticou vzdialenosti, na ktort sa ako v predchadzajiicom
pripade vztahujii rovnaké charakteristiky. Vstupy su do aplikacie zadavané manualne. Pri
d’al$ej uprave vstupov je zavolana procedura (P1) na vypocet Floydovho algoritmu, ktorého
vystupom je matica najkratSich vzdialenosti jednotlivych vrcholov. Po tUprave vstupov je

mozny prechod K rieSeniu tlohy.
Riesenie ulohy

V Casti realizacie rieSenia je obdobne ako v prechadzajucom pripade uvedeny sposob
implementacie algoritmu na rieSenie orientovane] ulohy poStira a mechanizmus vypoctu

prostrednictvom vytvorenych procedur.
Urcenie nesymetrickych vrcholov

V prvom kroku je potrebné urcit, ¢i v sa V matici vzdialenosti nachadzaji vrcholy,
ktoré su nesymetrické, teda pocet hran, ktoré do vrcholu vstupuju a z vrcholu vystupuju je

rozdielny. Poznamenajme, ze ak sa vo vstupnych udajoch nachadzaju iba symetrické vrcholy,
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digraf je eulerovsky, hodnota postarovej trasy je rovna sume numerickych hodnét uvedenych
vV matici vzdialenosti, poStar prejde kazdou hranou prave jedenkrat a algoritmus konci.
Procedura (P8,), ktord rieSi dany problém pracuje nasledovne: Pre kazdy vrchol je
procediirou urceny pocet numerickych hodnot (okrem hodnoty 0) v prislusnom riadku
vstupnej matici vzdialenosti, ¢o predstavuje pocet hran, ktoré z vrcholu vystupujua, procedira
taktieZ uréi podet numerickych hodndt pre dany vrchol v prislusnom stipci, o predstavuje
pocet hran, ktoré z vrcholu vystupuji. Pre kazdy vrchol su teda ur¢ené dve hodnoty, tieto su
porovnané, vstup prevysuje vystup vrchol je zaradeny do mnoziny V™~ (vrcholy s prebytkom
toku), ak je situacia opacna, vrchol je zaradeny do mnoziny V* (vrcholy, ktoré tok prijmu).

Vrcholy, ktoré st symetrické budu d’alej vo vypoctoch pouzité nepriamo.
Bilancia vrcholov

V tomto kroku algoritmu, je potrebné uréit' rozdiel medzi poctom vstupujicich a
vystupujtcich hran pre kazdy vrchol digrafu. Teda uréit’ bilanciu vrcholov b(v) = ideg(v) —
odeg(v). Procedura (P9,), ktora je voland na urcenie bilancie vrcholov, vo vel'kej miere
vychadza z predchadzajucej procediry, je doplnend o moznost’ kvantifikovat' bilanciu
vrcholov a zaroven vrcholy spolu s tdajmi pocte vstupujlcich a vystupujtcich hran prepisuje

Z matice vzdialenosti do podoby, ktor4 je potrebna na d’alSie rieSenie ulohy.
Vybilancovand dopravna uloha

Algoritmus d’alej uvadza, Ze pri rieSeni orientovanej ulohy posStara je mozné pouZit
tlohu linearneho programovania v podobe vybilancovanej dopravnej Glohy®. Hrany st v tlohe
reprezentované zaciatocnym a kone¢nym vrcholom. Na rieSenie tohto problému je volana
procedura (P10p) na zostavenie a rieSenie dopravnej Ulohy v podobe tulohy linedrneho
programovania. Procedura opét’ za uc¢elom ziskania optimalneho rieSenia poziva funkciu MS
Exel, tzv. ,,Solver” alebo ,RieSitel*. RieSenim tulohy st hodnota ucelovej funkcie, ktorad
vyjadruje dodatocnt vzdialenost, ktort musi poStar absolvovat a numerické hodnoty
zodpovedajuce hranam, ktoré vyjadruju poctu vyskytov tychto hran, a ktoré je potrebné do
povodného digrafu pridat’, resp. zduplikovat’, aby sa graf stal symetrickym. Poznamenajme, ze

hrany pouzité v dopravnej Glohe mézu okrem zaciato¢ného a kone¢ného vrcholu obsahovat’ aj

4 Presny postup zostavenia dopravnej ulohy je uvedeny v podkapitole 3.1.2 Orientovana uloha postara.
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iné vrcholy. Taktiez v tejto Casti vypoctu je uz znama hodnota minimalnej orientovanej
postarovej trasy, ktord je urena ako sucet hodnoty ucelovej funkcie a sumy numerickych
hodnét poévodnej matici vzdialenosti. AvSak nie je zname presné rozloZenie a pocet

orientovanych hran v digrafe G.
Vytvorenie Eulerovského digrafu

Ciel'om ulohy je vytvorenie eulerovského digrafu, teda digrafu, ktorého vsetky vrcholy
st symetrické. Aby sa rovnako ako pri neorientovanej tilohe opat’ mohli monitorovat’ vSetky
orientované hrany a ich vyskyt v povodnom orientovanom digrafe G, je pouzita procedura
(P3) na prepis hran z pévodnej matice vzdialenosti, orientované hrany st transformované do
podoby, kde je kazda hrana reprezentovana dvoma vrcholmi, ktoré su s hranou incidentné, jej
dizkou a podtom vyskytov hrany v digrafe G. Po spusteni procediry je samozrejme podet
vyskytov kazdej hrany opiat’ najskor 1. Na spravne priradenie novych orientovanych hran do
digrafu je v zavislosti od vystupu dopravnej ulohy volana procedura (P2) na uréenie
najkratSej cesty z l'ubovolného do iného l'ubovolného vrcholu v digrafe G. Nakoniec je
zavolana procedura (P4) na zapis fiktivnych hran do digrafu G, ktory sa stava eulerovskym a
symetrickym, to znamena, Ze vyskyt niektorych hran dosahuje hodnotu vécsiu ako 1.
Vysledkom je hodnota minimalnej orientovanej trasy postara a presny rozpis dizky a poétu

vyskytov jednotlivych orientovanych hran v eulerovskom digrafe G.
Grafické zobrazenie postupnosti procedur

Nasledujtici obrazok ilustruje postupnost’ jednotlivych procedur na rieSenie
orientovanej tlohy postara. Poznamenajme, Ze niektoré procedury st identické s procedurami

na vypocet neorientovanej lohy a maju rovnaké oznacenie.

Ak sa v grafe nenachadzaju nesymetrické vrcholy vypodet konéi.

VYSTUP:
= Eulerovsky orientovany
digraf G

VSTUP:
Orientovany digraf G

:>‘ P80

‘ P1 ‘ { P8ao ‘ .‘ P90 ‘ ‘ P10o ‘ =

Poéet volani proceddry 2 zévisi od poétu
fiktivnych orientovanych hrén

Obr. 4-5: Procediiry na rieSenie orientovanej tilohy postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.
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Postupnost’ procedir dosahuje vo vSeobecnosti rovnaky charakter ako v pripade
neorientovanej ulohy. AvSak niektoré procedury pracuju na inom principe, ten je uvedeny
v predchadzajiicej &asti. Dalej si v tabulkovej forme uvedené vysledky vypoétovych
experimentov, resp. hodnoty postarovej trasy v zavislosti od po¢tu vrcholov a orientovanych
hran. Orientované grafy, na ktorych boli vypocty realizované su uvedené v subore
,»DPP.xIms* v harku s nazvom ,,data®, sibor je uvedeny v elektronickej podobe v prilohach

prace.

Tab. 4-4: Vysledné hodnoty postarovej trasy, orientovana iloha postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Digraf | PoCet vrcholov | Po¢et hran | Hodnota postarovej trasy
1 10 39 504
2 10 43 1140
3 10 45 1198
4 15 93 2180
5 15 100 2510
6 15 105 2620
7 20 171 3156
8 20 183 3483
9 20 190 3670
10 25 273 4911
11 25 286 5134
12 30 435 X

Na zéklade testovania bolo zistené, Ze pri ulohdch, ktorych rozmer opét’ presahuje 30
vrcholov, resp. cca 280 hran, pri zostaveni a rieSeni ulohy vybilancovanej dopravnej tlohy
solver v MS Excel nedokaze poskytnit’ optimalne rieSenie, pretoze tiloha obsahuje viac ako
200 premennych, ¢o predstavuje maximalny podet, ktory solver dokaze akceptovat. Ciastkova
uloha, teda bola zostavend, avSak na jej rieSenie je potrebny profesionalny solver. Takyto
problém, bol ocakavany, pretoze sa vyskytol aj pri neorientovanej ulohe. Aj ked’ nejde

0 rovnaké ulohy, ktoré solver riesi.

51



4.3 Zmiesana uloha postara

NajzlozitejSou Castou prace je implementacia heuristického algoritmu oznaceného ako

Mixed 2 urCené¢ho na rieSenie zmieSanej ulohy poStara. Algoritmus je rovnako ako

predchadzajice pripady implementovany v prostredi MS Excel, pricom st pouzité niektoré

procedury aplikované na rieSenie neorientovanej a orientovanej ulohy. Tieto procedury budu

mat’ opat’ rovnaké oznacenie. Nasledujuca tabul'ka priblizuje Strukturu suboru ,,DPP.xIms* na

rieSenie uvedenej orientovanej ulohy.

Tab. 4-5: ZloZenia stiboru na rieSenie zmieSanej ulohy poStara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Nazov harku

Obsah

vstup Vstupné data, priebeh resp. rieSenie Floydovho algoritmu.
Pomocné matice na vypocet najkratSej cesty z l'ubovolného do iného I'ubovolného
matica_k
vrcholu v grafe.
hrany Tabulkova reprezentéacia hran, vytvorend z pdvodnej matice vzdialenosti.
inout Kombinacie nevybilancovanych vrcholov.
Urcenie fiktivnych hran pomocou ulohy linearneho programovania v podobe
solver vybilancovanej dopravnej tlohy.
dophrany | Fiktivne hrany, ktoré¢ su vysledkom vybilancovanej dopravnej tulohy.
faktgraf | Vrcholy na vytvorenie faktorovych grafov.
faktgrafy | Vytvaranie faktorovych grafov.

faktgraf _all

Zoznam vsetkych faktorovych grafov.

vstup_f Priestor na vstupy, pre kazdy faktorovy graf.
Pomocné matice na vypocet najkratSej cesty z l'ubovolného do iného I'ubovolného
matica_k_f
vrcholu vo faktorovom grafe.
index_f Indexacia hran faktorovych grafov.
Fiktivne hrany, ktoré st vysledkom najlacnejSieho uplného parenia v faktorovych
dophrany?2
grafoch.
dophranyl | Finalne rozloZenie hran grafu, hodnota postarove;j trasy.
data Ulozisko pre vstupné data.

Uz z obsahu tabul’ky je zrejmé, Ze zmieSana tloha postéra je vypoctovo komplikovanejsia ako

predchédzajice tlohy.
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4.3.1 Implementacia algoritmu Mixed 2
Heuristicky algoritmus, ktorého proces implementacie je uvedeny na nasledujicej Casti
je v detailnej podobe uvedeny v predchadzajicej tretej kapitole, ktord je venovana metodike

prace.
Vstupné informdcie a ich uprava

Vstupnym datami pre zmieSanu tlohu je zmieSany graf, G = (V,H,, H,),c: H,, H,,—
R ¢. Graf je rovnako ako v predchadzajucich pripadoch reprezentovany maticou vzdialenosti s
rovnakymi vlastnostami. Vstupy su do aplikacie zadavané manualne. Pri Gprave vstupov do
pre aplikdciu potrebnej podoby je zavoland procedtra (P1) na vypocet Floydovho algoritmu,
ktorého vystupom je matica najkrat$ich vzdialenosti jednotlivych vrcholov. V tejto faze je na
rozdiel od prechadzajucich pripadov voland modifikovana procedura (P3) na transformaciu
povodnej matice vzdialenosti do tabul'kovej podoby, modifikacia spociva v poskytnuti udaju,
¢i ide o orientovant hranu (hodnota 0) alebo neorientovant hranu (hodnota 1). Ostatné
charakteristiky s rovnaké: kazda hrana je reprezentovana dvoma vrcholmi, ktoré su s hranou
incidenéné, jej dizkou a poétom vyskytov hrany v zmie$anom grafe. Po spusteni procediiry

(P3) dosahuje vyskyt kazdej hrany hodnotu 1.
Riesenie ulohy

Algoritmus, ktory bol uvedeny v predchadzajticej kapitole pozostava z dvoch velkych
Casti nazvanych InOutDegree a LargeCycles , pre ucely prace budu tieto casti algoritmu
oznaCované ako Vytvorenie symetrického grafu a Najlacnejsie uplné pdrenie NV zmieSanom

grafe.
Vytvorenie symetrického grafu

Tato cast’ algoritmu tUzko suvisi s orientovanou ulohou postara. Cielom je
identifikovat’ symetriu vSetkych vrcholov, priCom uvazujeme len orientované hrany.
Neorientované hrany nemaji vplyv na symetriu vrcholu. V tejto Casti vypoctu je volana
procedura (P11;) na urcenie bilancie vrcholov zmieSaného grafu G. Po urceni bilancie je
volana procedura(P10,) na zostavenie a rieSenie vybilancovanej dopravnej ulohy pracujice

na rovnakom principe ako pri orientovanej tlohe postara. Ked’ze uz vo faze upravy vstupov
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bola transformovand povodnt maticu vzdialenosti do tabulkovej podoby, kde kazda hrana
obsahuje aj idaj o orientécii a pocte vyskytov, zavoldme procediru na zapis fiktivnych hran
do zmiesaného grafu a priradenie orientacie neorientovanym hranam. Procedura (P4) teda na
zéklade vysledkov vybilancovanej dopravnej ulohy zduplikuje hrany v tabulke vstupnych
udajov pouzitim procediry (P2) na urCenie najkratSej cesty z lubovolného do iného
I'ubovol'ného vrcholu v grafe. Pricom neorientované hrany v tejto faze nie su duplikované, ak
by na zaklade vysledkov dopravnej llohy mali byt’ znasobené je im iba pridelena pozadovana
orientacia, teda su zmenené na orientované hrany, tak, ze hodnota urcujtca orientaciu hrany je
zmenend na hodnotu 0. Po ukonceni tejto fazy ziskavame zmieSany graf, ktorého vsetky
vrcholy su symetrické. Je potrebné poznamenat, Ze procedtira (P12;) na zaver kontroluje ¢i
vSetky hrany nie st orientované, to by znamenalo, Ze pdvodny zmieSany graf bol upraveny na
eulerovsky digraf, taktiez by bolo zndme presné zlozenie grafu a hodnota minimalnej
zmieS$anej postarovej trasy by bola urcena ako suma nasobkov hodnoty vyskytu hran a ich
dizok, vypodet by skonéil. Ak sa viak v zmie$anom grafe stale vyskytujii neorientované hrany,

v rieSeni Ulohy sa pokracuje.
Najlacnejsie uplné parenie V zmieSanom grafe

V tejto Casti algoritmu pri vypoctoch pouzivame, len neorientované hrany, teda hrany,
ktorych atributu orientacie si po predchadzajicom kroku zanechal hodnotu 1. Vyskyt tychto
hran dosahuje taktiez stdle hodnotu 1. Uz z ndzvu tohto kroku je zrejmé, Ze na vypocet budu
volané niektoré procediry na rieSenie neorientovanej Ulohy, resp. ich modifikacie. AvSak
proces vypoctu je o nieo zlozitej$i. Na zaklade vyskytu neorientovanych hran je volana
procedura (P13;), ktora z vrcholov tychto hran vytvori tzv. faktorové grafy, teda grafy,
ktorych kazdy vrchol je priamo spojeny s kazdym inym vrcholom. Procedura pracuje na
zaklade vytvarania kombindcii vrcholov neorientovanych hran, pri€om vyskyt vrcholov, ktoré
vo faktorovom grafe figuruju viackrat z dévodu incidencie s viacerymi neorientovanymi
hranami je upraveny na hodnotu 1. Poznamenajme, Ze faktorovy graf mdze byt tvoreny
jednou hranou, resp. faktorovych grafov moze byt viac a ich zlozenie je variabilné. V d’alsej
Casti vypocCtu je potrebné realizovat’ najlacnejSie tplné parenie v kazdom faktorovom grafe,
Cize procedura (P7,) na urcenie najlacnejSieho uplného parenia bude volana v cykle na

zdklade poctu faktorovych grafov. Pri kazdej iteracii procedura (P7,) zostavi a vyrieSi za
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pomoci Solvera ulohu bivalentného programovania na rieSenie neorientovanej ulohy postara
pre kazdy faktorovy graf. Samozrejme po kazdom vyrieSeni bivalentnej tlohy je volana
proceduira (P4) na zapis fiktivnych hran do zmieSaného grafu G, ktora ziskava vstupy z
procedury (P2) na urcenie najkratSej cesty z l'ubovolného do iného 'ubovol'ného vrcholu vo
faktorovom grafe. Takymto sposobom su pridelené fiktivne hrany do zmieSaného grafu.
Poznamenajme, Ze ak sa v zmieSanom grafe vyskytuje faktorovy graf reprezentovany len
jednou hranou, bivalentna uloha nie je zostavovana, ale prislu$na hrana je zduplikovana z v

tabul’ke vstupov.
ZmieSana postdarova trasa

Po ukonceni oboch faz je vytvoreny zmieSany graf, ktory je symetricky a vrcholy
dosahuju parny stupet. Graf ma podobu tabulky, kde su uvedené vietky hrany, ich dizka,
orientacia, pocet vyskytov. Hodnota zmieSanej poStarovej trasy je ziskand procedurou, ktoréd

poskytne sumu suéinov dizok hran ich poétu vyskytov.
Grafické zobrazenie postupnosti procedur

Obrazok 4-6 ilustruje postupnost’ jednotlivych procedir. na rieSenie zmieSanej tlohy
postara. Je nutné poznamenat’, ze niektoré procediry su identické s procedirami na vypocet

neorientovanej a orientovanej tlohy a maju rovnaké oznacenie.

VYSTUP:
VSTUP:
. -{ P1 ‘ _.‘.>‘ ‘ ‘ P11z ‘ ‘ P100 ‘ *{ P4 ‘ '{ P12z ‘ '| P13z -‘ P4 ‘ Eulerovsky zmiesany
Zmiesany graf G A
N A grafG

Poéet volani procedury 2 z4avisi od "“-\_\_

poctu fiktivnych orientovanych hran h .
Pocet volani procedury 7n zdvisi od Pocetvolani proceddry 2 zavisi od pottu
pottu faktorovych grafov fiktivnych neorientovanych hran

Obr. 4-6: Postupnost’ procediir na rieSenie zmiesanej ulohy postara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Postupnost’ procedur dosahuje vo vSeobecnosti kombinovany charakter pripadov
orientovanej aneorientovanej ulohy. Dalej si v tabulkovej forme uvedené vysledky
vypoctovych experimentov, resp. hodnoty postarovej trasy v zéavislosti od poctu vrcholov a
orientovanych hran. ZmieSané grafy, na ktorych boli vypocty realizované su obdobne ako v
predchéadzajucich pripadoch uvedené v subore ,,MPP xIlms* v harku s nazvom ,,data®, stibor je

uvedeny v elektronickej podobe v prilohach prace.
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Tab. 4-6: Vysledné hodnoty postarovej trasy, zmieSana iiloha poStara. Zdroj: Vlastné spracovanie.

Migraf | Pocet vrcholov | Pocet hran | Hodnota postarovej trasy
1 10 40 816
2 10 42 837
3 12 61 1264
4 15 91 1691
5 15 95 1750
6 15 98 1768
7 20 166 3174
8 20 172 3272
9 20 178 3348
10 25 264 5173
11 25 274 5270
12 30 381 X

Na zéklade testovania bolo zistené, ze pri Ulohach, ktorych rozmer opdt ako
Vv prechadzajucich priapadoch presahuje 30 vrcholov, resp. 300 hran, pri zostaveni a rieSeni
¢iastkovych uloh vo forme linearneho programovania solver v MS Excel nedokéaze poskytnat’
optiméalne rieSenie, pretoZze ulohy obsahuju viac ako 200 premennych, ¢o predstavuje
maximalny pocet, ktory solver dokaze akceptovat’. Ciastkové ulohy, bola zostavené, aviak na
ich rieSenie je potrebny profesionalny solver. Takyto problém, bol ofakavany, pretoze sa

vyskytol aj pri neorientovanej resp. orientovanej alohe.
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Zaver

Uvodna Kkapitola prace bola venovana problematike a teoretickému vykladu uloh

0 obsluhe hran dopravnej siete, konkrétne uloh postara. Tato Cast’ taktiez obsahuje prehlad

publikovanych poznatkov o riesenej problematike. Nosnou ¢ast'ou kapitoly bolo uvedenie resp.

priblizenie problematiky eulerovskych tahov, a eulerovskych grafov, ked’ze cielom, a teda
rieSenim jednotlivych tloh postara je modifikacia povodného grafu na eulerovsky graf. V tejto
Casti boli taktiez uvedené postupy a algoritmy na identifikaciu uzavretych eulerovskych tahov.

Ked’ze predmetom prace boli niektoré Specidlne ulohy postara, ivodna kapitola obsahuje aj

formulécie relativne vel'kého poctu Specidlnych pripadov jednotnych uloh o obsluhe hran siete.

Zaver kapitoly bol venovany moznym aplikaciam niektorych tloh postara v praxi. Okrem
vyuzitia pri klasickych dopravnych sietach boli uvedené aj moznosti vyuzitia orientovanej

ulohy napr. pri kontrole odkazov internetovej stranky.

Druhé kapitola obsahuje jednotlivé ciele prace. Hlavnym cielom bola implementacia
algoritmov na rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmieSanej ulohy poStara. Prostredim
implementacie bol softvér MS Excel, ktory poskytuje moZnost’ vytvarania procedur
prostrednictvom programovaciecho jazyka Visual Basic for Application. Kedze cielom
jednotlivych uloh postara slizia je optimalizacia procesov, tabulkovy procesor Svojou
flexibilitou poskytoval idealne prostredie pre implementaciu algoritmov. Cielom bolo taktiez

urcit’ vypoctové limity softvéru MS Excel pri praktickom rieSeni uloh.

Vyznamnou c¢astou prace je tretia kapitola, ktora bola venovana podrobnej
problematike neorientovanej, orientovanej a zmieSanej ulohe postara, a teda obsahuje
najdolezitejSie udaje pre implementaciu jednotlivych algoritmov. V pripade neorientovane;j
a orientovanej Ulohy bol uvedeny resp. opisany spOsob riesenia prostrednictvom exaktnych
algoritmov, avSak na rieSenie zmieSanej tlohy bol v praci prezentovany heuristicky pristup
rieSenia. Tieto pristupy a algoritmy boli predmetom samotnej implementacie v prostredi MS
Excel. Kapitola taktiez prezentuje optimaliza¢né pristupy rieSenia jednotlivych uloh v podobe
uloh celociselného linedrneho programovania. Praktické pozitie optimalizaénych pristupov,

teda zostavenie uloh, je na konkrétnych situaciach uvedené v prilohach prace.

Najdolezitejsia Cast’ prace je obsiahnuta v poslednej, teda Stvrtej kapitole, v ktorej boli

prezentované vysledky celej prace. Uvod kapitoly je venovany $truktire a spdsobu prezentéacie
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vysledkov a mechanizmu, akym boli jednotlivé tlohy riesené, teda sposobom, akym boli
z povodnych grafovych Struktir vytvarané eulerovské grafy. Detailny spdsob implementacie
algoritmov bol uvedeny jednotlivych castiach kapitoly, kazda bola venovana jednému typu
uloh postara. Prezentacia spdsobu implementacie metod rieSenia kopirovala jednotlivé kroky
algoritmov uvedenych v tretej kapitole. Sucastou kapitoly boli aj vypoctové experimenty
v prostredi MS Excel, kde boli riesené jednotlivé tlohy s roznym po¢tom vrcholov a hran
grafov. Tu je nutné poznamenat’, ze pri problémoch ktoré dosahovali viac ako 30 vrcholov a
cca 180 hran softvérové vybavenie prostredia, resp. Solver, ktory bol sluzil na rieSenie
niektorych ¢iastkovych uloh jednotlivych algoritmov nedokazal poskytnut rieSenie. Neslo teda
0 principidlny problém, ale problém naplnenie maximalneho limitu premennych, s ktorym vie
zakladna verzia Solveru pracovat. AvSak toto je mozné odstranit’ zakupenim profesionélnej
verzie Solveru. Ciel'om tejto Casti nebolo poskytnut’ zdrojovy kod jednotlivych procedur, ten
sa nachadza na optickom médiu v prilohdch, ale skor principidlne prezentovat, akym
sposobom procedury riesia jednotlivé kroky algoritmov. Na konci kazdej Casti bol v grafickej

podobe uvedeny mechanizmus fungovania jednotlivych procedur ako celku.

Dolezitou castou prace su jej prilohy. V tejto ¢asti si obsiahnuté sibory MS Excel
s implementovanymi algoritmami na rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmieSanej ulohy
postara v elektronickej podobe na optickom médiu. Stucastou priloh su taktiez aj rieSené
problémy, ktoré su vyrieSené najskor optimalizaénymi pristupmi, teda je prezentované
zostavenie uloh linearneho programovania a poskytnuté optimalne rieSenie, samozrejme tieto
ulohy su rieSené aj prostrednictvom implementovanych algoritmov v prostredi MS Excel,
priCom jednotlivé vysledky su porovnané. Tato cast' teda sliZi aj ako navod na pouZzitie

jednotlivych stiborov na rieSenie neorientovanej, orientovanej a zmieSanej ulohy postara.
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