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ABSTRAKT

Ciefom prispevku je predstavit a aplikovat vybrané parametrické modely umrtnosti na
modelovanie umrtnosti Zien a muzov na Slovensku vroku 2018. Vybrané modely
umrtnosti su analyzované ako regresné modely, ktoré zahfhaju regresnu funkciu
a nahodnu zloZzku. Na modely umrtnosti teda nazerame ako na Statistické (stochasticke)
modely, pre ktoré na zaklade empirickych udajov o pravdepodobnosti Umrtia v rdznom
veku osOb (osobitne muzov a Zien) je potrebné odhadnut parametre regresnej funkcie.
Parametre vybranych modelov umrtnosti budeme odhadovat iteraénymi metdédami
nelinearnej regresnej analyzy v softvéri SAS, resp. prostrednictvom jeho aplikacie SAS
Enterprise Guide.

ABSTRACT

The aim of the paper is to introduce and apply the selected parametric mortality models
to modelling of male and female mortality in Slovakia in 2018. The selected mortality
models are analysed as regression models including regression function and a random
component. We are looking at mortality models as statistical (stochastic) models for which
it is necessary to estimate the parameters of regression function based on empirical data
of age specific mortality rates (separately for men and women). The parameters of
selected mortality models will be estimated by iterative methods of nonlinear regression
analysis in the SAS software, through its application SAS Enterprise Guide.
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1. UvOD

VSetky zmeny prebiehajuce v spoloCnosti, teda aj demografické, sa priamo
odrazaju v poistovacich c&innostiach. Z demografickych ukazovatelov je pre Zivotné
poistenie ddélezité sledovat v ramci populacie hlavne umrtnost. V sucCasnosti, ked v
celej Europe uz niekolko desiatok rokov prebieha starnutie populacie, je problematika
sledovania vplyvu o&akavanej dizky Zivota populacie na déchodkovy systém &asto
diskutovanou témou.
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Nepriaznivy demograficky vyvoj, ktory zasahuje aj Slovensko, je charakterizovany nizkou
porodnostou a predizovanim strednej dizky Zivota. Tieto dva demografické javy
(pbrodnost a umrtnost), ktoré vyznamne menia Strukturu populacie, maju v sucasnosti za
nasledok starnutie populacie. Hlavnymi pri€inami starnutia populacie je teda zniZzovanie
amrtnosti (zlepSujace sa Zivotné podmienky a zdravotna starostlivost), pokles pérodnosti
a Vv niektorych regionoch je to aj emigracia obyvatelstva v produktivnhom, resp.
reprodukénom veku.

Priemerna dizka Zivota za posledné desatrodia vyrazne vzrastla a stale sa meni, oho
désledkom je dlhSia doba vyplacania predovsSetkym dozivotnych poistnych déchodkov
(napriklad z nasporenej sumy v Il. pilieri pri odchode do déchodku) ako aj ich zvySena
oCakavana sucasna hodnota. Ocenovanie produktov zivotného poistenia prebieha na
zaklade sucasnych o€akavani o buducom vyvoji umrtnosti. Zmenou o€akavanej umrtnosti
sa poistovne vystavuju riziku, Zze ich zavazky z poistnych produktov mézu vyrazne
prekroCit oCakavanu hodnotu. Toto riziko vznika pri poklese umrtnosti v pripade
déchodkovych produktov alebo pri zvySeni umrtnosti v pripade produktov kryjacich riziko
smrti, a preto problematika vekového modelovania a analyzy Uumrtnosti je a vzdy bude
dolezitou sucastou prace v aktuarskej praxi.

2. PARAMETRICKE MODELY UMRTNOSTI

Hlavnym parametrom modelov slGZiacich na stanovenie primeraného kapitalu na krytie
rizik v Zivotnom poisteni je roéna miera umrtnosti, ktora predstavuje istlu Statisticky
stanovenu pravdepodobnost’ umrtia osoby vo veku x, resp. pravdepodobnost, Ze osoba
vo veku x sa nedoZije nasledujuceho roka [16]. Ide o stochasticky parameter, ktorého
odchylky a vykyvy mézu mat vyrazny dosah na zavazky poistovne, a tym aj na jej
solventnost. Tieto odchylky a celkovy vyvoj miery uUmrtnosti si vyZzaduju neustalu
pozornost, pretoze je od nich zavisla financna vykonnost a stabilita poistovni.

Udaje o vekovej umrtnosti populacie potrebné na vypoéty v Zivotnom poisteni s
uvedené v umrtnostnych tabulkach, ktoré si méze poistovna vytvarat sama na zaklade
svojich skusenosti o umrtnosti vo svojom poistnom portféliu alebo méze pouzit informacie
0 umrtnostnom spravani populacie v danej krajine. Tieto informacie sa nachadzaju na
webove] stranke Statistického Uradu Slovenskej republiky (dalej ,SU SR*) v &asti
s nazvom Tabulky Zivota [18] asu Clenené nielen podfa pohlavia, ale aj podla
regionalneho &lenenia (kraje, okresy, mesta a iné obce).

Z&kony umrtnosti, resp. parametrické modely Umrtnosti patria k deterministickym
modelom. Predpokladame pri nich, Ze hodnoty (napr. vekové miery umrtnosti, intenzity
amrtnosti) pozorované v danom roku mézu byt prelozené nejakym trendom, teda
pomocou nejakej matematickej funkcie a moézeme tak predpokladat, ze tento trend bude
pokraCovat aj v najblizSich rokoch. Parametrické modely umrtnosti su pouzitelné
v populacnych projekciach vdaka analyze historickych trendov vyvoja uvazZovanych
parametrov modelov. Napriklad v publikacii z roku 1979 sa v analyze historickych zmien
vyvoja umrtnosti Svédskych muzov ukazalo, ze v Gompertzovom-Makehamovom modeli
umrtnosti vykazovala zloZka, ktora je zavisla od veku, historicku stabilitu, a to aj napriek
rychlemu poklesu zlozky, ktora je od veku nezavisla. DalSie analyzy v publikacii [4]
potvrdili platnost’ tohto javu aaj vyskum historickych €asovych radov zostavenych
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z Udajov o umrtnosti v 17 krajindch potvrdil tieto zavery. Podla Gavrilovovej a Gavrilova
(2011) predstavuju parametrické modely umrtnosti uZitoCny nastroj v demografickych
i aktuarskych prognézach umrtnosti.

V prispevku odhadneme parametre nelinearnych funkcii parametrickych zakonov
amrtnosti [1], ktorych predpis je urCeny:

e Heligmanovym-Pollardovym modelom,

e Kanistovym modelom,

e Coaleovym-Kiskerovym modelom.

Vybrané modely sme zvolili preto, lebo patria k najrozSirenejSim a najviac pouzivanym
zakonom umrtnosti, su vhodné pre vysSie veky [11, 12], maju rozny poCet odhadovanych
parametrov (od 2 do 8 parametrov) a su to r6zne typy matematickych funkcii.

Heligmanov-Pollardov model

Heligman a Pollard navrhli v roku 1980 niekolko parametrickych modelov umrtnosti,
ktoré su schopné modelovat trend umrtnostného spravania ludskej populacie pre vSetky
vekové kategOrie a maju biologicka interpretdciu. Prave ztohto dévodu patria
k najrozSirenejSim a najviac pouzivanym zakonom umrtnosti v demografii.

V naSej aplikacii vyuzieme tzv. druhy tvar Heligmanovho-Pollardovho zakona
umrtnosti, ktory opisuje mieru umrtnosti, tzn. pravdepodobnost, Ze x rona osoba zomrie
v priebehu roka. Druhy tvar tohto zakona vyjadruje mieru amrtnosti takto:

q :A(x+B)C +De—E(Inx—InF)2 + GHX (1)
* 1+GH”

Heligman a Pollard zistili, Ze pre vysSie veky (v naSom pripade 50 az 105 rokov) je
vhodné pouzit' len treti (logisticky) ¢len modelu (1), ktory vychadza z Gompertzovho
zakona umrtnosti. Teda pre mieru umrtnosti gx plati vztah:

GH”*
== 2
% 1+GH* )

ktory prepiSeme pomocou parametrov a, b do tvaru:

aebx

1+ae™

q, = 3)

Uvedeny vztah sme pouZili aj v aplikacii, ¢ize odhadovali sme dva parametre a, b
Helimanovho-Pollardovho modelu.

Kannistov model

Kannistov model (1994) patri do skupiny logistickych modelov [7], ktoré su
v poslednom Case Coraz viac popularne pri projekcii umrtnosti. Tento model na rozdiel od
predchadzajuceho modelu opisuje intenzitu umrtnosti x-roénej osoby ux. Ide o délezity
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pojem v aktuarskej matematike suvisiaci s modelovanim buducej dizky Zivota osoby.
Plati, Ze ¢im je hodnota ux vacsia, tym vacsia je pravdepodobnost, Ze osoba vo veku x
zomrie v kratkom ¢asovom intervale. Intenzitu umrtnosti mézeme opisat’ aj ako ,rychlost
vymierania“. V monografii [16] su uvedené rézne vztahy jej vyjadrenia. Kannistov model
vyjadruje intenzitu amrtnosti v zavislosti od dvoch parametrov a, b takto:

a.ebx

1+ae™

(4)

Hy =

Aby sme mohli modelovat umrtnost z Gdajov SU SR, kde st uvedené miery amrtnosti,
vyjadrime z aproximacie ux ~ —In (1 — gx), ktord plati pre vySSie vekové kategorie [11]
mieru umrtnosti gx a dostaneme vztah s parametrami a, b:

ae bx

g, =1-e rae” (5)

Coaleov-Kiskerov model

Coaleho-Kiskerov model (1990) bol alternativou Gompertzovho-Makehamovho zakona
umrtnosti, ktory zdoraziioval zmenu miery umrtnosti v dvoch po sebe iducich rokoch
a uvazoval so ,spomalenim” imrtnosti vo vysokom veku. Aplikaciu uskuto€nime pouzitim
nasledujuceho tvaru Coaleovho-Kiskerovho amrtnostného modelu s troma parametrami
a, b, c, pre ktory plati:

q, = eax2+b><+c (6)

Jeho prednostou je predovSetkym vySSia flexibilita, ako aj numericka ustalenost
pri odhade parametrov.

3. ITERACNE METODY ODHADU PARAMETROV NELINEARNYCH REGRESNYCH

MODELOV

V 2 kapitole sme opisali parametrické modely umrtnosti, tzv. zakony umrtnosti. Kedze
zakony umrtnosti su vyjadrené nelinearnymi funkciami, ktoré obyCajne nie su
linearizovatelné (nedaju sa jednoduchymi matematickymi transformaciami previest do
linedrneho tvaru), na odhad parametrov tychto funkcii vyuZzivame nelinedrnu regresnu
analyzu. Nelinearna regresna analyza na rozdiel od linearnej regresnej analyzy nevyuziva
metddu najmensich Stvorcov, ale iteracné metddy.

OpiSeme tri iteracné metddy pouzivané na odhad parametrov nelinearnych regresnych
modelov. Patria k nim:

e Gaussova-Newtonova metdda,

e gradientna metdda,

e Levenbergova-Marquardtova metoda.

Metddy aplikujeme v softvéri SAS Enterprise Guide. V SAS Enterprise Guide su
v ponuke len niektoré nelinearne funkcie, preto sme museli urobit zasah do
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programovacieho kédu, kde sme poZadované nelinearne funkcie zapisali v ramci
procedury nelineéarnej regresie (PROC NLIN) v prikaze MODEL. Zarover bolo potrebné
zadefinovat' parametre funkcie a zadat’ vstupné odhady parametrov, o sme realizovali
vdaka prikazu PARMS. Nasim ciefom bolo porovnat aj vysledky jednotlivych iteracnych
metdd, a preto sme nevyuzili len Standardne nastavenu Gaussovu-Newtonovu metodu,
ale prostrednictvom prikazu METHOD sme aplikovali aj gradientnG metdédu
a Levenbergovu-Marquardtovu metédu.

Regresna funkcia je matematicka funkcia, ktora je dana prisluSnym predpisom
v zakone umrtnosti, a jej parametre si nezname. Vo vSetkych troch metddach sa uvazuje
o nelineérnej regresnej funkcii s vektorom parametrov @ = (61 62 ... 6p). Cielom je ziskat
také odhady parametrov regresnej funkcie, pre ktoré je sucet Stvorcov odchylok regresnej
funkcie od hodnét vysvetlovanej premennej ¢o najmensi, o zapiSeme takto:

s(8)= Zn][yi - (x,0)] - min. )

V3etky metddy podla [14] vychadzaju z pociatoénych (vstupnych) odhadov parametrov
80 =(6:° 620 ... 6Y), ktoré sa v jednotlivych iteraciach vylepsuja. V-te vylepSené odhady
ziskané vo v-tej iteracii, pricom v=0, 1, 2..., sa oznaCuju takto 8= (61V 62V ... 6pY).
V kazdej iteracii sa pocita hodnota funkcie S(8V), pricom by malo platit S(8v+!) < S(8v), ¢o
znamena, Ze regresna funkcia s parametrami odhadnutymi v iteracii (v+1) lepSie opisuje
cielovu premennu (vysvetlovanu premennu) ako regresna funkcia s parametrami
odhadnutymi vo v-tej iter&cii.

Gaussova-Newtonova metdda (metdda linearizacie) vyuziva vo v-tej iteracii
lineariz&ciu prostrednictvom Taylorovho rozvoja 1. radu v bode 6V:

f(xi,e)if(xi,ev)+zp: {W} _V.(ej-ejv) 8)

=1

V kazdej iteracii (v =0,1, 2,...) sa urobia substitlcie:

v v y , . | of(x,,0
fi :f(Xi,e ) ,GJ. =Gj -Oj zi = M (9)
00, |
0=0
¢im sa ziska linearny regresny model:
p
y,-f'=> Bz +& resp. y'=Z'-B +¢' (10)

T j:].
I
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Vektor parametrov RV tohto regresného modelu sa odhadne metédou najmenSich
Stvorcov a z jeho odhadu bY sa vypocita vektor vylepSenych odhadov pre iteraciu (v + 1)
takto:

8" =0"+b" (11)

Cely proces pokraCuje az do iteracie, v ktorej je splnené konvergencné kritérium
(blizSie pozri [12]). Nevyhodou tejto metddy je, Ze niekedy konverguje velmi pomaly, ¢o
vedie k velkému poctu iteracii. V urcitych pripadoch méze dokonca oscilovat. Vtedy sa
rast a pokles suctu Stvorcov S(0) opakuje az pokial sa hodnota nestabilizuje.

Zakladna stratégia gradientnej metdédy (metddy najstrmSieho zostupu) spociva
v iteraCnom sp6sobe hladania globalneho minima funkcie S(8). Zacina sa v zaciato¢nych
odhadoch 0°=(6:° 62°... 6,9, pre ktoré sa vypocita sucet Stvorcov S(B). Hodnota
parametra sa zvysi o malu hodnotu. Ak sucet Stvorcov S(0) poklesne, pokraCuje sa vo
zvySovani hodnoty parametra. Ak vSak hodnota S(8) vzrastie, hodnota parametra sa vrati
na povodnu urover a nasledne sa znizi. Tento postup sa opakuje velakrat, priCom kazdy
krok by mal viest' k znizeniu hodnoty suctu Stvorcov S(8). Ak hodnota S(8) namiesto toho
vzrastie, tak krok bol velky a preskoc€ilo sa minimum funkcie S(0). V takomto pripade sa
velkost kroku zmensi a pokracuje sa uvedenym algoritmom. Proces sa konci, ak sa najde
bod, ktory je podfa konvergencného kritéria dostato¢ne blizky globalnemu minimu funkcie
S(0).

V porovnani s Gaussovou-Newtonovou metdédou gradientna metdda pracuje:

e |epSie v prvych iteraciach (zo zlych pociatocnych odhadov dokaze efektivnejSie najst
vhodny smer k minimu funkcie S(0)),

e horSie v poslednych iteraciach (v oblasti okolo minima funkcie S(8) ¢asto konverguje
pomaly alebo osciluje).

Levenbergova-Marquardtova metdoda sa niekedy oznaCuje ako Marquardtov
kompromis, €o vystihuje jej snahu spojit prednosti oboch predchadzajucich metdd.
V zaciato€nych iteraciach vyuzZiva gradientnu metddu a s priblizovanim sa k oblasti
minima funkcie S(8) postupne prepina na Gaussovu-Newtonovu metddu.

Podrobnosti o matematickom aparate iteratnych metéd urCenych na odhad
nelinearnych regresnych modelov zaujemcovia néjdu napriklad v [3, 6, 9, 10]. V tychto
pracach su uvedené aj moznosti aplikacie nelinearnej regresie v réznych komerénych
alebo open-source softvéroch. V prispevku budd na odhad nelinearnych regresnych
modelov aplikované vSetky tri uvedené iteracné metddy, a to prostrednictvom procedury
nelinearnej regresie (PROC NLIN) v aplikécii Enterprise Guide Statisticko-analytického
softvéru SAS.

4. ODHADY PARAMETROV MODELOV UMRTNOSTI V SR V ROKU 2018
Modelovanie umrtnosti nelinearnou regresiou ndm umoznuje urCit bodovy ako aj

intervalovy odhad parametrov jednotlivych modelov zakonov umrtnosti. V ¢lanku su tiez

prezentované bodové ajintervalové odhady pravdepodobnosti Uumrtnosti Zien, resp.
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muzov ziskané pre jednotlivé vekové skupiny Zivota na zaklade uvedenych Styroch
parametrickych zakonov umrtnosti.

Analyzu umrtnosti uskuto¢nime pre populaciu Zien a populaciu muzov na Slovensku
v roku 2018 vo veku od 50 do 105 rokov, pretoze vybrané modely su vhodné pre vysSie
veky. PouZili sme miery umrtnosti uvedené na stranke SU SR v Tabulke Zivota [18].
V tabulke ¢€.1 atabulke €.2 uvadzame pociatocné a vysledné odhady parametrov
regresnych funkcii modelov umrtnosti (H-P — Heligmanov-Pollardov model, K — Kannistov
model, C-K — Coaleov-Kiskerov model), osobitne pre zeny a pre muzov vo veku 50 az
105 rokov. Tieto suhrnné tabufky navySe uvadzaju hodnoty funkcie S(8) pri po€iato€nych
a pri vyslednych odhadoch parametrov. Na zaklade hodnot S(6v) vyslednych odhadov
parametrov vieme porovnat kvalitu modelov. Z vysledkov vyplyva, Ze vo vekovom
intervale 50 az 105 rokov bol v roku 2018 z uvedenych modelov najlepsi Kannistov model,
a to pre populaciu zien (tabulka €. 1), ako aj pre populaciu muzov (tabufka €. 2). Tabulka
¢.1 atabulka & 2 porovnavaju aj jednotlivé iteratné metddy. Gradientna metdda
nesplnila konvergencné kritérium pri odhade Ziadneho modelu. Poznamenajme, Ze pri
zmenenych vstupnych odhadoch parametrov a ak by sme zvysili maximalny pocet iteracii,
ktory bol nastaveny na hodnote 100, metéda by mozno splnila konvergencné kritérium,
ale tomuto problému sme sa nevenovali, pretoZze Gaussova-Newtonova a Levenbergova-
Marquardtova metéda dosiahli uspokojivé vysledky. Obidve iteratné metddy viedli
k rovnakym vyslednym odhadom parametrov modelov.

Tabul'ka ¢. 1: Suhrnna tabulka odhadov parametrov modelov umrtnosti, porovnanie kvality
modelov prostrednictvom funkcie S(0) a porovnanie efektivnosti pouZitych iteracnych
metdd pre populaciu Zien vo veku 50 az 105 rokov

Charakteristika Model

H-P K C-K
'@ a’ 0,001 0,001 0,001
) b° 0,001 0,001 0,001
;§ § o0 _ — 0,001
o s(e°) 4,9535 4,9326 1,38E10
o a’ 8,088E-9 1,137E-7 -0,00211
- g b" 0,1915 0,1537 0,5067
K= c’ - - -30,1198
> s(e) 0,0135 0,00122 0,00293
€ Iteracna metoda
'8 8 Gauss-Newton 33 30 19
?‘ E Gradient nekonverguje nekonverguje nekonverguje
= Marquardt 28 27 19

Vysvetlivky: H-K — Heligmanov-Pollardov model, K — Kannistov model,
C-K — Coaleov-Kiskerov model.
Zdroj: [18], spracované v SAS Enterprise Guide
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Tabul'ka ¢. 2: Suhrnna tabulka odhadov parametrov modelov umrtnosti, porovnanie kvality
modelov prostrednictvom funkcie S(0) a porovnanie efektivnosti pouZitych iteracnych
metdd pre populaciu muzov vo veku 50 az 105 rokov

. Model
Charakteristika

H-P K C-K
'@ a’ 0,001 0,001 0,001
5] b’ 0,001 0,001 0,001
;§ § o0 _ - 0,001
= s(e°) 3,8957 3,8753 1,38E10
@ a’ 1,216E-6 3,819E-6 -0,00066
o7 b 0,1376 0,1159 0,2105
23S c' - - -15,0651
= s(e") 0,0107 0,00239 0,00246
€ Iteracna metoda
'8 8 Gauss-Newton 32 21 20
?‘ § Gradient nekonverguje nekonverguje nekonverguje
= Marquardt 26 24 20

Vysvetlivky: H-K — Heligmanov-Pollardov model, K — Kannistov model,
C-K — Coaleov-Kiskerov model a CoDe — CoDe model.
Zdroj: [18], spracované v SAS Enterprise Guide

Ako sme uviedli, vo vekovom intervale 50 az 105 rokov sme najlepSie vysledky pre
populaciu Zien aj pre populaciu muzov vroku 2018 dosiahli Kanistovym modelom
umrtnosti. Preto sme na zaklade odhadnutych Kanistovych modelov vypocitali aj 95 %
intervaly spolahlivosti pre pravdepodobnosti umrtia vztahujuce sa na analyzované roky
veku Zivota zien a muzov. Porovnanie tychto intervalov spolahlivosti pre populaciu Zien
a populaciu muzov poskytuje graf €. 1.

V pripade populacie Zien sme ziskali kvalitnejSi model, pretoZze hodnota funkcie S(8)
bola v poslednej iteracii v populacii Zzien [S(8Y) = 0,00122] nizSia ako v populacii muzov
[S(8Y) = 0,00239]. Tuto skutonost’ odzrkadfuju aj intervalové odhady pravdepodobnosti
umrtnosti na grafe €. 1, ktoré su v pripade populacie Zien uZSie ako v pripade muzov, a to
vo vSetkych sledovanych rokoch veku Zivota.
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Graf ¢. 1. 95 % intervaly spolahlivosti pre pravdepodobnosti Umrtia Zien a muzov
vo veku od 50 do 105 rokov odhadnuté na zdklade Kannistovho modelu
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Vysvetlivky: P_umrtia_Z — bodové odhady pravdepodobnosti Umrtia Zien,
d 95 % Z; h 95 %_ 7 — dolné (d) a horné (h) hranice 95 % intervalovych odhadov
pravdepodobnosti umrtia Zien,
P_dmrtia_M — bodové odhady pravdepodobnosti Umrtia muzov,
d_95 % M; h_95 %_M — dolné (d) a horné (h) hranice 95 % intervalovych odhadov
pravdepodobnosti tmrtia muzov.
Zdroj: [18], spracované v SAS Enterprise Guide

Parametrické modely (zakony umrtnosti) mézu byt uZitoéné aj v suvislosti
s prognézovanim umrtnosti populacie na zéklade analyzy historickych trendov vyvoja
uvazovanych parametrov modelov. Istym obmedzenim tychto modelov je vSak ich
zavislost od konkrétneho matematického vztahu, ¢o znemoznuje, aby model reagoval na
moZné zmeny vo vyvoji amrtnosti v buducnosti.

5. ZAVER

Hlavnym parametrom modelov slGZiacich na stanovenie primeraného kapitalu na krytie
rizik v zivotnom poisteni je ro€na miera umrtnosti, ktora predstavuje istlu Statisticky
stanovenu pravdepodobnost’ umrtia osoby vo veku x, resp. pravdepodobnost, Ze osoba
vo veku x sa nedozije nasledujuceho roka. Ide o stochasticky parameter, ktorého odchylky
a vykyvy mézu mat vyrazny dosah na zavazky poistovne, a tym aj na jej solventnost.
Tieto odchylky a celkovy vyvoj miery umrtnosti si vyZaduju neustalu pozornost, pretoze je
od nich zavisla finan¢na vykonnost a stabilita poistovni.
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Vyhodou vyuZitia nelinearnej regresnej analyzy pri odhade parametrov zakonov
umrtnosti je aj skutoCnost, Ze okrem bodovych odhadov parametrov modelu ziskame
Standardné chyby odhadov, ktoré umoznuju testovat’ statisticku vyznamnost odhadnutych
parametrov a konstruovat intervalové odhady pre parametre. Nelinearna regresna
analyza navySe poskytuje moznost realizovat intervalové odhady predikovanych hodnot
cielovej premennej, ktoré prisluchaju konkrétnym hodnotam vysvetlujacich premennych.
Kannistove modely, ktoré boli najvhodnejSie na modelovanie mier imrtnosti Zien a muzov
vo veku nad 50 rokov dobre vystihovali empirické miery umrtnosti, €o potvrdili nielen nizke
hodnoty suctov Stvorcov rezidui, ale aj pomerne Uzke 95 % intervalové odhady
pravdepodobnosti umrtia prislichajuce analyzovanym rokom Zivota.

LITERATURA

[1] FORFAR, D. O.: Mortality laws. Wiley StatsRef: Statistics Reference Online, 2014,
s.1-11.

[2] GAMPE, J.: Human mortality beyond age 110. In: Supercentenarians. Springer,
Berlin, Heidelberg, 2010, s. 219 — 230.

[8] GAVIN, H. P.: The Levenberg-Marquardt algorithm for nonlinear least squares
curve-fitting problems: Department of Civil and Environmental Engineering. Duke
University, 2019.

[4] GAVRILOV, L. A. — GAVRILOVA, N. S.: The biology of life span: a quantitative
approach. New York: Harwood Academic Publisher, 1991.

[5] GAVRILOVA,N. S.-GAVRILOV, L. A.: Starnuti a dlouhovékost: Zakony a progndzy
umrtnosti pro starnouci populace. In: Demografie, 2011, €. 2, s. 109 — 128.

[6] GOULD, N. I. M. — REES, T. — SCOTT, J.: A higher order method for solving
nonlinear least-squares problems. RAL Preprint RAL-P-2017-010, STFC Rutherford
Appleton Laboratory, 2017.

[7] KANNISTO, V.: Development of oldest-old mortality, 1950-1990: Evidence from 28
developed countries (No. 1). University Press of Southern Denmark, 1994.

[8] MARQUARDT, D.: An Algorithm for Least Squares Estimation of Nonlinear
Parameters. In: Journal of the Society for Industrial and Applied Mathematics, 1963, €. 2,
S. 431 — 441.

[91 MONDRAGON, P. F. — BORCHERS, B.: A comparison of nonlinear regression
codes. In: Journal of Modern Applied Statistical Methods, 2005, €. 1, s. 343 — 351.

[10] PANIK, M.: Regression modeling: Methods, theory, and computation with SAS.
Chapman and Hall/CRC, 2009. ISBN 978-1420091977.

[11] PITACCO, E.: High age mortality and frailty. Some remarks and hints for actuarial
modeling. CEPAR Working Paper, 2017, €. 1.

Available at: http://www. cepar. edu. au/working-papers/working-papers-2016. aspx.

[12] SAS Institute Inc.: The NLIN Procedure. In: SAS/STAT 13.1® User’s Guide. Cary,
NC: SAS Institute Inc., 2013.

[13] SLUD, E. V.: Actuarial mathematics and life-table statistics. Chapman & Hall/CRC,
2012. ISBN 978-1439861974.

[14] SOLTES, E.: Regresna a korelaéna analyza: s aplikaciami v softvéri SAS. Bratislava:
Letra Edu, 2019. 238 s. ISBN 978-80-89962-38-9.

[15] SOLTESOVA, T.: Analyza Umrtnosti na Slovensku vo vztahu k parametrickym
modelom umrtnosti. In: Softvérova podpora v predmetoch Studijného programu
Aktuéarstvo: vedecka konferencia. Bratislava: EKONOM, 2016, s. 76 — 81.

84 Slovak Statistics and Demography 3/2020



Tatiana SOLTESOVA, Jana KUTIKOVA: VyuZitie regresnej analyzy pri modelovani tmrtnosti v Zivotnom poisteni

[16] SOLTESOVA, T.: Aktuarske modelovanie v Zivotnom poisteni. Bratislava:
Vydavatel'stvo Letra Edu, 2019. 148 s. ISBN 978-80-89962-36-5.

[17] SPROCHA, B. — MAJO, J.: Storo&ie populaéného vyvoja Slovenska I: demografické
procesy. Bratislava: INFOSTAT, 2016.

[18] DATAcube, Statisticky Grad SR [online] [cit. 11. 3. 2020]. Dostupné na:
https://slovak.statistics.sk/wps/portal/ext/themes/demography/population/indicators/!ut/p/
z1/jdBBDoIWEAXQs3ICTKFpWRYMpWkDtFDAbgwrOOTRhfH8GNnRrY XaTvD-
ZfOTQIiNw8vfxlevr7PFO_-
8kI5141NMswg9rgAjSArCTthM4JGhagifgCmvURCFIZLLXmOhLktuRzzso9UQBUSQMIV
IgT6jgGFmM_Lw59hsCOfAC58fkBulaEGFICOTcTSPc-
Ppi5AdHIEWS5VEWIMVAPgHQIWtvIm4AWWtHBMKz3Ru7ePyp/dz/d5/L2dJQSEvVUUL3QS
80TmxFL102X1E3SThCQjFBMDhCVjlwSTdOUjFLUVFHSTKYy/.

RESUME

V prispevku sme odhadli parametre troch vybranych parametrickych modelov Umrtnosti
(Heligmanov-Pollardov, Coaleov-Kiskerov a Kannistov model), tzv. zdkonov umrtnosti.
Pouzili sme najaktualnejSie dostupné Udaje o miere umrtnosti muzov a zien na Slovensku
v roku 2018 zverejfiované Statistickym Gradom Slovenskej republiky. Z dévodu presnejsej
analyzy sme uvedené modely pouzili zvlast pre muzov a zvlast pre Zeny. Z udajov
vintervale od 0 do 105 rokov sme modelovali a porovnavali umrtnost v obdobi tzv.
neskorej dospelosti a staroby, ¢iZze vo veku od 50 rokov. Z pouZitych modelov mal pre obe
pohlavia najlepSie vysledky Kanistov zakon umrtnosti, a preto sme na zaklade
odhadnutych parametrov Kanistovych modelov vypocitali aj 95 % intervaly spolahlivosti
pre miery umrtnosti prislichajice analyzovanym rokom Zivota muzov a zien.

Odhad parametrov zakonov umrtnosti sme uskutoCnili pomocou nelinearnej regresnej
analyzy v softvéri SAS Enterprise Guide, kde sme okrem bodovych odhadov parametrov
modelu ziskali aj Standardné chyby odhadov a urcili sme intervalové odhady parametrov.
Tieto odhady parametrov modelov mdzu byt uzito€né aj v suvislosti s progndézovanim
uamrtnosti populacie na zaklade analyzy historickych trendov ich vyvoja.

RESUME

In this paper we estimated the parameters of three selected parametric models of mortality
(Heligman-Pollard, Coale-Kisker and Kannist model), the so-called mortality laws. We
used the most recently available data of the mortality rates of men and women in Slovakia
in 2018 published by the Statistical Office of the Slovak Republic. For more accurate
analysis, we used the above-mentioned models separately for men and for women. Based
on data from the age interval 0 to 105 years, we modelled and compared the mortality in
the period of the so-called late adulthood and old age, i. e. for ages 50 years and older.
Out of these models used, he the Kannist law of mortality had the best results for both
sexes and therefore based on the estimated parameters of the Kannist models, we also
calculated 95% confidence intervals for mortality rates corresponding to the analyzed
ages of men and women.

We estimated the parameters of mortality laws using nonlinear regression analysis in the
SAS Enterprise Guide software, where in addition to the point estimates of model
parameters, we also obtained standard errors and determined interval estimates for
parameters. These estimates of model parameters may also be useful in connection with
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forecasting population mortality based on an analysis of historical trends of their
development.
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