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Abstrakt

Castym ekonomickym problémom nedavnej minulosti, ale aj su¢asnosti, je zniZzena schopnost’
uhradzat’ svoje zavézky. Platobnd neschopnost’ predstavuje stav, ktory v mimoriadnych
ekonomickych situaciach (napr. ekonomicka kriza, ndhla zmena podmienok na trhu) znizuje
schopnost’ uhradzat’ svoje zavizky. Tento problém vSak mozno zovSeobecnit’ na akékol'vek
zapocitavanie vzajomnych zavizkov (napr. v ramci univerzity vzajomné zapocitavanie
oducenych hodin, resp. Studentov, v energetiky zapocitavanie dodanej a odobranej elektrickej
energie a pod.). Jednym z prostriedkov ako sa vyrovnat' s tymto problémom je vzajomny
zapocet zavazkov.

Modely optimalizujice vzadjomny zapocet zavdzkov su historicky orientované na aplikaciu
teorie a modelov matematického programovania, predovSetkym na ulohu o maximalnej
cirkulacii v hranovo ohodnotenom orientovanom grafe alebo na problém maximélneho toku.
Uz existujuce aplikacie na zapocet vzajomnych zavazkov ponukaju jednoduché rieSenie ako sa
vyrovnat’ so spolocnymi zivdzkami v ramci urcitej skupiny subjektov. Vztahy medzi
jednotlivymi subjektmi, ktoré sa dohodnu na vzajomnych zapoctoch zaviazkov v ramci nimi
vytvorenej skupiny mozno zobrazit’ prostrednictvom tedrie grafov a nasledne vyriesit’ tlohu
vzajomného zapocitavania dlhov prostrednictvom matematického programovania.

V prispevku st prezentované teoretické principy zovSeobecnené¢ho vzajomného zapocitavania
zaviazkov na baze teorie grafov a tedrie a modelov matematického programovania.
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Abstract

The reduced ability to cover debts was the frequent economic problem in the past and the
problem still remains actual in present time. Insolvency is the situation in which the ability to
cover the debts in exceptional economic situations (e.g., economic crisis, sudden changes in
market conditions) is reduced. However, this problem can be generalized to any mutual debt
compensation (e.g., mutual compensation of hours or students at the university, mutual
compensation between electricity supplier and customer using own source of power, etc.). One
way of dealing with this problem is mutual debts compensation.

Models with optimization of mutual debt compensation are historically oriented to the
application and models of mathematical programming theory. Especially these models are
connected with the task of maximum circle detection in the edge-oriented graph or the
maximum flow problem.

There are “split the bill” applications which are offering a simple solution to mutual debt
compensation within a particular group of entities. Also, the graph can be used for
demonstration of relationships between individual entities that agree on the mutual
compensation within a group of them. Afterwards, the problem can be solved using the
mathematical programming.
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The paper presents the theoretical principles of generalized models of mutual debt
compensation based on the graph theory and mathematical programming.
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1 Uvod

Jednym z velkych ekonomickych problémov je zniZzena schopnost’ uhradzat’ svoje
zavazky (likvidita), ktora moze viest’ pre zainteresované subjekty k znizovaniu ich ekonomicke;j
aktivity na trhu. Pomerne casto prerastd neschopnost’ uhrddzat’ svoje zavdzky medzi
jednotlivymi subjektmi do velkych rozmerov, ¢o vedie k rozSirovaniu okruhu nelikvidnych
podnikatel'sky subjektov radikdlnym tempom. Pritom neschopnost’ uhrddzat’ svoje zavézky
predstavuje stav, ktory by mal byt’ za normalnych okolnosti eliminovany trhovym prostredim
alebo posobenim zodpovedajucich pravnych néstrojov. AvSak v takych hospodarskych
situdciach, ktoré moze predstavovat’ napriklad je néstup ekonomickej krizy, respektive nahla
zmena pravnych ¢i inych podmienok na trhu, je schopnost’ vysporiadat’ sa s platobnou
neschopnostou znacne znizena.

Jeden z nastrojov na rieSenie problémov vzajomného zapocitavania zavazkov predstavuju
aj modely optimalizujuce vzajomny zapocet zaviazkov, ktoré maju tak vo svetovej, ako aj
slovenskej literatire uz pomerne dlha histériu. Modely optimalizujice vzdjomny zapocet dlhov
maju uz pomerne dlhu historiu.

V Ceskej republike prezentovali prvé prace na tému vzajomnych zapo&tov pohl'adavok a
zavidzkov napr. (Koch, 1994), (Rais, 1995), priCom tieto prace vyustili do praktického
vykonévania vzdjomnych zapoc€tov v rokoch 1991 az 1995. Neskor sa uvedenou problematikou
zaoberal (Ondrak, 2002), ktory vytvoril a testoval vlastné heuristiky pre vyhl'adavanie cyklov
a dlZnickych retazcov v sietovom grafe, pricom pontkol metodiku pre fungovanie institlcie,
ktora by mala zabezpecit’ zapocet vzajomnych pohl'addvok a zavizkov a tym by zabranit’
platobnej neschopnosti.

V slovenskych podmienkach sa touto problematikou zaoberali viaceri autori, ktori uz od
roku 1993 (v tomto obdobi sa zacali prejavovat’ prvé hlboké ekonomické problémy ekonomiky
sposobené vzajomnou neschopnostou splacat’ svoje zavizky, teda primarna aj sekundarna
platobna neschopnost’) problém formulovali a navrhovali nastroje na jeho rieSenie zalozené
predovSetkym na teorii grafov a na tedrii matematického programovania, priCom problém
matematicky formalizovali predovSetkym ako ulohu o maximalnej cirkulacii v hranovo
ohodnotenom orientovanom grafe alebo problém maximalneho toku (Hozlar, 1993), (Fecenko,
1994), (Gazda, 2003). Nezavisle (Terek aFecenko, 1993) a (Gazda a Munka, 1996)
prezentovali problém vzijomnej zadiZzenosti podnikov ako problém tedrie grafov, resp. problém
toku v sieti. Formulacia ulohy o maximalnej cirkulacii v orientovanom grafe a metdoda
minimalizacie vzajomnych dlhov je prezentovana v (Fecenko, 1994). Alternativhu metodu
vzajomne] kompenzacie dlhov s pouzitim dotacii s moznostou zmeny dlznickej Struktiry
navrhol (Gazda, 2000). Problém vzajomného zapoctu organizovaného ministerstvom financii
riesil (Gazda, 2001). Problém maximalnej cirkulacie na problém toku zo zdroja do tstia siete
preformulovali (Gazda a Paluch, 2004) a vyriesili pritom problém riadeného bankrotu firmy s
ohladom na minimalizaciu vzajomného zadiZenia firiem v sieti.
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V stcasnosti bola uvedend problematika rozpracovana na baze heuristickych algoritmov,
ktoré boli vyuzité v niektorych aplikidciach a fungovali na baze vzajomného zniZovania
zéavizkov, oznaCované ako ,,Split the Bill“ (vol'ne prelozene ,,rozdelit’ uctenky*) aplikacie.
Tieto aplikacie st vo vSeobecnosti vytvarane ako mobilné aplikdcie pre beznu potrebu
vzajomného zdiel'ania nakladov v skupine (napr.: Tricount - Split group bills, Splitwise alebo
Split Bill). V teoretickej rovine ostala tato problematika rieSena stale prostrednictvom teorie
grafov, predovSetkym s vyuzitim algoritmov na baze modelov matematického programovania
s vyuzitim uloh o maximalnom toku v sieti (napr. Babej 2012, Babej Gezik).

2 Historicky vyvoj vzajomného zapoc€itavania zavazkov

Vzijomné zapocitavanie finanénych zavizkov (dlhov) je zndme uz zo stredoveku.
Dolezitym mil'nikom vo vyvoji obchodu bol pritom prechod z priamej platby v mieste predaja
na systém ,,quid and quo®, teda platby za nakipeny tovar sa nemuseli uskuto¢nit’ v rovnakom
case ako predaj (Greif, 2006). Vznikli pritom nové finan¢né nastroje (napr. ,,ndkup na vrub®,
obligacia, vymenny Sek), ktoré predstavovali objednavky alebo prisluby buducej platby v
konkrétnom Case a na konkrétnom mieste. Bezhotovostné platby boli veI'mi dobrou alternativou
k drzbe velkého mnozstva zlatych alebo striebornych minci pozdiz nebezpeénych obchodnych
ciest a taktiez umoznovali prekonat’ nedostatok penaznych prostriedkov, ktory vznikal v
stredoveku z dovodu nedostatku zlata a striebra (Spufford, 1988).

Na uspokojenie vzdjomnych finanénych zavéazkov sluzili tzv. ,,vysporiadace dni* ked’ sa
stretli obchodnici (veritelia) s dlznikmi (predajcovia, bankari, zastupcovia bankarov a
zdkaznici) a vyrovnavali si svoje pohladavky a zdvizky. Takymto spdsobom sa vlastne
formovali prvé algoritmy na vzajomné zapocitavanie dlhov zname ako ,,rescontrire, rescontre,
skontrieren‘ alebo ,,vivre compte/des parties” (Denzel, 2005).

Fungovanie tychto algoritmov bolo zaloZené na tom, Ze na konci obchodnych dni, alebo
v defl ureny na vyrovnanie, sa stretli veritelia s dlznikmi a kazdy z nich prezentoval svoje
pohladavky a zavézky, pricom kazdy dlZnik musel potvrdit’ svoje zavédzky. Potom nasledovalo
vyrovnavanie dlhov cez decentralizované vyhl'adavanie, ktoré prebiehalo v troch krokoch. V
prvom kroku sa zapocitali vzdjomné dlhy, v druhom kroku sa pouzivali za¢tovacie cykly a v
trefom kroku sa pouzivali zuctovacie retazce. Ak po ukonceni tychto troch krokov stéile
existovali nezapocitané dlhy, tieto museli byt’ vyplatené v hotovosti alebo boli vyhotovené nové
dlhové ,ucty*.

Tento zuctovaci mechanizmus bol postupne zdokonalovany a pouZzivali ho aj na
finan¢nych trhoch na konci 16. a zaciatku 17. storocia, ked’ sa vyvinul a formalne zakotvil z
pravneho hladiska. Tento za¢tovaci mechanizmus dlhov bol dominantny v najvyznamnejSich
obchodnych krajinadch Eurdpy akymi bola oblast’ suicasného Nemecka, Talianska, Francuzska,
Holandska a Spanielska.

Postupne vSak po vzniku bank tento systém vysporiadania vzajomnych dlhov stracal na
vyzname, pretoze uz prvé banky prevzali na seba ulohu clearingového centra. Postupny upadok
systému sposobilo aj schvélenie pouzivania zmeniek v priebehu 17. storo¢ia. AvSak obchodnici
na prvych burzovych trhoch pouZzivali rovnakl techniku, tzv. ,,offset” platby za akcie, alebo
LHfuturity* v mestach ako je Amsterdam a Londyn (Parker, 1974).

V roku 1775 bol v Londyne zalozeny London Clearing Club (Londynsky zac¢tovaci klub),
¢o predstavovalo pre mnohé banky impulz na vyrovnavanie svojich zavdzkov podobnym
sposobom (Seyd, 1872). Preto decentralizovany systém mnohostranného zic¢tovacieho
algoritmu pomaly zacal stracat’ svoj vyznam.

Zu¢tovaci mechanizmus bol zaloZzeny na tom, ze zapocitanie vzajomnych dlhov
(zGc¢tovanie) sa konalo pravidelne 4x ro¢ne (vychddzalo sa z tradicie Stvrtrocného konania
vel'kych trhov) na konci trhovych dni (Da Silva, 1969).
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Tento postup bol zdokumentovany v mestach ako Lyon, Brabant, Antverpy a Bergen,
taktiez na vSetkych talianskych trhoch a vécSine nemeckych trhoch). V mestach
S permanentnymi trhmi sa v 17. a 18. storoci poCetnost’ zactovani zvysila na mesacné, pripadne
az na tyzdenné cykly (napr. vo Frankfurte, Lipsku, v Besacone , v Bozene atd’.).

Vlastny postup zac¢tovania fungoval nasledujicim sposobom: Na uréenom mieste sa
osobne stretli obchodnici (alebo nimi povereni zastupcovia) so svojimi obchodnymi
(GCtovnymi) knihami. Po uzavreti mnoziny ucastnikov kazdy prezentoval svoje pohl'adavky
voci svojim dlznikom, pri¢om dlznici museli ndsledne potvrdit’ alebo odmietnut’ svoje dlhy. V
d’alSom kroku kazdy obchodnik vytvoril bilanciu svojich dlhov so v§etkymi uznanymi narokmi,
ktoré museli byt v sulade s predpismi a ktoré boli skontrolované zodpovednym tradnikom.
Ziadny z dlhov, ktory bol uznany a uvedeny v bilancii, nemohol byt pritom predmetom
zuctovania v budicnosti na inom mieste. VSetky akceptované dlhy boli neskoér vzajomne
zapocitavané. Dlhy, ktoré boli odmietnuté, boli prerokované pred obchodnym sudom.

V dalSom kroku skupina bankdrov z rdznych regionov, ktora sa zucasthovala
zuctovacieho procesu, stanovila vymenné kurzy v mene platnej pre konkrétny trh. Po stanoveni
kurzov nasledoval proces zic¢tovania pohl'adavok medzi obchodnikmi, v niektorych pripadoch
za pomoci maklérov. Bol to proces organizované¢ho a decentralizovaného vyhladavania a
parovania dlhov. Decentralizovany zuctovaci algoritmus pracoval tak, ze ako prvé sa
kompenzovali dlhy reciproénym spdsobom. Takze ak obchodnik ,,A* dlhoval obchodnikovi
»B“ a naopak, ich spolo¢ny dlh mohol byt priamo zniZeny/zruSeny. V d’alSom kroku sa
obchodnici snazili ndjst’ cyklus zuctovania alebo retazec. V zuctovacom cykle, v ktorom
napriklad obchodnik A dlhuje obchodnikovi B, obchodnik B dlhuje obchodnikovi C
a obchodnik C dlhuje obchodnikovi A ur¢ita sumu, je mozné spolo¢ntl vysku dlhu zapoditat’.
V pripade dlhového retazca, ked A dlhuje B a B dlhuje C, je mozné zuctovat dlhy iba
obchodnikovi B, pricom medzi obchodnikmi A a C sa vytvori novy dlh.

Takto sa sposob vzajomného zuctovania opakoval dovtedy, kym sa neskoncil ¢as uréeny
na vzajomné zapocitavanie, respektive pokial’ uz nebolo mozné zapocitat’ Ziadny dlh medzi
obchodnikmi a kazdy ucastnik procesu dosiahol tzv. €istii poziciu. Po skonceni vzdjomného
zapocitavania dlhov obchodnici skontrolovali, ¢i existuju este nejaké uvery a dlhy.

Vsetky vzdjomné dohody o vyrovnani museli mat” zapisané v obchodnych knihach.
Vsetky vzdjomné finan¢né zapocty realizované do daného momentu boli zapisané v knihach a
boli definitivne, teda, ak bol dlh prevedeny na nového veritela, stary veritel’ uz viac nemal
Ziadne pravne naroky na tento dlh (v pravnych predpisoch bolo zauZivanym pravidlom, Ze
bezhotovostné vysporiadanie bolo v rovnakej pozicii ako hotovostné vyrovnanie).
V poslednom kroku boli zostavajice dlhy vyplatené v hotovosti alebo boli vyhotovené nové
dlhové ucty a prisl'uby na budtice platby. Voc¢i obchodnikom nesplécajicim svoje dlhy na konci
zucétovacich dni sa postupovalo velmi prisne (Neuhaus 1892), na tychto ucastnikov bol
vyhlaseny konkurz a boli vy€leneni z d’alSieho budiceho zictovania.

Stcasny medzibankovy platobny styk (vyrovnanie medzibankovych pohladavok a
zavdzkov) je idedlnym prikladom fungovania zictovacich mechanizmov v praxi. Tento
platobny systém zaistuje prevody penaznych prostriedkov. Samotna realizacia
bezhotovostného platobného styku medzi r6znymi bankami predpoklada existenciu jednej z
dvoch zakladnych Struktir, bud’ volne organizovant Struktiru (systém koreSpondentskych
bank spocivajlci v priamom spojeni bank cez navzajom otvorené ucty platobného styku - tzv.
nostro a loro ucty), alebo pevne organizovanu Struktiru, ktora funguje na principe zactovania
(clearingu), v ramci ktorého jedna institiicia vystupuje ako zuctovacie centrum (clearingova
intitacia) pre obchodné banky, ktoré su na fiu napojené prostrednictvom svojich uctov
platobného styku.
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Systém slovenského a ceského medzibankového styku vznikal v byvalom
Ceskoslovensku v polovici 60-tych rokov 20. storo¢ia (zndmy ako automatizované bankové
operacie - ABQO) a bol dokonéeny v roku 1980. ABO zabezpecovali realizaciu platobnych
operacii v rdmci existujucej bankovej ststavy a tento systém platobného a zictovacieho styku
fungoval uspesne az do roku 1989. Po rozdeleni Ceskoslovenska za¢iatkom roka 1993 bolo na
Slovensku vytvorené nové zactovacie centrum, zatial' ¢o byvalé federalne zuctovacie centrum
zostalo v Ceskej narodnej banke. Zo za&iatku boli tieto ziiétovacie centra uzko previazané tzv.
platobnou zmluvou, ktora rieSila vzajomné medzirepublikové zGctovanie - prevody
prostriedkov zo zavizkov vzniknutych v dobe federacie, ako aj prevody nové, vzniknuté po
rozdeleni federalneho Statu.

Preto na Slovensku muselo vzniknit' nové zuctovacie centrum na spracovanie
medzibankovych platieb - Bankové zuctovacie centrum Slovenska (BZCS). BZCS bolo
jedinym realizatorom medzibankového platobného systému v Slovenskej republike a zaroven
plnilo funkciu ztc¢tovacieho centra. BZCS zacalo svoju prevadzku 8. februara 1993 (v deni
zavedenia slovenskej koruny ako narodnej meny) ako jediné clearingové centrum pre vsetky
domace medzibankové platby. BZCS nebolo organizacnou jednotkou Narodnej banky
Slovenska (NBS), zalozili ho komeréné banky ako akciovi spolocnost a vacSinovym
akcionarom bola NBS.

BZCS ako prevadzkovatel’ medzibankového platobného systému ukoncilo svoju ¢innost’
k 31. decembru 2002 a od 1. januara 2003 sa prevadzkovatelom nového medzibankového
platobného systému (SIPS) stala NBS. Medzibankovy platobny systém SIPS predstavuje v
sucasnosti v Slovenskej republike jediny platobny systém pre spracovanie a zuctovanie
tuzemskych platieb. Spracovanie a zii¢tovanie platieb je plne automatizované, pri€om sa prenos
udajov medzi NBS a ucastnikmi SIPS (komer¢né banky, pobocky zahrani¢nych bank,
Eximbanka a dva nebankové subjekty - Autoriza¢né centrum Slovenska, a.s. a Burza cennych
papierov Bratislava, a.s.) realizuje vyhradne v elektronickej forme.

3 Matematicky aparat tedrie grafov

Teoria grafov predstavuje vhodny ndstroj na tvorbu matematickych modelov pre
najroznejsie typy problémov. Aj modelovanie vzdjomného zapocitavania finanénych dlhov na
jej baze je toho vhodnym prikladom, pretoze najjednoduchsie mozno graf charakterizovat’ ako
objekt, ktory vznikne pospdjanim vrcholov ¢iarami. Tedria grafov, ako samostatnd matematicka
disciplina, je pritom pomerne nova vedna disciplina — vV rdmci rozvoja matematickych disciplin
vznikla neskoro, az v prvej polovici 20. storocia (aj ked’ prvé kroky v tejto oblasti podnikal uz
Euler v r 18. storo¢i - riesil problém siedmich mostov mesta Konigsbergu a svoje zavery v roku
1736 zhrnul v praci Solutio problemas ad geometriam situs pertinentis.). Za definitivny vznik
modernej tedrie grafov mozno povazovat’ rok 1936, v ktorom mad’arsky matematik Konig
publikoval prvii monografiu z tedrie grafov. V poslednych desatrociach sa aplikacia teorie
grafov zna¢ne rozsiruje a to hlavne kvoéli vyraznému rozvoju vypoctovej techniky.

Dalej bude prezentovany teoreticky zaklad pre modelovanie vzajomného zapoditavania
dIznickych vztahov, ktory vychadza predovsetkym z (Brezina a kol. 2012) a buda uvedené
zakladné pojmy, ktoré budeme pouzivat’ v nasledujicom texte:

Nech U ={ui} (i=1, 2, ..., n) je mnozina n prvkov, K=U x U a H ¢ K (H je l'ubovol'na
podmnozina mnoziny vsetkych kombinacii druhej triedy prvkov mnoziny U).

Neorientovanym grafom nazyvame dvojicu G = (U, H). Ak graf G obsahuje kone¢ny
pocet prvkov, a teda mnozina U U H je kone¢na, hovorime o koneénom neorientovanom grafe.
Graf G tvoria prvky grafu, st to jeho vrcholy a hrany. Vrcholy reprezentuju prvky mnoziny U,
oznacujeme ich Ui (i =1, 2, ..., n). Hrany reprezentuji prvky mnoziny H, oznacujeme ich hij,
alebo ako neusporiadanti dvojicu {ui, Uj}.
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V pripade, ak je hrana danéd zaCiatocnym a koncovym vrcholom, v grafe oznaCovana
Sipkou, hovorime o orientovanej hrane, je to usporiadana dvojica vrcholov (Ui, Uj) a oznacujeme

ju hi j. Orientovany graf je teda taky graf, ktorého vSetky hrany st orientované, teda kazda z nich
spaja usporiadanu dvojicu vrcholov grafu

Nech U = {ui} (i=1, 2, ..., n) je l'ubovolna mnozina n prvkov a H je l'ubovolna
podmnozina mnoziny W, t. j. vSetkych variacii druhej triedy bez opakovania prvkov mnoziny
U (H < W). Potom usporiadanti dvojicu G = (U, H) nazyvame orientovany graf.

Neorientovany graf predstavuje Specidlny pripad orientovaného grafu (kazda
neorientovand hrana je nahradena dvojicou orientovanych hran s opacnou orientaciou), je to
vlastne neusporiadana dvojica vrcholov (Ui, Uj).

Kompletny (Gplny) graf je taky graf, v ktorom su kazdé dva r6zne vrcholy susedné, teda
spojené hranou (neobsahuje slucky - taka hrana, ktora sa zac¢ina a kon¢i sa v tom istom vrchole,
a rovnobezné hrany).

Pod pojmom sled rozumieme kazdu alternujiicu postupnost’ vrcholov a hran grafu, ktora
sa zacina a kon¢i sa vrcholom. Sled v grafe zo zaciatocného vrcholu U1 do koncového vrcholu
Un tvori konecna postupnost’ vrcholov Ui, Uz, ..., Un s vlastnostou, Ze dva po sebe nasledujlice
vrcholy ui a ui+1 st spojené hranou.

V pripade, ak s zaciatocny a konecny vrchol sledu rézne, teda Ui # Un, hovorime o
otvorenom slede. Ak su zaciato¢ny a koneény vrchol sledu totozné, teda Ui = Un, hovorime o
uzavretom slede. Taky sled, v ktorom sa neopakuje Ziadna hrana, nazyvame t'ah. V pripade, ze
ide taky sled, v ktorom sa neopakuje Ziaden vrchol, hovorime o ceste. Ak existuje taka uzavreta
cesta, ktorda mé aspon jednu hranu (neopakuje sa v nej ziaden vrchol okrem zaciatoéného, ktory
je sucasne kone¢nym), hovorime o cykle.

O hranovo ohodnotenom grafe G = (U, H) hovorime vtedy, ak kazdej neorientovanej
hrane {ui, uj}, resp. orientovanej hrane (ui, uj), hij € H je priradeny realny Ciselny udaj Kij
oznacovany ako ohodnotenie hrany hjj. Za hranovo ohodnoteny graf mozno oznacit
usporiadanu trojicu G = (U, H, k), kde U je mnozina vrcholov, H mnozina hran a K je realna
funkcia definovana na mnozine H.

Pod pojmom subjekt budeme rozumiet’ taky ekonomicky subjekt, ktory ma voci inym
ekonomickym subjektom zavizky a/alebo pohl'adavky. Subjekt i bude v grafe reprezentovany
vrcholom ui, vo vyslednom rieSeni mozno subjekt pomenovat’ ako dlznicky subjekt.

DlzZnicky vztah medzi dvoma subjektmi predstavuje taky vzt'ah, v ktorom jeden dlznicky
subjekt (dlznik) d1zi druhému dlznickemu subjektu (veritel') hodnotu kij. V' grafe predstavuje
takyto vztah medzi i-tym subjektom reprezentovanym vrcholom u; aj-tym subjektom

reprezentovanym vrcholom U;j orientovand hrana Hij s ohodnotenim kij. Pre dlZnika je tento
vztah zavdzkom, pre veritel'a pohl'addvkou. Vztah moze byt tvoreny niekol'kymi zavizkami
alebo pohl'addvkami, ktoré mohli vzniknut’ nezavisle od seba pri r6znych transakciach, tento
vztah teda predstavuje kumulovany zavézok, resp. pohladavku. Po vzdjomnom vyrovnani
zavizkov a pohl'adavok je tento vzt'ah oznacovany ako dlznicky vzt'ah.

Dlznicku Strukturu predstavuje uzavretd mnozina dlznickych subjektov a vsetkych
dlZnickych vztahov medzi nimi, ktorit moZno zobrazit’ pomocou orientovaného ohodnotené¢ho
grafu G = (U, H, k).

4 Tvorba dlZznickych vzt’ahov

Predpokladajme dlznicky systém G = (U, H, k), ktory tvori mnozinu s n subjektmi, ktoré

maji vzajomne medzi sebou m nenulovych vztahov (reprezentované orientovanymi hanami hi i
s ohodnotenim kijj). VySku vztahu (zaviazku) v peniaznych jednotkach (zavézok i-teho subjektu
voci j-temu subjektu) oznacime Vij.
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4.1 Matematické vyjadrenie

Ulohou vzijomného zapoétu zavizkov medzi jednotlivymi subjektmi je zniZit' objem
dlznickych vzt'ahov medzi jednotlivymi subjektmi jednotlivo. Hodnota zniZenia dlznickeho
vztahu yj (i, j = 1, 2, ..., n) sa oznacuje ako zjj (i, ] = 1, 2, ..., n). Rozdiel tychto vzdjomnych
vztahov predstavuje tzv. dlznicke vztahy a tie st reprezentovane hodnotou dlhu oznacovanou
akodij(i,j=1,2,...,n).

Pretoze vzajomné vztahy mozno zniZzovat len do nulovej hodnoty (maximalne do ich
vysky), musi pre vsetky zjj (i, ] = 1, 2, ..., n) platit

Zij < Yj (,j=1,2,..,n) 1)

Pre urcenie vysky dlhu, resp. hodnoty dlhového vztahu djj (i, j = 1, 2, ..., n), ktora bude
predstavovat’ rozdiel vzajomnych zavidzkov sa vychadza z nezniZzenych (nezapocitanych)
vztahov jednotlivych subjektov a prei, j =1, 2, ..., n plati:

ak yij > yji, potom zij = yji @ dij = ij — Yji, resp. zij = yij — dij; (2)
ak yij < yji, potom zjj = yjj a dij neexistuje, resp. dij = 0; (3)
ak yij = yji, potom zjj = yij, resp. zij = yji a dij = 0. 4)

Z dovodu zachovania vyrovnanej bilancie pohl'adavok a zaviazkov kazdého dlznickeho
subjektu musi platit’ pre i-ty subjekt podmienka:

n n
2% =27 ®)
j=1 =1

(i) (i#i)

Inymi slovami, musi platit’ vztah, v ktorom suma zniZenia pohl'adavok sa rovnd sume
znizenia zavazkov. Pre cely dlznicky systém dostaneme sustavu n rovnic a m nerovnic, kde n
je pocet dlznickych subjektov a m je pocet nenulovych dlznickych vztahov systému.

Po uvedenom upraveni vzijomnych vztahov a vytvoreni dlznickych vztahov mozno
problém riesit na zaklade rdznych pristupov. Castym je pristup vychadzajici z tloh
0 maximalnom toku s cielom maximalizovat’ hodnotu zapocitania (Babej, 2012). V tomto
pripade je cielom pre kazdy nenulovy dlZnicky vzt'ah najst’ zniZenie, tak aby suma znizenia z;j

(i,j=1,2, ..., n) vietkych dlznickych vztahov bola maximalna ZZ z; — max.

]
Iny pristup spociva v minimalizovani dlZnickych vztahov, resp. dlhov. Tie méZu byt
reprezentované napr. hodnotami zavazkov yij (i, j = 1, 2, ..., n), respektive priamo hodnotami

dlhov dj (i, j = 1, 2, ..., n) alebo uz vzajomne zapocitanymi zavizkami y 5 (i, j = 1, 2, ..., n),

ktoré predstavuju zostatkové zavizky jednotlivych subjektov. Teda ZZ y; — min , prip.

i=1 j=1
Zn:zn:dij — min alebo izn: Y5 — min .

i=1 j=1 i=1 j=

Vsetky uvedené pristupy vzhl'adom na jeden ciel’ moZno riesit’ ako klasicky pripad ulohy
matematického programovania s n premennymi a sustavou m obmedzujtcich vzt'ahov s cielom
maximalizovat’ hodnotu zapocitania alebo minimalizovat’ dlznicke vztahy.

4.2 Vyjadrenie problému pomocou grafu

Matematickym modelom dlznickeho systému je cyklicky orientovany graf G = (U, H, k).
Pomocou orientovaného grafu G = (U, H, k) mézeme zobrazit’ vztahy medzi veriteImi a
dlznikmi, tieto subjekty v grafe predstavuju jednotlivé vrcholy, hrany v grafe reprezentuju dl1zné
vzt'ahy a ohodnotenie hran predstavuje vysku dlhu medzi dvoma subjektmi (veritel’ a dlznik).

Hrany ﬁij (1,j=1,2,...,n) vorientovanom grafe G = (U, H, k) st orientované smerom od
dlznika k veritel'ovi. Hrany, ktoré vstupuju do vrcholu, predstavuji pre dany vrchol (subjekt)
pohladavky a hrany, ktory z vrcholu vystupuju, predstavuju pre dany vrchol zavazok (Obr. 1),
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ich ohodnotenie prestavuje vysku dlhu, kde hodnota zavizku sa oznacuje ako yij (i, j =1, 2, ...,
n) a rozdiel tychto vzajomnych vzt'ahov (zavizkov) predstavuje tzv. dlznicke vzt'ahy (Obr. 2)
a tie st reprezentované hodnotou dlhu oznacovanou ako dij (i, j = 1, 2, ..., n).

Obr.1: Zobrazenie vzajomného vztahu

)4

subjekt 7 subjekt j

Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 2: Zobrazenie diznickeho vztahu

u. > U
! d. J

dlznik veritel

Zdroj: Vlastné spracovanie

Orientovany graf G = (U, H, k) zobrazujtci vzajomné vztahy mdze obsahovat’ 3 druhy
vrcholov (priklad moznych dlznickych vztahov reprezentuje Obr. 3):

- Zaciatocné vrcholy, z ktorych hrany iba vychadzaji a v grafe predstavuju také subjekty
(dlznikov), ktoré maju iba zavazky voci ostatnym subjektom.

- Vnutorné vrcholy, ktoré maju do nich vstupujuce a zaroven aj z nich vystupujuce hrany
a predstavuji subjekty, ktoré maji zavazky aj pohl'adavky.

- Koncové vrcholy, do ktorych hrany iba vstupuju a predstavuja tie subjekty (veritel'ov),
ktoré maju iba pohl'adavky.

Obr. 3: Zobrazenie dlhovej Struktury

Zdroj: Vlastné spracovanie
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5 Model vzajomného zapoctu

Model vzajomného zapoctu umoznuje efektivne minimalizovat’ objem transakecii, resp.
vysku jednotlivych zaviazkov pre skupinu subjektov, ktoré st ochotné si vzajomne ponizit’ svoje
zavdzky a zaroven plne reSpektuju takuto optimalizaciu. Musi sa pritom vzdy jednat’ o uzavreta
skupinu subjektov, medzi ktorymi existuje minimalne jeden vzt'ah.

5.1 Vychodiska a predpoklady modelu

Podstata modelu vzajomného zapoctu vychadza z literatry (Brezina a kol., 2012)
znameho problému hladania maximalneho toku prostrednictvom metdd linearneho
programovania. Problém maximalneho toku spociva v hladani maximéalneho toku, resp.
maximalnej moznej hodnoty, ktort umoziuju jednotlivé kapacity hran grafu z jedného
zaciatoného vrcholu Uz v grafe do posledného vrcholu Un.

V tom spoc¢iva hlavny rozdiel medzi modelom vzijomného zéapoctu a hladanim
maximalneho toku. Model vzajomného zapoétu neuvazuje s zaciatoénym vrcholom a ani
s koncovym vrcholom. Preto musia vsetky vrcholy v grafe predstavovat subjekty, ktoré mézu
byt tak dlznikmi ako aj veritelmi. Z toho vychéadza, Ze v grafe, nemo6zu existovat’ vyssie
uvedené zaciato¢né a ani koncové vrcholy a vSetky vrcholy v grafe musia byt vnutorné a inak
povedané, graf musi byt Gplny a stuvisly.

Graf musi teda popisovat’ vztahy medzi subjektmi, nie len dlznicke vztah a teda vsetky
hrany, ktoré obsahuje st orientované a nasobne. Tento fakt spociva v moznosti vytvorenia
novych dlhovych Struktar a medzi subjektmi, ktord inak nemaji vzajomné, resp. dlznicke
vzt'ahy. Prave vznik novych dlznickych vztahov je zaklad optimalizécie vzajomnych zavizkov
Vv uzavretej skupine subjektov/dlznikov.

Dalsim $pecifikom typickym pre hladanie maximalneho toku, ktory sa v modeloch
vzajomného zapoctu nemdze nachadzat’ je podmienka, ze hodnota toku nemoéze prekrocit
kapacitu jednotlivych hran. Prave naopak, v pripade modelu vzajomného zapoctu je tento stav
zelany, nakol'ko predstavuje minimalizaciu poctu transakénych operécii, resp. minimalizuje
pocet vztahov. V praxi to znamend, ze ak mal subjekt povodne zavizky napr. voci trom
subjektom, tak po implementacii modelu moze mat’ zdviazok iba voci jednému subjektu ale
V hodnote vSetkych troch zavdzkov. Sumarna hodnota vSetkych jeho dlhov sa ale nemeni.

Z vyssie uvedeného vychadza, ze model vzajomného zépoctu predpoklada vznik novych
dlZnickych vztahov a preto je jeho zdkladnym predpokladom je existencia uplného stvislého
hranovo orientovaného grafu. Teda musi vzdy existovat’ vztah (hrana) z mnoziny H medzi
kazdym subjektom (vrcholom) z mnoZiny U. Tieto hrany st ohodnotené hodnotou zavizku yi;,
resp. upravenou vyskou dlhu dij medzi subjektom i a subjektom j. Aby sme mohli vytvorit’ nova
dlZnicku Struktaru, predpokladani v nami prezentovanom modeli, zavddzame hodnoty Cij,
vychadzajice z hodndt dij (pokial’ neexistuje vztah medzi subjektom i a subjektom j, tak di; =
0) v nasledujucom tvare:

dij +M akexistuje dij
Cij =10 ak i=] (6)
M ak neexistuje dij

kde M je vel'ké kladné redlne Cislo (M >>max ;. d;) .

Prave tato zmena hodndét dij na hodnoty cij na zaklade uvedeného vztahu (6) umoziuje
vytvorenie vzt'ahov medzi vSetkymi subjektmi, t.j. novej dlhovej Struktury a teda vytvorenie
uplného grafu.
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5.2 Formulacia modelu

Formulacia modelu vychadza z vysSie uvedenych predpokladov a prebera rovnaké
oznacenia jednotlivych premennych. Na rozdiel od uloh pre hl'adanie maximalneho toku
(Brezina a kol., 2012) alebo od iného modelu vzajomného zapoctu (Babej, 2012), ktory je
rovnako maximaliza¢ny, je nasledujici model minimalizac¢ny. Priorita teda nie je v hl'adani
maximalnej hodnoty, ktort je mozné vzéjomne zapocitat’ medzi jednotlivymi subjektmi, ale
naopak, v hl'adani minimalneho zostatku z dlhu, resp. zo vzajomnych zavéizkov.

Model riesi hodnoty zavizkov, ktoré st ozna¢ovane ako Yij, ale nakol’ko sa uz bude jednat’
0 hodnoty zaviazkov po vzajomnom zapocitani, budu d’alej kvoli zrozumitel'nosti oznacované
ako yij.

Nech xij je podiel dlhu cij, ktory ostane po zapocitani dlhov medzi subjektom i a j. Potom
tento podiel je dany vzt'ahom

Yi .

X;=—" preij= 1,2,..,n (7)
ij
ateday’j=cixjprei,j=1,2,..n.

Kedze xij predstavuje podiel na dlhu po zapocitani (zniZeného), teda zostatok dlhu, musi
prei,j=1,2, .., nplatit:
0<xj=<1. (8)

Vzajomny zapocet, teda kompenzaciu dlhu, predstavuje potom hodnotu 1 — x;.
Kompenzacia vzajomnych dlhov nesmie zmenit’ bilanciu dlhov subjektu i a musi platit’

iqﬁfxﬁzﬁpﬁ@—yJ prei=1,2, .. n. 9)
i1 =1

Nasledne celi ulohu minimalizacie vzdjomnych zavizkov mozZno formulovat
nasledovne:

min f(x)=> >y, (10)
i=1 j=1
y'ij:cijxij prei,j=1,2,..,n

n n )
_Zlcij (1—Xij)—_zlcji(1— in)=0 prei=1,2,..,n
j= j=

0<x;<1 prei,j=1,2,..,n

5.3 Upraveny model — model minimalizacie dlhu

VyuZzivanie premennej Xjj vychadza z potreby poznat’ hodnotu podielu cij na zostatkovom
dlhu po vzajomnom zapocitani (i, j = 1, 2, ..., n). To ale nie je vzdy potrebné poznat’ a niekedy
postacuje vyrieSit’ len samotn(i hodnotu dlhu po vzajomnom zapocitani yi(i, j = 1, 2, ..., n).
Vtedy je mozné pouzit’ zjednoduseny model, ktory v niektorych pripadoch dosahuje vysledky
s eSte nizSim poctom zostatkovych vztahov ateda nizSim poctom transakcii (hrdn vo
vyslednom grafe).

Ak y’ij je dlh, ktory ostane po zapocitani dlhov medzi subjektom iaj (i,j =1, 2, ..., n),
potom rozdiel medzi podvodnym dlhom dj; a zostatkovym dlhom y’jj predstavuje vzajomny
zapocet. Tento zapocCet nesmie zmenit’ bilanciu dlhov subjektu i, teda musi platit’

D=y =>di =Dy prei=1,2,..,n (11)
=1 =L j=L =L
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V upravenom modeli sa jedna v principe o rovnaky vztah pre uréenie vzajomnej bilancie
ako v predchadzajicom zapise modelu a tedaprei, j =1, 2, ..., N nie je nutné vychadzat’ z Gipravy
dlhov djj na cjj prostrednictvom M. Samozrejme, v zapise ale mozno pouzit' aj hodnoty cj
namiesto di.

Avsak upraveny model je prioritne na minimalizaciu dlhu a teda pokial’ nie je nutné riesit
vzajomné zapocitavanie, méze model vychddzat' z povodného, resp. zdkladného stavu
zavazkov opisaného premennymi Yijj (i, j = 1, 2, ..., n). Model potom mozno aplikovat’ bez
akychkol'vek tprav so vztahom:

Zyij _Zy,ij :zyji _Zy,ji pre = 1, 2, e N (12)
j=1 j=1 j=1 j=1

V ramci obmedzenia dlhu, ktory méze vzniknit' ako novy vzt'ah mozno stanovit horny
limit vel’kosti dlhu ako L, pricom plati (i, j=1, 2, ..., n):

0<y%5<L. (13)

Nésledne tlohu minimalizacie dlhu, ak nie je nutné riesit’ vzajomné zapocitavanie, mozno
formulovat’ nasledovne:

min f(x) = ZZ Y (14)

i=1 j=1

DV =YYy prei=12,..n
i1 i1 i1 =1
O<y,<L i,j=1,2..n

Ak by pri aplikacii bolo poZzadované vzijomné zapocitanie zavdzkov medzi dvoma
subjektami, tak by premenné Yijj vV zapise nahradili premenné djj (i, j = 1, 2, ..., n).

6 Aplikacia modelu

V tejto Casti je porovnanie uvedenych modelov z modelmi, ktoré vychadzaji z inych
pristupov.

Zadanie prikladu je totozné s prikladom, na ktorom bol ilustrovany priklad, ktory
optimalizuje vzajomné zapocitavanie zavidzkov s vyuzitim cyklov v grafe (Gazda, 2003).
Celkova hodnota dlhov, resp. zostatkovych zdvizkov po vzajomnom zapocitani medzi piatimi
subjektmi bola 25 jednotiek a predpoklada 7 transakcii (ahrad). Toto zadanie je znazornené
v tabul’ke (Tab. 1) a v obrazku (Obr. 4) nizsie.

Tab.1: Zadanie prikladu

Vrchol | ug U2 Us U4 Us
up 0 2 5 0 0
Uz 0 0 1 0 3
Us 0 0 0 4 0
Us 0 0 0 0 8
Us 2 0 0 0 0

Zdroj: Gazda, 2003
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Obr.4: Zadanie prikladu

Zdroj: Vlastné spracovanie

Riesenie tohto modelu vzajomného zapoditavania zaviazkov s vyuzitim cyklov v grafe
(Gazda, 2003) je v tabul’ke (Tab. 2) a v obrazku (Obr. 5). Vysledkom optimalizacie je zniZenie
celkového dlhu na 14 jednotiek a pocet transakcii klesol na 6.

Tab. 2: Vysledky modelu s vyuzitim cyklov

Vrchol | ug U2 Us U4 Us
Ur 0 1,38 | 2,38 | 1,24 0
Uz 0 0 0 0 | 3,38
Us 0 0 0 0 |038
Ua 0 0 0 0 |524
Us 0 0 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 5: Vysledky modelu s vyuzitim cyklov

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Dal§im ilustrovanym rieSenim je rieSenie modelu maximalizacie zapo&tu (Babej, 2012)
vyjadreného prostrednictvom matice, ktora vyjadruje zostatok po zapocitani, resp. koeficient
zostatku z upraveného pdvodného dlhu. Tato uprava spocivala v pripocitani M (v tomto pripade
M = 10) z dévodu ziskania upIlného grafu, teda vSetkych moznych vztahov medzi dlznickymi
subjektmi. Toto upravené zadanie, ako aj matica koeficientov a vysledok modelu st
v nasledovnych tabul’kach (Tab. 3, Tab. 4 a Tab. 5) a vysledok reprezentuje obrazok (Obr.6).

Tab. 3: Upravené zadanie (cij)

Vrchol | ug U2 us Us Us
u 0 | 12 | 15 | 10 | 10
Uz 10 0 11 10 13
Us 10 10 0 14 10
Ua 10 10 10 0 18
Us 12 10 10 10 0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tab. 4: Matica koeficientov (xi)

Vrchol | ug U2 Us U4 Us
U1 0 0 0 0 0,5
Uz 0 0 0 0,154
us 0 0 0 0 0
Us 0 0 0,2 0 | 0111
Us 0 0 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tab. 5: RieSenie pri maximalizdcii zdpoctu.

Vrchol | w Uy Us U4 Us

U1 0 0 0 0 5
Uy 0 0 0 0 2
us 0 0 0 0 0
U4 0 0 2 0 2
Us 0 0 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Obr. 6: Vysledok pri maximalizacii zapoctu.

Zdroj: Vlastné spracovanie

Takéto rieSenie umoziuje znizenie celkového dlhu na 11 jednotiek a na 4 transakcie po
vzajomnom zapocitani zavdzkov. Rovnaké vysledky dosahuje aj tu popisany model
minimalizacie dlhu. Hlavny rozdiel je ale v naroc¢nosti vypoc¢tu a model poskytuje rovno
vysledny dlh, resp. vyslednu $truktiru zavdzkov bez nutnosti prepocitavania vysledku z matice
koeficientov (ale rovnako maticu koeficientov obsahuje).

Zasadny rozdiel oproti predchadzajuicemu modelu predstavuje uz upraveny model, ktory
si nevyzaduje upravu vstupnych udajov a je mozné ho pocitat’ zo zaciato¢ného stavu zavizkov
bez vykonania vzajomnych zipoctov medzi dvoma subjektmi. Tento stav je ilustrovany
v tabulke (Tab. 6) ahodnota celkového dlhu je 53 jednotick. Po vzajomnom zapocitani
zavdzkov by vznikla matica dlhov, na ktorej st ilustrované vsetky vySSie uvedené modeli
(Tab. 1).

Tab. 6: Zaciatocny stav zavizkov bez zapocitania.

Vrchol | uz Uz Us Uy Us

up 0 5 7 0 4
U2 3 0 4 0 5
us 2 3 0 4 0
Us 0 0 0 0 8
Us 6 2 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Zjednodusenie vypoctu a mensi pocet matematickych operacii nie je ale jedina vyhoda
upravené¢ho modelu. Tento model rovnako minimalizuje dlh, teda vysledok 11 jednotiek je
zhodny s modelom maximalizacie zapoftu ako aj s modelom minimalizacie dlhu pri
vzdjomnom zapocCitani zavizkov. AvSak oproti tymto modelom, upraveny model umoznil
znizenie vyslednych transakcii na 3. Tato skutocnost’, ako aj vysledky su uvedené v tabul'ke
(Tab. 7) a v obrazku (Obr. 7).
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Tab. 7: Vysledky upraveného modelu

Vrchol | w U Us U4 Us

U1 0 0 0 0 5
uz 0 0 2 0 0
us 0 0 0 0 0
Us 0 0 0 0 4
Us 0 0 0 0 0

Zdroj: Vlastné spracovanie

Obr. 7: Vysledky upraveného modelu

Zdroj: Vlastné spracovanie

7 Zaver

Modely zamerané na optimalizaciu vzdjomného zdpocCtu zaviazkov, predovSetkym
finan¢nych zavézkov, vzajomnych dlhov, sa na Slovensku historicky zameriavaj na aplikaciu
teorie a modelov matematického programovania. Prezentovany prispevok rozvija teoriu a prax
vzajomného zapocitavania zaviazkov.

Jadrom prispevku je formuléacia vychodisk a predpokladov modelu, na zaklade ktorych je
zostaveny vlastny model kompenzacie dlhu. Origindlnou je modifikacia uZ zndmych modelov
(Babej, 2012; Gazda, 2003) zalozena na minimalizacii dlhu, ktora vedie nielen k celkovej
minimalizacii dlhu medzi jednotlivymi subjektmi dlznickej Struktary, ale aj k zniZeniu poctu
dlznickych vztahov medzi jednotlivymi subjektmi.

Experimentalne vypocty boli aplikované na modeli s piatimi subjektmi s predpokladom
7 transakcii, ktory je totozny s ilustrativnym prikladom pouzitym uz Gazdom, aby bolo mozné
porovnat’ dosiahnuté vysledky. Z dosiahnutych vysledkov moZzno konstatovat,, Ze prezentovany
model dosiahol lepsie vysledky vzajomného zapocitania dlhov, ako boli povodne dosiahnuté
Gazdom, 2003, (zniZenie celkového dlhu na 14 jednotiek) a rovnaké vysledky vzajomného
zapocitania dlhov ako dosiahol vo svojej praci Babej, 2013.

Babej, 2013, vo svojej praci dosiahol znizenie celkového dlhu na 11 jednotiek pri
existencii 4 transakcii (vzt'ahov medzi subjektmi), nami prezentovany model dosiahol znizenie
celkového dlhu taktiez na 11 jednotiek, ale pri existencii len 3 transakcii, teda znizil sa pocet
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dlZznickych vzt'ahov medzi jednotlivymi subjektmi, o vedie k zjednoduseniu vzajomného
vyrovnavania dlhov.

Problém vzijomného zapocitavania zavizkov moéze byt aktualny aj v inych

hospodarskych oblastiach, napr. zapocitavanie doddvok a odberu elektrickej energie z
elektrickej sustavy, ako aj v spoloCenskej sfére, kde mozno uvazovat o vzajomnom
zapocitavani oducenych hodin medzi jednotlivymi subjektmi v rdmci vzdeldvacej institicie a
podobne. Prezentovany pristup predstavuje zaujimavy ndstroj zefektivnenia vzdjomného
zapocitavania zadvizkov medzi subjektmi v dlznickej Strukture zalozeny na teoérii a modeloch
matematického programovania na baze teorie grafov.
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