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Abstrakt

KLIMAN, Roman: Regresné modely v programovacom jazyku R. — Ekonomicka univerzita

v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra Statistiky. — Vedutci zaverecnej

prace: Ing. Patrik Mihalech Bratislava: FHI EU, 2023, 56 s.

Bakalarska praca je vypracovana na tému: Regresné modely v programovacom jazyku R a je
rozdelena do troch kapitol. Regresné modely maju svoje nezastupitel'né miesto v $tatisticke;j

analyze a tiez sa vyznacuju tym, Ze maju Siroké spektrum vyuzitia.

Cielom naSej bakalarskej prace bolo priblizit' vyuZzitie regresnych modelov v
programovacom jazyku R, ¢i uz z hl'adiska historického, teda ich vyvoja ale aj z hl'adiska
vyuzitia v praxi. V' prvej kapitole sa zameriavame na historiu jazyka R, jeho sucasny stav
a baliky potrebné pre regresni analyzu. TieZ sme si priblizili jeho vyhody a nevyhody
vV porovnani s inymi Statistickymi balikmi. V druhej kapitole sme sa snazili podobnejsie
popisat, ¢o je podstatou regresnej analyzy a blizSie sa venujeme regresnému modelu,
ktorého vlastnosti vysvetlujeme prostrednictvom linedrneho regresného modelu.
Podrobnejsie sme si vysvetlili niektoré Statistické techniky. V tretej kapitole sme sa snazili
pretavit’ teoretické poznatky do praktickych prikladov venovali sme sa skdmaniu vlastnosti
linedrneho regresného modelu na konkrétnych Gdajoch pomocou jazyka R

v programovacom prostredi RStudio.

KPuadové slova: jazyk R, RStudio, data, regresny model, metoda najmensich $tvorcov



Abstract

KLIMAN Roman: Regression models in the programming language R. — University of
Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of Statistics.
Supervisor of the final thesis: Ing. Patrik Mihalech Bratislava: FHI EU, 2023, 56 p.

The bachelor thesis is developed on the topic: Regression models in the R programming
language and is divided into three chapters. Regression models have their irreplaceable place
in statistical analysis and are also characterized by the fact that they have a wide range of
uses.

The goal of our bachelor's thesis was to approach the use of regression models in the
programming language R, both from the historical point of view, i.e. their development, but
also from the point of view of use in practice. In the first chapter, we focus on the history of
the R language, its current state, and the packages needed for regression analysis. We also
zoomed in on its pros and cons compared to other stats packages. In the second chapter, we
tried to describe the essence of regression analysis in a similar way, and we take a closer
look at the regression model, the properties of which we explain through the linear regression
model. We explained some statistical techniques in more detail. In the third chapter, we tried
to transform theoretical knowledge into practical examples, we devoted ourselves to
investigating the properties of the linear regression model on specific data using the R

language in the RStudio programming environment.

Keywords: language R, RStudio, data, regression model, least squares method
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Uvod

Regresna analyza sa zaober4 Statistickym modelovanim vzt'ahov medzi jednou alebo
viacerymi nezavislymi premennymi a jednou alebo viacerymi zavislymi premennymi.
Ciel'om regresnej analyzy je odhadnut’ vzt'ah medzi premennymi a pouzit’ tento model na
predpovedanie hodn6t zavislej premennej na zaklade hodn6t nezavislych premennych.
Existujii r6zne typy regresnych analyz, ale najCastejSie pouzivana je linearna regresia.
Linearna regresia sa pouziva, ked’ je zavisla premenna spojita a vysledny model je linearny
vzhl'adom k parametrom. Tento model sa ¢asto pouziva v ekonomii, marketingu a v réznych
vedeckych disciplinach, kde sa snazime odhadntt’ vzt'ah medzi dvoma premennymi. Jednym
Z najcastejSie pouzivanych jazykov na vytvaranie a skimanie regresnych modelov je vol'ne
dostupny jazyk R. V jazyku R je k dispozicii mnozstvo balikov a funkcii, ktoré nam
umoziuju vytvarat’ a vizualizovat’ prave tieto modely. Na pracu s jazykom R sa pouziva
programovacie prostredie RStudio, ktoré umoziiuje pouzivatelom prehl'adne organizovat’

svoje projekty a subory vratane importu a exportu dat.

V prvej kapitole bakalarskej prace sa zaoberame histériou jazyka R, jazykom S, ktory
je jeho predchodcom a filozofiou jazyka S, ktora tvori zaklad dnesného jazyka R.
Pokracovanim Kkapitoly je stasny stav jazyka R, jeho zakladné vlastnosti, vyhody
a nevyhody pouzivania jazyka R. Na lepSiu pracu s jazykom R sa pouZiva programovacie
prostredie RStudio. Jazyk R a Rstudio st vol'ne dostupné a nie je potrebné si kupovat
licenciu na ich pouzivanie. Na zjednodusenie prace s jazykom R sa v prostredi RStudio
vyuziva mnozstvo dostupnych balikov (packages), ktoré si cez RStuido vieme nainstalovat’.
Zaver prvej kapitoly tvori nacitanie samotnych balikov v prostredi RStudio a najcastejsie

pouzivanych balikov R potrebnych pre regresni analyzu.

V druhej kapitole bakalarskej prace sa venujeme cielom a metodike prace. Metodika
prace je rozdelena na dve Casti. V prvej Casti sa zameriavame na objasnenie regresnej
analyzy. V druhej Casti sa zameriavame na regresny model a blizsie sa venujeme linearnemu

regresnému modelu a jeho aspektom.

Prakticka Cast’ bakalarskej prace je venovana prepajaniu linedrneho regresného modelu
s jazykom R v programovacom prostredi RStudio. V praktickej ¢asti pouzivame konkrétne

datové udaje na ktorych testujeme vlastnosti linearneho regresného modelu.



1 Sucasny stav rieSenej problematiky

1.1 Historia jazyka R

Z hladiska historického vyvoja je programovaci jazyk R dialektom jazyka S. Ten
neprisiel spomedzi tradi¢nych programovacich jazykov. Cielom jeho autorov bolo
vymysliet’, ako ul'ah¢it’ analyzu udajov. KIai¢ovym bodom tu bol prechod od pouzivatel'a
ku vyvojarovi. Jazyk R si zachovalo pévodnu filozofiu jazyka S, teda poskytnut’ jednak

interaktivitu pri praci a jednak moznost’ vyvoja novych nastrojov.*

1.2 Jazyk S

S je jazyk, ktory vyvinul John Chambers a d’al$i v starych Bell Telephone
Laboratories, povodne sucastou AT&T Corp. S bol spusteny v roku 1976 ako prostredie
internej Statistickej analyzy — povodne implementované ako kniznice Fortran. Skoré verzie
jazyka neobsahovali ani funkcie pre Statistické modelovanie.

V roku 1988 bol systém prepisany do C a zacal sa podobat’ systému, ktory méame
dnes (toto bola verzia jazyka 3). Kniha Statistical Models in S od Chambersa a Hastieho
dokumentuje funkénost’ Statistickej analyzy. Verzia 4, jazyka S bola vydana v roku 1998 a
je to verzia, ktoru pouzivame v stcasnosti. Kniha Programming with Data od Johna
Chambersa dokumentuje tato verziu jazyka.

Od zaciatku 90. rokov sa zivot jazyka S uberal dost’ kl'ukatou cestou. V roku 1993
spolo¢nost’ Bell Labs udelila spolo¢nosti StatSci (neskor Insightful Corp.) exkluzivnu
licenciu na vyvoj a predaj jazyka S. V roku 2004 Insightful kuapil jazyk S od spolo¢nosti
Lucent za 2 miliény dolarov. V roku 2006 Alcatel kapil Lucent Technologies a teraz sa
nazyva Alcatel-Lucent.

Insightful predal svoju implementaciu jazyka S pod produktovym ndzvom S-PLUS
a na jeho vrchole postavil mnozstvo efektnych funkcii (vd¢Sinou GUI) — teda ,,PLUS.

V roku 2008 ziskala spolocnost’ Insightful spolo¢nost’ TIBCO za 25 milionov
dolarov. Spolo¢nost TIBCO je sucasnym vlastnikom jazyka S a je jeho vyhradnym
vyvojarom.

Zé&klady samotného jazyka S sa od vydania knihy Progamming with Data od Johna

Chambersa v roku 1998 dramaticky nezmenili. V roku 1998 ziskal jazyk S cenu Asociacie

t Microsoft R Application Network. A (Brief) History of R. [online]. [cit. 2023-05-12]. Dostupné na: <
https://mran.microsoft.com/documents/what-is-r#rhistory>
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pre pocitacové stroje za softvérovy systém, ¢o je vysoko prestizne ocenenie v oblasti

informatiky.?

1.2.1 Filozofia jazyka S

Vseobecnu filozofiu jazyka S je dolezité pochopit’ pre pouzivatel'ov S a R, pretoze
pripravuje zazemie pre navrh samotného jazyka, o mnohi star§i pouZzivatelia programu
povazuju za trochu zvlaStne a mituce. Predovsetkym je dolezité si uvedomit’, ze jazyk S mal
svoje korene v analyze udajov a nepochadzal z prostredia tradicného programovacieho
jazyka. Jeho vyndlezcovia sa zamerali na to, ako ul'ah¢it’ analyzu tidajov najprv pre seba
a v neposlednom rade aj pre ostatnych.

V Stages in the Evolution of S John Chambers piSe:

,»Chceli sme, aby pouzivatelia mohli zacat v interaktivnom prostredi, kde sa vedome
nepovazuju za programovanie. Nasledne po vyjasneni ich potrieb sa ich sofistikovanost sa
zvysila, mali by byt schopni postupne skiznut do programovania, ked sa jazykové a
systémové aspekty stanii déleZitejsimi.

KTl'acovou cCast'ou tu bolo prepojenie od pouzivatela k vyvojarovi. Chceli vytvorit
jazyk, ktory by mohol l'ahko slizit' obom ,,ludom®. Z technického hl'adiska potrebovali
vytvorit’ jazyk, ktory by bol vhodny na interaktivnu analyzu tdajov, ako aj na pisanie dlhsich

programov.*

2 PENG, D. Roger. R Programming for Data Science. 5.Vydanie. Vydavatel'stvo LULU, 2016. 194s. ISBN
978-1365056826.

3 Jasonheppler. BootcampR: An Introduction to R. [online]. [cit. 2023-04-18]. Dostupné na:
https://jasonheppler.org/courses/bootcampr.2020/reading/02-reading/

4 Jasonheppler. BootcampR: An Introduction to R. [online]. [cit. 2023-04-18]. Dostupné na:
https://jasonheppler.org/courses/bootcampr.2020/reading/02-reading/
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1.3 Jazyk R

Jazyk R sa zacal pouzivat’ pomerne dost’ po vyvinuti jazyka S. Jednym z kl'aiovych
obmedzeni jazyka S bolo, Ze bol dostupny iba v komerénom baliku S-PLUS. V roku 1991
vytvorili jazyk R Ross lhaka a Robert Gentleman na Katedre Statistiky Univerzity v
Aucklande. V roku 1993 bolo prvé predstavenie jazyka R verejnosti. Skusenosti Rossa a
Roberta s vyvojom R st zdokumentované v €lanku z roku 1996 v casopise Journal of
Computational and Graphical Statistics:®

V roku 1995 Martin Méchler vyznamne prispel tym, Ze presvedcil Rossa a Roberta,
aby pouzili GNU General Public License na vytvorenie R slobodného softvéru. To bolo
kritické, pretoze to umoznilo, aby zdrojovy kéd celého systému R bol pristupny kazdému,
kto si ho chcel vyskusat’ (slobodnému softvéru sa budeme blizsie venovat’ v d’alSej Casti
prace).®

V roku 1996 bol vytvoreny verejny mailing list (R-help a R-devel zoznamy) a v roku
1997 bola vytvorena R Core Group, ktora obsahovala niektorych I'udi spojenych s jazykom
S aS-PLUS. V stcasnosti hlavna skupina riadi zdrojovy kod pre R a je schopna kontrolovat
zmeny v hlavnom zdrojovom strome R. Nakoniec bola v roku 2000 pre verejnost’ uvol'nena

verziaR 1.0.0.7

1.3.1 Slobodny softvér

Hlavnou vyhodou, ktorit ma R oproti mnohym inym Statistickym balikom, je, Ze je
zadarmo. Autorské prava na primarny zdrojovy kdd pre jazyk R vlastni R Foundation a su
publikované pod GNU General Public License verzie 2.0.

Podl’a Free Software Foundation vam slobodny softvér poskytuje nasledujuce Styri slobody:
- Sloboda spustit’ program na akykol'vek ucel.
- Sloboda S$tudovat, ako program funguje a prisposobit’ ho svojim potrebam.

Predpokladom je pristup k zdrojovému kddu.

- Sloboda redistribdcie kopii, aby ste mohli poméct’ svojmu bliznemu.

% Ross lhaka a Robert Gentleman. R: Jazyk pre analyzu Gdajov a grafiku. Journal of Computational and
Graphical Statistics, 5(3):299-314, 1996.

6 Ross lhaka a Robert Gentleman. R: Jazyk pre analyzu Udajov a grafiku. Journal of Computational and
Graphical Statistics, 5(3):299-314, 1996.

7PENG, D. Roger. R Programming for Data Science. 5.Vydanie. Vydavatel'stvo LULU, 2016. 194s. ISBN
978-1365056826.
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- Sloboda vylepSovat’ program a zverejiiovat’ svoje vylepSenia tak, aby to robila cela

komunita®

1.3.2 Zakladné vlastnosti R

Velkou vyhodou jazyka R je, Ze jeho syntax Sa vel'mi podoba jazyku S, ¢o
pouzivatelom S-PLUS ul'ah¢ilo prepinanie. Zatial ¢o syntax R je takmer identicka so
syntaxou S, sémantika R, hoci je povrchne podobna S, je uplne odlisna. V skuto¢nosti je R
technicky ovel’a bliz$ie k jazyku Scheme ako k pévodnému jazyku S, pokial’ ide o to, ako R
funguje pod kapotou.®

Dnes R beZi na takmer kazdej Standardnej pocitacovej platforme a operacnom
systéme. Jeho open source povaha znamena, ze ktokol'vek mdze vol'ne prisposobit’ softvér
akejkol'vek platforme, ktoru si vyberie. V skuto¢nosti sa uvadza, Ze R beZi na modernych
tabletoch, telefonoch, PDA a hernych konzolach.°

Popularnou vlastnost'ou, ktorl jazyk R ma st ¢asté vydania, ktoré jazyk R zdiela s
mnohymi popularnymi open source projektmi. V stucasnosti existuje vel'ké ro¢né vydanie,
zvycajne v oktobri, kde st zalenené a zverejnené hlavné nové funkcie. V priebehu roka su
vzdy podla potreby vydavané mensie opravy chyb. Casté vydania a pravidelny cyklus
vydéavania naznacuju aktivny vyvoj softvéru a zaistuja, ze chyby budua v¢as odstraniované.
Samozrejme, zatial’ ¢o hlavni vyvojari ovladaji primarny zdrojovy strom pre R, mnoho l'udi
na celom svete prispieva vo forme novych funkcii, oprav chyb alebo oboch.*

Dal3ou kI'i¢ovou vyhodou, ktori ma R oproti mnohym inym $tatistickym balikom,
su jeho grafické moznosti. Schopnost’ R vytvarat’ grafiku ,,publikacnej kvality* existuje od
uplného zaciatku a vo vSeobecnosti bola lepSia ako konkurencné balicky. Dnes, ked’ je k
dispozicii ovela viac vizualizacnych balikov ako predtym, tento trend pokracuje. Zakladny
graficky systém R umoznuje vel'mi jemnu kontrolu nad v podstate kazdym aspektom grafu.
Iné novsie grafické systémy ako napriklad ggplot2 umoznuju komplexné a sofistikované

vizualizécie viacrozmernych Gdajov.*?

8 PENG, D. Roger. R Programming for Data Science. 5.Vydanie. Vydavatel'stvo LULU, 2016. 194s. ISBN
978-1365056826.

Tutorialspoint. R-Overview. [online]. [cit. 2023-04-18]. Dostupné na:
https://www.tutorialspoint.com/r/r_overview.htm

10 Tutorialspoint. R-Overview. [online]. [cit. 2023-04-18]. Dostupné na:
https://www.tutorialspoint.com/r/r_overview.htm

11 TechVidvan. 15 Features of R Programming you can’t afford to overlook. [online]. [cit. 2023-04-18].
Dostupné na: https://techvidvan.com/tutorials/r-features/

12 TechVidvan. 15 Features of R Programming you can’t afford to overlook. [online]. [cit. 2023-04-18].
Dostupné na: https://techvidvan.com/tutorials/r-features/
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Jazyk R si zachoval pévodnu filozofiu jazyka S, ktora spociva v tom, ze poskytuje
jazyk, ktory je uzitocny pre interaktivnu pracu, ale zaroven obsahuje vykonny programovaci
jazyk na vyvoj novych nastrojov. To umoziuje pouzivatel'ovi, ktory pouziva existujiice
nastroje a aplikuje ich na data, stat’ sa pomaly, ale isto vyvojarom, ktory vytvara nové
nastroje.'3

Napokon, jedna z vyhod pouZivania R nema ni¢ spolo¢né so samotnym jazykom, ale
skor s aktivnou a zivou pouzivatel'skou komunitou. V mnohych ohl'adoch je jazyk tspesny,
pretoze vytvara platformu, s ktorou méze vel'a I'udi vytvarat’ nové veci. R je platforma a
tisice I'udi na celom svete sa spojili, aby prispeli k jazyku R, vyvinuli balicky (packages) a

navzajom si pomahali pouZivat' R pre v$etky druhy aplikacii.**

1.3.3 Vyhody R

Bezplatné a open source:

Programovaci jazyk R je open source a je vydany pod licenciou General Public
License (GNU). To znamena, ze moézete vyuzivat vsetky funkcie R zadarmo bez
akychkol'vek obmedzeni alebo licenénych poziadaviek. Ked'Ze R je open source, kazdy je
vitany, aby mohol prispiet’ k projektu, a ked’ze je voI'ne dostupny, komunita open source

l'ahko zisti a opravi chyby®®.

Popularita:
Programovaci jazyk R sa najlepsie umiestnil na 8. mieste podla rebricku TIOBE

Index z augusta 2020 a najnovsie zdroje z aprila 2023 uvadzajd 16. miesto.'® Podl'a edX je
to druhy najpopularnej$i programovaci jazyk pre datova vedu hned za programovacim
jazykom Python. Popularita R tieZ znamena, ze na platforméch ako Stackoverflow existuje
rozsiahla komunitna podpora. R mé tieZ podrobnu online dokumentéciu, do ktorej mozu

pouzivatelia R konzultovat pomoc.*’

13 TechVidvan. 15 Features of R Programming you can’t afford to overlook. [online]. [cit. 2023-04-18].
Dostupné na: https://techvidvan.com/tutorials/r-features/

14 TechVidvan. 15 Features of R Programming you can’t afford to overlook. [online]. [cit. 2023-04-18].
Dostupné na: https://techvidvan.com/tutorials/r-features/

15 DataFlair. Pros and Cons of R Programming Language. [online]. [cit. 2023-04-19]. Dostupné
na:https://data-flair.training/blogs/pros-and-cons-of-r-programming-language/

1 TIOBE. Index for April 2023. [online]. [cit. 2023-04-18]. Dostupné na: https://www.tiobe.com/tiobe-
index/

17 DataFlair. Pros and Cons of R Programming Language. [online]. [cit. 2023-04-19]. Dostupné
na:https://data-flair.training/blogs/pros-and-cons-of-r-programming-language/
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Vysokokvalitnd vizualizicia:

Programovaci jazyk R je znamy kvalitnymi vizualizdciami. R ulahcuje kvalitné
vykreslovanie a vytvaranie grafov. Popularne kniznice ako napriklad ggplot2 obsahuju
estetické a vizuadlne dobre vyzerajice grafy, ktoré odliSuju R od inych programovacich

jazykov.18

Siroké uplatnenie v akademickej aj priemyselnej sfére:

Programovaci jazyk R je doveryhodny a Siroko pouzivany v akademickej komunite
na vyskum. R je stidle viac pouZivany vladnymi agentirami, socidlnymi médiami,
telekomunikaciami, finanénymi spolo¢nostami, elektronickymi obchodmi, vyrobnymi a
farmaceutickymi spolocnostami. Medzi najlepSie spolo¢nosti, ktoré pouzivaji R, patria
Amazon, Google, ANZ Bank, Twitter, LinkedIn, Facebook amnohé dalsie. Dobré
zvladnutie programovacieho jazyka R otvara vSetky druhy prilezitosti v akademickej sfére a

priemyslet®.

1.3.4 Nevyhody R

Ziadny programovaci jazyk ani systém §tatistickej analyzy nie su dokonalé. R ma
uréite mnozstvo nevyhod. Pre zaciatok, R je v podstate zaloZeny na takmer 50 rokov starej
technoldgii, ktora sa vracia k pévodnému systému S vyvinutému v Bell Labs. Podpora
dynamickej alebo 3-D grafiky bola pévodne malo zabudovana (ale veci sa od ,,starych ¢ias*
vyrazne zlepgili).?

Dal§im bezne uvadzanym obmedzenim R je, Ze objekty musia byt vo vieobecnosti
ulozené vo fyzickej pamiti. Je to Ciastocne kvdli pravidlam urcovania rozsahu jazyka. Na
rieSenie tohto problému vsak doslo k niekol'kym pokrokom, a to ako v jadre R, tak aj v

mnozstve balikov vyvinutych prispievatel'mi?!,

18 ROOT.CZ. Programovaci jazyk R: tvodni informace. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:
https://www.root.cz/clanky/programovaci-jazyk-r-uvodni-informace/

ROOT.CZ. Programovaci jazyk R: Gvodni informace. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:
https://www.root.cz/clanky/programovaci-jazyk-r-uvodni-informace/

20 ROOT.CZ. Programovaci jazyk R: ivodni informace. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:
https://www.root.cz/clanky/programovaci-jazyk-r-uvodni-informace/

2L https://data-flair.training/blogs/pros-and-cons-of-r-programming-language/
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1.4 R jazyk a R studio

R je programovaci jazyk, ktory spusta vypocty, zatial ¢o RStudio je integrované
vyvojove prostredie (IDE), ktoré poskytuje rozhranie pridanim mnohych pohodinych
funkcii a néastrojov. TakZze tak, ako pristup k rychlomeru, spdtnym zrkadlam a
navigaénému systému znaéne ulahluje jazdu, pouzivanie rozhrania RStudio vyrazne
ulahéuje aj pouzivanie R.?

Zékladné vyvojoveé prostredie R (v operacnom systéme Windows a macOS) tvori
textovy editor, pomocou ktorého pouZzivatel’ piSe zdrojovy kod v jazyku R, a prikazovy
riadok (konzola), v ktorom je odoslany kdd interpretovany. Grafické vystupy su
presmerované do samostatnych okien. Pre pohodlni priacu odporuCame pouzitie
integrovaného vyvojového prostredia RStudio, ktoré farebne zvyraziuje syntax,
poskytuje napovedu, spristupfiuje zoznam definovanych objektov, ulah¢uje tvorbu
dokumentacie a vel'a d’al$ich uZitoénych néstrojov.?

Zdrojovy kod sa na interpretaciu do prikazového riadku posiela typicky bud’ po
riadkoch alebo vyznacenim casti kodu, a stlacenim kombinacie klaves (Ctrl-Rv

zakladnom prostredi, a Ctrl-Enter v prostredi RStudio).

Prostredie sa sklada zo Styroch r6znych oblasti:

- Oblast skriptovania: V tejto oblasti mézeme otvarat’, vytvarat’ a pisat’ naSe skripty

- Oblast’ konzoly: Tato zdna je skutocnd konzola R, kde sa vykonavaju prikazy

- Oblast’ historie pracovného priestoru: V tejto oblasti mozete najst’ zoznam vsetkych
objektov vytvorenych v pracovnom priestore, kde pracujeme

- Oblast vizualizacie: V tejto oblasti mdzeme jednoducho nacitat’ baliky a otvérat’ subory

pomocnika R, ale ¢o je dolezitejsie, mdzeme si prezerat grafy?*

22 Mercury. Introduction to R and RStudio. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:
http://mercury.webster.edu/aleshunas/R_learning_infrastructure/Introduction_to_R_and_RStudio.html
23 Bookdown. Data Analysis and Processing with R based on IBIS data. . [online]. [cit. 2023-04-20].
Dostupné na: https://bookdown.org/kdonovan125/ibis_data_analysis_r4/#preface

24 Mercury. Introduction to R and RStudio. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:

http://mercury.webster.edu/aleshunas/R_learning_infrastructure/Introduction_to_R_and_RStudio.html
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.........

’ Oblast’ histérie pracovného priestoru
Oblast’ skriptovania

Files  Pots  Packages Help  Viewsr  Presentation

Oblast’ vizualizacie

Oblast’ konzoly

Obrazok 1 Prostredie Rstudio

Zdroj: Vlastné spracovanie

1.4.1 Instalacia jazyka R a Rstudia

Prva vec, ktortt musime urobit’, aby sme mohli za¢at’ s jazykom R je nainstalovat’
ho do pocitaca. R funguje takmer na kazdej dostupnej platforme vratane Siroko

dostupnych systémov Windows, Mac OS X a Linux.

Klikneme na nizSie uvedeny odkaz, ktory nas presmeruje na oficialnu stranku pre

stiahnutie jazyka R:

https://cran.r-project.org

Po insStalacii jazyka R si nainstalujeme programovacie prostredie Rstudio cez

niz§ie uvedeny odkaz, ktory nas opét’ presmeruje na oficidlnu stranku na stiahnutie:

https://posit.co

1.4.2 Baliky (packages) v jazyku R

Baliky R rozSiruju funkénost R poskytovanim dalSich funkcii, tdajov a
dokumentacie. Su napisané celosvetovou komunitou pouzivatel'ov R a daju sa bezplatne
stiahnut’ z internetu. St uloZené v adresari s ndzvom ,,library v prostredi R. Standardne
R nainitaluje sadu balikov podas instalacie. Dal3ie balicky sa pridavaju neskor, ked st

potrebné na konkrétny ucel. Ked spustime konzolu R, Standardne su k dispozicii iba
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predvolené balicky. Ostatné baliky, ktoré st uz nainStalované, musia byt explicitne

naditané, aby ich mohol pouzit program R?,

1.4.3 Instalacia balikov

Existuja dva spdsoby inStalacie balika R: jednoduchy spdsob a pokrocilejsi

sposob. Ako priklad uvedieme jeden z najstahovanejsich balikov ggplot2.
Na panely Subory v RStudio:

1. Klikneme na kartu ,,Packages*.

2. Klikneme na ,,Install* vedl'a polozky Aktualizovat'.

3. Zadame nazov balika v casti ,,Packages (nasobok oddel'te medzerou alebo
¢iarkou):“ V tomto pripade zaddme ggplot2.

4. Klikneme na ,,Install*.

Alternativnym, ale o nie¢o menej pohodlnym sposobom instalacie balika je napisanie
install.packages ("ggplot2") na panely konzoly RStudia a stlacenim
Return/Enter na klavesnici. Musime si dat’ pozor vSak na to aby okolo nézvu balika boli

uvedené tvodzovky?®.

1.4.4 Nacitanie balikov

Pripomenme si, Ze po nainStalovani balika ho musime ,,nacitat™. Inymi slovami,
musime ho ,,otvorit“. Urobime to pomocou prikazu 1ibrary (). Ak chceme napriklad
nacitat’ balik ggplot2, spustime nasledujici kéd na paneli konzoly. Pod pojmom
,spustit’ nasledujuci kod“ mame na mysli zadanie alebo skopirovanie a nésledné
prilepenie kédu 1ibrary (ggplot2) do panela konzoly a potom stlacenia klavesy

Enter.

Jednou vel'mi Castou chybou, ktort novi pouzivatelia R robia, ked’ chca pouzit
konkrétne baliky je, ze ich zabudnu ,,nacitat™ najskér pomocou prikazu library ().

Musime si pamadtat’, ze pri kazdom spusteni RStudio musime nacitat’ kazdy balik, ktory

25 Rbasics. Getting used to R, Rstudio and R Markdown. [online]. [cit. 2023-04-20]. Dostupné na:
https://rbasics.netlify.app

% ISMAY, Chester — KIM, Y. Albert. Statistical Inference via Data Science. 1.Vydanie. Vydavatel'stvo
CHAPMAN AND HALL/CRC, 2019. 430s. ISBN 978-0367409821.
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chceme pouzit’. Ak balik najprv ,,nenac¢itame*, ale pokasime sa pouzit’ niektora z jeho
p Jp p p J

funkcii, zobrazi sa chybové hlasenie?’.

1.4.5 Baliky R potrebné pre regresnu analyzu

Balicek R ,.stats*

R ,stats* je balik, ktory obsahuje mnoho uzito¢nych funkcii na Statistické vypocty a
generovanie ndhodnych cisel. V baliku sa nachddza nespocetne vel'a funkcii a preto
spomenieme len tie, ktoré sU najblizSie k regresnej analyze. Toto su najuzito¢nejSie

funkcie pouzivané v regresnej analyze?:

Im: sa pouziva na prisposobenie linearnych modelov. Mo6zZe sa pouzit na vykonanie

linearnej regresie, jednofaktorovej analyzy rozptylu a analyzy kovariancie.
Summary. Im: vrati sahrn pre linearne prispdsobenie modelu.

coef: Pomocou tejto funkcie je mozné extrahovat’ koeficienty z objektov vratenych

modelovacimi funkciami. Koeficienty su pre to alias.

fitted: Predpokladané hodnoty vypocitané modelom.

formula: poskytuje spésob extrahovania vzorcov, ktoré boli zahrnuté v inych objektoch.
predict: predpoveda hodnoty na zaklade objektov linearneho modelu.

residuals: extrahuje rezidua modelu z objektov vratenych funkciami modelovania.

confint: pocita intervaly spolahlivosti pre jeden alebo viacero parametrov v

prisp6sobenom modeli. Base ma metddu pre objekty dediace z triedy Im.

deviance: vrati odchylku prispésobeného objektu modelu.

2T ISMAY, Chester — KIM, Y. Albert. Statistical Inference via Data Science. 1.Vydanie. Vydavatel'stvo
CHAPMAN AND HALL/CRC, 2019. 430s. ISBN 978-0367409821.

28 packt. R packages for regression. [online]. [cit. 2023-05-10]. Dostupné na:
na:https://subscription.packtpub.com/book/data/9781788627306/1/ch01lvi1sec18/r-packages-for-regression
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Im.influence: funkcia poskytuje zakladné veli¢iny pouzivané pri vytvarani Sirokej skaly

diagnostiky na kontrolu kvality regresnych preloZeni.

Is.diag: pocita zakladné Statistiky vratane Standardnych chyb, t-hodndt a p-hodndt pre

regresné koeficienty.
glm: Funkcia na vypocet zovieobecnenych regresnych modelov.?

To, ¢o sme spomenuli, sU len niektoré z mnohych funkcii obsiahnutych v baliku
»stats“. Ako vidime, so zdrojmi, ktoré pontka tento balik, méZzeme zostavit' linedrny
regresny model, ako aj GLM (ako je viacndsobn4 linearna regresia, polynomicka regresia
a logisticka regresia). Budeme tiez schopni urobit’ modelova diagnostiku, aby sme overili
vierohodnost’ klasickych hypotéz, ktoré st zdkladom regresného modelu, ale méZeme tiez

riesit’ lokalne regresné modely s neparametrickym pristupom.°

29 packt. R packages for regression. [online]. [cit. 2023-05-10]. Dostupné na:
na:https://subscription.packtpub.com/book/data/9781788627306/1/ch01lvi1lsec18/r-packages-for-regression
%0 packt. R packages for regression. [online]. [cit. 2023-05-10]. Dostupné na:
na:https://subscription.packtpub.com/book/data/9781788627306/1/ch01lvl1sec18/r-packages-for-regression
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2 Metodika a ciele prace

2.1 Ciele préace

Hlavnym cielom bakalarskej prace je ukédzat prepojenie regresnej analyzy
S programovacim jazykom R. Ako ukazku vyuZzijeme linedrny regresny model, ktory
budeme programovat” v programovacom prostredi RStudio. Pomocou roznych balikov
a funkcii, ktoré jazyk R ma sa budeme snazit’ overit' vlastnosti modelu: Statistickd
vyznamnost' samotného modelu, overenie vyznamnosti koeficienta S, a §;, grafické
znazornenie pomocou funkcii plot aggplot2, vypocet rezidui daného modelu,
overenie, ¢i je v modeli pritomna autokorelacia, ¢i su premenné v modeli linedrne zavislé

a nasledne cely model ako celok interpretovat’.

2.2 Regresna analyza

Pojem regresia je znamy z prac anglického polyhistora Francisa Galtona, ktory sa
v rokoch 1877 az 1885 zaoberal vztahom medzi vy$kou otcov a ich synov. Pozorovanim
tejto vlastnosti dospel k tomu, Ze aj ked’ vysoki otcovia maju nadpriemerne vysokych synov,
ich vyska sa priblizuje k priemeru a synovia nizkych otcov uz nie st az taki nizki, pretoze
ich vyska sa priblizuje k priemernej vyske v populdcii muzov. Zakonitost’ navratu smerom
k priemernej vySke Galton pévodne pomenoval reversion, no neskér to pomenoval ako
regression (spatny krok)3L.

Aplikacie regresnej analyzy zaznamenali rapidny vzostup vd’aka Sirokému vyuzivaniu
vypoctovej techniky, ¢i uz v psycholdgii, medicine, marketingu a pod.
V dnesnej dobe je regresnd analyza jednou z najcastejSie vyuZzivanych technik Statistiky
V manazmente>?,

Regresnd analyza predstavuje suhrn Statistickych metod a postupov sluziacich na
Stadium vzajomnych vztahov medzi dvoma alebo viacerymi premennymi, prostrednictvom

regresného modelu.*

3t SOLTES Erik. Regresna a korela¢na analyza s aplikiciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
3% SOLTES Erik. Regresna a korelaéné analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
3 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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2.3 Regresny model

Regresny model je matematicky predpis, ktory zjednoduSene charakterizuje vztahy

medzi premennymi. Z hl'adiska postavenia premennych v regresnom modeli rozliSujeme:

kde:

Vysvetlovant (zavisla) premennt Y. Je to ¢iselnd premennd, ktorej zavislost’ od
inych premennych skimame. Jej pozorovanie skimame yiprei=1, 2,... n.

Vysvetl'ujuce (nezavislé) premenné X1, Xa,... Xj,... Xk. SU to premenné u ktorych
predpokladame, ze vyvolavaji zmeny zavislej premennej apomocou nich

odhadujeme hodnoty zavislej premennej.3*

Vi = f(Xi1, Xiz s wos Xis Bos By oo Br) T &
ni

n; je regresna funkcia,

€; je ndhodné chyba.

Regresnym modelom matematicky opisujeme vol'nt (stochasticka) zavislost’. Pri tejto

zavislosti pozorujeme na roéznych Statistickych jednotkéach pre rovnakti kombinaciu hodnot

vysvetlujucich premennych (X) rozne hodnoty vysvetlovanej premennej (Y). Téato

charakteristickd menlivost’ alebo variabilita je suc¢astou nahodnej zlozky (&) regresneho

modelu. Regresny model sa teda sklad4 z dvoch zloziek:

Deterministicka zlozka (n). Je to regresnd funkcia f(X,B) s premennymi
X1,X,, ... X, a parametrami S,, 4, ... B . Da sa povedat’, ze hodnota regresnej funkcie
je stredna hodnota vysvetl'ovanej premennej Y vzh'adom na hodnoty vysvetl'ujicich
premennych X;, X,, ... X},.

Nahodna zlozka (g). Tato zlozka odraza pdsobenie nahodnych vplyvov, ale aj

faktorov nezaradenych do regresnej funkcie.®

34 LABUDOVA, Viera a kol.:Statistické metody pre ekondomov a manazérov. Vydavatelstvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.

% SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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2.3.1 Linearny regresny model

Najjednoduchsi model parovej regresie je model s linearnou regresnou funkciou, ktorej

grafom je priamka. Takyto model sa nazyva jednoduchy linearny regresny model.

y; = Bo + B1x; + & , pricom i = 1,2, ..n

kde: y; je i-ta pozorovana hodnota vysvetl'ovanej premennej,
Bo, B1 SU neznadme parametre regresného modelu,
x; je i-ta hodnota vysvetl'ujicej premenne;j,
€; je ndhodné chyba i-tého pozorovania

n je pocet pozorovani

Parameter S, regresného modelu sa nazyva lokujica konstanta. Interpretuje sa ako
podmienena stredna hodnota zavislej premennej Y za predpokladu, Ze hodnota vysvetl'ujuce;j
premennej X sa rovna nule. AvSak lokujica konstanta niekedy nemé vhodn interpretaciu
a urCuje len postavenie regresnej priamky v rovine (priesenik priamky s 0sou y).

Parameter f; sa nazyva regresny koeficient. Je smernicou regresnej priamky
a urcuje, aky prirastok ($; > 0) alebo Ubytok (8, < 0) strednej hodnoty zavislej premennej
Y zodpoveda jednotkovému prirastku nezavislej premennej X, inak povedané o kol’ko sa
nam zvacsi alebo zmensi premennd Y ak sa premennda X zmeni o jednu jednotku. Regresny
koeficient je nositel'om informacie o priebehu Statistickej zavislosti. Ak ; nadobuda kladné
hodnoty, znamena to, ze je medzi premennymi X a Y priama linedrna zavislost. A zase
naopak, ak regresny koeficient nadobuda zaporné hodnoty, tak je pritomna nepriama

linearna zavislost’.%®

% SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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Obrazok 2 Regresna priamka n; = Bo + B1x;

Zdroj: Regresna a korelaénd analyza s aplikaciami v softvéri SAS (Soltés Erik, 2019)

2.3.2 Metoda najmensich stvorcov

Metoda najmenSich Stvorcov je Statistickd technika pouzivand na najdenie
najlepsie vyhovujucej Ciary alebo krivky pre subor udajovych bodov minimalizovanim stctu
Stvorcovych rozdielov medzi pozorovanymi hodnotami a predpokladanymi hodnotami.
Cielom je ngjst’ taku Ciaru alebo krivku, ktora minimalizuje celkovu vzdialenost’ medzi
pozorovanymi datovymi bodmi a predpovedanymi hodnotami, ¢o sa dosiahne
minimalizaciou stctu Stvorcov rezidui.

Metddu najmensSich Stvorcov mozno pouzit’ na linearne aj nelinedrne modely a je
Siroko pouzivana v mnohych oblastiach, ako je ekondmia, fyzika, inzinierstvo a financie.
Metoda je uzitocnd najmé pri praci s neuplnymi udajmi, pretoze poskytuje spdsob, ako
odhadnut’ zakladné trendy v Udajoch.

Ak predpokladame linearnu zavislost’ medzi premennymi X a Y, moézZeme pouzit
metddu linearnej regresie na ur¢enie rovnice vyrovnavajicej regresnej priamky, ktora bude
odchylok najlepsie vystihovat’ tato zavislost’. Tato priamka sa snazi minimalizovat’ stcet
Stvorcov medzi pozorovaniami Y a prisluSnymi predpovedaniami na zéklade X. Ak je tato
priamka spravne uréena, mézeme pouzit’ jej rovnicu na predpovedanie hodnét Y na zaklade
zadanych hodnét X. Je v8ak dolezité mat’ na pamiti, Ze pred pouzitim tejto metoédy by sme
mali najskor overit, ¢i skuto¢ne existuje linedrna zavislost’ medzi premennymi X a Y a ze

nie su pritomné Ziadne vyznamné odchylky alebo vplyvy tretich premennych®’.

37 Zuzana Gibova: Metéda najmensich $tvorcov. [online]. [cit. 2023-05-10]. Dostupné na:
https://zuzana.gibova.website.tuke.sk/files/kap-3.2.pdf
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2.3.3 Vyrovnavajlca regresna priamka

Yi = by + byx;

kde: y; Je i-ta vyrovnana (o¢akavana, teoretickd) hodnota zavislej premenne;j Y,
x; je hodnota nezavislej premennej X pre i-té pozorovanie,
b, je bodovy odhad parametra 3,,

b, je bodovy odhad parametra £;.

Vyrovnavajuca priamka, ktord vytvarame pomocou metddy linedrnej regresie, je
bodovym odhadom regresnej priamky, ktora najlepSie vystihuje zavislost medzi
premennymi X a Y. Rezidud alebo rezidualne odchylky su rozdiely medzi skutocne
nameranymi hodnotami Y a predpovedanymi hodnotami Y na zaklade vyrovnavajlcej
priamky. Ticeto odchylky oznacujeme ako e; a su bodovymi odhadmi nahodnych chyb €; v
regresnom modeli. Ich hodnoty mdzu poskytnut’ dolezité informécie o tom, ako dobre sa na§
model prisposobuje skutoénym datam a ¢i su nejaké vyznamné odchylky alebo vplyvy
tretich premennych, ktoré by mohli ovplyvnit' naSu analyzu. Preto je dolezité venovat
pozornost’ tymto odchylkam a vyhodnotit’ ich, aby sme mohli zabezpecit' spravnost a
spolahlivost’ ndSho modelu.

Rezidua v regresnom zapisujeme nasledovne®:

est€; = e, =y; = ¥;

Reziduéa pre regresna priamku st znazornené na nasledujucom obrazku.

3 FBIW.UNIZA. Linearny regresny model. [online]. [cit. 2023-05-10]. Dostupné na:
http://fbiw.uniza.sk/kkm/old/publikacie/ek/ek_kap_3.pdf
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Obrazok 3 Vyrovnavajlca priamka s vyznacenim rezidui

Zdroj: Statistické metody pre ekondmov a manazérov (Labudova Viera, 2021)

Z geometrického hl'adiska sa snazime ziskat’ také odhady parametrov 3, a 5;, aby sa
skutocné hodnoty zavislej premennej co najmenej odchyl'ovali od vyrovnavajucej priamky,
inak povedané, aby rezidua boli ¢o najmensie. Logické by bolo zabezpe€it nulovy sucet
rezidui. AvSak pri hladani vhodnej vyrovnavajiicej priamky nemdzeme jednoducho
zabezpeCit' nulovy stcet rezidui. Ked’Zze niektoré pozorovania st nad priamkou a iné pod
flou, znamena, ze niektoré rezidua st kladné a iné st zadporné. Preto by nulovy stucet rezidui
znamenal, ze sucet tychto kladnych a zapornych hodnét by bol nulovy, ¢o nie je nutne
optimalne. V skuto¢nosti sa snazime minimalizovat’ sticet Stvorcov rezidui, ktory je vicSinou
blizsi k nule, ale nie nutne nulovy. Preto sa pri vybere vyrovnavajucej priamky pomocou
metody najmensSich Stvorcov snaZzime minimalizovat’ sucet Stvorcov rezidui a zabezpecit',
aby rozdelenie pozorovani nad a pod priamkou bolo priblizne rovnomerné. To ndm umozni

ziskat’ regresntl priamku, ktora ¢o najlepSie vystihuje zavislost medzi premennymi X a Y.

Podmienka )“;e; =0 je iba nutnou podmienkou, ale nie je postaujiicou
podmienkou na odhad parametrov linearneho regresného modelu. Opisany problém sa
odstraniuje tak, Ze sa hl'ada taka regresnd priamka, pre ktoru je variabilita pozorovanych
hodnét vysvetlovanej premennej okolo regresnej priamky ¢o najmensia.>® T(to variabilitu

meriame prostrednictvom suctu druhych mocnin rezidui podla nasledovného vzorca:

n
e? =) (3= 9

n
i=1 i=1

% SOLTES Erik. Regresna a korelatna analyza s aplikéciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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Postacujucou podmienkou na odhad parametrov linearneho regresného modelu je teda

minimalizovanie suétu $tvorcov rezidui:

n
i=1 i=1

Z matematického hladiska je sucet Stvorcov rezidui v pripade parovej linearnej

regresie funkciou dvoch premennych b, a b,. Tuto funkciu zapisujeme:
n n
§=S (bo,b1) = Z(Yi - 9)* = Z()’i — by — byx;)?
i=1 i=1

Minimum funkcie S (bo,bl) najdeme tak, Ze jej parcidlne derivacie podla obidvoch

premennych b, a b, polozime za rovnajtice sa nule:

s _ as

a—bo—o,a—blzo

Podrobny vypocet najdeme v knihe Statistické metédy pre ekondmov a manazérov.

< o , 1. . . . .
Po kone¢nom rozsireni zlomku vyrazom —; ziskame pre regresny koeficient b; vyjadrenie:
n

_ X%y
X - (3)2

Regresny koeficient b, vyjadrime zjednodusim prvej rovnice nasledovne:
bO = :)_7 - bl X

Z daného vzt'ahu teda vieme zistit', Ze vyrovnavajlca priamka vzdy prechadza bodom [ X, y]

27



2.3.4 Predpoklady o nahodnej zlozke regresného modelu

Metoda najmensich Stvorcov, vysvetlena v predchadzajucich kapitolach, poskytuje
najlepsie neskreslené odhady linearneho regresného modelu, ak model spiia nasledujice

predpoklady o nahodnej zlozke.*

Predpoklad 1: Stredna hodnota ndhodnych chyb ¢; sa rovné nule, a to pre 'ubovol'nt uroven

x; vysvetlujucej premennej X:
E() =0prei=12,..n

Tento predpoklad hovori o tom, Ze pre kazdi hodnotu nezavislej premennej X musia

byt’ stredné hodnoty zavislej premennej Y (oznacené ako uy /x,), umiestnené na rovnakej
l

vyrovnavajucej priamke. Inymi slovami, priemer odchylok pozorovanych hodnét Y od
priamky, musi byt nulovy pre kazd hodnotu X. V praxi to znamena, Ze niektoré pozorované
hodnoty Y budu leZat’ nad priamkou (kladnd ndhodna chyba €; > 0), zatial’ ¢o iné budu lezat’
pod priamkou (zaporna ndhodné chyba ¢; < 0), avSak ich priemerna hodnota by mala byt

na priamke. 4

4 v, =8 +fx +¢&
el

1= P+ Bx,

E(g)=0

v

Obrazok 4 Grafické znazornenie predpokladu 1

Zdroj: Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS (Soltés Erik, 2019)

40 SOLTES Erik. Regresna a korela¢na analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.

41 LABUDOVA, Viera a kol.: Statistické metody pre ekondmov a manazérov. Vydavatel'stvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.
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Predpoklad 2: Rozptylenost’ (variabilita) hodndt zavislej premennej Y pre ktortkol'vek

hodnotu vysvetl'ujiicej premenne;j X je rovnaka, t. j. rozptyl nahodnej zlozky je konstantny:*2
D(g) =02 pre i=1,2,..n

Tento predpoklad sa tyka homoskedasticity, o znamend, ze pri zmenach hodnot
nezavislej premennej sa rozptyl nahodnych chyb o.2 nezmeni. Ak je tento predpoklad
splneny, hovorime o homoskedastickom modeli. Ak sa vSak variabilita vysvetl'ovanej
premennej meni so zmenami vysvetl'ujiicej premennej, potom hovorime o heteroskedasticite
nahodnych chyb a o heteroskedastickom modeli. Tento predpoklad nie je v praxi vzdy
splneny, a to najméa pri skimani zavislosti vydavkov domacnosti od prijmu domacnosti.
NizSie prijmové skupiny maji tendenciu mat’ relativne stabilné vydavky, ktoré sa
zameriavaju predovSetkym na zabezpelenie zakladnych potrieb. Naopak, domacnosti
S vys$§imi vydavkami mézu mat’ vel'ké rozdiely v ich vydavkoch, pretoze s viac zamerané
na uspory a investicie. Heteroskedasticita sa mdze prejavit’ aj v inych oblastiach, ako

napriklad pri skimani efektov liecby na zdravie pacientov.*

Predpoklad 3: Nahodné chyby su pre l'ubovolnii dvojicu hodndt vysvetlujiicej premenne;j
x; # x; vzajomne nezavislé, Co znamend, ze ich kovariancie (zavislosti medzi dvoma

nahodnymi premennymi) sa rovnaju nule:
cov(eisj) =0 prevSetky i #j

Zakladnymi charakteristikami linedrnej zavislosti dvoch premennych X a'Y su
parovy (jednoduchy) koeficient korelacie p,, aparovy (jednoduchy) koeficient
determinécie p7,. Parovy koeficient korelacie meria obojstrannu linearnu zavislost’ dvoch
premennych a nadobuda hodnoty z intervalu (—1, 1). Silu linearnej zavislosti vieme posudit’

z absolutnej hodnoty koeficienta korelacie.

2 LABUDOVA, Viera a kol.:Statistické metody pre ekondomov a manazérov. Vydavatel'stvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.

43 SOLTES Erik. Regresna a korela¢na analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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Cim je absolutna hodnota koeficienta korelacie blizsia k hodnote 1, tym je zavislost
silnejsia. Ak sa koeficient korelacie rovna 1 alebo -1, hovorime o Uplnej korel&cii (priamej
alebo nepriamej).

Bodovym odhadom paroveho koeficienta korelacie p,, je vyberovy parovy
koeficient korelacie r,. Jeho vypocCet vychddza z kovariancie cov xy, ktora je dana

vzt'ahmi:*

n

1
covxy == (=) (7~ )

=1

COVXy =Xy —X"y

Kovariancia méze nadobudat’ hodnoty z intervalu (—oo, ) avyjadruje smer linearnej

zavislosti medzi dvoma premennymi. Pre kovarianciu platia nasledovné vzt'ahy:

cov xy = 0 <& premenné X a Y nie su linedrne zavislé
cov xy > 0 & medzi premennymi X a Y je priama linearna zavislost

cov xy < 0 & medzi premennymi X a Y je nepriama linedrna zavislost

Avsak, ked hovorime o koeficiente korelacie, neziskavame len informaciu o tom, ¢i
medzi premennymi existuje priama alebo nepriama zavislost’, alebo ¢i neexistuje linearna
zavislost. Ddlezitou sucastou koeficientu korelacie je aj informécia o intenzite tejto
zavislosti. Preto sa kovariancia premennych X a Y deli smerodajnymi odchylkami oboch

premennych, ¢im ziskavame vyberovy koeficient korelacie:

cov xy
Ty =

Sx Sy

Parovy koeficient determinacie pZ, sluZi na urGenie tesnosti linedrnej zavislosti

medzi premennymi X a Y. Jeho hodnoty sa pohybuju v intervale (—1, 1) a jeho stonasobok

4 SOLTES Erik. Regresna a korela¢na analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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udava, kol'ko percent celkovej variability zavislej premennej je vysvetlenych linedrnou

regresnou funkciou s vysvetl'ujucou premennou X.

Ak je parovy koeficient determindcie rovny jednej, znamena to, ze regresnd priamka n; =
Bo + B1x; Gplne vystihuje variabilitu vysvetlovanej premennej Y, ¢o znamend, Ze medzi

premennymi X a Y existuje deterministicka zavislost’. 4

Naopak, ak je parovy koeficient determinacie nulovy, znamena to, ze premenné X a
Y sU linedrne nezavislé. Bodovym odhadom parového koeficienta determinacie py, je
vyberovy parovy koeficient determinécie 7,. Vypogitame ho ako podiel variability
premennej Y, Ktorti vysvetl'uje regresny model, a celkovej variability zavislej premenne;j,
podla definicie koeficienta p7,. Tento odhad ndm pomaha urdit, do akej miery sa

vysvetl'ujica premenna X podiel'a na variabilite vysvetlovanej premenne;j Y .5

, _SSM ___SSR
Ty T st T T SsT

Ak vsak predpoklad 3 nie je splneny a kovariancie dvoch premennych sa nerovnaju nule,
hovorime o autokorelacii chyb.

Autokorelacia je statisticky termin, ktory sa pouZziva na opisovanie vzajomnej
zavislosti medzi pozorovaniami v ¢asovom rade. Jednoducho povedané, autokorelacia
znamend, Ze hodnoty v ¢asovom rade s navzdjom zavislé. Tato zavislost’ mdze byt bud’
pozitivna (ked’ vysoké hodnoty su spojené s vysokymi hodnotami a nizke hodnoty st spojené
s nizkymi hodnotami) alebo negativna (ked’ vysoké hodnoty st spojené s nizkymi hodnotami
a naopak). Pritomnost’ autokorelacie naj¢astejSie overujeme pomocou Durbin-Watsonovho
testu, inak nazyvaného aj d-Statistika.*’ BlizSie informacie o tomto teste najdeme

v praktickej Casti prace.

45 SOLTES Erik. Regresna a korela¢na analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.

4 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.

47 https:/lyolkki.ru/skftehnika/sushchnost-i-posledstviya-avtokorrelyacii-vremennye-ryady/
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Predpoklad 4: Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnych chyb je normalne so strednou

hodnotou 0 a rozptylom g2: 48
g ~N(0; 6?) pre i=1,2,..n

Linearny regresny model, ktorého nahodna zlozka spiiia uvedené $tyri predpoklady, sa
nazyva klasicky linedirny model (KLRM). Predstavuje urity Standard, s ktorym sa
porovnavaju modely, v ktorych aspon jeden predpoklad nie je splneny.

V klasickom linedrnom modeli sa teda predpoklada, Ze nahodné chyby &; s navzajom
nezavislé normélne rozdelené nahodné premenné som strednou hodnotou nula

a konstantnym rozptylom o 2.

2.3.5 Overenie Statistickej vyznamnosti regresneho modelu

Na zéklade analyzy rozptylu vysvetl'ovanej premennej postidime, do akej miery je
vplyv vysvetlujiicej premennej na vysvetlovanti premennt relevantny a ako dobre linearny
regresny model, odhadnuty metéodou najmensich Stvorcov, vystihuje variabilitu zavislej

premennej. VVychadzame pritom z nasledovného vzorca:
Vi= V=G -+ -9

Umocnenim tejto rovnice, jej sumaciou cez i = 1,2, ...n a po Uprave dostaneme rovnost’:

i()"i —-y?*= i(ﬁ —-¥)*+ i()"i - %)?

Vzorec (y; — y) vyjadruje rozdiel medzi i-tym pozorovanim zavislej premennej a jej
priemerom. Sucet Stvorcov tychto rozdielov, oznacovany ako SST alebo SST,,,;, ktory je
vyjadreny Tavou stranou rovnice Y., (y; — ¥)?. SST charakterizuje celkov( variabilitu
zavislej premennej. Ak st hodnoty premennej Y blizko k jej priemeru y potom bude hodnota

SST mensSia, pretoZe je mensia variabilita.

8 LABUDOVA, Viera a kol.:Statistické metédy pre ekonomov a manazérov. Vydavatel'stvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.
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Vzorec (3, — y) vyjadruje rozdiel medzi i-tou predpokladanou hodnotou zavislej
premennej a jej priemerom. Sucet Stvorcov tychto rozdielov, oznacovany ako SSM alebo
SSM,, 4.1, predstavuje variabilitu vyrovnanych hodndt zavislej premennej okolo jej priemeru
y, teda variabilitu, ktora je vysvetlena regresnym modelom.

Rozdiel skutoénej a vyrovnanej hodnoty zavislej premennej (y; — ¥,) je reziduum.
Stcet druhych mocnin rezidui, oznadovany ako SSR3 alebo SSR..s;qua1, VYjadruje variabilitu

zavislej premennej, ktord nie je vysvetlena regresnym modelom. SSR teda predstavuje

nevysvetlent (zvyskova) variabilitu zavislej premennej okolo regresnej funkcie y, = n;.4°

Predoslé rovnice sa teda daju zapisat’ aj v tvare:

SSTotar = SSMoger + SSResiquar

kde:  SST,.4 je celkova variabilita premennej Y
SSM,, ;. je variabilita Y vysvetlend modelom

SSRsiqua J€ variabilita Y nevysvetlend modelom

Kazdému suctu Stvorcov je priradeny pocet stupiiov volnosti, ktory urcuje pocet
nezavislych s¢itancov, z ktorych stcet Stvorcov vznikol. Tento pocet sa urcuje ako pocet
prvkov v subore minus pocet vypocitanych Statistik. SST obsahuje (n—1) stupiiov
vol'nosti, pretoze obsahuje n nezavislych scitancov (pozorovani premennej Y), z ktorych
jedno je uréené priemerom y. SSM ma jeden stupen vol'nosti (dva parametre S,, 5, regresnej
priamky minus jeden priemer y). SSR méa (n — 2) stuptiov volnosti, pretoze obsahuje n
nezavislych scitancov (pozorovani premennej Y) a dva nezavislé scitance (parametre

regresnej priamky S, a B;)®.

49 LABUDOVA, Viera a kol.:Statistické metody pre ekondomov a manazérov. Vydavatel'stvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.

5 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.

33



Variabilita Sucet $tvorcov Stupne Priemerny suéet Testovacia
premennej Y SS volnosti DF Stvorcov MS Statistika F
Vysvetlend modelom " 1 Y (5, — y)? MSM
SSM:Z(},];_y)Z MSM = l—l(yl y)
- Model = 1 MSE
Nevysvetlena " n—2 " (y; — 9,)?
SSR zz(yi_ﬁ)z MSR = i=1(vi = 3)
modelom - Resiquar £ n—1
Celkova - Tyta; n n—1
SST = i = )?
i=1

Tabul'ka 1 Analyza rozptylu pre lineérny regresny model

Zdroj: Vlastné spracovanie

»Priemerny Stvorec” (Mean Square - MS), ktory sa uvadza v tabulke, sa ziskava podielom
suctu Stvorcov (Sum of Squares - SS) a poctu stupiiov vol'nosti (Degrees of Freedom - DF).
V poslednom stipci tabulky sa nachadza pomer priemernych $tvorcov MSM a MSR.
Vypocet tejto testovacej charakteristiky sa pouZiva na overenie, ¢i regresny model ma
Statisticky vyznam®?,

Jeho vypocet zavisi od toho, ¢i je variabilita zavislej premennej dostato¢ne vel’ka na
to, aby regresny model skuto¢ne vysvetl'oval zmeny vysvetl'ovanej premennej. Podl'a F-
Statistiky je test znamy pod ndzvom F-test Statistickej vyznamnosti modelu alebo celkovy F-
test. Overuje sa nim nulova hypotéza:

H, : regresny model nie je Statisticky vyznamny
Oproti alternativnej hypotéze:
H, : regresny model je Statisticky vyznamny

Za predpokladu platnosti nulovej hypotézy ma testovacia charakteristika:

SSM .,
_ MSM 1 (n—2)-¥L0G,-»

~ MSR ~ SSR © X, = y)?
n—2

F-rozdelenie je pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré ma dva stupne vol'nosti - Citatel’
amenovatel. V regresnej analyze sa pouziva F-rozdelenie s 1 a (n-2) stupfiami vol'nosti, kde
n predstavuje pocet pozorovani. Hladina vyznamnosti a urcéuje pravdepodobnost’

zamietnutia nulovej hypotézy, Ze regresny model nevysvetluje variabilitu zavislej

51 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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premennej. Pokial’ je vysledn4 hodnota F-vypoctu vicsia ako kriticka hodnota F s danymi
stupiiami vol'nosti, zamietame nulovi hypotézu a povazujeme regresny model za vhodny.
V opanom pripade ju prijmeme a model nepovazujeme za dostatocne vysvetlujici

variabilitu zavislej premennej a tym padom povazujeme regresny model za nevhodny.>2

2.3.6 Testy hypotéz a intervaly spolahlivosti pre parametre klasického
linearneho modelu

Metoda najmensich Stvorcov, ktori sme pouzili na odhad parametrov regresnej
priamky, minimalizuje sudet $tvorcov rezidui S = Y1, (y; — 5,)% = YL, e?.
Velkost rezidui e; = y; — ¥, a tym aj vel'kost’ suctu Stvorcov rezidui zavisi od vzdialenosti
pozorovanych bodov [x;,y;] od vyrovnavajlcej regresnej funkcie. Ak su tieto vzdialenosti

malé, aj rezidua a stcet Stvorcov rezidui je maly. Vydelenim tohto suctu po¢tom stupiiov

volnosti (v parovej linearnej regresii n — 2) ziskame rozptyl rezidui:>

iz (i = 9)*

s?,, = MSR = —

a jeho odmocnenim Standardnu odchylku rezidui:

i — 9>
n—2

Srez =

ktora je mierou variability hodnot y; okolo vyrovnavajlcej priamky.
Rozptyl rezidui je neskresleny odhad rozptylu ndhodnych chyb, standardna odchylka
rezidui je neskresleny odhad standardnej odchylky nahodnych chyb, ¢o mozno zapisat’ takto:

esto? = s2,, a4 esto, = S,y

Nasledne vieme vypocitat, ze neskresleny odhad rozptylu lokujicej konstanty by je:

52 _LABUDOVA, Viera a kol.:Statistické metody pre ekondmov a manazérov. Vydavatelstvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN978-80-571-0401-8.

58 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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n 2
i=1Xj

n- i (x — x)?

2 _
Sbo =

a najidealnejsim odhadom rozptylu regresného koeficienta b, je:

2
Srez

Shy = S oy — )2
i=1 (X — X)

Cim je rozptyl regresného koeficienta sﬁl vyssi, tym je vacsia Sanca, ze sa odhad b,
bude vyrazne 1isit’ od skuto¢nej hodnoty parametra ;. Naopak, ak sa rozptyl regresného
koeficienta zmensSuje, tak sa pravdepodobnost’ relativne velkej odchylky bodového odhadu
b, od skuto¢nej hodnoty parametra f; znizuje. Preto je Ziadlice minimalizovat’ rozptyl

regresneho koeficienta b,, aby sme ziskali ¢o najpresnejsi odhad parametra f3;.

Testovanie hypotéz a vypocet intervalov spolahlivosti pre regresné koeficienty
B1,B1o SU zalozené na predpoklade, ze klasicky linearny regresny model je platny a ze

vyberové charakteristiky maju Studentovo t-rozdelenie s (n-2) stupiiami vol'nosti:

by — b, —
T, = os Bo aT,= 1S P
b b

0 1

2.3.7 Testy hypotéz pre regresny koeficient

a) Testy hypotéz o zhode regresného koeficienta 8, so znamou konS$tantou (v tomto

pripade pouzijeme konStantu £,)

Na tcely overenia nulovej hypotézy:

Ho: B1 = Bio
oproti alternativnej hypotéze:

Hy: By # P10 alebo Hy: By < Byg,resp. Hy: By > B
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dosadime predpokladani hodnotu ,, regresného koeficienta do predoslého vzt'ahu

a dostaneme testovaciu charakteristiku:

_ by — B1o
Sp

t

1

KtorA mé& za predpokladu platnosti nulovej hypotézy Studentovho rozdelenie
pravdepodobnosti so stupiiami (n — 2).54

Pre obojstranny test s hladinou vyznamnosti a je kritickd oblast’ definovanéa nerovnicou
lt] > tl_%(n — 2). Ak je prijata nulova hypotéza, znamena to, ze zva¢Senim vysvetl'ujicej
premennej o jednotku sa podmienena stredna hodnota vysvetl'ovanej premennej Y zmeni v
priemere o konStantu B;,. V pripade jednostranného testu s alternativnou hypotézou
H;: By < Byy alebo H;: By > By, je Kriticka oblast’ ur¢ena nerovnicou t < —t;_,(n — 2)

alebot > t;_,(n— 2)5s.

b) Test Statistickej vyznamnosti regresného koeficienta £3,

Test je Specialny pripad predchadzajuceho testu a overujeme nim, ¢i regresny koeficient

v zdkladnom stbore mé hodnotu ;, = 0. Testujeme v iom nulovt hypotézu:

Hy: B, = 0 —= regresny koeficient nie je Statisticky vyznamny

oproti alternativnej hypotéze:

Hi: f; # 0 = regresny koeficient je Statisticky vyznamny

% LABUDOVA, Viera a kol.: Statistické metody pre ekonémov a manazérov. Vydavatel'stvo WOLTERS
KLUWER, 2021. 392s. ISBN 978-80-571-0401-8.

5 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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V tomto pripade bude testovacou charakteristikou:

b
t=—

Sb1

AK je hodnota t-Statistiky v oblasti zamietnutia nulovej hypotézy [t| > t,_a(n — 2),
2

moZeme predpokladat’, ze zmeny nezavislej premennej X spdsobuju zmeny zavislej
premennej Y. To znamend, ze existuje linearna zavislost’ medzi premennymi X a Y. Ak je
prijatd nulova hypotéza na hladine vyznamnosti o, nemdézeme predpokladat’ linedrnu
zavislost’ medzi premennymi X a Y. V takom pripade mézeme bud’ vylucit’ vysvetl'ujucu
premennt X z regresného modelu alebo uvazovat’ o inej funkcii premennej X. Tento test je
jednym z najdolezitejSich testov pre regresny koeficient a je sicastou procedury regresne;j

analyzy vo vsetkych $tatistickych softvéroch®®.

2.3.8 Interval spolahlivosti pre regresny koeficient

Na zaklade poznatkov zo Statistickej indukcie jednoducho odvodime intervalovy
odhad regresného koeficienta B,. Pre dvojstranny 100 - (1 — a)% interval spol'ahlivosti

vyuzijeme symetrickost’ Studentovho rozdelenia, vd’aka ktorej plati:

P(—tl o:<T<t1 a>=1—0(
2 2

odkial’ po dosadeni $tatistiky T, Z odvodeného vztahu Studentovho rozdelenia dostaneme:

by — By

P—t1a< <t a =1—-a«a
2 Sp 2

1

Kone¢nou tpravou ziskame vysledny tvar 100- (1 — a)% dvojstranného intervalu

spol'ahlivosti pre regresny koeficient f3;:

5% SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.

38



P (bl_tl_%- Sbl < ﬁl < b1+t1_%' Sb1> = 1 -

kde: ¢, _« je kvantil Studentovho rozdelenia s (n — 2) stupiiami volnosti®’.
2

57 SOLTES Erik. Regresna a korelaéna analyza s aplikaciami v softvéri SAS. Vydavatel'stvo LETRA EDU,
2019. 235s. ISBN 978-80-89962-38-9.
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3 Vysledky prace

V tejto kapitole sa budeme venovat' zostrojeniu linedrneho regresného modelu. NasSe
teoretické poznatky z predchadzajucich kapitol sa v tejto ¢asti poktisime doplnit’ o praktické
priklady, vd’aka ktorym ziskame lepsiu predstavu o danej problematike. Potrebné vypocty
budeme robit’ pomocou programu R, ktory obsahuje nickol’ko balickov zameranych prave

na Statistiku a analyzu dat.

3.1 Jednoducha linearna regresia v jazyku R

Zameriame sa na priklad tykajici sa jednoduchého linearneho modelu, aby sme, ¢o najlepsie
a najprehladnejSie dokazali vysvetlit' zakladné funkcie a osvojili si syntax jazyka. Ako
ukazku pouZzijeme nasimulované data cien bytov (v tis. €) v zavislosti od plochy bytu (v
m”2). Subor obsahuje 50 pozorovani s 2 premennymi. Budeme sa zameriavat’ na zavislu
premennl Cena, ktord predstavuje cenu jednotlivych bytov anezavisli premennu

Plocha, ktord predstavuje plochu danych bytov.

Na zaciatok si ukazeme, ako by vyzeral jednoduchy linedrny model pre rovnicu .

Vi = Bo + xif1 + &

kde y; predstavuje hodnotu ceny bytu (Cena), x; udava plochu (P1ocha). Uz z tedrie
vieme, Ze [5; su nezname parametre, ktoré sa snazime odhadnut’ a plati, ze ndhodné veliiny
g = N(0,0?). Ako prvé si nechame vykreslit’ data, aby sme mali lepSiu predstavu, s ¢im

vlastne pracujeme. Na to ndm v jazyku R slazi prikaz plot ().

> plot (byty$SPlocha, bytyS$Cena)
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Obréazok 5 Parovy graf: byty$Plocha, bytyS$Cena

Zdroj: Vlastné spracovanie

Na obrazku 5 vidime parovy graf jednotlivych premennych. I ked’ sa ndm z obrazku moze
javit' urcita zavislost’ medzi premennymi, je vhodné previest presné vypocty. Vypocet
budeme prevadzat’ pomocou metddy najmensich Stvorcov. V jazyku R si pomocou funkcie

1m vytvorime jednoduchy linearny model.

model <- Im(Cena ~ Plocha, data=byty)

Argumenty funkcie $pecifikuji tvar modelu. Zavisla premenna je v tomto pripade Cena
a nezavisla premenna Plocha. Nasledovnym dotdzanim sa na model (model) sa nam

zobrazi formula modelu a hl'adané hodnoty koeficientov f;:
> model
Call:

lm(formula = Cena ~ Plocha, data = byty)

Coefficients:
(Intercept) Plocha
2.754 3.976
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Vidime, ze odhady B, = 2,754, B, = 3,976. Interpretacia je potom jednoducha. Ak sa
zvacsi plocha bytu (Plocha) o jeden m”2, potom vzrastie o¢akavana cena bytu o0 3,976
tisic € a teda medzi tymito dvoma veli¢inami je kladny vzt'ah. Potom tu mame este hodnotu
Intercept, €0 je tzv. Uroviova konstanta. Urcuje hodnotu zavislej premennej pri

nulovych hodnotéach nezévislych premennych.

Rozsirené informécie o modeli spolu s analyzou rezidui ziskame pouzitim prikazu

summary () :
> summary (model)
Call:

Im(formula = Cena ~ Plocha, data = byty)

Residuals:
Min 190 Median 30 Max
-121.60 -54.38 -0.07 28.72 312.86
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 2.7536 27.7746 0.099 0.921
Plocha 3.9758 0.3662 10.857 1.6e-14 ***

Signif. codes: 0 ‘***x’ (0.001 **" 0.01 ‘*’ 0.05 '." 0.1 '
1

Residual standard error: 76.22 on 48 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7106, Adjusted R-squared: 0.7046
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Call hovorio tvare modelu, ktorym sa zaoberdme. Rezidué (Residual s) nas upozorfiuju
na niekolko informacii o normalite, respektive jej poruseni. Ak rezidua spifiaji podmienku
normality, medidn by sa nemal prili§ vzd’al'ovat’ od nuly. TaktieZ privelkd vzdialenost medzi
prvym a tretim kvartilom moéze byt dosledkom Sikmosti mnoziny rezidui. Samotnu

normalitu modelu budeme overovat’ v d’alSej Casti nasej prace.

Koeficienty (Coef ficients)ndm neukazuju lenich jednotlivé hodnoty, ale rovno
celt tabul’ku, ktora nam dovoli si utvorit’ lepsi obraz. Prvy stipec ukazuje jednotlivé odhady
koeficientov. Druhy stipec obsahuje odhady ich smerodajnych odchylok &. Treti stipec je

tvoreny hodnotami T-statistik, kde nulova hypotéza je tvaru: Hy: §; = 0.

Posledny stipec Pr(>]t]) je tzv. p-hodnota testu nulovosti jednotlivych koeficientov,
¢o je vlastne pravdepodobnost’, Zze hodnota nahodnej veli¢iny bude aspon taka velka ako
absolutna hodnota sledovanej statistiky T . Vysoka p-hodnota indikuje, ze hypotéza je
konzistentna s datami. Posledny stipec ndm ukazuje vyznamnost jednotlivych koeficientov.
Ak je niektory koeficient statisticky vyznamny, jeho p-hodnota testu nulovosti je mald,
pricom intervaly hladiny vyznamnosti ukazuje d’alsi riadok (Signif. codes).V nasom
pripade, na hladine vyznamnosti 0,05, nie je lokujuca kon$tanta (Intercept) Statisticky
vyznamna nakol'ko jej p-hodnota je vicsia nez 0,05. Parameter Plocha je Statisticky

vyznamny nakol’ko jeho p-hodota je niz§ia ako hladina vyznamnosti 0,05 .

Hodnota Multiple R-squared (R?) poskytuje informéacie otom, ako dobre
model vysvetl'uje variabilitu dat. Hodnota R? sa pohybuje v intervale od 0 do 1, pri¢om
vysSia hodnota znamend, Ze model lepSie vysvetl'uje variabilitu dat. Ako mdézeme vidiet
z naSeho vystupu, hodnota Multiple R-squared je 0.7106, o znamena, ze 71,06%
variability ceny bytov vysvetluje premennd plocha, zatial’ co zvy$nych 28,94% variability
je spdsobenych nahodnymi vplyvmi alebo premennymi nezahrnutymi do regresného

modelu.

A nakoniec v nasom vystupe mozeme vidiet hodnotu F-statistic (F-test). F-
test sluzi na overenie Statistickej vyznamnosti modelu ako celku. Vyznamnost” modelu
vieme jednoducho overit’ tak, ze porovname p-hodnotu s hladinou vyznamnosti 0,05. Ak je

p-hodnota mensia ako 0,05, tak zamietneme nulovi hypotézu a na§ model bude Statisticky
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vyznamny. V nasom pripade je p-hodnota mensia ako 0,05, ¢o znamena, ze na$ model je

Statisticky vyznamny.

3.1.1 Predpokladané hodnoty a rezidua

Predpokladané (alebo predikované) hodnoty s y-hodnoty, ktoré by ste o¢akavali pre
dané x-hodnoty v stlade s postavenym regresnym modelom (alebo vizualne, s najlepSie sa
hodiacim priamkovym regresnym rieSenim). V R moZeme jednoducho rozsirit’ nase data a
pridat’ predpokladané hodnoty a rezidud pomocou funkcie augment (). Nazvyme vystup
model.diag.metrics, pretoZze obsahuje niekolko vystupov, ktoré su uzitocné pre

diagnostiku regresie.
library (broom)
model.diag.metrics <- augment (model)

head (model.diag.metrics)

Po zadani funkcie head () dostaneme nasledujuci vystup:
> head (model.diag.metrics)

# A tibble: 6 x 8

Cena Plocha .fitted .resid .hat .sigma .cooksd .std.resid

<dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl> <dbl>
1 85 24 98.2 -13.2 0.0686 77.0 0.00118 -0.179
2 85 24 98.2 -13.2 0.0686 77.0 0.00118 -0.179
3 105 28 114. -9.08 0.0605 77.0 0.000486 -0.123
4 112 39 158. -45.8 0.0420 76.7 0.00827 -0.614
5 115 25 102. 12.9 0.0665 77.0 0.00109 0.175
6 125 45 182. -56.7 0.0343 76.6 0.0102 -0.756
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1. Prispbsobené hodnoty (.fitted): st predpokladané hodnoty zavislej premennej (y),
ziskané z regresného modelu na zé&klade danych nezavislych premennych (x).
Jednoducho povedané, predstavuju hodnoty, ktoré model odhaduje ako vystupnul
premennd na zéklade vstupnych tdajov.

2. Reziduélne chyby (.resid): rezidua st rozdiely medzi pozorovanymi hodnotami
zavislej premennej (skuto¢né hodnoty y) a prisluchajucimi prisposobenymi
hodnotami z regresného modelu. Dokazuju, ako vel'mi sa odliSuju predpovede
modelu od skutocnych hodnét.

3. Hat hodnoty (.hat): Hat hodnoty sa pouzivaju pri diagnostike regresie na
identifikaciu bodov s vysokym vplyvom. Bod s vysokym vplyvom je datovy bod s
extrémnymi hodnotami nezédvislych premennych (x), ktory moéze vyrazne ovplyvnit
kvalitu regresného modelu. Hat hodnoty su diagonalne prvky tzv. "hat matice", ktora
sa pouziva na vypocet predpovedanych hodnot v regresii.

4. Standardizované rezidualne chyby (.std.resid): Standardizované rezidualne chyby
su rezidud, ktoré sa delia ich odhadnutymi $tandardnymi chybami. Pomahajt
identifikovat’ odl'ahlé hodnoty alebo extrémne hodnoty zavislej premennej (y) po
zohl'adneni variability vysvetlenej modelom.

5. Cookova vzdialenost’ (.cooksd): Cookova vzdialenost’ predstavuje mieru vplyvu
kazdého datového bodu na regresny model. Kombinuje informécie o rezidualnych
chybach a vplyve (hat hodnoty) kazdého datového bodu. Vysoké hodnoty Cookovej
vzdialenosti naznacuji vyznamné body, ktoré mézu vyrazne ovplyvnit regresné

koeficienty.

Vyssie uvedené pojmy maju vyznamnua Ulohu pri diagnostike regresnych modelov,
umoziuju analyzovat' kvalitu modelu, identifikovat' vyznamné body, detekovat’ odl'ahlé

hodnoty a posudit’ celkovy vykon modelu.

Nasledujuci R kéd vykresl'uje chyby rezidualov (v ¢ervenej farbe) medzi pozorovanymi
hodnotami a regresnou priamkou. Kazdy vertikdlny cerveny segment reprezentuje
rezidualnu chybu medzi pozorovanou hodnotou ceny bytu a prislichajicou predpokladanou

(tj. predikovanou) hodnotou.

ggplot (model.diag.metrics, aes(Plocha, Cena)) +
geom point () +
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stat smooth (method = 1lm, se = FALSE) +

geom segment (aes (xend = Plocha, yend = .fitted), color =
"red", size = 0.3)

Z daného kodu dostaneme nasledovny graf:

600 -

200 -

Plocha

Obrazok 6 Graf rezidualnych chyb

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z grafu mozeme vidiet’, Ze nie vSetky hodnoty dat padaju presne na predpokladanu regresni
priamku. To znamena, Ze pre danu plochu bytov sa pozorovane (alebo namerané) hodnoty
cien mozu lisit’ od predikovanych hodndt cien. Tato odchylka sa nazyva reziduélne chyby a

je znazornena pomocou vertikalnych ¢ervenych ¢iar.

3.1.2 Predpoklady linearnej regresie

Jednym z prvych krokov po zostaveni linearneho regresného modelu je skontrolovat’, ¢i nas
model spiia predpoklady linearnej regresie. Tieto predpoklady su déleZitou sucastou
posudzovania, ¢i je model spravne Specifikovany. V tejto kapitole sa budeme venovat’ tomu,

aké st predpoklady linearnej regresie a ako ich otestovat’ pomocou jazyku R.

Predpoklady, ktorymi sa budeme blizSie zaoberat’:

1. Linearnost: Predpokladd sa, ze vztah medzi zavislou premennou (Y) a kazdou
predpokladanou premennou (X) je linearny. To znamena, ze zmena v Y je priamo

Umerna zmenam v X.
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2. Nezavislost: Pozorovania v datovej sade by mali byt nezavislé. Kazdy datovy bod by
nemal ovplyviiovat’ ani stivisiet’ s inym datovym bodom.

3. Homoskedasticita: Tento predpoklad vyzaduje, aby variabilita rezidui (rozdiely medzi
skutonymi a predpovedanymi hodnotami) bola konstantnd pre vsetky hodnoty
prediktorov. Inak povedané, rozptyl rezidui by nemal systematicky narastat’ alebo klesat’
s hodnotami prediktorov.

4. Normalita: Predpoklada sa, Ze rezidué st normalne distribuované. To znamend, ze chyby

(rezidud) by mali nasledovat’ normalnu distriblciu s priemerom nula.

Ak tieto predpoklady nie st splnené, moze to viest' k skreslenym odhadom, nespravnemu
testovaniu hypotéz a nespolahlivym predpovediam. Je dolezité overit platnost’ tychto
predpokladov pred interpretaciou vysledkov linearnej regresnej analyzy. R6zne diagnostické
nastroje a Statistické testy sa pouzivaju na posudenie, do akej miery su tieto predpoklady
splnené a na identifikdciu pripadnych problémov v datach. Ak st predpoklady znacne
porusené, moze byt potrebné pouzit’ alternativne regresné modely alebo transformécie dat

pre ziskanie spol'ahlivejsich vysledkov.

3.1.2.1 Diagnostické grafy

Diagnostické grafy (Diagnostic plots) su vizualne nastroje, ktoré sa pouzivaju na
overenie predpokladov linearnej regresie a identifikaciu pripadnych problémov v regresnom
modeli. Tieto grafy ndm pomahaji posudit’, do akej miery su splnené predpoklady modelu
a ¢i je model vhodny pre nase data. Diagnostické grafy regresie mézu byt vytvorené

pomocou zakladnej funkcie plot () alebo funkcie autoplot ():
par (mfrow = c(2, 2))

plot (model)
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Obrézok 7 Diagnostické grafy

Zdroj: Vlastné spracovanie

Diagnostické grafy ukazuji rezidué Styrmi ro6znymi sposobmi:

1. Residuals vs Fitted: Tento graf sa pouziva na overenie predpokladov linearity. Ak st
rezidud rovnomerne rozmiestnené okolo horizontalnej ¢iary bez zretel'nych vzorov
(Cervena Ciara je priblizne horizontdlna na nule), naznacuje to linearny vztah.

2. Normal Q-Q: Tento graf sa pouziva na overenie predpokladu normality rezidui. Ak
vicsina rezidui sleduje priamku so zlomenou ¢iarou, predpoklad je splneny.

3. Scale-Location: Tento graf slizi na overenie predpokladu homoskedasticity rezidui
(rovnakého rozptylu rezidui). Ak sU rezidud rozmiestnené nahodne a vidime
horizontalnu ¢iaru s rovnomerne (ndhodne) rozptylenymi bodmi, predpoklad je
spineny.

4. Residuals vs Leverage: Tento graf sa pouziva na identifikdciu vplyvnych hodnot v
datovej sade. Vplyvné hodnoty st extrémne hodnoty, ktoré mézu ovplyvnit vysledky

regresie, ked’ su zaradené alebo vylucené z analyzy.

Tieto diagnostické grafy nam poskytuju dolezité informacie o spravnosti nasho
regresného modelu a o tom, ¢i su splnené predpoklady linearnej regresie. Ak diagnostické
grafy odhalia odchylky od predpokladov, mdZe byt potrebné upravit’ model alebo data pre

dosiahnutie spol'ahlivych vysledkov.
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3.1.2.2 Testovanie predpokladov

V tejto Casti kapitoly sa budeme venovat’ testovaniu predpokladov pomocou
diagnostickych grafov a testovacich $tatistik. Nasledne si ukazeme vysledky

a interpretujeme si ich.

3.1.2.2.1 Linearnost

Linearitu dat m6zeme overit' pozorovanim grafu Residuals vs Fitted (1. graf). Idealne by
tento graf nemal mat’ Ziadny vzor a Cervena Ciara by mala byt priblizne horizontdlna pri
nule.

Pri testovani si na¢itame graf Residuals vs Fitted:

> plot (model, 1)

Residuals vs Fitted
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Obrazok 8 Graf Residuals vs Fitted

Zdroj: Vlastné spracovanie

Ideélne by rezidua nemali ukazovat’ Ziadny vyrazny vzor. To znamena, ze ¢ervena
Ciara by mala byt priblizne horizontdlna pri nule. Pritomnost” vzoru méze naznacCovat
problém s nicktorym aspektom linearneho modelu. V nasom priklade mézeme vidiet’ jemny
pokles v grafe rezidui. To naznacuje, Ze nemdzeme s istotou predpokladat’ linearny vzt'ah

medzi prediktorom a z&vislymi premennymi.
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3.1.2.2.2 Nezavislost

Najjednoduchsi sposob, ako overit' predpoklad nezavislosti, je pomocou Durbin-
Watson testu. Tento test mdzeme vykonat' pomocou zabudovanej funkcie v R s ndzvom
"durbinWatsonTest" alebo "dwtest" na na§ model.

Po spusteni tohto testu ziskame vystup s p-hodnotou, ktora nam pomoéze uréit, ¢i je

predpoklad splneny alebo nie.

dwtest (model)

Po spusteni Durbin-Watson testu ziskavame:

Durbin-Watson test
data: model
DW = 1.3298, p-value = 0.004959

alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than O

Nulova hypotéza tvrdi, Ze chyby nie sU autokorelované (sU nezavislé). Preto, ak
ziskame p-hodnotu vécésiu ako 0,05, zlyhame v zamietnuti nulovej hypotézy. To nam
poskytne dostatok dokazov na to, aby sme tvrdili, ze predpoklad nezavislosti je splneny.
V naSom pripade sme vSak dostali p-hodnotu 0.004959, o je mensie ako 0,05 a preto moZzeme
povedat’, Ze nulova hypotézu prijimame a v modeli je pritomna autokorelacia. Na jej odstranenie sa
pouzivaju rézne metddy. Pre nds bude najidealnejSie ak zlogaritmujeme dany model pomocou

funkcie 1og ():

model?2 <- 1lm(log(Cena) ~ Plocha, data = byty)

A nasledne otestujeme nas novy model pomocou Durbin-Watson testu:

> dwtest (model?2)
Durbin-Watson test
data: model?2

DW = 1.5683, p-value = 0.05324

alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than 0

50



Teraz mézeme vidiet, Ze p-hodnota je vacsia ako 0,05, o znamena, Ze zamietame nulovil hypotézu

a podarilo sa ndm z modelu odstranit’ autokorelaciu.

3.1.2.2.3 Homoskedasticita

Tento predpoklad mézeme overit' pomocou grafu Scale-Location. V tomto grafe
zobrazujeme predikované hodnoty oproti odmocnenej Standardizovanej rezidudlnej hodnote.
Idedlne by sme chceli vidiet’ body rezidui rovnomerne rozptylené okolo Cervenej ¢iary, co

by naznacovalo kons$tantny rozptyl. Graf si jednoducho zobrazime pomocou funkcie plot

():

> plot (model, 3)
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Zdroj: Vlastné spracovanie

V uvedenom grafe vidime, Ze body rezidui nie st rovnomerne rozptylené, a tym
padom tento predpoklad nie je splneny. Jedno beZzné rieSenie tohto problému je
zlogaritmovat’ model pomocou funkcie 1og (). Tymto sposobom sa moéze dosiahnut’, ze
rozptyl rezidualnych hodnét bude konStantny, ¢o je pozadovany predpoklad pre

homoskedasticitu.
model?2 <- Im(log(Cena) ~ Plocha, data = byty)

plot (model2, 3)
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Po zlogaritmovani naseho modelu by sme mali dostat’ konStantnejsi rozptyl rezidualnych

hodnot.

Scale-Location
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Zdroj: Vlastné spracovanie

Dalsim spésobom akym moZeme testovat’ homoskedasticitu je pomocou Breusch-Pagan

testu.
bptest (model)

Pre ukazku pouzijeme znova zaciatony model bez logaritmu aby sme si boli isti, Ze nase

tvrdenia su spravne.

> bptest (model)

studentized Breusch-Pagan test
data: model

BP = 4.9959, df = 1, p-value = 0.02541

Z daného vystupu mozeme vidiet, Ze nasa p-hodnota sa rovna 0.02541, ¢o je mensSie ako
0,05 atym padom boli nase tvrdenia spravne aVvtomto modeli nie je pritomna
homoskedasticita a je pritomna heteroskedasticita, ktora hovori o tom, Ze nase rezidualne

chyby v modeli nie su konstantné. Prave preto sme dany model zlogaritmovali atym aj

52



dostali konStantnejSie vyobrazenie modelu. Teraz si skiisme pomocou Breusch-Pagan testu

overit’ pravdivost’ zlogaritmovaného modelu.

> bptest (model?2)

studentized Breusch-Pagan test

data: model?2

BP = 1.0374, df = 1, p-value = 0.3084

Z tochto vystupu mézeme vidiet’, ze nasa p-hodnota sa rovnd 0.3084, ¢o znamena, Ze
nemézeme zamietnut’ nulovl hypotézu, pretoze p-hodnota je vacsia nez 0,05 a tym padom

je v modeli pritomna homoskedasticita. Predpoklad o homoskedasticite je splneny.

3.1.2.2.4 Normalita

QQ graf rezidualov mézeme vizualne pouzit' na overenie predpokladu o normalnosti.

Snazime sa dosiahnut’ taky graf rezidudlov, kde by hodnoty pribliZzne nasledovali priamku.

> plot (model, 2)

Q-Q Residuals
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Zdroj: Vlastné spracovanie

Vigsina bodov sa priblizne nachddza pozdiz priamky, takze mozeme predpokladat’

normalitu a tym moZeme potvrdit’ nas posledny sledovany predpoklad.

53



Zaver

Ciel'om naSej bakalarskej prace bolo bliz$ie priblizit' matematicky popis regresného

modelu v programovacom jazyku R ako z hl'adiska teoretického ale aj praktického. Ukazali
sme prepojenie regresnej analyzy s programovacim jazykom R. Postupy regresnej analyzy
spadaju medzi jedny z najéastejSie vyuzivané Statistické techniky v rozli¢nych vednych
oblastiach. Ich pouzitie umoznuje popisanie komplikovanych vztahov v rdmci roznych
premennych, maju Siroké moznosti uplatnenia nielen v ekonomickych, ale aj sociélnych
analyzach nevynimajdc prirodné vedy.
V teoretickej Casti bakalarskej prace sme sa opierali 0 dostupnu domacu ale aj zahrani¢na
literaturu, pomocou ktorej sme si blizsie predstavili historiu vzniku programovacieho jazyka
R, jeho vyhody a nevyhody. Priblizili sme si aj jeho uplatnenie v praxi respektive v ktorych
oblastiach sa najviac vyuziva. Tiez sme sa venovali aj balikom R, ktoré su potrebné pre
regresnu analyzu.

Kapitola Metodika a ciel’ préce, je rozdelend do dvoch ¢asti. V prvej Casti sa
zameriavame na objasnenie regresnej analyzy a druha ¢ast’ sa zameriava na regresny model,
blizSie sa venujeme linedrnemu regresnému modelu a jeho aspektom.

Kapitola Vysledky prace je venovana prepajaniu linearneho regresného modelu s
jazykom R v programovacom prostredi RStudio. V praktickej ¢asti sme pouzili konkrétne
datové udaje na ktorych sme testovali vlastnosti linearneho regresného modelu. Zamerali
sme sa na priklad, ktory sa tykal jednoduchého linedrneho modelu, aby sme mohli , ¢o

najlepSie a najprehl'adnejSie vysvetlit' zakladné funkcie a osvojili si tak syntax jazyka.
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