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Definicia grafu

e Graf je obrazok, ktory vznikne pospajanim vrcholov
(reprezentované bodmi) spojitymi  €iarami.
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* V grafe rozliSujeme dva typy objektov:
vrcholy (uzly) a hrany ( €iary)

e pre graf je nepodstatné, akym spésobom je hrana
spajajuca dva vrcholy realizovana, podstatné je, ze dva
vrcholy su spojené hranou (vrcholy su susedné)




Definicia grafu

Nech U = {u} (=1, 2, ..., n) je flubovolnad mnozina n
prvkov, K= U x U a HOO K (H je fubovolna podmnozina
mnoziny vSetkych kombinacii druhej triedy prvkov
mnoziny U).

Neorientovanym grafom nazyvame usporiadanu dvojicu
G =[U, H].

V pripade obrazku mnozina U = {1,2,3,4,5,6,7}. Mnozina
K obsahuje 21 prvkov ( (q _ 1)
2

Z podmnoziny H vyberieme lubovolné kombinacie (1,2),
(2,3), (2,4), (3,4), (3,5), (5,6), (5,7) — konecny
neorientovany graf.
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Kone ¢ny graf — obsahuje kone ¢ény po €et prvkov —
mnozina U [ H je kone éna



Definicie
Prvky grafu — uzly a hrany grafu.

Vrcholy (uzly) — prvky mnoziny U.
Hrany — prvky mnoziny H. Oznacujeme ich h;,
alebo ako neusporiadanu dvojicu [u;, u].

Orientovana hrana — je dana zaciatochym a
koncovym vrcholom, v grafe oznaCovana
Sipkou, je to usporiadana dvojica (u;, u,).



Definicie
Relacia — vztah dvoch prvkov grafu s rovhakou
dimenziou (hrana-hrana, resp. uzol-uzol).

Incidencia — vztah dvoch prvkov roznej
dimenzie (hrana-uzol).

Uzol u; 0 U je incidencny s hranou h; I H grafu
G =[U, H], ak hrana h; zacCina alebo konci v

uzle u.
h/



Definicie
Stuper uzla u; — pocCet hran, s ktorymi je uzol u; incidencny —
deg(u).
|zolovany uzol — deg(u;) = 0.
Zaciatocny, resp. koncovy uzol — deg(u;) = 1.
Rozvetvovaci uzol — deg(u,) = 2.
Sucet stupnov v grafe G = [U, H] sa rovna dvojnasobku poctu
jeho hran (| H [ =m), teda > deg(u;)=2m

uju




Definicie
Prifahlé (susedne) uzly — také dva uzly, medzi
ktorymi existuje hrana, ktora ich spdja.

Prifahlé hrany — také dva hrany, ktoré maju
spolocny uzol.

Slucka — hrana, ktora zacina a konc¢i v tom
iIstom uzle (je incidencna s jedinym uzlom).

@

Linka — hrana incidencna s dvoma réznymi
uzlami grafu.




Definicie
Rovnobezné hrany — minimalne dve hrany,
ktoré spajaju tu istu dvojicu uzlov.

C O C O

Nasobné hrany — najmenej dve rovnobezné,
ktoré zacCinaju a koncia v tych istych uzloch. Sa
to tie rovnobezné hrany, ktoré su alebo vSetky
neorientovane, alebo vsetky suhlasne

orientovane. O Q




Definicie
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Definicie
Multigraf — graf, ktory obsahuje nasobnée hrany,
nie vsak slucky.

Pseudograf — graf, ktory obsahuje nasobné
hrany naviac aj nasobneé slucky.
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Definicie orientovaneho grafu

Orientovany graf — vSetky jeho hrany su orientovane,
kazda z nich spaja usporiadanu dvojicu vrcholov grafu
(orientovana hrana — je dana zacCiatocnym a koncovym
vrcholom, v grafe oznaCovana Sipkou, je to usporiadana
dvojica (u;, uy)). Je to skor dynamicky model reality.

Nech U = {u} (i=1, 2, ..., n) je lubovolna mnozina n
prvkov a H je fubovorna podmnozina mnoziny W
vSetkych variacii druhej triedy prvkov mnoziny U (HO W).
Potom usporiadanu dvojicu G = [U, H] nazyvame
orientovany graf.

Neorientovany graf — Specialny pripad orientovaneho
grafu (kazda neorientovana hrana je nahradena dvojicou
orientovanych hran s opac¢nou orientaciou). Je to skor
staticky model reality.
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Definicie orientovaneho grafu
Stupern orientovaneho grafu:
e vnutorny (vstupny) stuper deg (u) — pocet
hran vstupujucich do vrcholu u
e vonkajsi (vystupny) stuperi deg* (u) — pocCet
hran vystupujucich do vrcholu u

Plati
deg (u) = deg (u) + deg* (u)
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Definicie orientovaneho grafu

Orgraf (oriented graph) — najjednoduchsi typ
orientovaného grafu, ktory neobsahuje ani
rovnobezne hrany, ani slucky.

<

Digraf (directed graph) — orientovany graf, ktory
neobsahuje nasobné hrany, ani slucky, moze
vSak obsahovat rovnobezné hrany.

—,
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Definicie orientovaneho grafu

Multidigraf — orientovany graf, ktory neobsahuje
slucky (rovnobezné a nasobné hrany moéze).

Pseudodigraf — orientovany graf, ktory moze
obsahovat rovnobezné a nasobné hrany a aj slucky
(jednoduché a nasobné).
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Definicie orientovaneho grafu
Pre orientované grafy plati:
e kazdy orgraf je digrafom
e kazdy digraf je multidigrafom
e kazdy multigraf je pseudodigrafom

e opacné tvrdenia neplatia
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Definicie zmiesaneho grafu
ZmiesSany graf — jeho hrany su aj
neorientované, aj orientovaneé.
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Definicie zmiesaneho grafu
Migraf (mixed graph) — zmieSany graf, ktory
neobsahuje nasobné hrany, ani slucky, moze
vSak obsahovat rovnobezné hrany.

N
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Definicie zmiesaného grafu

Multimigraf — zmieSany graf, ktory neobsahuje slucky
(rovnobezné a nasobné hrany moze).

Pseudomigraf — zmieSany graf, ktory m6ze obsahovat
rovhobezné a nasobné hrany a aj slucky
(jednoduché a nasobne).
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Definicie zmiesaného grafu
Pre orientované grafy plati:
e kazdy migraf je multimigrafom
e kazdy multimigraf je pseudomigrafom

e opacné tvrdenia neplatia

e pseudomigraf je najvSeobecnejSou grafovou
Strukturou

e OBYCAJINY GRAF — neorientovany graf bez
slucCiek a nasobnych hran
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Definicie
Prazdny graf — graf, ktory neobsahuje vrcholy, mnozina
U = [, oznacuje sa K.

Triviadlny graf — graf s jedinym vrcholom s nulovym
stupnom, oznacuje sa K.

Diskrétny graf — graf obsahujuci len izolované vrcholy,
neobsahuje hany.

Suvisly graf — graf, v ktorom fubovolné dva vrcholy
savisia.

Kompletny (Uplny) graf — graf bez slucCiek a
rovnobeznych hran, v ktorom su kazde dva r6zne vrcholy
susedné (spojené hranou).
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Kompletny (Uplny) graf
Kompletny (Uplny) graf — graf bez sluciek a
rovnobeznych hran, v ktorom su kazde dva
rozne vrcholy susedne (spojené hranou).

Pocet hran kompletného grafu = (gj

Stupen kazdého uzla=n-1

Oznacenie K,
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Podgraf S
Podgraf grafu G =[U, H] —graf G" = [U", H], pre
ktory plati , ,
U LU aH H

Naddgraf grafu G =[U, H]—graf G =[U"", H"],
pre ktory je graf G podgrafom.

S
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Sled

Sled — kazda alternujuca postupnost’ uzlov a hran,
ktora zacina a konci vrcholom.

Sled v grafe z vrcholu u, do vrcholu u, — kone¢na
postupnost hran (u,,u,),(u,,us),...(u,.1,u,) S
vlastnostou, ze dve po sebe nasledujuce hrany maju
spolocny vrchol.

Sled v grafe z vrcholu u, do vrcholu u, — kone¢na
postupnost vrcholov u,, u,,...u, s vlastnostou, ze dva
po sebe nasledujuce vrcholy (u;,u;,,) sU spojené
hranou.

Sled dizky n — sled, ktory obsahuje prave n hran.
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Vlastnosti sledu

Otvoreny sled — zaCiato¢ny a konecny vrchol sledu su
rozne, teda u, # U,

Uzavrety sled — zaciatoCny a konec¢ny vrchol sledu su
totozné, teda u, = u,.

Tah — sled, v ktorom sa neopakuje Ziadna hrana.
Cesta — sled, v ktorom sa neopakuje ziaden vrchol.

Cyklus (kruznica) — uzavreta cesta, ktora ma aspon jednu
hranu (neopakuje sa v nej ziaden vrchol okrem
zaCiatocného, ktory je su€asne konecnym).

Acyklicky graf — graf, ktory neobsahuje cykly.
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Vlastnosti sledu

Otvoreny tah

Uzavrety tah
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Vlastnosti sledu

Eulerovsky sled — sled obsahujuci vSetky prvky grafu (vSetky
vrcholy a vSetky hrany).

Uzavrety eulerovsky tah — neprazdny, konecny, suvisly graf,
ktorého kazdy vrchol ma parny stupern.

Otvoreny eulerovsky (semieulerovsky) tah — neprazdny,
konecény, suvisly graf, ktory obsahuje prave dva vrcholy
neparneho stupna.

Hamiltonovsky sled — sled obsahujuci vSetky uzly grafu.

Eulerovsky graf — graf obsahujuci Eulerov cyklus, teda
uzatvoreny sled obsahujuci vSetky prvky grafu (vSetky vrcholy a
vSetky hrany).

Hamiltonovsky graf — graf obsahujuci hamiltonovsky cyklus,
teda uzatvoreny sled obsahujlci vSetky uzly grafu.
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Acyklické grafy
Acyklicky graf — graf neobsahujuci cykly.

Strom — neprazdny suvisly a acyklicky graf (neobsahuje kruznice).

Strom — neprazdny suvisly acyklicky graf s minimalnym poctom hran
rovnajucim sa n — 1 (n je pocet vrcholov).

Strom — neprazdny konecény suavisly graf s n vrcholmi a m hranami, pre
ktory platin=m + 1.

Korer stromu — uzol, pre ktory plati:
deg (u) =0 adeg*(u) > 0.

Koreriovy strom — strom, ktory ma jednoznacne urcéeny korern.
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Kostra grafu

Kostra grafu — taky strom grafu G = [U, H], pre ktoreho
podrgaf G" = [U", H'] plati U= U a H O H (faktor grafu).

Kostra grafu — kazdy suvisly graf ma kostru.

Minimalna kostra grafu — taka kostra grafu, v ktorej je
sucet ohodnoteni hran kostry minimalny.

N
e
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Opisy Struktury grafu
Matica susednosti A = (g;) pre I, ] =1, 2, ...,n
(uzlova matica) neohodnoteného grafu G =
[U, H] rozmeru n.n (n — pocet vrcholov), pre
ktorej prvky plati
Q= 1,_ ak h; UH (resp. [u;, u] UH) — hrana
existuje,
a; = 0, ak h; H (resp. [u;, u] OH) — hrana
neexistuje.
Pri nasobnych hranach je hodnota a;

definovana ako a; = m.h;, resp. a; = m. (u;, u,).
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Opisy Struktury grafu
Neorientovany graf
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Opisy Struktury grafu
Multigraf — graf, ktory obsahuje nasobnée hrany,

nie vsak slucky. e

Matica susednosti A = (aij) ] )

Vlastnosti — symetrickd matica 0100
— sucet prvkov i-tého 103 2

riadku predstavuje A 0300
stupen vrcholudeg(u) |5 2 g
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Opisy Struktury grafu

Pseudomigraf — zmieSany graf, ktory mbéze obsahovat

rovnobezné a nasobné hrany a aj slucky
(jednoduché a nasobne).

Vlastnosti — sucet prvkov i-teho ‘000 O]
riadku predstavuje vnutorny 10 2 1
stupen vrcholu deg-(u)) a I-tého A =

stipca vonkajsi stuper deg*(u.) 0210

0102
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Opisy struktury grafu

Matica incidencie S = (s;) pre n vrcholov a

m hran (uzlovo-hranova matica)
neohodnoteného grafu G = [U, H] rozmeru n.m,
pre ktorej prvky plati

s; = 1, ak vrchol u; Je incidentny s hranou h,
s; = 0, ak vrchol u; nie je incidentny s hranou h;.
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Opisy Struktury grafu
Neorientovany graf

Matica incidencie S = (s;) . i

. . ., hl h2 h3

Vlastnosti — sucet prvkov i-teho v1 0 0O
. - 1

riadku predstavuje S=lv, 1 1 1

stupen vrcholu deg(u;) v, 0 1 O

v, 0 0 1
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Multigraf

Opisy Struktury grafu
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Opisy Struktury grafu
Matica incidencie S = (s;) pre n vrcholova m hran

(uzlovo-hranova matica) neohodnoteného grafu G =
[U, H] rozmeru n.m s nasobnymi hranami a slu¢kami, pre
ktorej prvky plati

s; = 1, ak vrchol u; je incidentny s neorientovanou hranou
h;, alebo orientovana hrana h; vystupuje z vrcholu u;,

s; = — 1, ak orientovana hrana h; vstupuje do vrcholu u;,

s; = 2, ak neorientovana hrana h; je slucka incidencna s
vrcholom u;,

s; = — 2, ak orientovana hrana h; je slucka pri vrchole u;,
s; = 0, ak vrchol u; nie je incidentny s hranou h;.
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Opisy Struktury grafu
Pseudomigraf

Matica incidencie S = (s;;)

Vlastnosti — kazdy stipec matice hoh
obsahuje najviac dva nenulové vy -1 0
prvky a stget ich absolutnych ~ S=|v, 1 1
hodnot je rovny 2 v, 0 -1

v, 0 O




Opisy Struktury grafu
Distancna matica D = (d;) pre n vrcholov
neohodnoteného grafu G [U, H] rozmeru n.n,
pre ktorej prvky plati
d; = k”, ak h; OH (resp. [u,
eX|stuJe
d; =0 prei=](prvky na diagonale),
d; =M, ak h, UH (resp. [u;, u] [H) — hrana
neexistuje.

M — dostatoCne velké kladné Cislo, niekedy
zapisovane aj oo.

» U] DH) — hrana

7
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Opisy Struktury grafu
Neorientovany graf

N

Distancna matica D = (d;)
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Opisy Struktury grafu
Zmiesany graf
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Opisy Struktury grafu

Matica stupnov uzlov matice Deg = (deg;)
ore n vrcholov neohodnoteného grafu G =
U, H] rozmeru n.n je diagonalna matica, pre
Ktorej prvky plati

deg; = pocet stupnov zodpovedajuceho uzla pre
| = j (prvky na diagonale),

deg; =0 prei#].
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Opisy Struktury grafu

Neorientovany graf
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Matica stupriov uzlov matice Deg = (deg;)
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Vzt'ah medzi maticou susednosti a
diStan ¢nou maticou

ZmiesSany graf G
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Vztah medzi maticou susednosti a
Inciden ¢nou maticou

S.S'=A+Deg
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Vzt'ah medzi maticou susednosti a
Inciden ¢nou maticou
Neorientovany graf
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Matica vypo €tu kostier grafu

M =S.S'

Matica M(i) — vynechanie fubovolného i-tého
riadku a i-tého stlpca matice M.

Pocet kostier grafu — determinant matice M:

M|
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Matica vypo €tu kostier grafu
Neorientovany graf

h2
h — T
O——0 . M =SS
(1 0 0 1

1100
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M@ =/110| [M|=(3.1.1+1.0.1+1.1.0)~ (1.1.1+0.0.1+1.1.1)
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M

Matica vypo €tu kostier grafu
ZmiesSany graf

hl

1 00 0]
1-11 0

010-1f

0 0-11]

11 0]
@=[1 3 -1
0-1 2|

(1 10 0]
0-110
010-1

0 0-1 1

M|=(1.32+1.-1.0+1.-1.0)-(0.3.0+1.1.2+1.-1.-1)=3
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