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ABSTRAKT

ZANOVA, Kinga: Optimdlna vrstva zaistenia nadmernych $kéd— Ekonomicka univerzita
Vv Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra matematiky a aktuarstva. —doc. RNDr.
Galina Horakova, CSc.. — Bratislava: FHI, 2020, 53 s.

Ciel'om zavere¢nej prace je ndjst’ optimalne zaistenie pre nadmerné, resp. katastrofické Skody,
ale aj pre bezné $kody. Praca je rozdelena do troch kapitol. Obsahuje 7 tabuliek, 16 obrazkov a
jednu schému. Prva kapitola je venovana teoretickym poznatkom ohl'adom katastrofickych
skod, roznym matematickym opisom ataktiez aj objasneniu proporciondlneho a
neproporcionalneho zaistenia, ako aj zaistenia katastrofickych §kod. Obsahom druhej kapitoly
st metddy a ciele prace a skimania vybranej problematiky. Zaverecnd kapitola sa zaobera
optimalnym nastavenim vysky zaistovacich ochran poistovne, ¢o je zndzornené na
ilustracnych prikladoch. Vysledkom skumania danej problematiky je potreba vyuzitia
optimalneho zaistenia pre poistovne z dévodu minimalizacie rizika a nakladov na poistné

plnenia.
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ABSTRACT

ZANOVA, Kinga: Optimal Layers for Catastrophe Reinsurance.— University of Economics
in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of Mathematics and Actuarial
Science. — doc. RNDr. Galina Hordkova, CSc.. — Bratislava: FHI, 2020, 53 s.

The aim of the final thesis is to find optimal reinsurance for catastrophic losses and for standard
losses. The thesis is divided into three chapters. It contains 7 tables, 16 pictures and one scheme.
The first chapter investigates theoretical information of catastrophic losses, various
mathematical descriptions and clarification of proportional and nonproportional reinsurance as
well as reinsurance of catastrophic losses. The second chapter is dedicated to methods and aims
of the text and research of the selected topic. The aim of the last chapter is to find and set the
optimal level of reinsurance for insurance companies, that is depicted on the illustrative
examples. The result of the research is the necessity to apply the optimal reinsurance to

insurance companies in order to minimise the risk and expenditures on indemnities.
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Uvod

Katastrofické riziko predstavuje riziko vystavenia sa velkého pocet 'udi nadmernej
strate vyplyvajacej z nebezpecenstva. Mdze to byt prirodna katastrofa vo forme zemetraseni,
povodni, sucha alebo dokonca teroristického utoku, ktory ma za nasledok stratu na zivotoch,
znic¢enie infrastruktiry vo velkom rozsahu. Katastrofy sa v historii vyskytli mnohokrat na
globalnej urovni, ktoré ovplyvnili aj mnohé ekonomiky. Medzi najni¢ivejSie globalne
katastrofické rizika, ktoré vedd k stratam viac ako 10 milidnov Zivotov, patri povstanie Taiping
(1851-1864) a hladomor Velkého skoku v Cine, Cierna smrt’ v Eurépe, $panielska pandémia
chripky, dve svetové vojny, nacistické genocidy, hladomor v britskej Indii, stalinisticky
totalitarizmus a decimécia povodnej americkej populacie prostrednictvom kiahni a inych
chordb. Bohuzial’, aj v tychto mesiacoch sme svedkami pandémie Covid-19, ktora zna¢nym
spdsobom ovplyvni zdravotny stav a ekonomiku celého sveta.

Katastrofy mozu mat’ vazne nasledky na chudobné domacnosti, pretoze nemaja
dostato¢né zdroje na to, aby sa mohli chranit’ pred katastrofami. V pripade katastrofy sa
chudobné komunity casto uchyluju k samopoisteniu a neformalnym prostriedkom riadenia
rizika. Ak intenzita straty nie je prili§ zavazna a pravdepodobnost’ je vysoka, efektivne je
samofinancovanie a neformalne spdsoby riadenia rizika. AvSak v pripade nizkej
pravdepodobnosti, vysokej intenzity straty, samofinancovania a neformalnych prostriedkov
financovania rizika su netcinné. V tomto pripade je poistenie efektivna vol'ba riadenia rizika.
Poistenie je mimoriadne prospesné, pretoZe poskytuje v€asnu finanénli pomoc po extrémnych
Sokoch z udalosti; v désledku toho sa znizia dlhodobé nésledky katastrof.

Poistovne, tak ako aj I'udia, sa chct zabezpecit’ na pripady, kedy katastrofické Skody
nastanu. Zaistovatelia moézu slazit' na diverzifikaciu rizik, ktoré jednotlivé poistovacie
spolo¢nosti nedokdzu interne kompenzovat'. Je to sposob pristupu poistovnictva k kapitalu, aby
sa zaistil proti buducej katastrofickej udalosti. Poist'ovatelia znizuji moznost’ vzniku vel'kych
strat nakupom zaistenia.

Praca pozostava ztroch kapitol. Obsahom prvej kapitoly je sucasny stav rieSenej
problematiky, kde predstavime zaklady katastrofickych $§kod, zaistenia, ako spdsob na
redukovanie rizika, ktoré st sposobené Skodami nadmerného charakteru vzhl'adom na to, ze na
vyplatenia poistnych plneni maji najvacsi dopad a taktiez st najvacSim nebezpecenstvom na
insolventnost’ poistovne. Druhd kapitola pozostdva zo stanoveni primdrnych a parciadlnych
cielov, metodiky a metddy, ktoré su vyuzivané v praci a st potrebné k naplneniu ciel’a. V tretej

kapitole sa zameriame najprv na teoretické matematické aparaty, ktoré nasledne vyuzijeme pri



aplikacii na ilustracné priklady. Uvedieme kritéria skladania zaistnych ochran, ktoré posluzia
pri optimalizécii zaistnych ochran beznych a nadmernych $kod.

Ciel'om diplomovej prace je porovnat’ ako vplyva na celkova §kodu poistovatela, ak sa
rozhodne portfolio rizik nezaistit, zaistit’ iba bezné Skody alebo zaistit’ aj nadmerné Skody.
Taktiez uvedieme zakladnu terminologiu, odvodime vztahy na vypocet oCakavanej Skody
poistovatel'a, zaistovatela, ako aj optimalnych zaistovacich ochran a miery rizika VaR
a CVaR. Nadobudnuté poznatky budeme aplikovat’ na kolektivny model rizika na beznych

Skodach, ale aj individudlny model rizika pri katastrofickych skodach.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

V tejto kapitole uvedieme zakladné informacie nielen o Katastrofickych skodach, ale aj
0 forméch ich riadenia. Riadenie rizika je zaloZené na stochastickom modelovani, ktorého

zaklad tvori zaradeny matematicky aparat.

1.1 Katastrofické Skody

Univerzalnu definiciu katastrofickych $kod je vel'mi t'azké ur¢it. Katastrofické skody
predstavuju Skody, ktoré maju nizky vyskyt, ale vysoké riziko zavaznosti, mozu nastat’ bez
oCakévania, alebo ich mézeme aj predpokladat. Mézu byt sposobené 'udskym zapricinenim,
ale nevylucuju sa ani prirodné katastrofy. Vysledkom je bud’ ovplyvneny finan¢ny, alebo
hmotny majetok v husto zaludnenych miestach alebo na druhej strane to moze ovplyvnit
zni¢ené, neobyvané miesta. Nezalezi na tom, ¢i je merany svojvolnym usmernenim, alebo
striktnymi metédami.

Pre nase potreby moézeme definovat’ katastrofické udalosti ako malo pravdepodobné
prirodné udalosti alebo udalosti vzniknuté 'udskych zapric¢inenim, ktoré spdsobuju Sok pre uz
existujuce socidlny, ekonomicky a environmentdlny rdmec a maju potencial sposobit’ vel'mi
vyrazné 'udské alebo finan¢né straty. Katastrofickd udalost’ alebo Skoda je vnimana ako jedna
vel'kd udalost’, ktord sposobuje dané straty — ako napriklad zemetrasenie alebo teroristicky utok.
Moze nastat’ situdcia, Ze vel'a malych udalosti alebo pripadov vedl k rovnakej Skale strat
a skod. Mnohé z udalosti nie st vyhodnotené ako katastrofické a aZ po urCitom ¢ase a s¢itani
strat sa prehodnotia a stanu katastrofickymi Skodami. Tato situdcia modZe nastat’ po uplynuti
pandémie Covid-19. Momentdlne mozno poistovne nepovazuju pandémiu za katastroficka
udalost, lenZe zatial’ nie st zname celkové $kody, ktoré sposobi. Ci uz sa jedna o finan¢né
straty, alebo o straty sposobené na 'udskych zivotoch.

Aj ked potencidl pre velké skody existuje, katastrofické Skody nie vzdy vedu k stratdm.
Zatial' ¢o sa sustred’'ujeme na udalosti, ktoré¢ mdze spdsobit’ Skody a uvazujeme ako ich ¢o
najviac zminimalizovat’, nemdzeme zabudnut’ ani na udalosti, ktoré neprindsaju stratu. Su to
napriklad zemetrasenia v oblastiach, ktoré nie st zal'udnené. Aj tieto udalosti sa povazuji za
katastrofické.

Katastrofa je samotnou udalostou anie konkrétnym l'udskym alebo finanénym
vysledkom udalosti. Je to dolezité, pretoze kazda nova udalost’ bez ohl'adu na to, €i sposobuje
socidlne, alebo ekonomické Skody, sa stava sti€ast'ou historickych udajov, ktoré su pri vyvoji
analytického ramca také dolezité. Z pohladu Cisto riadenia rizik sa samozrejme zaujimame

predovsetkym o situdcie, ktoré maju potencial vytvarat’ straty na skuto¢nych udalostiach.
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1.2 Matematicky opis a rozdelenia

Na modeléaciu extrémnych hodnot moézeme vyuzit' viacero pristupov, najcastejSie su
vSak pouzivané: metoda blokového maxima a metdda excedentov ponad vysoky prah. Postupy
maju za Ulohu skimat’ mozné limitné rozdelenia pre zodpovedajuce ndhodné veliiny.
Identifikacia extrémnych veli¢in nie je jedina dolezita Giloha, ale aj spravne zvolenie spojitého
rozhodnutia, ktoré¢ opisuje extrémne Skody. Extrémne Skody predstavuju hodnoty, ktoré su
vel'mi velké a zaroven ich dosiahnutie sa predpoklada s malou pravdepodobnostou, pricom
konvergencia knule nie je prili§ rychla. NajznamejSie Si to zovSeobecnené extrémne
rozdelenia a zovseobecnené Paretovo rozdelenie.

e Metoda blokového maxima —,,za extrémne hodnoty sa povazuju maxima, ktoré
sa nadobudaji v za sebou nasledujticich obdobiach rovnakej dizky. Tato metoda deli navzajom
nezavislé pozorovania do rovnako velkych blokov a vybera znich lokalne maxima. Ak
uvazujeme pripad, ze jeden taky blok bol generovany nezavislymi arovnako rozdelenymi
nahodnymi veli¢inami X;, X5, ..., X;, so spolo¢nou distribu¢nou funkciou Fy(x) = P(X < x),
potom M,, = max{ Xy, X5, ..., X} je blokové maximum za prislusné obdobie a pre distribu¢nu
funkciu tohto maxima plati

Fy,(x) =PM, <x) =P(X; <x,X; < x,.., X, < X) (1.2)
¢o mozeme vyjadrit’ aj vztahom

P(My < x) = (Fy(x))" = Ff(x)~* (1.2)
V kazdom extrémnom modely sa pre zodpovedajuce ndhodné veli¢iny skimaju limitné
rozdelenia. Pre povodné nahodné premenné je jednoduchou funkciou distribu¢na funkcia
daného maxima. Metdda blokového maxima je vSak nevyhodna, pretoze z bloku berie do tivahy
stale iba jednu hodnotu, aj ked’ moZe nastat’ situacia, ze v danom bloku sa nachadza viac vel'mi

vysokych hodnoét a taktiez vyzaduje velku zakladiiu udajov.

e Metéda excedentov ponad vysoky prah — Vv porovnani s metdédou blokového
maxima neberie do tvahy iba najvyssiu hodnotu z bloku, ale vSetky hodnoty, ktoré prekrocili
vopred stanoveny prah v. Rozdelenie excedentov ponad vysoky prah vieme vyjadrit bud’
prostrednictvom podmienenej strednej hodnoty ako funkcia zvoleného prahu v alebo aj podla
podmieneného zakona rozdelenia. Zovseobecnené Paretovo rozdelenie je limitnym rozdelenim

excedentov.

THORAKOVA, Galina a Peter ZSOLDOS. Risk Measures for Extreme Losses: Miery rizika nadmernych
§kod. Investment Modelling in the Environment of Catastrophic Insurance Risk 2018: Reviewed Monographic
Collection of Research Papers. Ostrava: VSB — Technical University of Ostrava, Faculty of Economics.
Department of Finance, 2018, , 12-21. ISBN 978-80-248-4224-0
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Pri danej metode su dolezité dve zakladné miery rizika a to maximalna mozna skoda
a podmienena hodnota v riziku s vopred stanovenou pravdepodobnost'ou. Hodnota Value-at-
Risk je maximalne mozna Skoda, ktora moze nastat’ s vopred stanovou pravdepodobnostou p.
Je to p percentnym kvantil, pre ktory, ak p je z intervalu (0; 1) plati

VaR,(X) = inf{x € R:Fy (x) = p} (1.3

Hodnota VaR,(X) nehovori o rozdeleni extrémnych strat, ktoré s vicsie ako tato
hodnota. Z tohto dévodu bola zavedena G¢innej$ia miera a to podmienena hodnota v riziku
CVaR,(X), ktora predstavuje ocakdvanu Skodu z hodn6t, ktoré prekrocia odpovedajici kvantil.
Tato hodnota predstavuje oCakévanu stratu, ktord mdze byt spdsobend v danom casovom
obdobi zo vSetkych 8§kod presahujucich hodnotu VaR,(X). M6zeme ju vyjadrit’ aj ako stcet

hodnoty kvantilu x,, a hodnoty E(Y), ¢o predstavuje strednu hodnotu nadmernej Skody

E(Y) = E[(X —x,) 1 X > x,] (1.4)
kde nahodna premennd Y = (X — xp) | X > x,, ma distribu¢nu funkciu, pre ktort plati
Fx(x) —p

FX|X>xp(x) = Fy(x - xp) = 1= - ,x = VaR,(X) (1.5)

Hodnotu CVaR, (X) vieme vyjadrit’ pre spojiti ndhodna premennt nasledovne

S x- fr(x)dx
CVaR,(X) =E(X X >x,) = ;(X =) (1.6)
p

Charakteristiky nahodnych premennych auvedené miery rizika , ktoré budeme

potrebovat’ v aplikacnej Casti, mozno vyjadrit’ pre rozdelenia s l'ahkym aj tazkym koncom.

1.2.1 Rozdelenie s lahkym koncom

Pravdepodobnostné rozdelenia, ktoré maji tenSie chvosty ako exponencidlne, su
rozdelenia s ahkym koncom. Konverguji k nule ovel'a rychlejsie a preto maja na koncoch
mensSiu hmotnost. Gamma rozdelenie je prikladom rozdelenia s 'ahkym koncom. VécSina
distribucii boli zavedené v elementarnych Statistikach.

e Gamma rozdelenie — je to spojité rozdelenie pravdepodobnosti s dvoma
parametrami. Patri k pravostranne zoSikmenym rozdeleniam. Je vhodné pri pouziti
modelovania vysky poistnych plnené. Gamma rozdelenie je na rozdiel od exponencidlneho
rozdelenia zavislé od dvoch parametrov, vd’aka ¢omu je flexibilnejSie a vhodnejsie. Napriek
tomu neodhaduje dobre pravdepodobnost’ extrémne vysokych poistnych plneni.

Ak mame nahodnt premennt X ~ I'(m;d), tak jej distribu¢na funkcia ma tvar
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m

e %t tm-lgr x>0 (1.7)

F s
Fx(x) = f r(m)

0

I'(m) ozna¢ime ako Gamma funkciu, ktora je definovana:

r(m)= f e * x™m 1 dx (1.8)
0
A funkcia hustoty vyzera nasledovne
m
_ —6x ¢m—1 (1.9
= . .t
fx (x) r'(m) e
Obrdazok 1 Funkcia hustoty pre Gamma rozdelenie
0.5 IHIIIII\IHII\II\HIIIHHHIIIHHHIIHIHlllllHIH|||||HH||IIIH\I\IlIIIHII\Il\IIHIIIJ__
k=1.0,6=2.0 ]
A k=2.0,6=2.0 ]
0.4 k=3.0,0=20 -
c k=5.0,0=1.0 ]
c — k=9.0,0=0.5 ]
03 ——— k=75,0=1.0 5
c k=0.5,0=1.0 ]
02 -
0.1 = E
0 '_;HA_HA"{IIHIiL"'IIHHhHIIIH\ 'l‘ll\IIHIII'IZ'

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution#/media/File:Gamma_distribution_pdf.svg

1.2.2 Rozdelenie s razkym koncom

Distribticia nahodne premennej X s realnou hodnotou ma tazky pravy koniec, ak sa

pravdepodobnost’ konca P(X > x) konverguje k nule pomalSie ako pravdepodobnost’

akéhokol'vek exponencidlneho rozdelenia. Rozdelenia s tazkym koncom s zaujimavejsie,

pretoze sa daju pouzit' na modelovanie procesov, ktoré maji tendenciu dosahovat’ extrémne

vysledky.

e Fréchetovo rozdelenie — pozname ho aj ako inverzné¢ Weibullovo rozdelenie.

Je Specifickym pripadom Zovseobecneného rozdelenia extrémnych hodnot.

Distribu¢na funkcia Fréchetovho rozdelenia ma tvar
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F(x,,m,s) = 5T (1.10)

kde s je parameter variability, m parameter polohy a pre « plati, ze x= %

a funkcia hustoty ma tvar

(XM o x —my <1
flx,,m,s) = e (57 —( ) (1.11)
S S
Obrazok 2 Funkcia hustoty pre Fréchetovo rozdelenie
1.4 — a=ls=Lm=0
— = =1, m=0
1.2t ;

1.0p

I I 1

35 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
X

Zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/Fr%C3%A9chet_distribution#/media/File:Frechet pdf.svg

Vsetky uvedené rozdelenia mozno zakomponovat’ do kolektivneho modelu rizika. Preto

sa budeme v nasledujticej Casti venovat’ zloZenym rozdeleniam Vv takej podobe, ktora umozni

priblizit’ teoretické vztahy, ktoré budu vyuzité v aplikacnej Casti.

1.3 Metdda vyuzitia kolektivneho modelu rozdelenia zloZenych rozdeleni

1.3.1 Kolektivny model rizika

Kolektivny model rizika ma v poistovnictve obrovsky vyznam. Riziko, ako pojem,

moze pre poistovne znamenat vznik poistnej udalosti, ktora moze nastat’, ale nemusi. Pre
poistoviiu predstavuje riziko to, ¢i mu vybrané rizikové poistné a stanovené rezervy postacia
na vyplatenie poistnych plneni. Na posudenie rizika sa skimaji rozne kritéria a atriblity, na

zaklade ktorych je cena poistenia ovplyvnend a taktiez to, ¢i sa rozhodne poistovatel dané

riziko poistit’. ,,Medzi takéto podmienky, ako uz bolo spomenut¢, patria:

e riziko musi byt identifikovatelné,

e strata sposobend prejavom rizika musi byt’ finan¢ne vy¢isliteI'na,
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e vznik poistnej udalosti musi byt aktom nahodnosti,
e poistenie rizika musi byt pre obe zainteresované straty ekonomicky tinosné*?
Stochasticky model je zobrazeny kolektivnym modelom rizika, prostrednictvom
ktorého vieme posudit’ agregatne spravanie suboru. Ako priklad uvedieme poistenie
nehnutelnosti. Nevieme s presnostou ur€it, v ktorej domdacnosti nastane poistnd udalost’
aVvakej vySke, na zdklade Coho ani poistoviia nevie stanovit, aku Skodu ma cakat
v stanovenom obdobi. Statistické udaje mozu poméct odhadnit, v kolkych percentich
poistenych nehnutel'nosti nastane poistna udalost’. Pre poistoviiu nie je postacujuci udaj na
modelovanie celkovej $kody, nakol’ko pri kazdej poistnej udalosti je poistné plnenie rdzne.
Kvoli tomu musime skonstruovat’ stochasticky model vysky jednotlivych §kod. Po vyjadreni
zakonov rozdelenia individualnej Skody a poctu §kdd na jednu poistnu zmluvu, resp. celkového
poctu $kdd, moézeme tieto rozdelenia skladat. Vysledkom skladania je kolektivny model
rizika, ktorého méZeme charakterizovat’ premennou celkovej skody S*°! .
Ak opisujeme kolektivny model rizika je potrebné, aby boli splnené nasledujice
podmienky:
e pocet poistnych zmliv sa pocas roka nement,
e na kazdu poistnil zmluvu mo6Ze nastat’ viacero poistnych plneni,
e jednotlivé rizikd st nezavislé.

Nahodni premennu Sk

mozeme definovat ako celkovll Skodu poistovatel’a
vyplyvajica z portfolia, ktoré obsahuje nezavislé poistné zmluvy vzniknuté v ur¢itom obdobi,
vécsinou jedného roka. Pouzime oznacenie X; pre premennt opisujucu vysku i -tej skody, kde
X; predstavuju nezavislé identické ndhodné premenné a ozna¢enie N celkovy podet $kod. Dalej
plati, Ze celkovy pocet skod N andhodnd premennd X; st navzdjom nezavislé. Nasledne
celkovi Skodu moéZeme vyjadrit’ ako stcet vSetkych individudlnych $kod, ¢o vyjadrime

vztahom
N

Sk()l :lez X1+X2++XN (112)
i=1
pricom s istotou mézeme tvrdit’, Ze v pripade, ak celkové poistné plnenie bude rovné nule, tak

nenastane ani jedna poistné udalost’.

Skol =0 => N=0 (1.13)

2 MELUCHOVA, Jitka. Uctovnictvo a vykazovanie poistovni podla IFRS. Bratislava: lura Edition, 2009,
279 s. ISBN 978-80-8078-278-8
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,Predpoklady vyjadruju zavislost’ celkovej Skody od poctu poistnych udalosti, pricom
rozdelenie individualnej Skody sa pocas celého sledovaného obdobia, tak ako a pocet poistnych
zmlav, nemeni.*® Kolektivny model rizika teda berie do tivahy celkové riziko oproti riziku
Z jednotlivych poistnych zmlav, ked’ze moze nastat’ situacia, Ze na jednu poistni zmluvu
nastane viacero poistnych plneni. Pre splnenie uvedenych predpokladov musi existovat’

nahodnd premenna so zlozenym rozdelenim:

Skol~ Co(py(n), Fx(x)) (1.14)
Distribuéna funkcia nahodnej premennej S*°! ma tvar
F gkot (x) = P(S*! < x)prex =0 (1.15)
A pravdepodobnostna funkcia
Pyt (1) = ) PN =) * p" () (1.16)
n=1

kde p;"(x) predstavuje n-ta konvoluciu rozdelenia.
Zikladné charakteristiky celkovej $kody Sk°!

Medzi zakladné charakteristiky celkovej $kody patri stredna hodnota a disperzia. Na ich
vypocet existuje viacero sposob, no my si uvedieme vypocet prostrednictvom distribucne;j
a pravdepodobnostnej funkcie.

Stredna hodnota, ktora je definovana ako zadiatoény moment k -teho radu v, (S*°!)
a vypocita sa ako k-ta derivacia momentovej vytvarajucej funkcie v bode z = 0. Nakol'ko

stredna hodnota je zaiatoény moment prvého radu, prvou derivaciou momentovej vytvarajucej

funkcie za podmienky, ze parameter z poloZime rovny nule, stredn hodnotu vyjadrime ako
d
vi(8°°) = —mgio (2)| z=0 = E(S¥°) (1.17)

Disperziu, definovanu ako centralny moment druhého radu, dostaneme ako rozdiel
medzi zac¢iatocnym momentom druhého radu a druhej mocniny zaciatoéného momentu prvého
radu

Ua(S*OH) = v,(S%°1) — vi($%°') = D(s*!) (1.18)

Celkova Skoda je ale zavisla poc¢tu skod opisanych nahodnou premennou N a plati

‘ol Skol
E(S )=E<E< = )) (1.19)

naslednymi upravami dostaneme

3 HORAKOVA, Galina, Michal PALES a Frantisek SLANINKA. Teéria rizika v poisteni. Bratislava:
Wolters Kluwer, 2015, 420 s. [21,07 AH]. Ekonomia. ISBN 978-80-8168-273-5.
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E(S* |N=n)=E (Z Xi> (1.20)

i=1
E(E(S* | N)) = E(N.v (X)) = E(N)E(X) (1.21)
(1.2) sme, ze strednu hodnotu celkovej Skody, ak pozname stredni hodnotu poctu

a vysky skod vieme vypocitat’ ako

E(S*!) = E(N)E(X) (1.22)
Rovnakou tivahou budeme postupovat’ aj pri vyjadreni disperzie
n
D(Sk' | N=n)=E (Z Xl-> =n(v,(X) —vi(X)) (1.23)
i=1
Ak pre n plati, Ze je z prirodzenych ¢isiel, tak
D(SkL | N) = N(v,(X) — v (X)) (1.24)
D(s*o) = E (N(v,(X) = vi(X))) + D(N v,(X)) (1.25)

Po uprave dostaneme disperziu celkovej Skody
D(s*') = E(N)D(X) + E*(X)D(N) (1.26)
Miery rizika VaR a CVaR zlozenych rozdeleni vieme vyjadrit’ nasledovne
VaR,(s*") =x, (1.27)
kde hodnota v riziku VaR,(S*°!) predstavuje najhorsiu moznu kodu, ktord moze

nadobudnut’ nahodna premenné zlozeného rozdelenia $¥°! s pravdepodobnostou p.

Fiot (xp) =P (1.28)
Foor (VaRy(S¥)) =p => P(S¥! <VaR,(sk)) = (1.29)
P(E(S*Y) + EC — Skl >0) =p (1.30)

Obrdzok 3 Miery rizika VaR,(S*°")

F

T

1 h-‘-‘_‘_\_‘_‘_‘_‘_‘_‘_.
E(ska.'} VITR(.S'“: }

L

Zdroj: vlastné spracovanie
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Hodnota VaR,,(S*°") ma vsak aj nedostatok, ktorym je, Ze neberie do tvahy extrémne,
resp. vy$sie hodnoty rozdelenia, ktorych hodnota je v porovnani s VaR, (S kol) yyssia. Vd'aka
tomu bola zavedend efektivnejsia miera pri posudzovani rizika, a to CVaR, (S kol

»Podmienena hodnota v riziku CVaR,(S kol) je o¢akavana $koda zo vietkych $kod

prekracujucich hodnotu kvantilu x,, prislusného rozdelenia.«t

CVaR,(s*!) = E (s'“” | Skol > VaR,,(skol)) (1.31)

Obrdzok 4 Miery rizika CVaR,,(S*°")

)

EC
| \_‘__

E(5ke!) CVaR(5%")

.

L

Zdroj: vlastné spracovanie

Ako rozlozit’ riziko medzi poistoviiu a zaistoviiu sa pokusime priblizit’ v nasledujtce;j
Casti.
1.4 Individualny model zaistenia

V predchéadzajucej podkapitole sme uviedli, Ze celkova Skoda kolektivneho rizika sa
spdja so zlozenym rozdelenim. V zivotnom poisteni pri opise celkovej Skody z vybraného
portfolia zmliv moéZeme vyuzit' individudlny model, pri ktorom je Skoda z jedného rizika
Opisana zlozenym alternativnym rozdelenim.
1.5 Zaistenie

Zaistenie je forma poistenia zaktpeného poistoviiami s cielom zmiernit riziko.
Zaistenie moze v zdsade obmedzit’ vysku straty, ktord moze poistovatel’ potencidlne utrpiet’.
Inymi slovami, chrani poistovacie spolo¢nosti pred finanénym znicenim, ¢im chrani ich

zakaznikov pred nekrytymi stratami. Jednoduchym vysvetlenim je, ze zaistenie predstavuje

4 HORAKOVA, Galina, Michal PALES a Frantiek SLANINKA. Teéria rizika v poisteni. Bratislava:
Wolters Kluwer, 2015, 420 s. [21,07 AH]. Ekonomia. ISBN 978-80-8168-273-5.
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poistenie pre poistovacie spolocnosti. Je t0 mechanizmus, ktory poistovne pouzivaju na

znizenie rizika alebo znizenie vystavenia konkrétnej katastrofickej udalosti.

Obrazok 5 Mechanizmus zaistenia

Poistnik

Poistnd zmluva

Poistovna

Zaistna zmluva

Zaist’ovna

Zdroj: vlastné spracovanie

Zaistenie katastrofy sliZi na ochranu prebytku poistovatela pred vyraznymi vykyvmi
sposobenymi velkymi stratami v dosledku katastrofy. Nakupom zaistenia proti katastrofam
poistovia obchoduje s ¢ast'ou svojho zisku, aby ziskala stabilitu vo svojich upisovanych a
finan¢nych vysledkoch. Za predpokladu dokonalého finan¢ného trhu, ked su katastrofické
rizikd nezavislé od inych zdrojov rizika, ktoré st diverzifikovte'né v rovnovéhe, by sa zaistna
prirazka za ochranu pred katastrofickymi mala rovnat’ o¢akavanym nakladom na zaistenie.
Poistovna, ktora ma averziu k riziku, bude hl'adat’ ochranu pred velkymi udalostami pri
zabezpeCovani vrstiev s nizkou rezervou. Ak by mal zaisteny dostatok peniazi na to, aby mohol
zabezpecit’ plnu ochranu proti bankrotu, optimalnym zaistnym dojednanim je dohoda o tplnej
strate s najvac¢Sou moznou odpocitateI'nou hodnotou.

V praxi nie st finan¢né trhy dokonalé, ceny zaistenia s vyrazne vysSie a pre poistovne
to nie je ekonomicky vyhodné, aby sa zaistili na plni hodnotu. Celiac realite o relativne
vysokych cenédch zaistenia a praktické ekonomické obmedzenia kupujlcich katastrofickych
zaisteni, primarne poistovne sa zdrahaji vzdat sa velkej Casti ich zisku pre obmedzené
katastrofické zaistenie. Takto zaisteni ¢asto nakupujt nizke vrstvy zaistenia, ktoré s vystavené
vysokej pravdepodobnosti preniknutia.

Ekonoémovia ponukli vela vysvetleni na neefektivnost’ zaist'ovacieho trhu. Borsch

skumal rovnovahu na zaistnom trhu a zistit’, ze zaisteny trh nedosiahne Paretovo optimum, ak
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sa bude snazit’” kazdy ucastnik maximalizovat jeho uzito¢nost. Froot identifikoval osem
teoretickych dovodov na vysvetlenie, preCo poistovne kupuji relativne malé zaistovacie
ochrany proti velkym katastrofickym udalostiam. Zistil obmedzenia, ktoré su spojené s
nedostatkami kapitalového trhu (nedostato¢ny kapital v oblasti zaistenia, trhova sila
zaistovatelov a neefektivne podnikové formy pre zaistovne) urcuje najpodstatnejSie
vysvetlenie. Existuju vyznamné obmedzenia v moznostiach zaistovatel’a diverzifikovat riziko.
Vzhl'adom na katastrofické zaistenie, ani jedna zaistovina nie je natol’ko vel'ka, aby mohla plne
diverzifikovat’ katastrofické riziko. Za ucelom zabezpecenia rizika, zaistovatel musi mat
dostato¢ne vel'ky kapitdl a musi zabezpecit’ aj navratnost’ daného kapitalu.

Poistovne kupuju katastrofické zaistenie pre znizenie potencidlnej volatility vynosov
a pre poskytnutie ochrany pred katastrofickymi udalostami. Avsak, zaistenie predstavuje pre
poistovne naklad ateda dosiahnutie optimalnej rovnovahy medzi Groviiami zisku po
katastrofickom zaisteni a zniZenie rizika vzniku je vel'mi dolezité. Kupovanim nepotrebnej
alebo nadmernej zaistnej ochrany by sa vzdali viac z upisaného zisku ako je to potrebné alebo
nevyhnutné. Velkost' zaistnej ochrany, ktora predstavuje stabilitu alebo znizenie rizika
a ndkladov, je poistné zaplatené po od¢itani moznej straty. Analyza zaistovacej dohody je
proces kvantifikacie nakladov. Podl'a klasickej dohody o strednej hodnote vo finanénej
ekonomike, zaisteny bude kupovat’ zaistenie, ktoré zabezpeci dosiahnutie maximalneho zisku,
ktory je upraveny o riziko.

V nasledujlicej Casti strucne priblizime typy zaistenia, redukciu individudlnej Skody
zaistenim a jej implementaciu do kolektivneho modelu rizika.
1.5.1 Proporcionalne zaistenie

Proporciondlne zaistenie, ako napriklad kvotové zaistenie a excedentné zaistenie
vzhl'adom na poistni sumu, vyZaduju, aby si poistovatel a zaistovatel’ zdiel'ali poistné, straty
a ndklady na vyrovnanie strat na zdklade vopred stanovené¢ho vzorca, ako je napriklad pevné
alebo variabilné percento. Takéto dohody sa riadia zasadou proporcionality, ak st poistovatel’
a zaistovatel’ zapojené za rovnakych podmienok. Proporciondlne zaistenie ma za nasledok
urCité postapenie a alokovanie §kdd. Vyhodou pre poistovatela pri vyuziti proporciondlneho
zaistenia je vymahanie malych strat a ochrana.

Proporcionédlne zaistenie predstavuje poistenie, kde si poistnli sumu S, poistné P
a poistné plnenie X poistovina a zaistovna delia medzi sebou vo vopred stanovenom pomere.

Délezity je pomer, prostrednictvom ktorého sa v kazdej poistnej zmluve rozdeli pdvodné riziko
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medzi poistoviiou a zaistoviiou, ale taktiez aj poistné a poistné plnenie. Dany pomer nie je
zavisly od vysky skody.
V nasej praci sa budeme venovat’ dvom typom proporcionalneho zaistenia, a to kvotové
a surplus zaistenie.
Kvotové zaistenie
Kvoétové zaistenie predstavuje také zaistenie, kde sa poistna suma S, poistné P a poistné
plnenie X delia medzi poistovitu a zaistoviiu v pevne stanovenej percentualnej sadzbe
oznacenej ako kvota g. Cedované poistné a poistné plnenie, mézeme zapisat’ vztahmi
“Sq=1 =S Xg=1A =X pp=0—-qpr (132)
PS, =qS Xy =aX Py = qP (1.33)

Obrazok 6 Kvotove zaistenie pre poistovatela a zaistovatela

P
5‘]’

q5

- (1—q)8

Zdroj: vlastné spracovanie

Excedentné zaistenie vzh’adom na poistnu sumu

Excedentné zaistenie vzhl'adom na poistni sumu, nazyvané aj ako surplus zaistenie,
predstavuje také zaistenie, kde zaist'ovatel’ prebera tu Cast’ poistnej sumy S, ktora prevysuje
vopred dohodnuty vlastny vrub poistovne a, kde o> 0

Pre poistnl sumu S, poistné plnenie X a poistné P Vv pripade zaistovne je nasledovné

VA _ 0 S <«
Sa—{s_ . .S (1.34)
{0 S <a
zy - a (1.35)
a ( —E)X S >«
0 S <
Zp _ = (1.36)
Pa—{(1—%)13 S>a
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Obrazok T Excedentné zaistenie vzhladom na poistnii sumu pre zaistovatela

Zs.

Zdroj: vlastné spracovanie

a pre poistoviu, na zaklade delenia poistnej sumy

p _ S S<a
S, = {a o (1.37)

Pre individualnu skodu a poistné plati

IA

=) (1.38)

IA

\Y
R |

(1.39)

N S PN
v
IS}

L

Obrazok 8 Excedentné zaistenie vzhladom na poistnii sumu pre poistovatela

Ps_

Zdroj: vlastné spracovanie

,»Na rozdiel od kvotového zaistenia moéze byt pomer pre delenia rizika pri surplus
zaisteni pre kazdu poistna zmluvu iny. Tento typ zaistenia je administrativne zlozitej$i, ale je

to dobry nastroj pre homogenizaciu poistného kmemnia prvopoistovatela. Poistné zmluvy
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S nizkymi poistnymi sumami Kryje z velkej Casti alebo tplne poistovatel’, priCom poistné
zmluvy s vysokymi sumami st z vi¢Sej ¢asti kryté zaistovatel'om.*®
Skladanie kvotového zaistenia a excedentného zaistenia vzh’adom na poistni sumu
V predchadzajucich Castiach sme priblizili, ako sa deli poistné plnenie medzi
poistovatel'om a zaistovatel'om pri kvotovom zaisteni a excedentnom zaisteni vzhl'adom na
poistnl sumu. Poistoviia sa v§ak moze rozhodnut, ze prebraté zavizky od svojich klientom
poisti nie len jednym spdsobom, ale viacerymi, ¢im prenesie vacSiu Cast’ zavdzkov na
zaistoviu. V nasSej praci si ukazeme, ako ovplyvni poistoviiu vyplatenie zavézkov voci
klientov pri nastati poistnej udalosti, ak sa rozhodne vyuzit' kvotové a surplus zaistenie.
Poistovna sa ako prvé rozhodla zaistit’ svoje portfolio kvotovym zaistenim a nasledne

surplus zaistenie, ktoré¢ aplikuje na rizika po kvétovom poisteni.

PS, o = { a5 ; Py, = (1.40)

qa

vV IA
R R

qX S<a
{q%X S >a

V pripade kvotového zaistenia ako prvého sa prvy zaist'ovatel’ podiel'a na poistnej sume

a Skode velkost'ou
“S,=Q0-qS “Xe=QA-X (1.41)

Ak sa poistovia rozhodne vyuzit’ aj d’alSie zaistenie, a to surplus zaistenie, pre druhého

zaistovatel’a st vel’kosti poistnej sumy a Skody nasledujuce

0 S<a
“2Sqa = {q (1—E) S>a

S (1.42)
{0 S <
Z2x — (04
q.a q(1—§)x S>a

5 CIPRA, Tomés. Zajisténi a prenos rizik v pojistovnictvi. Praha: GRADA Publishing, 2004, 260 s. Finance.
ISBN 80-247-0838-8
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Obrazok 9 Kombinacia kvotového a excedentného zaistenia vzhladomna poistni sumu

255
P.S'q.m q.

Zdroj: vlastné spracovanie

Danu teériu vyuzijeme pri hl'adani optimalnych zaistovacich ochran, ktora opiSeme

Vv nasledujucej kapitole. To isté plati aj pre neproporciondlne zaistenie.

1.5.2 Neproporciondlne zaistenie

Uz ndzov napoveda, Ze neproporcionalne zaistenie zahfiia vSetky zmluvy, ktoré svojou
Struktirou nespliiaji  vlastnosti podobnosti medzi sadzbami postipeného poistného
a postapenych narokov. Zodpovednost za prevzaté zmluvy od klientov si poistovia
a zaistovia rozdelia medzi sebou na zéklade vzniku a vyske Skody. Pri neproporcionalnom
poisteni sa zaistovatel’ podiel’a na kryti vysky $kody iba v pripade, ak skoda presiahne vopred
stanovenu prioritu. Zavizky si medzi sebou poistovatel’ a zaistovatel’ rozdelia nie na zdklade
vysky poistnej sumy, ako pri proporcionalnom zaisteni, ale na zdklade vysky Skody. Hlavnym
rozdielom medzi proporcionalnym a neproporcionalnym zaistenim je to, ze pri
proporciondlnom zaisteni sa zaistovatel podiela na kazdej jednej Skode, no pri
neproporciondlnom zaisteni zaistovatel’ kryje Skodu, ktora je vySsia ako vopred dohodnuté
priorita, resp. po dohodnuty limit.

Dal§im vyznamnym rozdielom je, Ze vyska zaistného je ovplyvnend $kodovym
priebehom a pravdepodobnostou vzniku skody a nie percentom z prijatého poistného.

Poistoviia sa méze rozhodnut’ rozdelit’ zaisteni ochranu do viacerych vrstiev, ktoré
predstavuju maximalnu ¢ast’ vzniknutej Skody, ktort hradi zaist'ovatel’. Pri neproporciondlnom
zaisteni dochadza Kk vyznamnej redukcii fluktuacii vSetkych hodndt, ktoré zostali
poist'ovatel'ovi ako jeho vlastny vrub. NajznamejSie neproporcionalne zaistenia si:

e zaistenie Skodového nadmerku jednotlivych rizik (WXL/R — Working Excess of

Loss per Risk)
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e zaistenie Skodového nadmerku jednotlivych udalosti (WXL/E — Working Excess
of Loss per Event)

e zaistenie Skodového nadmerku katastrofickych udalosti (CatXL — Catastrophe
Excess of Loss)

e zaistenie Casového nadmerku (SL — Stop Loss)

Zaistenie Skodového nadmerku jednotlivych rizik (WXL/R)

Zaistenie Skodového nadmerku jednotlivych rizik mézeme oznacit’ aj ako excedentné
zaistenie vzhl’'adom na vysku $kody s prioritou 8 vyhovuje pre portfolia tych rizik, ktoré mézu
svojou vysokou skodou ohrozit’ poistoviiu. V pripade nastatia udalosti, Skodu hradi poistovia,
ak je tato Skoda do vysky priority 5. Zaistovni do tejto vysky nevznikajui ziadne naklady. Ak
poistna Skoda je vySSia ako priorita B, poistoviia sa na thrade podiela velkostou S
a zaistovatel’ X — [, kde X predstavuje velkost poistnej skody.

Pre poistoviiu je neproporciondlne zaistenie ndkladnejSie ako proporcionalne. Celkové

poistné plnenie zaistenia pre poistovatel'a a zaistovatela mézeme vyjadrit™
X X<p

PX, = { p oy (1.43)
0 X<
“Xg ={X_ﬁ X>g (1.44)

Obrazok 10 Zaistenie skodového nadmerku jednotlivych rizik

PXE‘ 4 Z.ng *

v
L
LY
L
v

Zdroj: vlastné spracovanie

26



pricom vieme, ze pre celkové poistné plnenie plati:

Xﬁ = PX[; + ZXﬁ (145)
1.5.3 Zaistenie katastrofickych skod

Ak by poistovne mohli slobodne zvysSovat’ svoje poistné bez toho, aby potrebovali
schvalenie od S$tatnych alebo nadnarodnych regulaénych organov, ich potreba zaistenia
katastrof by sa vyrazne znizila. Poistovne by jednoducho zvysili poistné na kompenzaciu
zvysen¢ho rizika straty, najma z dosledku udalosti. V praxi sa vSak poistné nemoze zvysit
podla vlastnej vole, Co znamena, Ze zaistenie katastrof zostava zakladnym néstrojom riadenia
rizika. Poist'ovatelia vnimaju katastrofu ako udalost’, ktord méze sposobit’ financné tazkosti —
nejednoznacnost’ na konci rozdelenia strdt znamend, Ze zaistenie je potrebné, aby sa znizila
pravdepodobnost’ finan¢nej tiesne, pretoze akykol'vek dokaz financnej slabosti mdze viest
k okamzitej strate podnikanie. Stadie naznaduji., Ze poistovne ktoré Gelia vicsej
pravdepodobnosti finanénych tazkosti st ochotnejsie zaplatit’ za katastrofické zaistenie.

Zaistovatelia, ktory katastrofu vnimaji ako jednu velku udalost’, ktora sposobi stratu
pre jedného alebo viacerych poistovatelov alebo mnoho mensich udalosti, ktoré sposobuju
straty vel'kému poctu poistovatel'ov, su ochotni poskytnit’ poistné krytie na ochranu poistovni
pred finanénymi problémami, ak mo6Zzu ziskat’ spravodliva navratnost’.

Poist'ovita mdZe pomocou roznych metdd ur€it’ optimalnu mieru zadrzania a postupenia
katastrofy. Toto rozhodnutie sa stdva obzvlast’ zloZitym, ked’Ze poistné za katastrofické Skody
je vysoké. Poistoviia moze vytvorit vyznamni podnikovi hodnotu tym, ze si namiesto
zachovania rizik ponecha rizikd, ale zvySuje pravdepodobnost, ze sa stretne s financnymi
problémami.

Zaistenie Skodového nadmerku katastrofickej udalosti (CatXL)

Podstata zaistenia skodového nadmerku katastrofickej udalosti spo¢iva v tom, Ze chrani
poistovatel’a, ak nastane kumulécia skod. Mo6ze to byt

e jedna, prip. rovnaka skodova udalost, ktora nema charakter katastrofy (napr.
cestovné alebo trazové poistenie)
¢ jedna katastroficka udalost’ (napr. zemetrasenie)

V pripade, Ze nastane niekol’ko, pripadne vel’ké mnozstvo poistnych udalosti na poistné
zmluvy z portfolia, ktoré bolo zaistené, Skodu vysSiu ako priorita poistovatela f hradi
zaistovatel. Vzhl'adom na to, Ze neproporciondlne zaistenie je nakladnejSie, by si mala
poistovia nastavit' vhodny limit L, ktory predstavuje maximalnu vysku poistnej Skody, do

ktorej sa bude aj zaistoviia podiel’at’ na vyplate.
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Poistné plnenie poistovatela a zaistovatel'a vieme vyjadrit’ ako:

0
ZXB,L=4X_ﬁ

L

X

PX[?,L=4 ﬁ
X—1L

=

=

X<p
<X <p+L
X>pB+L
X<p
<X <p+L
X>pB+L

pricom vieme, ze pre celkové poistné plnenie plati:

Xﬁ,L = PXﬁ’L + ZXﬁ‘L

Obrazok 11 Zaistenie skodového nadmerku katastrofickej udalosti s limitom

Y

Zdroj: vlastné spracovanie

(1.46)

(1.47)

(1.48)

 J

B B+L
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2 Ciel’ prace, metodika prace a metody skiimania

V predchadzajtcej Casti diplomovej prace sme sa snazili priblizit nadmerné Skody

aproces zaistenia z matematického hladiska v takej hibke a forme, ktord po rozsireni

a doplneni o konkrétne postupy moéze byt dostato¢nad na realizaciu stanovenia optimalneho

zaistovacieho programu konkrétneho portfolia poistnych zmlav. V suvislosti s cielene

pripravenym aparatom, teda v suvislosti s uvedenymi skutocnost'ami V predchadzajuce;j Casti

prace, mozno ciele diplomovej prace deklarovat’ nasledovne:

Priblizit’ optimalizaciu zaistovacieho procesu

Definovat’ nastroje optimalizacie

Charakterizovat’ dostupné zakladné optimaliza¢né kritéria a ich vzdjomné vztahy
Priblizit’ stratégiu maximalizacie zisku poistovne

V aplikacnej Casti realizovat’ vybrané kritérid aj v stvislosti s nadmernymi Skodami

Dosiahnuté vysledky zhrnut’ a diskutovat’

Hlavnym cielom diplomovej prace je stanovenie optimalneho zaistenia a nastavanie

hodnot parametrov, ktoré su sucast’ou ret'azca zaistovacich ochrdn. VyuZijeme optimalizacné

kritéria, ktoré su zaloZzené na mierach rizika, rozptyle a o€akavanom zisku.

V diplomovej praci pouzijeme rozne Statistické a matematické metody, taktiez aj tedrie

portfolia a rozhodovania. Na skoncipovanie zamerov vyuzijeme aj nasledujuce metddy:

e Pozorovanie, ktoré patri medzi najuniverzalnejSie a najpouzivanejSie metody.
Dant metddu Ciastocne aplikujeme pri rozdeleni vysky a poctu §kod.

e Analyza, ktora je charakteristicka postupnym zberom informécii, ich triedenim
na Casti andslednym hodnotenim, resp. interpretdciou. Analyzu vyuZijeme
Vv kazdej Casti diplomovej prace.

e Syntéza, ktord je uzko spita s metdodou analyzy. Syntéza ndm napomaha sktimat’
jav ako celok, nakol’ko jeho hlavnym cielom je zhrntt ¢asti problému do celku.
V préci ju vyuZzijeme napr. pri optimalizacii zaistnych ochran.

e Komparacia, ktort vyuzijeme pri porovnani dosiahnutych vysledkov.

V nasej praci je velmi dolezitd metodika zaloZend na hladani viazanych extrémov,

prostrednictvom ktorych vieme podla vybranych kritérii uréit’ optimalne zaistovacie ochrany.

,Predpokladajme, ze funkcia £ z= f(x1, X, .., X,) J& definovana na neprazdnej

mnozine S, ktord je podmnoZzinou n rozmerného Euklidovského priestoru‘®

8 FECENKO, Jozef a Katarina SAKALOVA. Matematika 2. 2. preprac. vyd. Bratislava: IURA EDITION,
2004, 272 s. Ekonémia. ISBN 80-89047-73-4
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f(X), kdeX €S cR" (2.1)
Funkcia f(X) nadobuda lokalne minimum, resp. maximum v bode A € S, ak existuje
také neuplné okolie Og5(A) bodu A, ze pre kazdy bod x € O5(A) N D(f) plati:
fX) = f(Aresp.f(X) < f(A) (2.2)
Ak uvedené podmienky platia, tak bod v bode A je lokalne minimum, resp. maximum,
Predpokladajme, ze funkcia f(X) je dvakrat diferencovatelna, potom moézeme sformulovat’
podmienky existencie lokalneho extrému takto:
Aby bola splnend nutnd podmienka, funkcia f(x,X,,...,X,) musi byt definovana

v nejakom okoli bode A a musi mat’ v bode, v ktorom je definovana lokalny extrém a musi

byt v tomto bode diferencovatel'na. Potom % = 0, pre vSetky také i=1, 2, 3,..., n, pre ktoré

i
parcialna derivacia existuje.

Bod A € D(f) nazyvame stacionarnym bodov funkcie f, v ktorom ma funkcia nulové
vSetky derivacie prvého radu.

Overovanie postacujucej podmienky existencie lokalneho extrému je zalozené na
kvadratickej forme, resp. vypoéte determinantov. Z nich vieme stanovit’, ¢i dana funkcia ma
alebo nema Vv stacionarnom bode extrém a ked’ m4, ¢i je to lokalne minimum, alebo maximum.

Predpokladajme, ze funkcia f(X) =f(x) pri ohrani¢eniach g;(x) = 0, ,.kde funkcie

f:R" > R,
g:-R"—>R,aj=1, 2, 3,..., m

su dvakrét diferencovatelné a pre pocet premennych resp. pocet vézieb plati m < n.*’

,»EXistuji 3 metddy na ur€ovanie viazanych lokalnych extrémov:
a) dosadzovacia metoda,
b) metdda Lagrangeovych multiplikatorov,

«8

€) kombinovana metoda.

Ak na zéklade podmienky g,(x)=0,j =1, 2, 3,..., m vieme jednoznacne vyjadrit

niektora premennu, dosadime ju do funkcie f(X) a hPadame lokalne extrémy funkcie jednej
premennej (dosadzovacia metoda).

»Ak zvizby g,(X)=0,j =1, 2, 3,..., m, nie je moZn¢ jednoznacne vyjadrit’ Ziadnu

premennd, zostrojime tzv. Lagrangeovu funkciu, ktora je definovana nasledovne:

" HORAKOVA, Galina, Michal PALES a Frantisek SLANINKA. Tedria rizika v poisteni. Bratislava:
Wolters Kluwer, 2015, 420 s. [21,07 AH]. Ekonémia. ISBN 978-80-8168-273-5

8 FECENKO, Jozef a Katarina SAKALOVA. Matematika 2. 2. preprac. vyd. Bratislava: [IURA EDITION,
2004, 272 s. Ekonémia. ISBN 80-89047-73-4

30



L) = TR+ 79,09, 3

kde yj prej =1, 2, 3,..., m st tzv. Lagrangeove multiplikatory* °, prostrednictvom
ktorych hl'adame extrém funkcie L(X,y), pretoze lokalny extrém funkcie L je viazanym
extrémom funkcief ().

Pomocou vysSie opisanej nutnej podmienky, ¢o znamena, Ze prva derivacia by sa mala
rovnat’ nule, vieme urcit’ stacionarne body a multiplikator y Lagrangeovej funkcie vypocitanim
suistav rovnic:

o (x) _
x (2.4)
g;(X)=0.

Prostrednictvom postacujicej podmienky modzeme overit, ¢i nadobuda funkcia

L(X,7) v stacionarnom bode maximum alebo minimum.

Ak pre funkciu L(%,7) plati, ze ma v stacionarnom bode lokalny extrém a je splnena
podmienka vizby g;(x) = 0, tak funkcia f(x) md v tom bode aj viazany lokalny extrém.

V praktickej ¢asti opiSeme optimalizacné kritéria, pri ktorych vyuzijeme skimanie a

hl'adanie ostrych lokélnych extrémov na urcenie optimalnych parametrov.

9 HORAKOVA, G. - MUCHA, V.: Tebria rizika v poisteni II. Bratislava: Vydavatel'stvo EKONOM,
2008. ISBN 978- 80 -225 2549-7
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3 Vysledky prace a diskusia

Nadobudnuté znalosti, ktoré sme opisali v teoretickej casti teraz vyuZijeme na
znazornenie ilustraénych prikladov a pri rieseni nasledujucich situacii.

Predpokladajme, ze budeme pracovat’ s portfoliom poistnych zmlav, ktoré budu
charakterizované poctom a vySkou §kdd. Nahodna premenna vysky $kod je charakterizovana
Poissonovym rozdelenim, nahodna premenné individualnej $kody sa riadi Gamma rozdelenim.
Dalej budeme pracovat’ s rizikovou prirazkou @ ataktiez s rizikovymi prirazkami vzhl'adom
na kvotové zaistenie &, a surplus zaistenie &,.

Nadmerna Skoda, ktorti budeme analyzovat je opisana Fréchetovym rozdelenim.
Pravdepodobnost’ vzniku nadmernej $kody oznacime . Analyza takéhoto portfolia bude
pozostavat’ z viacerych Ciastkovych vypoctov, ktoré budeme komentovat’ .

Prakticka ¢ast’ pozostava z viacerych ¢iastkovych vypoctov, ktorych vysledky nasledne
porovname a opiseme.

e Ako prvé uvedieme, aku stratu modze poistovne ocakavat, ak sa rozhodne
nevyuzit moznost’ zaistenia dané¢ho portfolia rizik.

e prostrednictvom kritéria minimalizacie hodnoty VaR a kritéria maximalizacie
zisku s vidzbou na konStantny rozptyl stanovime optimdlne parametre
zaistovacieho ret'azca kvota a surplus.

e S vyuzitim neproporciondlneho zaistenia stanovime optimalny limit

zaistovatel’a.

Nech ndhodné premenna vysky §kod ma Poissonovo rozdelenie s parametrom A = 250,
nahodna premenna poétu §kod sa riadi Gamma rozdelenim s parametrami m = 7 a § = 3. Dalej
uvazujme o rizikovej prirazke 6 = 0,1 a o rizikovych prirdzkach vzhl'adom na kvotové zaistenie
¢q = 0,16 asurplus zaistenie &, = 0,2.

Prostrednictvom charakteristik jednotlivych rozdeleni vypocitame ich stredni hodnotu
a disperziu, ktoré¢ d’alej vyuzijeme na vypocet strednej hodnoty a disperzie pre nahodnu

premennt celkovej skody S*°! | ktord ma zlozené rozdelenie.

E(X) =—=

D(X) =

23 =3
Olg Wl

E(N) = A = D(N) = 250
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Na zaklade vztahov (1.22) a(1.26) vypocitame ocakavani Skodu a disperziu

poistovatel'a

E(s*!) = E(N)E(X) = 583,3333
D(s*°!) = E(N)D(X) + E*(X)D(N) = 1555,556

Ocakavana Skoda poist'ovatel’a je 583,3333 p.j. a disperzia poistovatel'a 1555,556 p.j.
Zatial uvazujeme iba o moznosti, ze poistovatel’ sa rozhodne nevyuzit' zaistenie a vzhl'adom

na vel'kost’ celkovej Skody a poctu $kod sa bude podielat’ na thrade sam.

3.1 Optimalne zaistenie beZnych $kéd

Medzi hlavné ciele riadenia rizika patri ocenenie, ale aj zlepSenie vykonu finan¢nych
organizacii kvoli tomu, Ze riziko, ktoré poistoviia prevezme napomaha k dosiahnutiu zisku. Pre
poistoviiu je hlavnym zdrojom zisku poistné. Vdaka tomu, pri uzatvoreni zmluvy so
zaistovilou maji tieto dve inStiticie protichodné ziujmy. Kazdd jedna ma zaujem
0 minimalizovanie rizika pri dosiahnuti ¢o najvy$sieho prijmu z poistného. ,,Na druhej strane,
ked’ze obidve spolo¢nosti maju spolo¢né ciele v riadeni rizika, ktoré¢ zdielaji, poistovatel
a zaistovatel maji spolocné zaujmy a moéZeme ich povazovat za partnerov. Dodlezita
podmienka pre dosiahnutie solventnosti a finanénej stability spoéiva v minimalizovani
maximalnej straty, ktora moze nastat’ s uréitou pravdepodobnostou.1

Tym, Ze sa poistovia rozhodne zaistit’ rizikd, vznikaji poistovni nédklady na zaistenie,
¢o v kone¢nom doésledku znizuje zisk poistovne. Preto je pre poistoviiu dolezité, aby urcila
optimalne zaistovacie parametre, ktoré moZzeme zistit' pouzitim jedného z optimaliza¢nych
kritérii. V naSe praci pouzijeme niektoré kritéria a to kritérium minimalizacie hodnoty VaR a
ktirérium maximalizacie zisku poist'ovatel’a s vazbou na konStantny rozptyl.
3.1.1 Kritérium minimalizacie hodnoty VaR

Nasa uloha spociva v stanoveni a analyzovani optimalneho zaist'ovacieho retazca, ktory
uplatni kvotové zaistenie a po nom excedent vzhladom na poistna sumu. prostrednictvom
miery rizika VaR. Pri kvotovom a surplus zaisteni budeme kvotu q a vlastny vrub a povazovat
za optimalne, ak budil minimalizovat’ mieru rizika VaR a aj naklady, ktoré¢ vznikaja na zaklade

Zaistenia.

10 Zhi Li, Optimal Reinsurance Retentions under Ruin-Related Optimalization Criteria, dizertaéna praca,
2008
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S urcitostou vieme povedat, ze celkové ndklady poistovatela qu,a spocivaju
v samotnych nakladov poistovne X a nakladov, ktoré vyplyvaji z platenia zaistného IT(%X).
Xga = "Xqa + 1(?Xq.0) (1)
Vdaka invariantnosti poistn¢ho vieme vyjadrit’ maximéalnu moznt Skodu VaR, Ex)
vyjadrit’ ako
VaRy(eXqa) = VaRy("Xqa) + 11(*Xga) (3:2)
Dané vztahy vyuZzijeme na aplikaciu ilustra¢ného prikladu. Ndhodn4 premenna S0t

ktora predstavuje celkovu skodu daného portfolia ma distribu¢nu funkciu

n—1 oo

xl 31 e —-250 250n
F ¢kot x)=1-—e" Z z

i=0 n=1

Na zaklade vztahu 1.27 vieme, Ze maximalnu moznu $kodu vieme vyjadrit’
VaRo,99(5clf,(c)zl) = X0,99
Fogor (X090) = 0,99 => Fyuor (VaRo00(SKS)) = 0,99

n—-1

V R S 3L X2, ,-250 n
1— _3VaR099(Skol) Z 099( qa)) Ze n.'250 — 0,99

n=1

Vyuzitim softvérov na zjednodusenie a vypocet maximalnej moznej skody dostaneme
VaRgq9(SK9!) = 675,0857
S pravdepodobnost'ou 0,99 bude maximalna mozna §koda vo vyske 675,0857 p.j.

Pri kvotovom a nésledne surplus zaisteni vieme vyjadrit VaR ¢o(*X) nasledovne
VaRO 99( Xq (Z) =q= S VaRO 99(Sk01 (33)
a néklady na zaistenie kalkulované pomocou principu disperzie
a
1(*Xqa) = A= QE(SK) = (1= @) 2 D(S*) & —q (1~ 5) E(5*)
_2(1_% 2 koly 5 _ % peckol 34
q*(1-3) 2D(55) & = qSE(S*") (3.4)
Teda
VaRO 99(P5kol —

= G5 VaRypo(8) + (1 - DE(S) = (1 - 9)* D(5*) &,

—q (1 _%)E(Skol) _ qz (1 _%)2 D(Skol) S;a _ CI%E(SkOl)
(3.5)
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Na to, aby sme nasli optimélne g @ a budeme pre VaR oo(#S¥%!) hl'adat’ extrém funkcie
dvoch premennych. Na derivovanie funkcie VaRO’gg(gS]{fgcl) podla premennych q aa
a nasledne vyjadrenie optimalnych hodnot vyuzijeme program Derive6.

Minimum danej funkcie je v stacionarnom bode q* =0,8051263 a «'=
771,0620628 (vid’ Priloha 1). Teda q* a «* predstavuji optimalne zaistenie pri vyuziti

metody minimalizacie hodnoty VaR.

Tabulka 1 Vypocet celkového zisku a disperzie zisku pre kvotové a excedentné zaistenie vzhladom na
poistni sumu vyuZitim kritéria minimalizdacie hodnoty VaR

q °< E(2) D(2) L7,

0,726162 | 695,43201 | 121,97429 | 396,69974 | 46,33462

0,75125 732,97585 | 127,63571 | 471,66519 | 50,52328
0,8051263 | 771,0620628 | 135,5338 | 599,5051 | 56,95997
0,816792 | 783,27654 | 137,45278 | 636,70567 | 58,7008
0,842687 | 839,24873 | 143,68725 | 778,03566 | 64,8895
0,871292 | 880,67245 | 148,06954 | 915,8868 70,4037

Zdroj: vlastné spracovanie

Podl'a Tabul’ky 1 mdézeme vidiet, Ze ¢im viacSia Cast’ portfolia zostava nezaistend, tym
vyssi bude ocakavany zisk, ale aj ekonomicky kapital, ktory poistoviia potrebuje. Poistovia
musi urCit’ optimalne zaistenie tak, aby mala ¢o najvyssi ocakavany zisk, ale aby mala ¢o
3.1.2 Kritérium maximalizacie zisku s vizbou na konstantny rozptyl

Kritérium je zaloZené na stanoveni viazanych extrémov. Na urc¢enie viazaného maxima,
resp. minima funkcie f(x) pri ohrani¢eniach g;(x) = 0 vyuzijeme metédu Lagrangeovych

multiplikatorov. Funkcie st diferencované dvakrat. Skonstruovanim Lagrangeovej funkcie
m
LEN=f@+) 7.0, (36)
j=1

»kde y; pre j = 1, 2, ..., m st Lagrangeove multiplikatory a hladame extrém funkcie L(X, Y),

pretoze ostry lokalny extrém funkcie L je viazanym extrémom funkcie f.<!!

11 HORAKOVA, Galina, Michal PALES a Frantidek SLANINKA. Teéria rizika v poisteni. Bratislava:
Wolters Kluwer, 2015, 420 s. [21,07 AH]. Ekonémia. ISBN 978-80-8168-273-5.
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Pomocou nutnej podmienky vieme urCit staciondrne body, ndasledne vyuzitim
postacujucej podmienky zistime, ¢i v stacionarnom bode funkcie L nadobuda maximum, resp.
minimum.

Na urcenie optimélnych zaistnych ochran budeme pracovat’ s kolektivnym modelom
rizika. Pri skladani kvotového zaistenia a excedentného zaistenia vzh'adom na poistni sumu

dostaneme oc¢akavani §kodu poist’ovatela
a
P¢ kol — kol 3.7
E(SOan)_qEE(SO) (3.7)

Na urcenie disperzie vyuzijeme vztah pre podmienené nahodné premenné, ktoré

modzeme upravit’ nasledovne

o(154,.) - o) 25 69

pricom vieme, Ze disperzia celkovej Skody je rovnd disperzii nahodnej premennej, ktora
predstavuje zisk poistovatela

D(z) =D (s kolq,a) (3.9)

Celkové naklady na kvétové zaistenie vyjadrené principom disperzie vyjadrime ako

o¢akéavanu Skodu, ktoru by mala zaistovia kryt’ v pripade nastatia udalosti
E (ZS kolq) — (1 _ q)E(SkOl) + (1 _ q)Z D(skol) {Tq (310)

V pripade celkovych nakladov pre druhého zaistovatela, ktory kryje Skody po

kvotovom zaisteni surplus zaistenim
Zokol ) — a kol 2 ay? kol 3.11
E(Soq’a)—q(l—E)E(S°)+q (1—§) DICLLD (3.12)

Celkovy zisk poistovne V pripade, ak sa rozhodne vyuzit® kombindciu kvétového
a surplus zaistenia v tomto poradi je
E(2) = E(S¥') + D(S*)0 = (1= )E(S*) = (1= )2 D(5¥) ¢,

~(1-D)ECseoy 2 (1-2) D(s9) g, - q TG (312)

Nakol’ko je aj poistovia podnikatel'sky subjekt, jej cielom je dosiahnut’ ¢o najvyssi
zisk. Na to, aby dosahovala ¢o najvyssi zisk mali by byt nastavené optimalne zaistovacie
parametre g, a. Optimalne parametre mozeme zistit' doplnenim do Lagrangeovej funkcie,

y P _ Pc kol . ;o
pri¢om plati vazba D(Z) = D(*'S *° a o)- Potom Lagrangeova funkcia vyzera nasledovne

L@@ y) = RP = (1= E(S*) = (1- @) D(5*) & — q (1 - ) E(5*)
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2
~q*(1-%) D(S*) &g - q5EEH)

—y[[(q 5) pCset) - k2 (3.13)

Pre vy¢&islenie optimalnych parametrov uvedeného zaistenia je potrebné urcit’ k2, ktoré
predstavuje fixny rozptyl. Najprv polozime k? rovni D(Z). Disperziu vysvietenti v Tabulke 1
vyuzijeme na

D(Z) = (?)2 D( S0y = k2

Nasledne k? = 599,50507 = 24,48479 2

(3.14)

. Pri aplikacii danych poznatkov na
ilustracny priklad budeme postupovat’ obdobne, ako pri predchadzajucej metode.

Vyuzitim kritéria maximalizacie o¢akavaného zisku pri fixnom rozptyle zaistovacie
ochrany su VO velkosti q’ = 0,7893348, x<*=786,488373 a
y =—0,0542949 .

Tabulke 2 uvadza, ako sa budu zmenou fixného rozptylu menit’ ostatné velic¢iny. Pre
vypocet celkového zisku E(Z) vyuzijeme vztah 3.12, pre D(Z) vztah 3.14 aekonomicky
kapital ECrp Squ potrebny na krytie rizika pre zvoleny zaistovaci retazec nasledovne
o

. (3.15)

ECrs, = q[VaRogo(S*") — E(S¥1)]

Tabulka 2 Vypocet celkového zisku a disperzie zisku pre kvotové a excedentné zaistenie vyuzitim kritéria
maximalizacie zisku s vizbou na konStantny rozptyl

k g x 14 E(2) D(2) A
20 0,726162 | 698,3182 | -0,086402 | 121,9613 | 399,9993 | 46,52692
22,5 0,761377 | 749,27251 | -0,066926 | 130,046 506,2495 52,3428
24,48479 | 0,789335 | 786,48837 | -0,054295 | 135,5338 | 599,5051 56,9601
25 0,796592 | 795,72178 | -0,051344 | 137,0196 | 624,9998 | 58,15869
28 0,83885 | 846,31307 | -0,03632 | 143,9213 | 784,0003 | 65,13775
29,89 0,86547 | 875,64896 | -0,0284 147,4476 | 893,4076 | 69,53436

Zdroj: vlastné spracovanie

Na zaklade vysledkov v tabul’ke moézeme konstatovat’, ze ak sa poistoviia rozhodne
zvysit fixny rozptyl, ktory je ochotny akceptovat’, zvysi sa aj podiel poistovatel’a pri kvotovom
aj surplus zaisteni. Teda klesa podiel zaistovatel'a na kvotovom zaisteni a taktiez sa zvysSuje

vlastny vrub poist'ovatela. Cim sa poistovna podiela vicSou Cast'ou na celkovej Skode, tym ma
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nizsie néklady na zaistenie a teda aj oCakavany zisk poistovne je vyssi. ZvySujicim fixnym

rozptylom sa navysuje aj ekonomicky kapital, ktory poistovia musi zabezpecit’ na krytie rizika.

3.1.3 Porovnanie vypoctu optimalnych zaistnych ochran

Nasim cielom bolo stanovit’ optimalny zaistovaci retazec na zéklade kalkulacii
poistného prostrednictvom principu disperzie.

Ako prvé sme si vybrali optimaliza¢né kritérium minimalizacii hodnoty VaR.
V podmienkach kolektivneho modelu rizika povazujeme kvotu a vlastny vrub za optimalne, ak
minimalizuji prislusnu hodnotu VaR. Optimalne zaistovacie parametre, ktoré zodpovedaju
danému kritériu su ¢* = 0,8051263 a o«<*= 771,0620628.

Nésledne sme sa rozhodli vyuzit’ kritérium maximalizdcie zisku s vdzbou na konStantny
rozptyl. Toto kritérium je zalozené na stanoveni viazanych extrémov, ktorym je ostry lokalny
extrém. Na zaklade nutnej podmienky sme urcili stacionarne body funkcie, ktoré sme nasledne
prostrednictvom postacujucej podmienky overili, ¢i v danom staciondrnom bode funkcia
nadobtda minimum. Hodnoty, ktoré vyhovuju danym podmienkam a maximalizuju o¢akavany
zisk su q¢* = 0,7893348, oc*= 786,488373.

Vidime, Ze jednotlivé zaistovacie ochrany sa rdznymi vypoctami moézu mierne liSit, ¢o
je zapricinené zaokruhl'ovanim. Pri velkom mnozstve zmlav, ktoré patria do zaisteného
portfolia méze mat’ vel’ky vplyv na poistné plnenie poistovne, ako aj zaistovne. Ak sa rozhodne
poistoviia, Ze by chcela, aby jej ocakavany zisk bol vyssi, zniZi sa jej bezpecnost’ a tym padom

aj vlastny vrub bude vys$si. Ak nastane situdcia, Ze sa zvysi vlastny vrub, zvysi sa aj kvota.

3.2 Tvorba modelu s optimalnym zaistenim nadmernych skod

Pri nadmernych, resp. katastrofickych §kodach budeme uvazovat o zaisteni skodového
nadmerku katastrofickej udalosti (CatXL). Z vyuzitim vztahov (1.46) a (1.47) vyjadrime
stredné hodnoty §kdd poistovatel’a a zaistovatel’a S limitom zaist'ovatela L.

Ocakavanu Skodu poistovatel'a E (P X Bc‘it) pre zaistenie katastrofickych skod s limitom

zaistovatel'a mozeme vyjadrit’ nasledovne

L+L

E(PX5at) = fo(x)dx+J Bf (x)dx + f(x—L)f(x)dx— (3.16)

B+L

f(1 —F(x))dx + B[F(B+ L) — F(B)] + f (1-F(x)dx—L[1-F(B +L)]

B+L
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Ocakdvana $koda zaistovatela E(?X) pre zaistenie katastrofickych §kod s limitom

zaistovatel'a mé tvar

B+L B+L

E(ZXE )—f xf(x)dx—ﬁf f(x)dx + L ff(x)dx—
B

B+L

(3.17)

B+L

- f (1-F()dx — B[F(B +1L) — F(B)] + L[1 — F(B + L]
B

Vieme, ze stredna hodnota celkovej $kody je rovna suctu strednej hodnote Skody

poistovatel’a a strednej hodnote Skody zaist'ovatel’a. Teda musi platit’ vztah:
E(Xg'%t) — E(PXEZt) + E(ZXg'%t (318)

Na zaklade vyjadrenia vztahov 3.16 a 3.17 plati:

f(1 —F(x))dx +B[F(B+L)—F(B)] + f (1-F(x)dx —L[1-F(B +L)]+
B+L
B+L

+ j (1-F@)dx—BI[FB+L)—FBI+L[1-FB+L)]=
B

B B+L ©
- j (1- Fo)dx + J (1 - FGO)dx + J (1-FG))dx  (3.19)
0 B B+L

a preto stredné hodnota celkovej $kody je rovna
E(X58t) = f (1- F())dx (3.20)
0

Pre udalost’, ktort mdéZeme opisat’ néhodnou premennou X “*‘plati, ze s fiou moézeme

pracovat’ ako so zlozenym alternativne rozdelenim, ¢o mézeme matematicky zapisat’ ako

Cat —
xCat = {C N=1 21
0 N=0 (3.21)
teda xc¢at
XC*~CoA(q; F pcar(x)) (3.22)

39



Vieme, ze pre strednt hodnotu a disperziu poctu §kod alternativneho rozdelenia plati
E(N) =g (3.23)
D(N)=pq (3.24)
Dalej C¢t predstavuje $kody zo zmlav v pripade katastrofy aq pravdepodobnost
vzniku $kody. Predpokladajme, ze C¢“ vieme vyjadrit bud’ rozdelenim alebo pomerovou
¢ast'ou, napr. nehnutel'nosti.
Ak zvolime vyjadrenie pomerovou ¢astou, mézeme Skodu vyjadrit’ ako
ctet =p, ycat (3.25)
kde B predstavuje hodnotu majetku a U $kodovy pomer, premenna nadobida hodnoty
z intervalu (0,1).

Preto mozeme premenntt X¢% vyjadrent vztahom (3.21) vyjadrit’ vztahom

XCat =B. YCat (326)
kde
Cat _
ycat — {(’)f ‘ =l (3.27)

teda opét’ pomocou zlozeného alternativneho rozdelenia .
Pre ndhodnti premennti definovanu vztahom (3.26) vieme vyjadrit’ jednoduchym
sposobom ocakavani katastroficku skodu a disperziu katastrofickej skody takto:
E(X¢) = E(N).E(C‘) =E(N).B.E(U‘*) =q.B. E(U‘®)  (3.28)
D(X¢) = E(N).D(C%*) + D(N).E?( %)
=q.B%. D(U“*)+p.q. B2.E2(U‘Y)
=B?[q.D(U‘™) + p.q. E2(U)] (3.29)

Vyuzitim odvodenych vztahov (3.16) a (3.17) mdzeme vyjadrit potrebné
charakteristiky tykajuce sa poist'ovatel’a aj zaistovatel’a v suvislosti S limitom zaistovatela pre
pouzitie zvoleného optimalizaéného kritéria.

Druhou moznostou je opisat nadmernu S$kodu rozdelenim, postup uvedieme

V nasledujucich ilustraénych prikladoch.

Iustra¢ny priklad

Predpokladajme, Ze nahodna premenna poctu nadmernych $kod ma Fréchetovo
rozdelenie X~Fréchet(x,a,u,0), kde plati, ze x > u azaroven «,0 > 0. Parametre
Fréchetovho rozdelenia si u = 0, 6 =1 aa = 2. Predpokladajme, ze celkové Skoda

poistovatel'a je definovana zloZzenym alternativnym rozdelenim, kde pravdepodobnost’ nastatia
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nadmernych $kéd je q. Uvazujme o prirazke na zaistenie {g vo vel'kosti 0,3. Odvodime vztahy
potrebné na vypocet optimalnej priority § za podmienky, Ze limit L nastavime vo velkosti 40.
Distribu¢né funkcia nahodnej premennej ma tvar
E(x,a,u,0) = e[_(%)—a] (3.30)
Ak dosadime hodnoty parametrov do distribu¢nej funkcie dostaneme
F.(x,2,0,1) = el=®™ = ¢[-07?]
Funkciu hustoty mézeme vyjadrit’

fe(2,2,0,1) =2.(x)3.e"@7

Stredna hodnotu vyjadrime ako
E(X)=pu+0 .r(1 —%) = 1,7725
Funkciu VaR, (X) mdzeme vyjadrit’ ako
Fy (VaRp (X)) =p

VaR, (X)-u '%
(=)

=p

VaR,(X) —u\ ™" _
- (T) = In (p)

VaR,(X) —u _
— L= "VCho)
VaR,(X) = /(—In(p)).0 +u (3.31)
VaRg99(X) = 9,9749
Celkova skoda poistovatela ma zlozené alternativne rozdelenie
SC*~CoA(q; Fry B.L) (3.32)
Naklady na zaistenie mozeme vyjadrit’ nasledovne
(1 + fﬂ)E(ZS(:at) — (1 + Eﬁ)E(Scat _ PSCat) (3.33)

Zgcat predstavuje celkovi $kodu zaistovatela a & p prirazku na zaistenie vo

pricom
velkosti 0,3.

Obdobne, ako pri beznych Skoddch mdézeme odvodit’ funkciu celkového zisku

poistovatel'a

E(Z(B,L)) = RP — PSE7" —m(%S7) =
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8
=RP—q [f(l—F(x))dx+/3[F(ﬁ’+L)—F(B)]

0

+ f (1-F(x)dx —L[1-F(B+L)]
B+L

(3.34)

B+L

—(1+¢&5)q lf (1—F(x)dx—BIF(B+L)—F(B]+L[1—F(B+L)]
B

Na zostrojenie Lagrangeovej funkcie si eSte potrebuje vyjadrit' disperziu zisku

poistovatel'a, ktory ma tvar

B
D(z(B,L))=p.q [l x? fxCodx + BF(B + L) — F(ﬁ)]‘ (3.35)
0

Na urcenie optimalnej priority 8 nastavime limitu L vo vyske 40. Na vypocet vyuzijeme
kritérium maximalneho zisku poistovatel’a s vizbou na kons$tantny rozptyl

LB, Ly) =EZ)+y(D(2Z) —k*) =

B
=RP—gq [j(l—F(x))dx+ﬁ[F(ﬁ+L)—F(ﬁ)]
0

+ J (1-F(x)dx—L[1-F(B+L)]

B+L

B+L

—(1+&5)q lj (1-F(x))dx—BIF(B+L)—F(B]+L[1—-F(@+L)]
B

B
ty|p-q lJ x? fx(X)dX+ﬁ2[F(ﬁ+L)—F(/>’)]] —kzl (3.36)
0

Prostrednictvom softvéru Derive6 sme vypocitali optimalnu prioritu 8 rovnu 1,04 p.j

pri vopred stanovenom limite L= 40 p.j.
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Obrazok 12 Optimalna priorita a limit pri excedentnom zaisteni katastrofickych skod pre poistovatela

&
pXBJL

1:04 7}

Zdroj: vlastné spracovanie

41.04

X

Obrazok 13 Optimalna priorita a limit pri excedentnom zaisteni katastrofickych Skéd pre zaistovatela

ZXIQ,L 4

41.04

1.04

Zdroj: vlastné spracovanie

41,04

X

Tabulka 3 Podiel zaistovatela a zaistovatela na celkovej skode

X<1,04 1,04 <X<41,04 X >41,04
Poist’ovatel’ X 1,04 X —-41,04
Zaistovatel’ 0 X—-1,04 41,04

Zdroj: vlastné spracovanie

Graficky sme znazornili, akou velkou Castou sa podiel'a poistovatel a zaistovatel’ na

Skody. V pripade, ak je Skoda nizSia ako 159,9999 p.j. poistovatel’ hradi celi Skodu sam,

zaistovia sa nepodiel’a na thrade. Ak je Skoda vysSia ako 159,9999 p.j., ale zarovei nizsia ako

7 159,9999 p.j. poistovatel’ sa podiel'a na tihrade skody vo vyske 159,9999 p.j. a zaistovatel

zvysnu Cast’ Skody. V pripade, ak je Skoda vyssia ako 7 159,9999 p.j. zaist'oviia sa podiel’a na

Skode maximalnou vySkou 7 159,9999 p.j. a zvysnu ¢ast’ $kody hradi poistovatel’.
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3.2.1 Stanovenie limitu zaistovatela prostrednictvom kritéria minimalizacie

hodnoty VaR pre konkrétnu prioritu
Hustraény priklad

Predpokladajme, Ze ndhodna premenna X¢%* ma Fréchetovo rozdelenie s parametrami
u=0,0=15aa = 2.
X% ~Frechet(x,a,u,0) (3.40)

Pricom distribu¢na funkcia ma tvar

Fycar(x,a,1,0) = e[_(x?T“)_a] (3.41)

Po dosadeni hodnot parametrov funkcie dostaneme

Fycat(x,2,0,15) = e[_(%)_z]

Graf distribu¢nej funkcie ma tvar grafu pre x> 0

Obrazok 14 Distribucna funkcia Fréchetovho rozdelenia

1.0004
0.75031
0.50021

0.2501

12.562 25.125 37.687

Zdroj: vlastné spracovanie

a funkcia hustoty, ktort sme vyjadrili derivaciou distribu¢nej funkcie a jej graf mozeme

vyjadrit’ ako

-3 -2
fycat(x,2,0,15) = 2. (1x—5) o (38)

Obrazok 15 Funkcia hustoty Fréchetovho rozdelenia
0.078812 L
0.052541 1‘

0.026271 /

12.562 25.125 37.687 50.25

Zdroj: vlastné spracovanie
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Strednt hodnotu funkcie vyjadrime ako

o

E(x¢e) = f x fycar dx (3.42)
0

alebo
1
EX‘“Y=u+6.T (1 - E) = 26,5868

Vypocitame, aka je maximalna mozna Skoda, ktord moze nastat’ v pravdepodobnost'ou
0,99
VaRyo(X4) = (—1In(0,99))"%%. 15 = 149,6239
Pre oc¢akéavanu skodu poistovatela plati:
E(PXCat) = E(XCat) — E(?XCat) = 26,5868 — E(2XCat)
Na to, aby sme vedeli ur€it’ o¢akavant $kodu poistovatel'a, potrebujeme si vyjadrit

ocakavanu Skodu zaist'ovatela, ktort urc¢ime cez funkciu nadmernej Skody nasledovne

chat

E(X) = ey (B) = f G~ B) iz

. AR Ol
_ f(x—149,6239)2'(15) Al

149,6239

dx = 1,5013

V nasledujucej tabulke uvedieme, ako sa zmeni ocakavana $koda poistovatela
a zaistovatela, ak bude priorita B rovnd maximdlne moznej Skode VaRgq(X¢*)

a v pripadoch, kedy bude priorita vyssia alebo nizsia ako VaR g9 (X¢%").

Tabulka 4 Ocakdavana skoda poistovatela a zaistovatela

: E(%) ECx5)
10 16,7396 9,8472
100 2,2416 24,3452
149,6239 1,5013 25,0855
200 1,1239 25,4629

Zdroj: vlastné spracovanie

Ak nastavime prioritu f rovnii maximalne moznej skode vo vyske 149,6239 p.j., tak
o¢akavana §koda poistovatela je 25,0855 p.j. a zaistovatel’a 1,5013 p.j. Cim je hodnota priority
P niz$ia, tym je aj ocakavana Skoda poist'ovatel’a nizsia a zaist'ovatel’a vyssia.
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Uvazujme o situacii, kedy poistovatel’ vyuZijeme zaistenie s limitom. Pomocou fixne
stanovenej priority B alimitu zaistovatela L ur¢ime ocakavanu Skodu pre poistovatel'a

a zaist'ovatel’a.

Tabulka 5 Ocakavana skoda poistovatela a zaistovatela pre fixnu prioritu 3

g =10 E(ngit E(ZXIC&t E(XCat)
L=20 17,04962 9,53719 26,6

L =54,86 13,3 13,3 26,6
L =100 11,96 14,7 26,6
L =150 11,24 15,36 26,6

Zdroj: vlastné spracovanie

Ak porovname hodnoty uvedené v Tabul'ke 4 a Tabul'ke 5 m6zeme vidiet, ze v pripade,
ak poistovia vyuzije zaistenie bez limitu zaist'ovatela, tak so zvySujucou sa prioritou rastie aj
podiel poistovatel’a na celkovej Skode, nakol’ko sa zaist'ovatel' podiela iba na Skodach, ktoré
su vyssie ako priorita. Na druhej strane pri fixne stanovenej priorite a so zvySujucim sa limitom
zaist'ovatel’a podiel poistovatel'a na celkovej Skode klesa kvoli tomu, Ze ak je Skoda vysSia ako
priorita a zaroven niz§ia ako limit, poistovatel’ sa na thrade Skody podiela iba vo velkosti
priority a rozdiel medzi celkovou skodou a prioritou hradi zaistovatel’. V pripade, ze $koda je
vyssia ako limit zaistovatel’a, tak zaistovatel sa podiel’a na thrade vo vyske stanoveného limitu
a rozdiel hradi poistoviia. Zo zvySujicim sa limitom zaistovatela klesa pravdepodobnost’, Ze
Skoda bude vysSia ako limit, na zaklade ¢oho teda klesa aj podiel poistovatela na celkovej
Skoda. Napriklad pre fixne nastavenej priorite f = 10 nastala situacia, kedy ocakavana skoda
poistovatel’a a zaistovatela sa rovnaju a to v pripade, Ze limit zaist'ovatel’a je vo velkosti 54,86
p.J.

Tabulka 6 Ocakavana Skoda poistovatela a zaistovatela pre fixnu prioritu f§

B =20 E(Pxf,f;'-‘ E(ngf;’-‘ E(XCat) E(PZg))
L =40 19,99521 6,59159 26,6 3,355718
L =100 11,96 14,7 26,6 2.803328

Zdroj: vlastné spracovanie
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Obrazok 16 Ocakavana Skoda poistovatela a zaistovatela pre fixnu prioritu f=20

10 20 30 40 50 60

Zdroj: vlastné spracovanie

Na zaklade vyssie uvedenej tabulky a grafického znazornenia mézeme vidiet vplyv
limitu zaistovatela pri fixne nastavenej priorite § = 20 . S0 zvySujucim limitom zaistovatel'a
sa ocakavana Skoda poistovatel'a znizuje, zatial' ¢o oCakavana Skoda zaistovatel'a stipa. Z
takého vyjadrenia vSak neur¢ime, ktord alternativa je pre poistovatela optimalna . Aj v tomto
pripade mozeme pouzit’ niektory uz z uvedenych postupov.

Budeme hl'adat’ vhodnu hodnotu nastavenia limitu zaistovatela prostrednictvom

hodnoty VaRolgg(P Xp,), minimalizovanim funkcie, ktord ma tvar
VaRoeo(6Xp1) = VaRooo(PXp.) + (1 + &5)E(“Xg,.) (3.31)

Pri¢om plati

B 0 < B <VaR,(X)

VaRoss("Xg) = {VaR,, ) B > VaR,(X) (832

Minimalizaciou funkcie definovanej vztahom (3.31) s prihliadnutim na konkrétnu
prioritu zistime, ¢i podl'a tohto kritéria existuje optimalne rieSenie.

Pre s = 0,3 dostaneme

Tabulka 7 Nastavenie limitu zaistovatela pre fixnii prioritu f=40

B =40 E("XgY E(’Xg) E(XCat) E("Zg))
L =43,90411 23,77066 2,82934 26,6 3,75572

Zdroj: vlastné spracovanie

Zopakovanim uz pouzitého postupu vieme aj vtomto pripade dopocitat’ zisk

poistovatel’a.
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Zaver

Katastrofické Skody predstavuju také Skody, ktorych vyskyt je zriedkavy ateda aj
pravdepodobnost’ vzniku takychto §kdd je vel'mi mala. No poistovne musia mysliet’ na situécie,
ze by predsa nastali, ¢i uz si to Skody, ktoré vznikli prirodnou ¢innostou, ako napriklad
zemetrasenie, zaplavy, epidémie, alebo I'udskou ¢innostou.

Poistovne preto vyuzivaju zaistenie. Zaistenim moézu znizit’ celkové Skody, ktoré
vznikli na zaklade poistnej udalosti na tych zmluvéch, ktoré boli zaistené. Tym, ze sa poist'oviia
rozhodne zaistit’ portfolio zmluv, vznikaju aj naklady na zaistenie, ktoré znizuju zisk poistovne.

Cielom diplomovej prace bolo vyjadrit’ optimalne zaistovacie ochrany, teda ngjst’ také
zaistenie, pri ktorom poistovna znizi celkové naklady na Skody a zéroven dosiahne najvyssi
mozny zisk. Praca pozostidva z definicie katastrofickych $kod, ich matematickym opisom
rozdeleni s l'ahkym a tazkym koncom. Zadefinované rozdelenia sme vyuzili v praktickej Casti
na ilustracnych prikladoch. V praci sme sa sustredili na vyuzitie individualneho kolektivneho
modelu rizika, ich zakladnych charakteristik a mier rizika. Zna¢na Cast’ prace je venovana
zaisteniu, foriem zaistenia, ako je proporcionalne a neproporcionalne zaistenie. Pri
proporcionalnom zaisteni sme sa podrobne venovali kvotovému zaisteniu a excedentnému
zaisteniu vzhl'adom na poistni sumu akombindcii tychto =zaistnych ochran. Pri
neproporcionalnom zaisteni sme sa venovali zaisteniu $kodového nadmerku jednotlivych rizik
a zaisteniu skodového nadmerku katastrofickych rizik. Tym sme pripravili model pre analyzu
rizika, ktorému je poistoviia je vystavena, ktory bude sti¢asne posudzovat skody bezné
S nadmernymi.

Teoretické poznatky sme vyuzili v praktickej Casti, kde sme na ilustracnom priklade
urcili optimalne zaist'ovacie ochrany viacerymi kritériami pre bezné Skody, ktoré sme nésledne
porovnali. Ked'Ze poistoviia musi zaistit’ aj nadmerné Skody, ktorych nastatie méa katastrofické
dopady, na ilustracnom priklade sme na zaklade maximalne moznej Skody urcili prioritu, ktora
bola niz8ia, vySSia a rovnd maximalnej Skode. Na zdklade vopred stanovenej priority sme
vypocitali, aka je celkova Skoda poist'ovatel’a, ktora s rastiicou prioritou stapa a naopak celkova
Skoda zaistovatel'a klesa. Nasledne sme uvazovali o zaisteni s limitom, kde sme pri fixne
nastavenej priorite a so zvysujicim limitom vyjadrili, aka je ocakavana Skoda poistovatela

a zaist'ovatel’a.
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