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ROVNIC V EKONOMII
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Délezitou ulohou pri rieSeni mnohych problémovéxmych oblastiach
vedy je utenie neznamej funkcie na zaklade jej vlastnostmatematickej
analyze (aj pri jej vyuziti v ekondmii) su tietoagtnosti obvykle vyjadrené
pomocou derivacii alebo diferencialov. Ak takét@asthosti popisuju ahy
medzi derivaciami funkcie a funkciou a nazyvame idiferencialnymi
rovnicami. Diferencialne rovnice mézu popistvaastnosti funkcii jednej
I viac premennych. My sa buderd@lej zaoberé len realnou funkciou jedne;j
realnej premenne;.

Diferencialne rovnice maju mnohostranné vyuzitig. iWwedieme niekiko
aplikacii diferencialnych rovnic v ekondmi.

Priklad 1. Cenova elasticita dopytu.Najdime dopytova funkciu, ak elasticita

P

dopytu je dana vahomp =-———"—
PR 7 (100- p)

a vieme, ze hodnota dopytu pri cene
p =36 je q(36) =16.

RieSenie.Ak pouzijeme vzorec na &enie elasticity pre spojiti dopytovu
funkciu, dostaneme

p=UdP__ P
dpq 100-p
a po uprave diferencialnu rovnicu prvého radu g@as®/anymi premennymi
dg___dp
q 100-p
Rovnicu zintegrujeme
19 =100
q 100-p

a dostaneme
In|g =In[100- p|+C,, C,OR.
Ak C,=InC, COR" apouzijeme zname pravidla pre Upravu logaritmov,
potom
Injgf =InC[100- p|, COR".



Nakoniec porovname vyrazy za logaritmom na obodm&tch rovnice, pfom
berieme do Uvahy len kladné hodngts hodnotyp [1(0,10C), a dostaneme

q=C(100- p), COR",

¢o je vSeobecné rieSenie danej diferencialnej revritajdime eSte partikularne
rieSenie, ktoré dpa podmienkuq(36) =1€. Dosadime uvedenu podmienku do
vSeobecneho rieSenia

16 = C(10C - 36)

a ugime C=%. Potom liadané partikularne rieSenie, ateda aj dopytova

funkcia, pre ktorig(36) =16, je

P
=25-—.
a 4
Priklad 2. Spojité  drokovanie. Zakon exponencialngo rastu.

Predpokladajme, Ze kapital je investovany pri ztmfe Urokovani s &mou
arokovou mieroui , pricom aroky sa péitaju m-krat do roka (p&et konverzii je
m). Nech funkciaK(t) udava mnoZstvo kapitalu daset, t. j. t rokov od

z&iatku investovania. Konkrétnu &atocni hodnotu kapitadlu oziame
K (0) =K,. Kedze uroky sa pripisuji-krat do roka, kazda urokova peridda ma

dizku L a oznaime ju akoAt .
m

Na konci prvej periédy je teda urok pripisany khotd kapitalu zo
z&iatku tejto periody. Tato hodnota je potontiadocnou hodnotou kapitalu pre
druh(l periédu at. Ak zaiatok periédy je aset a periéda ma ldku At,
potom narast kapitalu za periédu (arok) je

K(t +At) - K(t) =AK .

Urok AK za tentoas je priamo Gmerny Zatocnej hodnote kapitalu, Grokovej
miere acasu, t. |.

AK = K(t) [i [At,
po Uprave

AK .
— =K (1).
At (t)

Ak predpokladame, Ze arok sa bude pripisowapojite, t. j. At - 0 a

m=§ - 0o, potom aj% - O;—}f a predchadzajluca rovnica budetrhaar



dk _.

— =1K(t).

o (t)
Tato diferencialna rovnica vyjadruje sktmos’, Ze v pripade spojitého
arokovania je miera narastu kapitaldaset je imerna hodnota kapitalwase
t. Na ugenie funkcieK (t) potrebuje vyries$i uvedenu diferencidlnu rovnicu so

separovatinymi premennymi. Separujeme premenné a integrujeme

s—g) = [idt.
Dostaneme
InK(t) =it +C,K(t)>0
a po Uprave

K(t)=€"“, C,OR
NahradimeC =€“ >0 a dostaneme

K(t)=Cd', C>0.
Urcime integrédnu konStantuC a zarové partikularne rieSenie, ktoré vyhovuje
za&tiatocnej podmienkeK (0) = K,. Potom

K,=C€’=C.
Hradané partikularne rieSenie potom je
K(t) =K,e".

Existuje mnoho prikladov z r6znych oblasti (ragpylacie, ochladzovanie
telesa, radioaktivny rozpad), Rerychlog® zmeny nejakej valiny je priamo
umerna momentalnemu stavu tejto #iely. Potom rast alebo pokles takejto
veliciny sa riadi zakonom exponencialneho rastu.

Priklad 3 Rast populacie. Logisticka krivka.

Ak pouzijeme zakon exponenciadlneho rastu na ragtulgoie, rieSenim
analogickej diferencialnej rovnice ako v Priklade 2

dN
— = kN(t
o (t)
dostaneme tah
N(t) = N,e",

kde N, je stav populacie vaset =0, N(t) je stav populacie vaset akje
konStanta. Na zaklade tohto zadkona by vSak populé&asom neobmedzene



rastla. V skuténosti, v pripade narastu populacie né&tarhodnotu, zénu tento
rast spomova’ iné faktory (napr. environmentalne). Preto je vi@digit

limitnd hodnotu M (0O<N(t) <M ) takd, zeN(t) - M a sGEasnedN(t) - 0.

Rast populacie by sa potom v pré¢efti riadil zakonom exponencialneho rastu,
ale pocase by sa tento rast spomalil vplyvom rozngichitel'ov.

Takyto model by sme dostali, ak by sme pravu strdiferencialnej

M - N(t)

rovnice popisujucej rast populacie vynasobili kan&u . Tento

model by potom popisovala diferencialna rovnica

dN() _ M = N()
M

h N(t).

dN(t)

VSimnime si, Zze akN(t) - M, tak M -=N() - 0 a - 0, ako sme

poZadovali pri tvorbe modelu. PretokeM s0 konStanty, oziéme K =ﬁ

a dostaneme diferencialnu rovnicu pre neznamu funk¢(t) premenneijt.
Dalej budeme pre jednoductigsisa® N(t) = N . Potom

AN _ KN(M = N).
dt

ktora hovori, Ze miera rastu je priamo Umern&iral aktualneho stavu
populacieN(t) arozdielu medzi limitnou hodnotou populacie takeho

stavu populacieM — N(t).

Diferencidlna rovnica popisujuca tento model je pasevaténa
diferencialna rovnica. Separujeme teda premenmétegrujeme. Dostaneme

dN
jMM—N)

Integral nalavej strane je integral racionalnej funkcie, ktoniisime najprv
rozlozit na parcialne zlomky

1
M -N

=jKdL

B
M -N

A
=+
N
a znadmym spodsobomdir konStanty A=B =ﬁ. Po zintegrovani

dN dN
JMN+JM(M—-N)=JKdt




dostaneme rieSenie v implicithnom tvare

1 N

—In
M |M-N
ktoré mézeme upravi N >0, M — N >0)

N

=Kt +C,,

In

= MKt + MC,.

Pokusime sa vyjadiiN

— eVKtgMG:

M-N
tak, ze najprv budeme pfs€ =e"
N

Potom dostaneme
N =(M - N)Ce"™
N =MCe"™ - NCeM™

MCe™
N=— .
CeMc +1

¢o je explicitny tvar vSeobecného rieSenia tejtoeminhcialnej rovnice. Ak
vydelimecitate’ aj menovatkvyrazomCe"™, dostaneme

N = M

1+1e—MKt .

Tato funkcia je znama ako tzuogistickd funkcia auvadza sa v tvare
1

b==,c=MK

( s )

M
1+be™

Priklad 4 Funkcia prezitia. Intenzita umrtnosti. Vieme, Ze zakladnou
funkciou v umrtnostnych talfkach je funkcia prezitid, (I, je paet osdb vo

veku x), kde x nadobutda celdselné hodnoty z interval(r, ) (¢asto (0, «)),
|, je nerastuca, nezaporna funkcia¢pm hodnotd , (¢astol,) sa nazyva kote
umrtnostnej tabiiky. Ak dalej predpokladame, zel, je spojita



a diferencovatia funkcia, mbézeme nazvapodiel poklesu hodnotyl,
pripadajuci na maly prirastok vekw (teda ¢asu t) k hodnotel, intenzita
amrtnosti 4, . Teda

dl

X —

[, .
at Hy Uy

Uvedeny vzorec je diferencialna rovnica so sepdemgmi premennymi, ktord
upravime separaciou premennych na tvar

CIHX =-udt.

X

KedZe nebudemelda vSeobecné rieSenie, ale priamo partikularne rieSen
spinajuce Cauchyho zatocné podmienkyl, =I(a), integrujeme

Iy X
{ OI” =—£,utdt.
a dostaneme
In:—: = _Z[IUtdt
a po uprave partikularne rieSenie je
S
. =1,e-

Vzorec nam umailje vypcaita’ hodnoty funkcie preZzitia za predpokladu, ze
pozname koneumrtnostnej tahliky a funkciu intenzity amrtnosti.
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Abstrakt

V prispevku je uvedenych nieka aplikacii separovataych
diferencialnych rovnic prvého radu v ekonomii. \iktade 1 liadame dopytovu
funkciu, ak ja dany vzorec na elasticitu dopytwdrota dopytu pri danej cene.
Priklad 2 je venovanylladaniu vzorca na narast kapitaldasovom intervale,
ak je utena hodnota kapitadlu na&atku intervalu za predpokladu, Ze Urok sa
pripisuje spojite. Vysledkom je vzorec na spojitékovanie. Priklad 3 popisuje
pouzitie zakona exponencidlneho rastu na rast popul za uitych
obmedzujucich podmienok. Vysledkom je tzv. logisdikrivka. V Priklade 4 je
odvodeny vzorec na &gnie funkcie preZitia z funkcie intenzity amrtnosti



