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ABSTRAKT

HECHT Peter : Pouzitie diferencidlneho poc¢tu v ekonomickej analyze. [Bakalarska praca]
— Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra
matematiky a aktuarstva FHI — Ing. Mgr. Ingrid Ondrejkova — Kréova, PhD.— Bratislava
FHI EU, 2013, pocet stran 56.

Cielom bakalarskej prace je ukazat pouzitie diferencialneho poctu pre funkcie
ekonomickej analyzy. Vhodne aplikovat’ teériu diferencidlneho poctu na konkrétnych
prikladoch. Praca je rozdelena do piatich kapitol. Obsahuje 26 grafov a 27 prikladov.
Kapitoly boli zostavené tak, aby na prvé dve — ekonomicku cast’ vysvetlujucu niektoré
ekonomické pojmy (dopyt, ponuka, ndklady, prijmy, zisk) a matematicka cast
vysvetlujucu pojmy diferencidlneho poctu funkcie jednej redlnej premennej navdzovala
tretia kapitola, ktora ukazuje na konkrétnych prikladoch vyuzitie diferencialneho poctu
funkcie jednej realnej premennej v ekonomickej analyze. Stvrta kapitola je zamerana na
vysvetlenie matematickych pojmov diferencidlneho poctu funkcie dvoch reédlnych
premennych . V piatej Casti je ukdzané vyuzitie diferencidlneho poctu funkcie dvoch
realnych premennych na prikladoch ekonomickej analyzy, ktoré st funkciami dvoch

realnych premennych.

KT'acéové slova:

Dopyt, ponuka, ndklady, prijmy, zisk , diferencia , diferencial, derivicia, margindlna
funkcia



ABSTRACT

HECHT Peter : The use of differential calculus in economic analysis. [Bachelor thesis] —
Economic University in Bratislava, Faculty of informatics; Department of Mathematics —
Head of thesis: Ing. Mgr. Ingrid Ondrejkova Kré¢ova PhD.- Bratislava FHI EU, 2014,
Number of pages 56

The aim of bachelor thesis is to demonstrate the use of differential calculus for functions of
economic analysis. Appropriately apply the theory of differential calculus on concrete
examples. The work is divided into five chapters. Includes 26 graphs and 27 examples.
Chapters have been written so that the first two — the economic part explaining some of the
economic concepts (demand, supply, costs, revenue, profit) and a mathematical part
explaining the concepts of differential calculus one real variable functions continued the
third chapter, which shows the specific examples of the use differential calculus of one real
variable functions in economic analysis. The fourth chapter is oriented to an explanation of
the mathematical concepts of differential calculus function of two real variables. In the
fifth part is shown usage of differential calculus function of two real variables in the

examples of economic analysis, which are functions of two real variables.
Key words:

demand, supply, costs, revenues , profit , difference , differential, derivation, marginal
function
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UvVoD

Anglicky matematik a fyzik 1. Newton (1642-1727) anemecky filozof a matematik
G.W.Leibniz (1646-1716) pri rieSeni uloh techniky, fyziky a geometrie objavili
diferencialny a integralny pocet, ktory dodnes tvori zaklad matematickej analyzy.
Pod matematickou analyzou rozumieme tu ¢ast’ matematiky, v ktorej zékladnymi pojmami
su pojem limity, pojem funkcie, pojem derivacie a pojem integralu. V tejto praci sa
obmedzime na diferencialny pocet, ktory vyuziva derivaciu funkcie. Diferencidlny pocet
definuje okamzity pomer zmeny funk¢énej hodnoty vzhl'adom na zmeny jej premenne;.
Diferencialny pocet bol uz aplikovany v mnohych vednych odboroch a jednym z nich je aj
oblast’ ekonomickej analyzy. V ekonomii sa Casto stretdvame s ulohami, V ktorych je
potrebné napr. minimalizovat’ nédklady, alebo maximalizovat’ prijmy, pripadne zisk.
Rovnako moze firma stat’ pred rozhodnutim, ¢i je eSte pre firmu rentabilné zvySovat
produkciu, ktorého vysledkom by malo byt lepSie ekonomické postavenie firmy
Vv porovnani s jej predchadzajucim stavom. Pri rozhodovani jej poméhaji margindlne
veli¢iny. Vo vSetkych spomenutych pripadoch ekonomickej analyzy sa vyuziva
diferencialny pocet. V tejto praci si ukazeme pouzitie diferencialneho poctu jednej a dvoch

premennych na konkrétnych pripadoch ekonomickej analyzy podniku.
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CIEL PRACE

Cielom bakalarskej prace je ukazat, ako vyuzit' diferencialny pocet v ekonomickej
analyze. Budu objasnené¢ pojmy ako su diferencia funkcie, diferencial funkcie, derivacia
funkcie ajej geometricky vyznam a aplikacia geometrického vyznamu derivacie funkcie
jednej realnej premennej v ekonomickej analyze. Budi vysvetlené pojmy marginalne
veli¢iny a elasticita funkcie a ich vyuzitie v konkrétnych prikladoch vypoctu marginalnych
nakladov, prijmov a zisku vyrobného podniku. Bude na konkrétnych prikladoch poukazana
vyhodnost’ a nevyhodnost’ vyuzitia diferencidlneho poctu na urcenie marginalnych veli¢in
v ekonomickej analyze. V tvode tejto prace budu vysvetlené aj ekonomické pojmy, ako su
naklady, prijmy, zisk, dopyt, ponuka. V druhej Casti budi vysvetlené niektoré pojmy
diferencidlneho poctu funkcie dvoch redlnych premennych, ako st dvojrozmerny
euklidovsky priestor, parcidlne derivacie funkcie dvoch redlnych premennych ,parcidlne
derivacie funkcie dvoch realnych premennych vyssieho radu, parcidlne derivacie zlozenej
funkcie, geometricky vyznam parcialnych derivacii, iplného diferencialu funkcie dvoch
redlnych premennych, zistovanie lokdlnych extrémov funkcie dvoch premennych
a viazanych extrémov funkcie dvoch premennych.

V zavere prace ukaZeme na prikladoch vyuZitie diferencidlneho poctu dvoch premennych
Vv margindlnych nékladoch a v margindlnom zisku, parcidlnej elasticite a vyuZitie vySSich
derivacii funkcii dvoch premennych napr. v h'adani maximalneho zisku.

U cCitatela tejto prace sa predpokladaji vedomosti v rozsahu uciva matematiky

bakalarskeho Studia ekonomickej univerzity.
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VYSVETLENIE NIEKTORYCH EKONOMICKYCH POJMOV

1.1. Dopyt a krivka dopytu

Dopyt predstavuje mnozstvo jedného konkrétneho statku, ktoré je jeden kupujici
(individualny dopyt q) alebo skupina kupujtcich, spravidla na celom trhu (trhovy dopyt)
ochotny a schopny ex-ante kupit' za danti cenu (p) tohto statku za dané casové obdobie.
Vyjadruje komplexny pohl'ad na mnozstvo statku, ktoré by kupujaci kupil/-li za urcita
cenu. Tato mikroekonomickt definiciu treba spresnit’. Pojem ,,schopny* (tzv. kiipyschopny
efektivny dopyt ) sme pouzili preto, lebo dopyt nie je len funkciou ceny samotného statku,
ale aj cien vsetkych ostatnych statkov na trhu (p2, p3...) a hlavne disponibilné¢ho prijmu
kupujiceho /kupujucich . Slovo ,,ochotny* sme zas pouzili preto, lebo kupujici pri kupe
zohladnuje aj skutocnost, aka uzitkovl funkciu ma pre neho/nich kupovany tovar (Cize
aky ma tovar pre nich 0zitok). Ex-ante znamena vopred, ¢ize ide o imysel kupit’ a nesmie
sa zamienat’ s tym, ¢o uz bolo kipené (ex post). Funkcia dopytu je jednorozmerny graf
avola sa krivka dopytu .lde o grafické znazornenie zavislosti medzi dopytom g (Q)
acenou p (P). Funkcia je spravidla klesajuca (pokles dopytu po tovare s rasticou cenou
statku) - tzv. zakon klesajuceho dopytu. Funkcia teda vyjadruje vztah medzi cenou statku

a pozadovanym mnozstvom tohto statku.

Grafické znazornenie funkcie dopytu (Obr.1)

cena

mnozstvo Obr.1?

! Zdroj: Lisy J. a kol.: Ekonomia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str. 91
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Krivka dopytu je na grafe zndzornena ako priamka a takto je krivka dopytu prezentovana aj
v odbornych literatarach. Je to preto, ze vyjadruje zmenu dopytu pri jednej zmene ceny
tovaru, teda pri jednom zdrazeni. Pri opakovanych pohyboch ceny nahor individualny
dopyt (dopyt jediného spotrebitel'a) a aj trhovy dopyt (sucet vsetkych individualnych
dopytov) ma graf znazorneny na obr.2. Sporadicky moéze mat trhovy dopyt linearny

priebeh, ako je zndzorneny na obr.1

cena

obr.2?

mnozstvo

Vyssie uvedené grafy dopytu znazornuj priebeh dopytu pri konkrétnom uvadzani dopytu
spotrebytel’a/spotrebytel'ov po tovare, ¢ize kol’ko tovaru nakupuje/nakupuju pri réznych
cenach.

Pokial’ je dopyt vyjadreny funkciou, pre grafické zndzornenie dopytu platia tie isté
pravidla, ako pri grafickom znazorneni priebehu funkcie . Priebehom funkcie sa nebudeme
zaoberat’. Bola predmetom u¢iva matematiky v 1. ro¢niku fakalt VSE. Avsak ako si neskor
ukédzeme , prave pri dopyte vyjadrenom funkciou sa dé efektivne vyuzit' diferencidlny

pocet.

1.2. Ponuka a krivka ponuky
Ponuka vyjadruje mnoZstvo jedného konkrétneho statku, ktoré je jeden predavajlci
( individudlna ponuka) , alebo skupina predavajucich , spravidla na celom trhu (trhova

ponuka) ochotny/ochotné a schopny/schopna predat’ ex-ante za dant cenu (p) tohto tovaru

? Zdroj: Lisy J. a kol.: Ekonomia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str. 92
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za dané casové obdobie. Trhova ponuka je su¢tom individualnych pontk. Ex-ante znamena
vopred, ¢ize ide o imysel predat’ a nesmie sa zamienat’ s tym, ¢o uz bolo predané (ex post).
Funkcia ponuky je jednorozmerny graf anazyva sa krivka ponuky. Ide o grafické
znazornenie zavislosti medzi cenou a ponikanym mnozstvom, ktoré st vyrobcovia daného
tovaru ochotni vyrobit" a predat. Funkcia je spravidla rastiica. Plati zdkon rasticej
ponuky — s rastom ceny ponukané mnozstvo tovaru stipa a naopak pokles ceny vyvola

pokles ponuky.

Graf ponuky pri jednom pohybe ceny:

cena

mnozstvo obr.3®

Graf ponuky pri opakovanom zvySovani ceny:

cena

mnozstvo obr.4*

Agregatna ponuka predstavuje suhrn vsetkého tovaru, ktori st vsetci vyrobcovia ochotni
vyrabat’ a ponukat’ pri r6znej rovni cien.

® Zdroj: Lisy J. a kol.: Ekonomia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str. 95
* Zdroj: Lisy J. a kol.: Ekonémia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str. 96
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1.3. Naklady a ich grafické znazornenie

Celkové naklady TC (Total Cost) predstavuju celkové vydavky potrebné k vyrobeniu
kazdej arovne vystupu ¢, alebo uskuto¢nenia sluzby. Celkové ndklady s rastom q rastt.

Je to preto, lebo na vyrobu vicsicho mnozstva vyrobkov g, potrebujeme viac prace a inych
vstupov. Dodato¢né mnozstvo vyrobnych faktorov znamena vysSie ndklady. Celkové
naklady obsahuju dve zlozky. St to celkové fixné ndklady TFC a celkové variabilné
naklady TVC.

Fwoee

vvvvv

predstavuju celkové vydavky, ktoré zaplatime aj ked’ sa nevyrobi Ziadny vystup, zmeny
mnozstva vystupu nemaju na fixné néklady vplyv.

Variabilné naklady VC (Total Variable Cost) st napr. materidly potrebné na vyrobu
vystupu, zamestnanci na obsluhu montdznych liniek, elektrina a plyn potrebné na
prevadzku tovarni a pod. Variabilné naklady VC predstavuju vydavky, ktoré sa menia
surovilou vystupu — napr. vydavky na suroviny, mzdu a energie a zahriiuju vsetky
naklady, ktoré nie st fixné.

Podrla definicie vZzdy plati :

TC=TFC+TVC

naklady C

TC

VC

TFC

mnozstvo Q obr.5
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Ako si neskor ukazeme, pri ndkladoch vyjadrenych funkciou sa da efektivne vyuzit

diferencialny pocet.

1.4. Prijmy a ich grafické znazornenie
Prijmom firmy s penazné prostriedky, ktoré firma ziska realizdciou svojej produkcie.
Za predpokladu, ze hlavnym cielom firmy je maximalizacia zisku, tento ciel méze firma
dosiahnut’” minimalizaciou svojich ndkladov a maximalizaciou svojich prijmov.
Celkovy prijem (Total Revenue TR) definujeme ako penaznu sumu, ktoru firma ziska
realizaciou celkového objemu svojej produkcie. Celkovy prijem firmy vypocitame ako
stc¢in ceny za jednotku produkcie a objemu realizovanej produkcie :

TR=P.Q
V podmienkach dokonalej konkurencie, kde firma nema moznost’ vySku ceny ovplyvnit), je
krivka celkového prijmu TR funkciou iba predaného mnozstva , teda linearnou funkciou.

cena

TR

mnozstvo obr.6°
V podmienkach nedokonalej konkurencie, ked’ sa cena s objemom realizovanej produkcie
meni, bude priebeh funkcie celkového prijmu zavisiet’ od elasticity dopytu po jej produkeii
a ta moze byt v roznych Castiach dopytu rozdielna.
Pojem elasticity bude vysvetleny na str. 23 .
Aj v pripade prijmov vyjadrenych funkciou sa da vo vypoctoch vyuzit' diferencialny pocet,
ako si neskor ukazeme.
1.5. Zisk
V mikroekonomii rozliSujeme podnikatel'sky (0ctovny) zisk a ekonomicky zisk.
Podnikatel'sky zisk je dany rozdielom vynosov a nakladov. resp. prijmov a vydavkov..
Teda ak od celkovych prijmov odpocitame vSetky vydavky ako su mzdy, ndklady na
material, odpisy, uroky z Gverov, spotrebné dane a pod.

a td moze byt v roznych castiach dopytu rozdielna.

® Zdroj: Lisy J. a kol.: Ekonémia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str. 177
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TP=TR-TC
Ekonomicky zisk je zniZzeny o implicitné vynosy. Pri vyc¢islovani ekonomického zisku sa
okrem vydavkov odpocitaji z prijmov aj : vlastnd praca podnikatela (t.j. kolko by
podnikatel’ zarobil, keby sa zamestnal), ak podnika vo vlastnej budove , tak najom, ktory
by dostal v pripade, Ze by budovu prenajal atd’.
Ako si neskdr ukazeme, v pripade zisku vyjadreného funkciou sa da efektivne vyuzit

diferencidlny pocet.

Doteraz sme sa venovali zakladnym ekonomickym pojmom, o ktorych sme podali
zakladné informécie. Tieto nemali nahradzat’ u¢ebnicu ekonomie. Zvolili sme si ich preto,

lebo chceme na nich ukazat’ vyuzitie diferencidlneho poctu.

2. VYSVETLENIE MATEMATICKYCH POJMOYV DIFERENCIALNEHO POCTU
FUNKCIE JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

2.1. Derivacia funkcie
Nech funkcia f je definovana na mnozine M a nech ¢islo xoeM. Derivaciou f'(xg) funkcie f

Vv Cisle xonazyvame cislo

, ] f(x)-f(x
f (XO) = hn‘lx—)xoM (1)
X - XO

Derivaciu mozno definovat’ aj ako :

, . f(x) - f(x

F(xo) = limy_ o OG0 @

kde h=x- Xo
R L - . df dy

Derivaciu f'(xo) oznaCujeme aj [f'(X)]x=x, . ¥ (Xo) . [a] X=Xg [E] X=Xq

Vlastnosti:
Veta 1: Derivacia funkcie f v Cisle x existuje vtedy a len vtedy, ked’ existuje derivacia

v bode sprava f(x,) aderivécia zl'ava f_(Xq) aplati f,(Xo) = f—(Xo)

Veta 2: Ak funkcia f ma v ¢isle xq derivaciu ( derivaciu sprava , derivaciu zl'ava ) je

Vv Cisle X spojitd ( spojita sprava , spojita zl'ava ).
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2.2. Geometricky vyznam derivacie
Derivacia sa vyuziva v roznych vedach, vel'mi ¢Casto v matematike, geometrii, fyzike
a Vv roznych technickych aplikaciach.
V ekonomickej analyze vychddza vyuzitie derivacie zjej matematického vyznamu
a vzhladom na grafické zndzorflovanie vysledkov ekonomickej analyzy aj z jej

geometrického vyznamu.

Z matematického hl'adiska derivacia funkcie v bode Xo nam vyjadruje velkost’ prirastku
funkcie f v bode Xo.
Jej geometricky vyznam vychadza priamo z jej matematického vyjadrenia a ukazeme si ho

na nasledovnom grafe:

S
t f
FOX) p--mm e
X
f(x)-f(xo)
Qs
f(xo) F-----------5 : -
1T X-Xg 1
®s Ot : i
7 Xo "X obr.7

Na grafe je znazorneny priebeh funkcie f(X) — ciernou farbou. Bodmi T(Xo, f(Xo)) ,
X(%,f(x)) sme viedli se¢nicu s (modrou farbou) . Bodom T(Xo, f(Xo)) sme viedli doty¢nicu t

(¢ervenou farbou) ku grafu funkcie f(x) . Smernica se¢nice s je k=1tg ¢

ke - tg g =~ fx0) 3)

X-Xp
Ak bude x konvergovat’ k Xo , potom bude aj hodnota funkcie f(x) konvergovat’ k hodnote
funkcie f(xp). Bod X sa bude priblizovat’ na funkcii f k bodu T. Uhol medzi se¢nicou
s a doty¢nicou t sa bude zmenSovat. Ked hodnota x dosiahne hodnotu X, ,potom f(x)

dosiahne hodnotu f(Xo) a secnica sa stotozni s doty¢nicou. Rovnako sa stotozni smernica
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se¢nice so smernicou doty¢nice a uhol @s s uhlom ¢ Z uvedeného vyplyva, Ze smernica
doty¢nice K; je limita smernice secnice pre X konvergujice k Xp .

f() - f(x0)

kt = llmx_> X0 X-%Xo

a to je definicia derivacie v bode X

ke =f'(Xo) (4)
Geometricky vyznam derivacie :

Derivacia v danom bode funkcie je smernicou doty¢nice funkcie v danom bode .

2.3. Pojem diferencia a diferencial funkcie .
Nech ¢isla Xg , X1 s z oboru definicie funkcie f . Rozdiel Af = f(x;) — f(Xo) nazyvame
diferenciou funkcie f patriacou k ¢islam Xp a X3, alebo prirastkom funkcie f pre prirastok
h =Xy —Xg V ¢isle Xq. Plati :
Af = f(x1) — f(Xo) = f(xo + h) — f(xo) ()

Nech funkcia f ma v ¢isle Xg derivaciu . Diferencialom funkcie f v Cisle Xo pre prirastok
X —Xpje vyraz f'(Xq)( X — Xo) a oznacujeme ho df(xo,Xx) , alebo df(xp), niekedy len df.
Plati :
df(xo,x) = f'(X0)( X — Xo) (6)
alebo df(xo,x) = f'(xq) dx

Geometricky vyznam diferencie a diferencidlu si ukaZzeme na obr. 8

y
y =f(x)
/
f(x) P,
Af
f(Xo) P df
/ / dx
Xo X X~ obr.8
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Diferencia funkcie f v Cisle Xo pre prirastok X — X je rozdiel y-ovych suradnic bodov

P = (x,f(xX)) aPo = (Xo0,f(X0)). Zostrojme doty¢nicu ku grafu funkcie f v bode Py.
Diferencial df(xp,x) je rozdiel y-ovej stradnice bodu T = (X,y) na doty¢nici a y-0vej
stiradnice bodu Py = (Xo,f(X0)) na grafe funkcie.

Ak funkcia f ma v bode X derivaciu potom plati

Afo = df(xo) + p(X)(X = Xo) (9)
f(x)-f
pricom = w — (%) (10)
- X0
p(0)=0, lim p(X)=0
X— Xg
Plati Afy = df(x)
Cize f(x) = f(xo) + df(xo) (12)
s absolutnou chybou 0= | f(x) — f(xo) — df(xo) | = | Af(xg) — df(Xp) | (12)
8
a relativnou chybou E=T— (13)
| fx0) |

ktord sa najc€astejSie vyjadruje v percentach
Priklad 1: Vypocitajme diferenciu a diferencial a absoltatnu a relativnu chybu pre funkciu
f(x) = x*-3 v &isle xo = 4 pre prirastok x — Xo = 0,01
Riesenie : Vypocitajme najskor diferenciu x =xg + 0,01 = 4,01 . Pouzijeme vztah (5)
Af=1(4,01) — f(4) = (4,01 — 3) — (4> — 3) = 13,0801 — 13 = 0,0801
Vypocet diferencidlu - pouzijeme vztah (6)
df(4;0,01) = f'(4) . 0,01
f(4)=(2x)x=2=2-4=8
df(4;0,01) =8 -0,01=0,08
absolutnu chybu vypocitame podl'a vzorca (12)
8= | f(x) — f(xo) — df(xo) | = | Afixo) — df(x0) | = | 0,0801 —0,08 | =0,0001
relativnu chybu vypocitame podl'a vztahu (13)
8 00001
TR 13

= 0,000007692

Z prikladu vyplyva , Ze rozdiel medzi diferenciou a diferencidlom v blizkom okoli bodu xg
je velmi maly. Preto sa Casto pri velmi malej zmene argumentu x pocita zmena funkcie
pomocou diferencialu funkcie v bode Xp, ¢im sa funkcia v blizkom okoli xo nahradza jej
dotyénicou v bode Xo .Je vel'mi dolezité spravne posudit’, pri akej zmene argumentu X

Vv zavislosti od priebehu funkcie mozno eSte nahradit’ diferenciu na vypocet zmeny funkcie
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diferencidlom a kedy je pre nas vzniknuta odchylka pri pouziti diferencialu namiesto
diferencie, ktord by nam zarucila presny vypocet, este prijatelna . Citlivo treba pristupovat’
k nahrade diferencie za diferencial pri vypocte zmeny hodnoty funkcie , v ktorej dochadza

aj pri malej zmene argumentu X k vel’kej zmene funkcie f(X).

2.4. Derivacie vys$sich radov
Nech funkcia (') je definovana na mnozine D. Derivaciou druhého radu, alebo druhou

derivéciou funkcie y = f(x) nazyvame funkciu (f")’, t.j. derivaciu prvej derivacie funkcie
y = f(x). Oznacujeme ju f’, alebo y’’, alebo % :

Derivaciou n-tého radu , alebo n-tou derivaciou ( pre n = 2, 3, 4,......) funkcie y = f(x)
nazyvame derivaciu (n — 1) —ej derivacie funkcie y = f(x), ak tieto existuju. Derivacie
vy$§ich rddov oznadujeme 7, £ @ O " alebo y’, y",y"',y(4),y(5), ..... vy

d? d3 d* ds dn
alebo— =L ¥ ¥ £y
dx? ' dx3 ' dx* ' dx5

Vlastnostami derivacii a spdsobmi derivovania jednotlivych primitivnych funkecii sa
nebudeme zaoberat’, boli predmetom uciva matematiky strednych $kol.
Prvé adruhé derivacie funkcie sa v matematike vyuZivaju na urcenie priebehu
funkcie.
1.) Na uréenie stacionarnych bodov funkcie. St to body, v ktorych f'(x) = 0, alebo
f’(x) neexistuje.
2.) Na urcenie monotonnosti, alebo rydzo monoténnosti funkcie. Ak pre kazdé x
z intervalu J, ktory vymedzili stacionarne body je f'(x) >0[ f(x)<0,{f(x)>0,
f'(x) < 0 ], potom je funkcia f(x) na intervale J rastuca [ klesajuca, neklesajica,
nerastuca].
3.) Na urc¢enie lokalnych extrémov . Pri hladani lokalnych extrémov sa postupuje
nasledovne. Najdu sa hodnoty X, V ktorych je f'(xg) = 0 ,alebo f'(xp) neexistuje.
Tieto sa dosadia do druhej derivacie funkcie f(x) a ak je f""(xo) > 0 [f""(x0) < 0]
funkcia ma v bode Xy lokdlne minimum [maximum]. Méze nastat’ pripad, Ze
funkcia f(x) ma v bode X prvych n derivacii rovnajice sa nule pre n > 2. Nech
f'(x0) =0, ' (x0) = 0, .....F"™(xo)= 0, ale f™(xo) # 0 .Ak je Eislo n nepéarne funkcia
f(x) ma v ¢isle xo lokalny extrém. Ak je ¢islo n parne , funkcia ma v bode X, ostry
lokélny extrém - ostré lokdlne maximum pre f(n)(xo) < 0 a ostré lokdlne minimum

pre fV(x0) > 0.
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4.) Na urcenie konkavnosti a konvexnosti funkcie.
Nech funkcia f(x) je definovana na intervale J . Ak pre kazdé tri Cisla x1,X2,X3
Z intervalu J, pricom x31< X, < X3, lezi bod P2(X2;f(X2)) pod [nad] spojnicou bodov
P1(x1;f(x1)) , P3(x3;f(X3)) , alebo lezi na tejto priamke, hovorime, ze funkcia f(x) je
konvexna [konkavna] na intervale J. Ak bod P, lezi vzdy pod [nad] priamkou

uréenou bodmi P; , P3, tak funkcia f(x) je na intervale J rydzo konvexna (obr.9)

[ rydzo konkévna ] (obr.10).
P3
: i
X1 0 X2 X3 X1 X2 0 X3
obr.9 obr.10

5.) Na ur¢enie inflexnych bodov funkcie .

Inflexny bod je bod, v ktorom sa meni funkcia z konkavnej na konvexnu (obr.11),
alebo naopak (obr.12). Existenciu inflexného bodu vyjadrime jeho postacujucou
podmienkou.

Nech f""(xg) =0 a """ (xg) # 0,potom bod Xg je inflexny bod funkcie f. Ak f"""(x¢) >0
[f"""(x0) < 0], prechadza v bode [Xo,f(Xo)] graf funkcie z konkavnosti do konvexnosti
[ z konvexnosti do konkavnosti ].
Nech funkcia f ma v ¢isle xq derivacie az do n-tého radu vratane , n > 2 a plati

f7(X0) =" (X0) = vvrverene = f"(x0) = 0 a f(x0) # 0. Ak n je nepérne &islo , potom
funkcia f ma v Cisle xg inflexny bod. Ak n je parne ¢islo, funkcia je v ur¢itom okoli

&isla xo rydzo konvexna pre f™(xo) > 0 a rydzo konkéavna pre £ (xq) <0 .

f(Xo)
f(xo)

0 Xo obr.11 Xo obr.12
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3. VYUZITIE DIFERENCIALNEHO POCTU FUNKCIE JEDNEJ REALNEJ
PREMENNEJ V EKONOMICKEJ ANALYZE

3.1. Marginalne veli¢iny

Marginalna veli¢ina MV (Marginal value) je prirastok funkcie f(x) pripadajuci na

jednotkovy prirastok argumentu x . T.j. X—Xp =1

MV(x) = % (14)

Ak funkcia f(x) nie je dana predpisom, ale jej priebeh je dany diskrétnymi bodmi ( t.j.
nadobuda spocitatel'ny pocet hodnot) tak vztah (14) sa v ekonomickej analyze interpretuje
iba pre x> xp, kde Xp, X st dve za sebou idtce diskrétne hodnoty, v ktorych je funkcia f

definovana. Napriklad mozu to byt’ dve za sebou iduce hodnoty v tabulke.

Ak je funkcia f(x) dana predpisom a je diferencovatelna t.j. v bode Xq spojitd, marginalnu
veli¢inu MV definujeme pomocou derivécie :

MV(x) = f'( x) (15)
Ide vlastne o diferencial df(Xo) — vztah (6) pre X —Xo =1
Funkciu vyjadrujicu zavislost margindlnej veli¢iny od inej veli¢iny nazyvame
marginalnou funkciou.
Napriklad ak celkova veli¢ina TV predstavuje celkové ndklady TC , alebo celkové prijmy
TR, tak odpovedajlice marginilne veli¢iny MV budi marginidlne néklady, alebo
marginalne prijmy a marginalne funkcie budu funkcia marginalnych nakladov MC, alebo
funkcia marginalnych prijmov MR.
V ekonomickej analyze sa Casto pouziva namiesto terminu ,margindlny* , termin
Hhraniény* . Napr. hrani¢né naklady , hrani¢né prijmy ..atd’.
Najprv si ukdzme vypocet marginalnej veli¢iny na funkcii danej diskrétnymi hodnotami.
Priklad 2: V tabulke st uvedené celkové prijmy TR organizacie v zavislosti od poctu

predanych vyrobkov X . Vypocitajme marginalne prijmy ak sa preda 1,2,.....5 vyrobkov.

X 1 2 3 4 5
TR 10 000 19 800 29 400 38 700 47 500
Riesenie:

TR(1) - TR(0) _ 10000 -0
1-0 1-0

MR(L) = =10 000
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TR(2) - TR(1) _ 19800 - 10 000

MR(2) = = = 9800
2-1 2-1
TR(3) - TR(2) _ 29400-19800 _
MR(3) = = = 9600
3-2 3-2
TR(4) - TR(3) _ 38700-29400 _
MR(4) = = = 9300
4-3 4-3
TR(5) - TR(4) _ 47 500-38700 _
MR(5) = = = 8800
5-4 5-4
Doplnena tabul’ka bude vyzerat’ nasledovne :
X 1 2 3 4 5
TR 10 000 19 800 29 400 38 700 47500
MR 10 000 9 800 9 600 9 300 8 800

Zaver: Pri zvySeni predaja z troch na Styri vyrobky sa celkové prijmy pripadajice na predaj

d’al’'siecho vyrobku zvysia o 9 300 p.j. Pre hodnotu celkovych prijmov TR(x) plati :

TR(x) = Z MR()

Priklad 3:

Celkové naklady a prijmy spolo¢nosti vyrabajicej vyrobok na trh stt dané funkciami
C(x) = 250 + 5x — 0,005x°
R(x) = 7x — 0,001x°

pre x <200
pre x <200
Uréme funkcie marginalnych nakladov, prijmov a zisku a znazornime ich graficky.
Vypocitajme hodnoty tychto funkcii pre uwroven produkcie xo = 100 a vysledky
ekonomicky interpretujme.
RieSenie:
Funkcia celkového zisku je
P(x) = R(X) — C(x) = 0,004x* + 2x —250  pre x < 200
Vypocitajme si prislusné marginalne funkcie

MC(x) = C'(x) = 5 — 0,01x

MR(x) =R’(x) =7 - 0,002x
MP(x) = P’(x) = 0,008x + 2
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Nakreslime grafy funkcii celkovych nakladov , prijmov a zisku a k nim prisluchajiace grafy

funkcii marginalnych nakladov, marginalnych prijmov a margindlneho zisku

y

250

X

103,55 200 o0obr.13
250

0 200 obr.14

MC(100) = 4, MR(100) = 6,8 , MP(100) = 2,8
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Ekonomicka interpretacia : Pri zvySeni (znizeni) produkcie z urovne 100 o jednotku
produkcie sa zvysia (znizia) naklady priblizne o 4 p.j. , sa zvySia (znizia) prijmy priblizne
0 6,8 p.j. a sa zvysi (znizi) zisk priblizne o 2,8 p.].

Z obr.9 vidiet’, ze vSetky tri funkcie C,R,P st rastiuce. Vyplyva to z toho, Ze vSetky grafy

ich marginalnych funkcii na intervale (0,200 ) lezia nad x-ovou osou, teda hodnoty ich

marginalnych funkcii su v danom intervale (0,200 ) kladné. Z matematiky vieme , Ze

funkcia je na danom intervale rastica (klesajuca) ak jej prva derivacia na danom intervale
nadobuda kladné (zaporné) hodnoty a marginalne funkcie MC, MR, MP st prvymi
derivaciami funkcii M, R, C.

Tak ako sme vedeli ur¢it monotonnost’ funkcii C, R, P pomocou ich prvych derivacii MC,
MR, MP , tak vieme ur¢it monoténnost’ funkcii MC, MR, MP pomocou ich prvych
derivacii MC’, MR, MP".

MC’(x) =— 0,01, MR (x) = — 0,002 MP’(x) = + 0,008

Z vysledkov vyplyva, ze funkcie marginalnych nakladov MC a marginalnych prijmov MR

su klesajuce, ale funkcia margindlneho zisku je rastica (obr.10).

Ekonomické interpretacia : Funkcia celkovych nakladov je na intervale (0,200 ) rastica,

ale funkcia marginalnych nékladov je na intervale <0,200 ) klesajuca , o znamend, Ze

zvysenie produkcie z X1 na X1 + 1 si vyziada vysSie naklady ako zvySenie produkcie z X, na
X2 + 1, ak Xo > X;. Z uvedeného vyplyva, ze aj ked” celkové naklady so zvySovanim rasta ,
tak ich rast sa so zvySovanim produkcie zmierfiuje. Podobne by sme vysvetlili

monotonnost’ marginalnych prijmov a marginalneho zisku.

Vypocitajme hodnotu margindlnych veli¢in pre uUroven produkcie x = 100 pomocou
diferencie a zistime absolutne chyby, ktoré vznikli vypoctom marginalnych veli¢in

pouzitim vypoctu diferencidlu marginalnych funkcii:
MC (100) = TC(101) - TC(100) =703,995- 700 = 3,995

Absolttna chyba : dwc = | Af(xo) — df(xo) | = | 3,995 4 |= |- 0,005 | =0,005
MR (100) = TR(101) - TR(100) = 696,799 - 690 = 6,799

Absolutna chyba : Syr = | Af(xo) — df(xo) | = | 6,799 - 6,8 | = |—0,001 |=0,001
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MP (100) = TP(101) — TP(100) = —7,196 — (—10) = 2,804
Absolutna chyba : Swp = | Af(xo) — df(xo) | = | 2,804 - 2,8 |=0,004

Je takmer nepredstavite'né zostrojit’ graf MV/(X) marginalnej funkcie ziskanej z TV (total
value) vyjadrenej funkénym predpisom pomocou vypoctu diskrétnych bodov metdédou
vyuzitia vypoctu diferencie Af(x) v kazdom bode Xp , na ktorom je TV = f(x) definovana ,
ktoré by vyjadrovali narasty funkcie TV = f(X) v zavislosti na jednotkovom naraste
argumentu X. V tomto pripade ( zostrojenie grafu marginalnej funkcie MV/(X) ) je vyuZitie
diferencialneho poctu ( vypocet diferencialu pre Ax = 1) nevyhnutnost'ou.

Ina situdcia nastava v pripade vypoétu narastu TV danej funkénym predpisom v
konkrétnom bode Xg t.j. pre konkrétnu troven produkcie Xo . V takom pripade treba citlivo
posudit’, ¢i marginalnu veli¢inu vypocitame pomocou diferencialu TV = f(x) v bode Xo ,
alebo pre vypocet marginalnej veli¢iny vyuzijeme diferenciu funkcie TV = f(x) pre Ax =1
podla vztahu (5) aj ked je TV = f(x) dana funkénym predpisom a nie pomocou
diskrétnych bodov. Na rozhodnutie , aki metodu pouzit’ vplyva funkény predpis TV = f(X).
Ak st pri malych zmenach argumentu X velké zmeny hodnoty funkcie f(x) ( napr.
Vv exponencidlnych funkciach f(x) = a*, kde exponencidlny zéklad a >1 , alebo pri
funkciach typu f(x) = x* , kde a > 1, a.i.) a zistovanie zmeny funkcie sa robi pre vel'mi
malé xp, potom treba posudit, ktora z uvedenych metdd pouZzit’ pri vypocte marginalnej
veli¢iny. Nevyhodnost’ pouzita diferencialu si ukaZeme na spominanych dvoch pripadoch.
Priklad 4:

Funkcia celkovych tyzdennych nakladov (Vv miliénoch eur) v podniku vyrabajaceho
Zelezni¢né vozne ma tvar : C(X) = 2*. Vypod&itajme ako by sa zmenili naklady podniku, ak
by svoju tyzdennu produkciu zvysil z dvoch na tri vagény .

1.riesenie: Vypocitajme priklad presne pomocou diferencie funkcie patriacou k ¢islam

Xp =2, X1 = 3 podl'a vztahu (5).

AC=C(x1) - C(xg) =2°-22=4

So zvySenim produkcie z 2 na 3 vozne za tyzden, by sa naklady zvysili o 4 000 000 eur.
2.rieSenie: Vypocitame priklad pomocou diferencialu v bode Xo = 2 pre zmenu Ax =1 .
C’(x0) = [2".In2] xo =2 = 2°.In2 = 2,772588

So zvySenim produkcie z 2 na 3 vozne za tyzden, by sa ndklady zvysili o 2 772 588 eur.
Pouzitim diferencialu pre vypocet margindlnych nakladov MC(2) sme sa dopustili

absolttnej chyby : 8= | Af(xo) — df(xo) | = | 4-2,772588 | =1,227412

Strana 26



1,227412

a relativnej chyby v % : ¢ . 100% = T .100% = 30,68%

| £(xo) |
Tato chyba je v ekonomickej analyze neprijatelna.
Priklad 5 :

Funkcia celkovych dennych nakladov (v tisicoch eur) v dielni vyrabajtcej vysokonapétové
transformatory maé tvar : C(X) = x> . Vypo&itajme ako by sa zmenili ndklady dielne, ak by

svoju dennu produkciu zvysila z dvoch na tri transformatory .

1.rieSenie: Vypocitajme priklad presne pomocou diferencie funkcie patriacou k ¢islam

Xp =2, X1 =3 podla vztahu (5).

AC =C(x1) - C(xg) =3%-2°=27-8=19

So zvySenim produkcie z2 na 3 transformatory za den, by sa denné ndklady zvysili
0 19 000 eur.

2.rieSenie: Vypocitame priklad pomocou diferencialu v bode Xo =2 pre zmenu Ax =1 .
C’(x0) = [3%0’]yo=2 = 12

So zvySenim produkcie z2 na 3 transformatory za den, by sa denné néklady zvysili
0 12 000 eur.

Pouzitim diferencidlu pre vypocet marginidlnych ndkladov MC(2) sme sa dopustili

absolttnej chyby : 8= | Af(xo) —df(xo)| = | 19-12 |=7

7
a relativnej chyby v % . 100% = W .100% = 87,5%

T o) |
Tato chyba je v ekonomickej analyze neprijatelna.

V predchadzajucich dvoch prikladoch sme ukazali, Ze vypofet marginalnej veliCiny
pomocou diferencialu df(x) je pre jej velka chybu neprijatelny a v takom pripade treba
pouzit’ pre vypocet marginalnej veli¢iny diferenciu funkcie Af(x) prisluchajicu zmene

argumentu AX.

3.2. Marginalny dopyt

Co je dopyt sme si vysvetlili na str.3 . Marginalny dopyt vyjadruje zmenu dopytu po
konkrétnom statku pri jednotkovej zmene jeho ceny.

Priklad 6: Predpokladajme, Ze pri cene p urcitej komodity je dopyt po nej vyjadreny

vztahom

q = (300 - p)? pre p € (0, 300)
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Uréme funkciu marginalneho dopytu , zostrojme graf funkcie dopytu a jej marginalneho
dopytu. Uréme uroven dopytu pre po = 50 a vysledky ekonomicky interpretujme.

RieSenie:

Vypocitajme marginalny dopyt q’=2p-600

Pre troven po = 150 je MD(150) = q"(150) =2-150 — 600 = — 300

Ekonomicka interpretacia:

Marginalny dopyt znamena, ze ak sa cena komodity zvysi z urovne p =po 0 1 p.j. , tak
dopyt po tovare sa zmeni 0 2p - 600. Pre troven po = 150 zvySenim ceny o 1 p.j. dopyt
poklesne priblizne o 300 p.}.
Grafické znazornenie vysledkov :
P b
300 300

MD

/

g -600 0 90000 q
obr.15

Vypocitajme eSte absolttnu chybu v bode pg = 150
8= | a(p) - a(po) - da(po) | = | q(151) - q(150) — dq(150) | =
= | (300 ~151)* - (300 — 150)° — (~ 300) | =
= | 22201 - 22 500 - (-300) |=1
Vypocitajme relativnu chybu v bode po = 150

Fo)
e= =
la(po)| ~ |22500

| = 0,00004
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Relativna chyba v percentach :

g = 0,00004- 100% = 0,004%

3.3. Relativna zmena funkcie

Nech funkcia f je definovana na intervale | a nadobtida v kazdom jeho bode Xo kladné

f(xg+h)—f(xq)
f(xo)

hodnoty a nech existuje derivacia f'(xo). Vzt'ah pre vel'mi malt zmenu

f(x9+1)—f(X0) o .
h, napr. h = 1 ma tvar f(xo) . Pri takej malej zmene argumentu X, mézeme
0

Citatel'a, v ktorom je uvedena diferencia funkcie v bodoch Xg , Xo + 1 zamenit’ za diferencial

df(Xo,x) = f(x0)(X - Xp), Z ktorého nakoniec pre X - Xo = 1 ostane v Citateli len derivacia

funkcie f'(xo) . Vztah sa ndAm zmeni na

f'(x
(X0) (16)
f(xo)
a nazyvame ho relativnou zmenou funkcie f(x) v bode Xo .
: , , f'(x0)
resp. vyjadrené v percentaich : ———— - 100% 17
f(xo)

a nazyvame ju tieZ percentuialna zmena hodnoty funkcie .
Relativna zmena sa najCastejSie udava v percentach a vyjadruje o kol’ko percent sa zmeni

funkcia f(x) v bode Xo, ak sa argument x zmeni z Xo ha Xo + 1 .

Priklad 7:
Roc¢né vynosy spolo¢nosti boli R(t) = t? + 10t + 100 tisic eur t rokov po jej zaloZeni na
zacCiatku roku 2010.
Aké bolo percentualne roné tempo rastu rocnych vynosov na zaciatku roku 2014 ?
Riesenie:
Od zalozenia firmy 2010 do roku 2014 presli 4 roky. Teda to = 4
Relativna zmena funkcie v percentach
R'(to) 2ty+10 2.4+10

-100% = —; -100% = :100% = 11,54 %
R(tp) to“+ 10ty + 100 42+ 10.4 + 100

r(to) =

Percentualne rocné tempo rastu rocnych vynosov na zaciatku roku 2014 bolo 11,54 % .
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F'(x0)
f(xo)

argumentu Xo na Xot+1 spésobi mali relativnu zmenu funkcie f(xo) v bode Xg .

Ak hodnota f(Xp) je podstatne vicsia ako f'(xq) ,tak podiel je maly a zvySenie

Ak hodnota f(Xg) je radovo rovnaka, alebo mensia ako f'(xo) ,tak pOdlel ( 2 pude &islo
0

blizke jednotke, alebo vicsie ako 1 a potom zvysSenie argumentu xo Na Xo+1 sposob1 vel'ka

relativnu zmenu funkcie f(xo) v bode Xg

3.4. Elasticita funkcie

Pod elasticitou funkcie rozumieme percentudlnu zmenu funkcie , ktord nastane vplyvom
percentudlnej zmeny argumentu funkcie. Posudzuje sa relativna zmena funkcie, ku ktore;j
dochadza vtedy, ked’ sa argument funkcie zmeni o 1%.

Nech f(x) > 0 pre Xp € (0, ) a nech ma v kazdom bode tohto intervalu derivaciu f'(xo) .
Diferenciu f(xo + h) — f(Xo) m6Zeme pre velmi malé X zamenit’ za diferencial df(Xo,X)
funkcie f(xo) v bode Xo, df(xg,x) =f"(x0).h

Teda plati priblizny vztah  f(Xo + h) — f(Xo) = f'(xo) -h

X0 L
Polozmeh=——,tj.hjel %z xp.
olozme 100 ,L).nje 0 Z Xo

Dostaneme vzt'ah f(xo + 100) f(Xo) = f'(x0)- m

\ o . , 100 _ , .
Vynasobenim tejto rovnice vyrazom — 4 naslednym delenim f(xo) dostaneme :
0

f(xo) ~ f(xo)

Prav stranu vzt'ahu (18) interpretujeme l'avou stranou, ktord vyjadruje o kol'ko percent sa

Xo (18)

priblizne zmeni funkéna hodnota funkcie f, ak argument x vzrastie z hodnoty xo 0 1 % .

Oznac¢me pravu stranu rovnice (18) n (f(Xo))

f(x0)
f(xo)

Cislo 1 (f(xo)) volame elasticitou funkcie f v bode Xg .

1 (f(xo)) = Xo (19)

Funkciu n (f(x)) volame elasticitou funkcie f .

Vzhl'adom na to, ze definiénym oborom funkcie f(x) je D: X € (0, ) a podl'a predpokladu
funkcia f(x) nadobuda v kazdom bode xo kladné hodnoty , tak znamienko hodnoty
elasticity funkcie bude zalezat’ vyluéne od znamienka hodnoty derivacie funkcie f'(x).

Z matematiky vieme , ze ak prva derivécia funkcie f'(x) na danom intervale nadobuda

kladné (z&porné) hodnoty, tak funkcia f(x) je na danom intervale rastica (klesajuca) .
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Z uvedeného vyplyva, ze ak n (f(x)) > 0 [n (f(x)) < 0] na intervale (0, «), tak funkcia f(x)
je na tomto intervale rastica [ klesajuca |.

Ak n (f(x)) > 0, tak zvySenim ( zniZenim ) argumentu X z Xo 0 1 % vzrastie ( klesne )
hodnota funkcie f(x) priblizne o 1 (f(Xo)) % .

Ak n (f(x)) < 0, tak zvySenim ( zniZenim ) argumentu X z Xo 0 1 % Kklesne ( vzrastie )

hodnota funkcie f(x) priblizne o 1 (f(Xo)) % .

Priklad 8 :  Vypocitajme elasticitu celkovych nakladov
C(x) = 250 + 5x — 0,005x* pre x <200

v bode xo = 100

RieSenie: Vypocitame C'(x) =5 —0,01x

C’(100) 4
Potom n (C(100)) = W -100 = 200 100=0,5714

Ekonomicka interpretacia : Ak sa produkcia zvysi ( znizi ) z urovne xo = 100 0 1 %,

zvysia ( znizia ) sa ndklady priblizne o 0,57 %.

i f(x
f (xoo) *Xo vieme napisat’ v podobe zloZzeného zlomku v tvare —¢ (E(O())) _
X
0

Vzt'ah

Takto v Citateli dostavame marginalnu veli¢inu Mf(Xp) a v menovateli priemernu veli¢inu
danej funkcie A(fxo).

£ Mf
1 (f(x0)) = ﬁ) = Af((:)) kde Af(xo) > 0

X0

Pripady, ktoré mozu nastat’ interpretujme na funkcii celkovych nakladov C :

1.) n (f(xo)) > 1, potom Mf(xo) > Af(xo) ¢o znamena, zZe pri kazdom naraste produkcie
zGrovne xp Na Xo + 1, t. 0jednotku produkcie, vzrastd naklady o viac, nez su
priemerné naklady pre Groven produkcie xq . To znamena, Ze v urovni produkcie
Xo + 1 s hodnotou celkovych nakladov C(Xo + 1) vznikd novy, vyssi priemer nez
Vv trovni produkcie xg S hodnotou celkovych nédkladov C(xg). Ttto skutocnost’

vieme odvodit’ aj matematicky : Mf(Xo) > Af(xo)

Coo+ 1)~ Clr) >~ 4G
0
Clo+ 1) > o2+ G
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Clxo+1)> c<xO)-(%+1)

1+ X0

X0

C(xo +1)> C(xo) - [: (1 + xo)

C(xo+1) - C(Xo)
Xo+1 Xo
AC(Xo + 1) > AC (xo)
S rastucou produkciou priemerné naklady rasta . Funkcii s elasticitou i (f(xo)) > 1
hovorime, zZe je elasticka.

2.) n (f(xo)) =1, potom Mf(xg) = Af(Xo) ¢o znamena, Ze pri kazdom naraste produkcie
Z Grovne Xg ha Xo + 1, t.j. 0 jednotku produkcie, vzrast naklady o rovnaka hodnotu
ako su priemerné naklady pre troven produkcie xo . S rasticou produkciou
priemerné naklady z Grovne produkcie xo sa priemerné naklady nemenia. Takej
funkcii hovorime, ze ma jednotkovu elasticitu.

3.) m (f(x0)) <1, potom Mf(xp) < Af(xo) ¢o znamena, ze pri kazdom naraste produkcie
Z Grovne Xg ha Xp + 1, t.j. 0 jednotku produkcie, vzrastu naklady o hodnotu mensiu,
nez su priemerné naklady pre Groven produkcie xg . S rastucou produkciou

priemerné naklady klesajt . Funkecii s elasticitou n (f(Xp)) <1 hovorime, Ze je

neelasticka.

3.5. Elasticita dopytu

Elasticita dopytu, alebo pruZznost dopytu vyjadruje o kolko sa zmeni pozadované
mnoZzstvo tovaru v zavislosti na zmene nejakého faktoru, ktory dopyt ovplyviuje, napr.
cena tovaru (cenova elasticita dopytu - priama), cena iného tovaru (cenova elasticita
dopytu — nepriama , alebo tiez krizova), prijem spotrebitela (dochodkova elasticita
dopytu),.... atd. Pre charakter elasticity dopytu platia analogicky tie isté pravidla, ktoré
sme si ukazali pri cenovej elasticite v zavislosti na produkcii v priklade 6. Teda ak

1 (f(X0)) > 1 hovorime, ze dopyt je elasticky

1 (f(X0)) =1 hovorime o jednotkovej elasticite

n (f(Xo)) <1 hovorime, ze dopyt je neelasticky

V extrémnych pripadoch moézZe nastat aj situicia, kde nekonecne velkd zmena jednej
premennej ( napr. ceny), sposobi nekone¢ne malti zmenu inej premennej ( napr. mnozstva).

V takom pripade i (f(Xg)) =0 hovorime o dokonale neelastickom dopyte .
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Grafom dokonale neelastického dopytu je vertikdlna polpriamka .

cena

mnozstvo obr.16°

Dal’$im extrémnym pripadom je situacia, kedy nekone¢ne mald zmena jednej premennej
(napr. ceny), sposobi nekone¢ne vel'kll zmenu inej premennej (napr. mnozstva). Vtedy

1 (f(Xp)) = o hovorime o dokonale elastickom dopyte .

Grafom dokonale neelastického dopytu je horizontalna polpriamka .

cena

mnozstvo obr.17’

3.6. Cenova elasticita dopytu

Nech dopyt je dany funkciou q = d(p) , kde p je cena vyrobku a q je dopyt po tomto
vyrobku za urcité obdobie v urcitej oblasti . Pri vysvetleni niektorych ekonomickych
pojmov sme si na zaciatku tejto prace ukézali, Ze funkcia dopytu S rastiicou cenou klesa,
teda funkcia dopytu je klesajuca. Za predpokladu, Ze existuje derivacia d’(po) bude

1 (d(po)) <0
Elasticita sa v ekonomickej analyze vyjadruje kladnou hodnotou , preto sa na jej vypocet

d’(po)
ouziva vzt'ah: d=— * Po 20
p 1 dpy) P (20)
d
alebo cCastejSie: Nda=— d_g ] p=po’ % (21)

Priklad 9:  Nech tyzdenna dopytova funkcia po slne¢nicovom oleji Vv uréenej oblasti je
vyjadrena vzt'ahom g =4000 — 200 \/5 prepe(0,400)
kde p je cena za 1lliter oleja aq je mnozstvo pozadovaného oleja na trhu v litroch.

Vypocitajme elasticitu dopytu pre p =100 . Pouzijeme vztah (21).

®77droj: Lisy J. a kol.: Ekonémia v novej ekonomike (2.vydanie 2007) str.110
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dqg _ 100

RieSenie: q= =—
dp VP
. dq ] Do ( 100 100
Elasticita dopytu : ng=— | — : —\— . =05
Pyt md dp 4 p=p0 q, J100 / 4000-200./100

Vysledok: Ak sa cena oleja zvysi (znizi) z ceny p = 100 o 1% tak tyzdenny dopyt po
slne¢nicovom oleji poklesne (vzrastie ) priblizne o0 0,5 % .

Presnym vypoctom by sme dostali nasledovny vysledok:

101) - q(100 -
q(101) - q(100) 100%| = | 1990,024876 - 2000
q(100) 2000

Porovnanim s presnym vypoc¢tom je relativna chyba vypocétu € = 0,5 —0,4987 = 0,13%

100 % | =0,4987 %

3.7. Dochodkova elasticita dopytu

Dochodkova elasticita dopytu vyjadruje zmenu dopytu v zavislosti na zmene dochodku

( priymu) spotrebitel'a. Dochodkova elasticita dopytu je podiel percentudlnej zmeny dopytu
po statku a percentualnej zmeny déchodku spotrebitel’a.

dQ Mg
Ng=— W]MzMO'TO (22)

kde Q je mnozstvo predavajiceho statku a M je prijem spotrebitel’a.

Ak mg > 1, potom s narastajucim prijmom rastie aj dopyt po statkoch. Podiel zmien je
kladny.

Ak mg <1, potom dopyt po tovare s narastajucim prijmom klesa. Takému statku
hovorime inferiorny statok . Ide o menej kvalitny tovar, lebo so zvySujicim

prijmom spotrebitelia nakupuju kvalitnejSie vyrobky.

3.8. Elasticita ponuky

Elasticita ponuky vyjadruje percentualnu zmenu pontikaného mnozstva statku v zavislosti
od percentualnej zmeny jeho ceny. Inymi slovami ,posudzuje sa relativna zmena mnozstva
ponukaného tovaru, ku ktorej dochadza vtedy, ked’ sa cena tovaru zmeni o 1%. Funkcia
ponuky g = s(p) je vo vSeobecnosti rastiica preto elasticita ponuky je definovana vztahom

T da ] Po
Ns = dp p=po ” (23)
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Priklad 10: Nech funkcia ponuky po tovare ma tvar q =50p?— 10 . Uréme elasticitu
ponuky pre po = 10

L dq ] _ _
Riesenie : [ ap 4 p=ps = 100.po = 1000

10
ns = 1000 ————— = 2,004
50.100-10

Ak cena za jednotku tovaru na trhu vzrastie (poklesne) z urovne p = 10 0 1%, tak ponuka

tohto tovaru na konkuren¢nom trhu sa zvysi (znizi) priblizne o 2,004% .

3.9. Vyuzitie vysSich derivacii v ekonomickej analyze
Na strane 12 sme si ukézali, na ¢o sa daji v matematike vyuZit’ derivécie vySSich radov.
Teraz si ukdzeme ako sa daju tieto aplikovat’ v ekonomickej analyze.
Priklad 11:
Uréme troven produkcie firmy, pri ktorom firma dosiahne maximalny zisk , pri funkcii
celkovych nakladov  C(x) = 0,01x? + 5x pre x € (0,500)
a funkcii celkovych prijmov  R(x) = 8x — 0,005x*
Riesenie: Funkcia celkového zisku je definovana :
P(x) = R(x) - C(x)
P(x) = 3x — 0,015x*
Nutnou podmienkou existencie extrému je, aby sa prva derivacia funkcie rovnala nule.
P'(x)=3-0,03x=0
0,03x=3
x =100
V bode x¢ = 100 bude extrém funkcie.
P"(x)=[3-0,03x]"=-0,08<0
Z hodnoty druhej derivacie vieme konstatovat, Ze funkcia P je na celom intervale ({0,500)
konkévna .
V bode P"’(100) =— 0,03 je druha derivacia zaporna a preto v bode Xo = 100 ma funkcia
maximum. Jeho hodnota je  P(100) = 3.100 — 0,015.100°
P(100) = 150
Odpoved’: Firma dosiahne maximalny zisk 150 p.j. pri Grovni x = 100 jednotiek

produkcie.
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Priklad 12 :
N4ajdime inflexny bod funkcie celkovych nakladov a interpretujme ho ekonomicky.
C(x) = x* — 300x? + 200 000x + 1 000 000

RieSenie:
Vypocitajme derivacie C’(x) = 3x* — 600x + 200 000
C’’(x) = 6x — 600
C""x)=6>0
Ked'Ze postacujucou podmienkou existencie inflexného bodu je C"’'(xo) =0a C"""(xo) #0,
vypocitame: C’(x0)=0
6Xo—600=0
Xo = 100

Podmienka C""'(100) # 0 je splnena . V bode X = 100 je inflexny bod. Jeho y-ova
stradnicu vypoéitame :  C(100) = 100° — 300.1007 + 200 000.100 + 1 000 000
C(100) = 19 000 000

Inflexny bod ma suradnice ( 100, 19 000 000 ).

Zo znamienka tretej derivacie vyplyva (str.13 bod 5) ,ze funkcia celkovych nadkladov

prechadza v inflexnom bode z konkéavnosti do konvexnosti (obr.17).

Funkcia marginalnych nakladov MC = C’(x). Monotonnost’ marginalnych nakladov

zistime jej prvou derivaciou MC’ = [C'(x)]'=C"’(x) = 6x—600> 0 pre x > 100
C”(x) = 6x—600<0 prex<100

Z uvedeného vyplyva, Ze funkcia marginalnych ndkladov MC sa v inflexnom bode meni

z funkcie klesajticej na rastacu.

Ekonomicka interpretacia: Funkcia celkovych ndkladov je rastica na celom defini¢nom
obore. V intervale (0,100) sa prirastok nakladov na jednotku produkcie postupne zniZuje

S rastiicim X az po uroven produkcie xo = 100. ZvySovanim produkcie z tejto trovne sa

prirastok nakladov na jednotku produkcie zvacsuje (obr.19).

C(x) 200000 | MS/

19000000 [~~~ 170000 |- —=

200000
0 100 X obr.18 0 100 obr.19
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4. VYSVETLENIE MATEMATICKYCH POJMOYV DIFERENCIALNEHO POCTU
FUNKCIE DVOCH REALNYCH PREMENNYCH

4.1. Dvojrozmerny euklidov priestor
Mnozinu vSetkych usporiadanych dvojic [x,y], takych, ze x € A ay € B nazyvame
kartezianskym su¢inom mnozin A, B a oznacujeme ho AxB.
Kazdu usporiadanu n-ticu [X1,X2,......Xp], realnych éisiel, kde n>1 budeme nazyvat bodom
n-rozmerného priestoru a ¢isla x1,Xz ....... Xn su suradnice tohto bodu.
Ozna¢me R*=RxR . Ak v R? je pre kazdu dvojicu bodov A=[x1,y1],B=[X2,Y>] definovana
vzdialenost’ bodov A, B vzt'ahom

d(AB) = \/(x2 — x1)2 + (2 — y1)? (24)

potom mnozinu priestoru s takto definovanou vzdialenost'ou jej 'ubovolnych dvoch bodov

nazyvame dvojrozmerny euklidov priestor E;

y

Y2

Y1

x obr.20

Funkcia dvoch premennych je predpis f, ktory kazdému bodu X=[x,y] € M, M c E,,
priradi prave jedno z € R . PiSeme z = f(X) , alebo z = f(x,y) . Mnozinu M nazyvame
defini¢nym oborom funkcie f (x,y) a ozna¢ujeme ho D(f). Ak defini¢ny obor funkcie nie je
zadany, tak pod definiénym oborom rozumieme najvaciu podmnozinu R?, pre ktord ma

dana funkcia zmysel.

Priklad 13
N4jdime defini¢ny obor funkcie y = \/m
RieSenie :
Funkcia ma zmysel , ak 16 —x?—y*>0
)2+ Y2 < 42
Defini¢ny obor funkcie je kruZnica + vnutro kruznice s polomerom 4 a stredom v bode

[0,0]. obr.21.
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obr.21

Oborom hodndt funkcie f(x,y) definovanej na M € E; sa nazyva mnozina

Hf) ={z€R,3IXEM, z=F(X)}

4.2. Parcialne derivacie funkcie dvoch realnych premennych
Definicia: Nech je dana funkcia f: z = f(x, y) definovana v okoli bodu A(a;,az) € D(f).

Parcialnou derivaciou prvého radu funkcie f(x,y) podl'a premennej x v bode A nazyvame

9f(A) li f(x,az) - f(ag,az)

ox x—a X-aq

(25)

of
Oznacujeme ju tiez ( I ) A, Tx(A).

Parcialnou derivaciou prvého radu funkcie f(x,y) podl'a premennej y v bode A nazyvame

af(A) . f(ayy) -f(ag,az)
= lim
dy y=az y-az

(26)

of
Oznacujeme ju tiez ( oy ) A, Ty(A).

Parciadlna derivacia funkcie o dvoch premennych je jej derivacia vzhl'adom na jednu z

tychto premennych, pricom s druhou nardbame ako s konStantou.

Priklad 14

OfA) 01 £ nkcie f: 2 = X".y* v bode A=[2,3]

Vypocitajme parcidlne derivacie

ox ' 09y
f
Riesenie: 22 = 3322 = 392 3% = 108
df(A) _ , 3 _
—ay =2xX’y =48
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4.3.Parcidlne derivacie funkcie dvoch reilnych premennych vysSieho radu

Nech ma funkcia f(x,y) parcialne derivacie na mnozine MCE2. Ak maja tieto funkcie
dvoch premennych definované na M opit’ parcidlne derivacie podl'a oboch premennych,
nazyvame ich druhé parcialne derivacie funkcie f(x,y) a oznacujeme ich

o of af

ax ( a (fX)X - f _
o af 9% f
( (fy)y = fyy
8 of  9%f o L
oy (ox) = axay = By =y (27)
9 of 9% f .. .
ox ( ~dydx (fy)x =y

—

Dalsim derivovanim druh}'/ch parcialnych derivacii by sme analogicky definovali tretie

parcialne derivacie funkcie dvoch redlnych premennych. Oznacujeme ich :

93f e 93f e 93f e 93f e
9x3  x3 ' 9x29y  x%y '9xdy2  xy? 'ay3 3
03
Zapis W znamena funkciu f xy? ktoru dostaneme derivovanim funkcie f najskor

podla premennej X a potom dvakrat podl'a premennej Y.

Analogicky moZeme definovat’ parcidlne derivéacie vysSich radov funkcie dvoch redlnych

premennych.

Priklad 15

Najdime druhé parcialne derivécie funkcie f(x,y) = x*y* + x%y?

Riefenie:  fy = 4x°y° + 3x%y? f, = 3x"y" + 2xy
fre = (£2) = 12X%Y° + 6xy° f,y = (fy)y = 6x'y + 2x°
= (f)y = 12x°y* + 6x%y £ = (fy)x = 12X% + 6xy

Z prikladu vieme vypozorovat jednu z vlastnosti parcidlnych derivacii :
0%f _ o%f
oxoy - ayox

(28)
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4.4. Parcialne derivacie zloZenej funkcie
Typ 1)
Vypocitajme derivaciu zlozenej funkcie z = f(u,v), kde u , v su definované funkciami
u=r(x,y), Vv =s(x,y). Ak maju funkcie f, r, s spojité parcialne derivacie potom aj zlozena
funkcia z = f(u,v) ma spojité parcialne derivacie :
8z_ 9z du bz dv
0x Ou ox ov ~ ox
dz _ 0z Ou dz dv

Priklad 16:

wr, - ., .,. O 0z .
Vypocitajme parcialne derivacie a—Xz, oy ak funkcie z=u?+Vv? , u=2xy+1, v=x%

2
Riesenie : a—XZ = 2u. 2y + 2. 2xy = 4y(2xy + 1) + 4xy(x?y) = 8xy” + 4y + 4x°y?

a
a_yz =2u. 2x + 2v . X2 = 4x(2xy + 1) + 2x*(x%y) = 8x%y + 4x + 2x'y

Typ 2)
Vypocitajme derivaciu zloZenej funkcie z = f(x,y), kde X, y st definované funkciami
x =x(t) , y = y(t). Ak maju funkcie f, X, y spojité parcidlne derivacie potom aj zloZena
funkcia z = f(x,y) ma spojita parcialnu derivaciu
8z_ 0z 8x 9z dy
at Jox ot Jdy ot
Priklad 17:

(30)

.0z :
Vypocitajme Y funkcie z=xy,prex=Int , y=2t
a 1 2t
Riesenie: —Z=y.—+X.2= —+ 2Int =2+ 2Int
at t t

Typ 3)

Nech funkcia z = f(x,y) , v ktorej y = y(x) , potom
d2_0z 092 3y
ox Ox dy ~ ox

Priklad 18 :
a . : .
Vypocitajme a—XZ funkcie z = xy , kde y je funkciay = 2x°

. 07z 0z dz 0y 2 3
f— = — —_— . — =V + X =V +
RieSenie: x - ox + oy ox y + X.6X" =y + 6X
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4.5. Geometricky vyznam parcialnych derivacii

V E3zmame definovant funkciu f: z = f(x,y) (obr.22)

Bodom A=[Xo,Yo] vedieme roviny pi=y =yo, p= X = Xp , ktoré st kolmé na rovinu xy.
Roviny p;, p2 pretinaji graf funkcie f v krivkach c3,C,, ktoré st grafmi parcialnych funkcii

fy , fy vrovine py, p . Priamky p;, p2 st priese¢nikmi rovin p;, p2 S rovinou xy .

Doty¢nica t; vrovine p; ku krivke ¢; vbode P = [Xo, Yo, Zo] , Zo = f(Xo, Vo), zviera

of (x¢,X0)

o ki = tg ¢1 je smernica

s priamkou p; uhol @1 , pre ktory plati tg ¢1 =

doty¢nice funkcie f v bode P = [Xo, Yo, Zo] , Zo = f(Xo, Yo) V rovine p; .
Doty¢nica t, vrovine p, ku krivke ¢, vbode P = [Xo, Yo, Zo] , Zo = f(Xo, Yo), zviera
0f (x0,X0)

k
ay 2

s priamkou p2 uhol @, , pre ktory plati tg ¢, = tg @2 je smernica

dotycnice funkcie f v bode P = [Xo, Yo, Zo] , Zo = f(Xo, Yo) V rovine p; .

4.6. Uplny diferencial funkcie dvoch realnych premennych
Nech funkcia z = f(x,y) ma v bode A=[Xo,Yo] spojité parcialne derivacie prvého radu.

df(A) . df(A) Ay
ox 0

Potom vzt'ah df(A) = Ax + (31)

kde Ax = x — Xp , Ay =y — Yo nazyvame uplnym diferencialom funkcie f v bode A=[Xo,Yo].

Pokial’ oznac¢ime x - Xo =dX a Yy — Yo = dy tak zapis (31) bude mat’ tvar :

9 f(A) 9 f(A)
ox ax + oy

df(A) = dy (32)
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Priklad 16

Vypocitajme diferencial funkcie f: z=3x% +2xy* v bode A[2,3]
Riesenie: V bode X=[x,y] je df(X) = (6xy + 2y?)dx + (3x* + 4xy)dy

V bode A[2,3] je  df(A) = (6.2.3 +2.3%)dx + (3.2° + 4.2.3) = 54dx + 36dy

4.7. Lokalne extrémy funkcie dvoch premennych
Nutnou podmienkou existencie lokalneho extrému funkcie f(X,y) v bode A=[Xo,Yo]

je , aby parcialne derivacie , ak existuju, v bode A=[Xo,Yo] sa rovnali nule.
df(A) _ f(A) _
ox ay

0 (33)

Potom bod A=[Xo,Yo] nazyvame stacionarny bod.

Posta¢ujucou podmienkou existencie lokalneho extrému v stacionarnom bode A=[Xo,Yo]
funkcie y = f(x,y) je existencia spojitych parcialnych derivacii druhého radu v bode A

92 f(A) d%2f(A) 8%f(A) 9%f(A)

ox2 ' 9y?z ' o9xdy ' 0yodx
9% fA) 8% f(A)
ox?2 axdy 92 f(A)
Oznaéme D,(A) - a Di(A) = otom
( ) az f(A) az £(A) 1( ) Ix2 p
dyox dy?

1) AK D2A) > 0 AD; < 0 potom ma funkcia z = f(X,y) v bode A=[Xo,Yo] lokalne

maximum .

2.) Ak Dy(A) > 0 AD; > 0 potom ma funkcia z = f(x,y) v bode A=[Xo,Yo] lokalne

minimum .
3.) Ak D3(A) < 0 potom nema funkcia z = f(X,y) v bode A=[Xo,Yo] lokalny extrém a bod
A=[Xo,Yo] nazyvame sedlovy bod. (obr.23)

obr.238

8 http://sk.swewe.com/word_show.htm/?15630 1&Sedlov%C3%BD%7Chod
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Priklad 17:

Najdime lokalne extrémy funkcie F: z = 3x* + 2y° - 4xy

Riesenie:
f, = 6x — 4y 6x—4y=0/4
f, = 6y — 4x —4x+6y=0/.6
24x - 16y =0
—24x + 36y =0 }
20y=0
y=0,x=0
Bod A=[0,0] je stacionarnym bodom funkcie f: z= 3x% + 2y3 - 4xy
f=6  f,=-4 , f=—4 , f,=6
Vypocitame determinanty D, , Dy :
9°f(A)  8° f(A)
D(A) - 62);;) ;;ZZ) - ‘—2 _g ‘ =2020 A DAY= a;f((ZA) =6>0=
dyox  oy2

v bode A=[0,0] je lokalne minimum s hodnotou f(A) =0

4.8. Viazané extrémy funkcie dvoch premennych

Nech je dana funkcia z = f(X,y) definovana na mnozine D(f) a nech mnozinu M € D(¥)

tvoria vietky body [x,y], ktoré spiiiajt podmienku g(x,y)=0.

Lokalne extrémy funkcie f na mnozine M sa nazyvaju viazané lokalne extrémy a rovnicu

g(x,y)=0 nazyvame vézba, alebo vizbova rovnica.

Sposoby vypoctu viazanych lokdlnych extrémov:

1.) Dosadzovacia (substitu¢na) metdoda.
Ak sa da vyjadrit’ jedna premenna pomocou druhej vo vdzbovej rovnici g(X,y) = 0,
tak tuto dosadime do funkcie z = f(X.y) a dostaneme funkciu jednej realne;j
premennej , v ktorej uréenie lokalnych extrémov sme si vysvetlili v ¢1.2.4.

2.) Ak sa z vdzbovej rovnice g(X,y) = 0 neda vyjadrit’ Ziadna premenna, tak viazané

lokalne extrémy zistime z Lagrangeovej funkcie
L(X1y) = f(X1y) + )‘"g(xa)’) (34)

kde A je Lagrangeov multiplikator . Zistené extrémy st sucasne extrémami funkcie

z = f(x,y) . Stacionarne body funkcie L(X,y) zistime rieSenim ststavy rovnic :
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L,=0

L,=0

L,=0

Dalej pokragujeme rovnako ako pri lokalnych extrémoch v ¢1.4.7.

Ak D2(A) > 0 A Dy < 0 potom ma funkcia z = f(X,y) v bode A=[Xo,Yo] viazané lokalne
maximum .

Ak D2(A) > 0 A D; > 0 potom ma funkcia z = f(X,y) v bode A=[Xo,Yo] viazané lokalne
minimum .

Ak Dy(A) < 0 potom nema funkcia z = f(x,y) v bode A=[Xo,yo] lokalny extrém a bod
A=[Xo,Yo] nazyvame sedlovy bod

Priklad 18:

Najdime viazané lokalne extrémy funkcie f(x,y) = x* + y? pri vizbe x —y = 0
RieSenie:

Kedze vieme z vdzbovej rovnice vyjadrit’ jednu neznamu pomocou druhej x = y budeme
hl'adat’ viazany lokalny extrém dosadzovacou (substitu¢nou) metoédou.

Vyjadrenu premennu x dosadime do f(x,y): f(x,y) = X2 + X% = 2x*

a budeme hl'adat’ lokalne extrémy funkcie jednej premennej f(x)

f'(x)=4x=0 => x0=0,

Z vyjadrenia X z viazbovej rovnice vyplyva, Zze yo =Xo , Yo=0

f(x0)=4>0

Funkcie f(x,y) = x* + y* ma v bode A=[0,0] viazané ostré lokalne minimum. (obr.24).

z

< |

=[0,0] X

y obr.24
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Priklad 19:
Né4jdime viazané lokalne extrémy funkcie f(x,y) =2x +y,ak x°+y*—2=0
Ked’ze nevieme jednoznacne vyjadrit z vdzby ziadnu z premennych pomocou druhej
premennej, vytvorime Lagrangeovu funkciu
L(X,y) = 2X + 4y + A(x? + y* — 20)

Lokalne extrémy tejto funkcie budu lokalnymi viazanymi extrémami funkcie f(x,y).

, 1
Ly=2+2x=0 => x:_X
o _ _ 2
Ly—4+2ky—0 => y__X
. 1 4 1
L}L:x2+y2—20=0 => A_2+ A—Z—ZOZOC=>M2:i;

A2 dosadime do vyjadrenych x, y z prvych parcialnych derivacii L , L'y a dostaneme
dva stacionarne body : A=[-2, 4] , B=[2,4]. Vypocitame druhé parcidlne derivacie
a ur¢ime ich hodnoty v bodoch A, B .

Lix =2, Lyy =0, Lyy=0, Ly, =21

Pre stacionarny bod A je D, = ‘ é 2 =1>0,D;=1>0 =>Vbode A je viazané
lokalne minimum. f(A) = -8

Pre stacionarny bod B je D, =

‘—1 01‘:1>0’D1:_1<0:>VbodijeViazané

lokélne maximum. f(B) = +8

5. VYUZITIE DIFERENCIALNEHO POCTU FUNKCIE DVOCH REALNYCH
PREMENNYCH V EKONOMICKEJ ANALYZE

5.1. Zmena funk¢énych hodnét v zavislosti od parcidlnej derivacie funkcie dvoch
realnych premennych

Nech je dana funkcia f: z = f(X,y) a bod A=[Xo,Yyo] € D . Nech z = f(x,y) je v bode

A=[Xo,Yo] definovana, t.j. nech existuje z(A) = f(Xo,Yo0)-

df(A)
ox

Ak > 0 tak zvySenim ( zniZenim ) argumentu x funkcie f(x,y) z hodnoty Xo

v bode A=[Xp,Yo] 0 dostato¢ne malii hodnotu pri nezmenenej hodnote argumentu yo

vzrastie ( poklesne ) hodnota funkcie f .

POURRKLCY

< 0 tak zvySenim ( zniZenim ) argumentu X funkcie f(x,y) z hodnoty X,

v bode A=[Xo,Yo] 0 dostato¢ne malti hodnotu pri nezmenenej hodnote argumentu yp

poklesne ( vzrastie ) hodnota funkcie f .
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Vdaka tejto vlastnosti vieme napr. rozhodnut’ , ¢i je eSte ekonomicky vyhodné zvySovat
produkciu daného produktu pri nezmenenej produkecii ostatnych produktov.
Priklad 20:
Funkcia celkového zisku pri produkcii x jednotick vyrobkov typu A ay jednotiek
vyrobkov typu B ma tvar

P(x,y) = 30x — X* + 40y — y* — xy
Sucasna tyzdenna produkcia je x = 6 a'y = 8. Rozhodnime, ¢i je este ekonomicky vyhodné
zvySovat produkciu vyrobku B pri nezmenenej produkcii vyrobkov A.

IP(68) _

ay 18>0

P
RiesSenie: a_y =40-2y—x

Z vysledku vyplyva , ze sa oplati o dostato¢ne mali hodnotu zvysit’ produkciu vyrobku B

pri nezmenenej produkcii A , lebo zisk sa zvysi.

5.2. Rychlost’ zmeny funkénych hodnot
Nech je dana funkcia f: z = f(x,y) a bod A=[Xo,yo] € Ds. Nech z = f(x,y) je v bode
A=[Xo,Yo] definovana, t.j. nech existuje z(A) = f(Xo,Yo)-

< df(A) < df(A)
ox

Ak 0

, tak so vzrastajicou [ klesajicou | hodnotou x z bodu xo do bodu

Xo + h az bodu y, do bodu yp + h budu pre dostatocne malé h hodnoty funkcie f(xg,y) rast’
[klesat’] rychlejsie nez hodnoty funkcie f(X,Yo)

S df(A) > df(A)
ox

Ak 0 , tak so vzrastajucou [ klesajucou | hodnotou x z bodu X, do bodu

Xo + h azbodu yo do bodu yo + h budt pre dostatocne malé h hodnoty funkcie f(xo,y)
Kklesat’ [rast’] rychlejsie nez hodnoty funkcie f(X,yo)

Priklad 21:
Funkcia celkovych nakladov pri vyrobe dvoch vyrobkov X,Y ma4 tvar:
C(X,y) = 20x + x? + 30y + y* — Xy kde x,y je mnozstvo vyrobkov.

a.) Vypocitajme, ¢i je vzhl'adom na rast nakladov vyhodnejsie zvySovat’ produkciu X pri
zachovani povodnej produkcie Y, alebo naopak vyhodnejsie zvySovat produkciu Y pri
zachovani povodnej produkcie X. Predpokladajme, ze tiroven produkcie je
Xo = 1500Ks, yo = 1000 ks.

b.) Uréme, pomocou diferencidlu dC(xo,Yo) ako sa priblizne zmenia celkové néklady, ak

produkcia vyrobkov X klesne o 2ks a produkcia vyrobkov Y vzrastie o 1Kks.
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Riesenie:
a.) Celkové néaklady pri trovni produkcie [xo,Yo] = [1500,1000] st
C(Xo, Yo) =1 810000

ac _ _._ 9C(1500,1000) _
ax_20+2x—y >—6x =2020
ac _ __9C(1500,1000) _
ay—30+2y—x => —ay = 530

Celkové naklady rastt z irovne produkcie [Xo,Yo] = [1500,1000] rychlostou 2 020 p.j. na
kazdy prirastok 1ks produkcie X pri zachovani konstantnej produkcie vyrobku Y.

Celkové naklady rasti z urovne produkcie [xo,Yo] = [1500,1000] rychlostou 530 p.j. na
kazdy prirastok 1ks produkcie Y pri zachovani konStantnej produkcie vyrobku X.

Pri zvySovani produkcie X azachovani konstantnej produkcie Y buda naklady rast
rychlejsie nez naopak.

Vyhodnejsie je zvySovat’ produkciu vyrobkov Y pri zachovani povodnej produkcie X, lebo
zvySovanie nékladov je pomalsie.

9C(X0.¥o)

b.) C(xo-2,Yo+1) — C(Xoyo) = —_

(-2)

dC(x,
+ % - 1= 2 020.(=2) + 530 =— 3510

Zistili sme, ze ak sa produkcia vyrobkov X znizi o 2ks a stiCasne sa produkcia vyrobkov Y
zvysi o 1ks, tak celkové naklady sa znizia priblizne o 3 510 p.j.
Presnym vypoctom dostaneme :

C(Xo-2,Yo*+1) — C(Xo,Yo) = 1 806 497 — 1 810 000 = — 3 503 p.j.

Absolutna chyba :
0C(Xo, dC(xg, .
5= | [ Clxo-2yo+1) — Clxoyo)] [ aee) ()4 ZE00) . 1] —7
y
Relativna chyba: ¢ = =— __ =0,000003867
|cxo.v0)|  |1810000]

Relativna chyba v percentach : €[%] = £.100% = 0,000003867.100% = 0,0003867%

5.3. Marginalny produkt
Ak v ekonomickom procese pocet jednotiek vystupu zavisi od premennych vstupov x1,X»
potom takuto funkciu nazyvame produkéna funkcia TPD =f(x1,X;), kde Xi,X2 st vstupy
a TPD je celkovy produkt.
Majme dant produként funkciu TPD = f(x1,X2). Pod marginalnym (hrani¢cnym) produktom
MPD (X1,X2) vzhl'adom na vstup x; nazyvame prirastok celkového produktu, pripadajici na

jednotkovy prirastok vstupu x; pri nezmenenej hodnote druhého vstupu.
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Pri produkénej funkcii danej diskrétnymi bodmi postupujeme podla vztahu (14), kde
marginalna veli¢ina zavisela od zmeny jedného argumentu, v nasom pripade od jedného

vstupu, pricom druhy vstup povazujeme za nemenny.

TPD(XI +h,X2) - TPD(X]_,Xz)
MPDx; = 35
X (a+h)-x; - (3)

TPD(XI,XZ +h) - TPD(X]_,Xz)
(x2+h)-x3

MPDx; =

—

V pripade, ze produkéna funkcia je dana funkénym predpisom TPD =f(X1,X2), potom pre
marginalny produkt plati:

—_

of (x1,X2)
MPDx; = ———— — 36
X1 8%y (36)
of (xq,x
MPDx, = S &1.X2)
aXZ

Priklad 22:
Produkénd funkcia f = 10xy — 3x% — 2y° vyjadruje zavislost’ vystupu poctu vyrobenych
vyrobkov za tyzden od poctu ton materialu x a pocet hodin prace y na vstupe.

Vypocitajme marginalne funkcie podla oboch premennych pri danej urovni produkcie

[x,y] =[4,5]

Riesenie : f(4,5) = 10.4.5 -3.4° — 2.5 = 102
9t 10y — 6x 0f(45) _

0x ' 0x

af_ 10x — 4y 0f(45) _

dy 'Oy

Ekonomicka interpretacia vysledkov:
1.) Riesenim sme zistili, Ze ak zvySime mnozstvo materialu z rovne x = 4 0 jednotku
materidlu t.j. zo 4 na 5 ton a mnozstvo prace zostane nezmenené, tak celkovy produkt
vzrastie priblizne 0 26 jednotiek, t.j. 0 26 kusov vyrobkov na hodnotu 102 + 26 = 128 ks
vyrobkov.
Presny vypocet: f(5,5) — f(4,5) = 125 - 102 = 23
Absolutna chyba: 8 = | f(xo+1,Yo) — f(Xo,Yo) — df(xo+1, o) | = |23 -26 |=3

8 —
f(xoy0)| ~ [102]
Relativna chyba v % : €. 100% = 2,941%

Relativna chyba: € = | =0,02941
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2.) Ak zvySime mnozstvo prace s danej irovne y = 5 o jednotku prace t.j. o 1 hodinu na
uroven 6 pri kon§tantnom mnozstve materialu , tak celkovy produkt vzrastie priblizne o 20
jednotiek , t.j. 0 20 ks vyrobkov na hodnotu 102 + 20 = 122 vyrobkov
Presny vypocet: f(4,6) — f(4,5) =120 — 102 = 18
Absolutna chyba: § = | f(x0,Yot1) — f(Xo,Yo0) — df(Xo,Yot1) | =18-20=2

8 —
fxoyo)| — [102]
Relativna chyba v % : ¢.100% = 1,96%

Pomocou parcidlnych funkcii vieme optimalizovat zvySenie produkcie nasledovnym

Relativna chyba: € = | =0,0196

sposobom: Uréme oblast’ , kde zvySovanim ktoréhokol'vek vstupu o dostatoéne mali
hodnotu, pri konstantnom inom vstupe bude celkovy produkt rast. Tato oblast’ je uréena

nerovnicami  MPDyx >0 A MPDy >0 (37)
3
Zostrojime priamky, pre ktoré sa MPDyx =0, 10y —6x=0=>y = 1 X

5
y MPDy:0,10X—4y=0=>y=;X

——— x—agbr. 25

Body vyfarbenej casti medzi priamkami MPDy a MPDy (obr.25) vyhovuju nerovniciam
(37). Napriklad aj cela polpriamka y = x patri do vyfarbenej casti. V takom pripade ak
vstupy XoYo spiiaju podmienku Xo = Yo, tak celkovy produkt moZeme neobmedzene
zvySovat napr. tak ako je to zndzornené na obr. 25, pomocou lomenej ¢iary, kde jednotlivé
krajné body useciek oznacené Cislicami predstavuju trovne vstupov. Bod nula predstavuje

pociato¢nu produkciu.
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Marginalne naklady

Priklad 23:

Je dana funkcia celkovych nékladov pri vyrobe dvoch druhov vina A,B :

C(X,y) = 3X? + 2y* —X + 2y — Xy

kde x je mnozstvo vyrabaného vina A a y vyrabaného mnozstva vina B hl.

a.)Vypocitajme funkcie marginalnych nakladov MCy(X,y) , MCy(X,y) a ekonomicky ich
interpretujme.

b.)Vypocitajme hodnoty MCx(X,y) , MCy(X,y) pre tGroven produkcie xo = 150 , yo = 100 .
Vysledky ekonomicky interpretujme.

o _oc_ _9C_
Riesenie: MCy = P 6X—1-y MC, = a_y_4y+2 — X

Graficky znazornime oblast’, v ktorej MCy >0 A MCy >0

y

0 S
90

60-
50-

30-

— x>obr. 26

0 20 50 100 150 200

Rovnako ako v predchadzajicom priklade aj tu pre znizovanie nakladov je najlepsie
pohybovat’ sa v priestore E, vymedzenom priamkami MCy a MCy . Priamky sa pretinaju
vV bode E . Jeho stradnice st:

6x-1-y=0

-X+2+4y=0

2 11
RieSenim tychto dvoch rovnic sme dostali suradnice bodu EZ[E,— E] Druhy bod

priamky si zvol'me z priestoru E; vymedzenom priamkami MCy, a MCy . Napr bod
F=[150,100]. Ked’ prelozime tymito dvoma bodmi priamku a troven vstupov Xg,Yo by boli
suradnicami bodov na priamke urcenej bodmi E,F, potom mdzeme zniZovat produkciu
0 dostato¢ne malt hodnotu jednej z vyrabanych komodit , pricom produkcia druhej by sa

nemenila. Celkové naklady by sa znizovali.
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b.) MC«(150,100) = 799 MC,(150,100) = 252

Ak znizime produkciu vina A 0 1hl a produkciu vina B nechame bez zmien, tak celkové
naklady klesnu o 799 p.j.

Ak znizime produkciu vina B o0 1hl a produkciu vina A nechame bez zmien, tak celkové
naklady klesnu o 252 p.j.

Marginalny zisk

Priklad 24:

Zisk z predaja dvoch druhov Ziariviek je dany funkciou

P(x,y) = (20 — x)( 80 — 3x + 4y) , kde x cena prvej a y cena druhej ziarivky.

Prvy druh sa preddva za 11 eur a druhy za 12 eur za kus. Pouzitim marginalnej analyzy
odhadneme zmenu denného zisku, ak obchodnik zvysi cenu druhej Ziarivky o leuro.
RieSenie:

0P(11,12) _ %5

oP
MP,= — = (20-X).4 , p=

dy

Denny zisk sa zvysi o 36 eur.

5.4. Parcialna elasticita funkcie dvoch premennych
Parcidlna elasticita funkcie dvoch premennych vyjadruje o kol'’ko percent sa zmeni funkéna
hodnota funkcie f, ak sa jeden z argumentov zvysi o 1% adruhy argument zostane

nezmeneny

LI = 5

(38)

sa nazyva parcidlna elasticita funkcie f v bode A vzhl'adom na argument x
_ ofa) Yy
O = 5=y (39)

sa nazyva parcidlna elasticita funkcie f v bode A vzhl'adom na argument y

Parcialnu elasticitu funkcie si ukdZeme na dopytovej funkcii:

94q; Pj
dp; q;

funkciu Ny, (q) =- (40)

nazyvame parcialnu elasticitu dopytu q; (i = 1,2,....n) vzhl'adom na premennt p; ( j =2 pre
funkcie dvoch premennych). Vo vzt'ahu elasticity sa pouziva znamieko minus s dévodov,

ktoré sme uviedli v ¢l. 3.4.
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Priklad 25:
Mame dané dopytové funkcie vyjadrujuce dopyt po odtu¢nenom (ql) a plnotu¢nom mlieku
(92) : O = 2p2 — p1 + 200

g2 = 3p1— 2p2 + 100
kde p; je cena a q; pozadované mnozstvo odtu¢neného mlieka v litroch a p, je cena a g
pozadované mnozstvo plnotu¢ného mlieka v hl.
Zistime, ako sa bude percentualne menit’ dopyt po odtu¢nenom a plnotu¢nom mlieku, pri

ich cenovom raste 0 1%.

Riesenie: npl(ql) =— %% =1 sz_ppm
M, (G) = - 3222 = (o) P
Np,(02) = - %‘% =(-3): m_;;ﬁ

Nech p; = 1500 | a p2 = 1000 1 dostaneme nasledovné hodnoty :

M, (02) =214 % , M, (02) =-2.85% , Mp,(G2) = 0,769 % , 1y, (G2) = ~1,73 %

Ak cena odtu¢neného mlieka vzrastie o 1% a cena plnotucného mlieka zostane nezmenena,
dopyt po odtuénenom mlieku poklesne priblizne o 2,14%

Ak cena plnotuéného mlieka vzrastie o 1% a cena odtu¢neného mlieka zostane nezmenena,
dopyt po odtu¢nenom mlieku vzrastie priblizne o 2,85%

Ak cena plnotuéného mlieka vzrastie o 1% a cena odtu¢nené¢ho mlieka zostane nezmenena,
dopyt po plnotuénom mlieku poklesne priblizne o 0,769%

Ak cena odtu¢neného mlieka vzrastie o 1% a cena plnotu¢ného mlieka zostane nezmenena,

dopyt po plnotuénom mlieku vzrastie priblizne 1,73%

5.5. Vyuzitie vysSich derivacii funkcii dvoch premennych v ekonomickej analyze

V kapitole 4.7. sme sa venovali ako sa vyuzivaju parcidlne derivacie vysSich radov na
zistovanie lokalnych extrémov vo funkcidch dvoch redlnych premennych. Teraz si
ukazeme ich vyuzitie v ekonomickej analyze.

Priklad 26:

Predajna Sportovych potrieb nakupuje dva druhy $portovej obuvi A a B. Nakupuje ju po 20
dolarov za par. Aku cenu ma na obuv stanovit, ked’ vie, ze predaj obuvi A sa riadi

funkciou (3 — 5x + 5y) a predaj obuvi B sa riadi funkciou (1 + 7x — 8y) .Aka cenu ma
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predajiia stanovit’ na obuv, aby dosiahla maximalny zisk ? x je cena obuvi A ay je cena
obuvi B.

RieSenie:

Funkcia prijmov : R(x,y) = x( 2 — 5x+ 5y) + y(4 + 7x — 8y)

Funkcia nakladov : C(x,y) = 20( 2 — 5x+ 5y) + 20(4 + 7x — 8y)

Funkcia zisku : P(x,y) = R(X,y) - C(X,y)

P(x,y) = (2 —5x+ 5y)(x — 20) + (4 + 7x — 8y)(y — 20)

Vypocitame parcidlne derivacie prvého radu:

P, =12y —10x—38 =0

P, =-16y + 12x + 64 =0

Riesenim sme dostali jediny stacionarny bod [ 10 ; 11,5 ]

Px=-10 , Py=12 , Pyx=12 , P, =-16

o> f(a) 8 f(A)

ox2  oxdy ‘—10 12 ‘ a2 f(A)
Dy(A) - = =16>0 A Di(A) = =-10<0
AA) a*f(A) 0% f(A) 12 -16 1A=
dy 0x dy?

Funkcia ma podl'a ¢lanku 4.7 v bode A=[ 10 ; 11,5 ] lokalne maximum.

Maximalny zisk z predaja Sportovej obuvi ziska predajia ak bude predavat’ obuv A za 10
p.j. aobuv B za 115 p.j.

Priklad 27:

Developer chce investovat’ do dvoch stavieb a ma k dispozicii 81 miliénov eur.

Do prvej stavby investuje x a do druhej y eur. Odhad prijmov z obidvoch stavieb je dany
funkciou R(x,y) = 3x(y — 9) . Ako rozdeli developer investicie , aby ziskal ¢o najvacsi
prijem?

Riesenie:

Hrladame viazané lokalne maximum funkcie R(x,y) = 3x(y-9) , ak je dana vizba x +y = 81
Z vizby si vyjadrim y a dosadim ho do funkcie R(x,y)

Xx+y=81=>y=81-x => R(x)=3x(81- x-9) = 216x — 3x*

Nase hl'adanie extrému sa obmedzi na funkciu o jednej premennej X.

R'(x)=216-6x= 0 =>x=36

R”(x)=-6 =>R"(36) =—6<0 =>vbode x =36 je lokdlne maximum.
y=81-x=81-36=45

Developer dosiahne maximalny prijem, ak do prvej stavby investuje 36 milionov eur a do

druhej investuje 45 miliénov eur.
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ZAVER

Ciel'om tejto prace bolo podat’ uceleny pohl'ad na moznosti vyuzitia diferencialneho poctu
v ekonomickej analyze . Prva kapitola postavila zaklad ekonomickych pojmov ( dopyt,
ponuka, naklady, prijmy, zisk), na ktorych sa ukazalo vyuzitie diferencidlneho poctu.
V nasledujucich dvoch kapitolach boli vysvetlené zdklady diferencidlneho poctu funkcie
jednej redlnej premennej a nasledne jeho vyuzite vo vybranych ekonomickych funkciach
z prvej kapitoly. V poslednych dvoch kapitolach boli vysvetlené zaklady diferencialneho
poctu funkcie dvoch realnych premennych a nasledne jeho vyuzitie vo vybranych
ekonomickych funkciach z prvej kapitoly.

Praca ukazala, ze pokial’ sa da nejaky ekonomicky proces vyjadrit’ funkciou, tak naSe
znalosti z diferencialneho poétu , ktoré nam umoziuji z matematického hladiska aktivne
pracovat’ s funkciou a dospiet’ ku konkrétnym vysledkom, sa daju aplikovat’ na vysledky,
ekonomické. Takymi st napr. vypocet diferencialu funkcie, urcenie ¢i je funkcia rastica,
alebo klesajica, urCenie konkavnosti a konvexnosti funkcie, zistenie inflexného bodu,
urCenie maxima, pripadne minima funkcie, uréenie marginalnej veli¢iny a elasticity
funkcie. VSetky tieto pripady sme v tejto praci aplikovali na ekonomicky riesené situacie

v konkrétnych prikladoch a v mnohych z nich sme vysledky aj graficky znazornili.

Ukazali sme vSak aj pripady (str. 26), kedy na vypocet marginalnej funkcie automaticky
pouzit' diferencidl nemusi byt vzdy spravnym rozhodnutim. RieSenie pomocou
diferencialu sice ukaze spravnu orientaciu ( rastuce naklady, klesajtci zisk), ale hodnota
0 akil sa ekonomicka funkcia zvysi (znizi) pri zvySeni argumentu Xo, alebo zvysi (znizi)
pri zniZeni argumentu Xo moze byt natol’ko nepresnd, Ze moZze viest’ k nesprdvnemu
ekonomickému rozhodnutiu podniku. Napr. Podnik je ochotny ist’ na prechodnti dobu do
straty, aby svojimi cenami zlikvidoval konkurenciu, alebo aby si upevnil monopolné
postavenie na trhu. Cahko by sa mohlo stat’, ze pokial' by svoje rozhodnutie postavil na
ekonomickych analyzach vypoc¢tu marginalnych veli¢in pomocou diferencialu, ukazovatele
by boli natol’ko nepresné, Ze by mohli ohrozit’ samotny podnik.

My sme ukézali nepresnost’ vyuzitia diferencialneho poctu pri vypocte marginalnych
nakladov na prikladoch 4,5.

Napriek tomuto ojedinelému pripadu, kedy k neprijatelnej nepresnosti marginélne;j
veli¢iny vypocitanej pomocou diferencidlu pre narast (pokles) argumentu rovnajicemu sa
1, pri ktorom sa musia vyskytnut’ ojedinelé podmienky — vel'mi malé xp a funkény predpis

s velkou zmenou hodnoty funkcie pri malej zmene argumentu, ma vyuzitie diferencidlneho
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poc¢tu v ekonomickej analyze neocenitelny vyznam. Vyznam diferencialneho poctu
v ekonomickej analyze bude ¢asom rast’ najdenim novych aplikacii diferencialneho poctu
v ekonomickej analyze. Z uvedeného dovodu by malo byt pre ekondémov zaoberajicich sa
ekonomickymi analyzami samozrejmostou ovladanie infinitezimalneho poctu, ktorého

stcastou je diferencialny pocet.
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