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Uvod do teérie riadenia a moznosti jeho vyuzitia v analyze
monetarneho hospodarstva.

Vtejto praci sa budeme zaoberat problematikou tedrie optiméalneho riadenia
a Pontrjaginovho principu maxima a ukdZkou aplikacie tedrie v podmienkach monetarneho
hospodarstva. V prvej Casti bude naformulovany problém optimalneho riadenia, v d’alSej sa
budeme zaoberat podmienkami existencie optima v probléme. Principu Pontrjaginovho
maxima sa budeme venovat v nasledujiicej Casti ana zaver si ukdZeme aplikaciu teorie
optimalneho riadenia na probléme v monetarnom hospodarstve.

Vzhladom na to, Ze tedria optiméalneho riadenia je dost rozsiahla, zameriame sa

hlavne na detaily, ktoré st vhodné pre nasu aplikaciu.

Formulécia ulohy optimélneho riadenia’.

Problém optimélneho riadenia sa zaobera vyvojom systému a jeho regulaciou v Case.
V tejto Casti budi uvedené zdkladné vzt'ahy a matematickd formulacia najcastejSie sa

vyskytujuceho zakladného problému optimalneho riadenia.

Majme systém, ktorého stav v Case t je opisany vektorom:

X' =(x'...x") Vte <to,tl> ,

! Pojem optimalne riadenie je prebrany z [3]



Vektor x je vektor zn -rozmerného euklidovského priestoru. Prvky vektoru x st
v probléme optimdlneho riadenia nazyvané ako stavové premenné. MnoZinu definovani na
E™! premennou t a vektorom x budeme oznacovat’ symbolom R .

V &ase t = to je stav systém X (to) = X' = (x'g ... x"0). Je to za&iato¢ny, alebo inicialny
stav systému, ktory v probléme optimalneho riadenia patri do vopred zadane; mnoZiny
inicialnych stavov (toXo)e 7,. Predpokladame, Ze je vopred zadana aj mnoZina koncovych
stavov, do ktorej patria Zelané stavy systému v Case t = t;; X' () = X'; = (X'| ... X)),
(ti,x))er, sntl prvkami. 7, U7z, =/fna E*™2. V probléme optiméalneho riadenia teda

existuji koncové podmienky vo forme
(toXot1,x1)e B . (1)
I -ta charakteristika stavu systému x, X, je uréena funkciou ¢asu ¢’ (t):
x'=¢'(t);x'0 eryyxh e Viell..n.

Funkcie ¢’ (t)sﬁ Vie {1...n}sp0jité adefinované na (to,t;). Vektorova funkcia

o' (t) = (¢1 (t),....,¢” (t)), vyjadruje trajektoriu systému. Stav systému je popisany vektorom xi:

x' = ¢"(t)= (¢' (t),....,¢”(t))w e(t,.1,).

Stav systému je mozné v Case t regulovat’ pomocou vektora z,
2= (2 .. 2%) Vte(t,t),

zm -rozmerné¢ho euklidovského priestoru. Prvky vektoru z su v probléme optimalneho
riadenia nazyvané ako regulatné premenné. Mnozinu definovanu vektorom zz E™ budeme
oznacovat’ symbolom @ . Kartezidnskym si¢inom mnoZinR a @ dostdvame mnoZinu, ktort

budeme oznacovat’ & .

I -ta charakteristika vektoru z, Z', je uréend funkciou Gasu u'(t):



u(t)y=27, Vie {lm}

O funkciach u' Vi e {lm} sa predpoklada, Ze st po castiach spojité. Vektorova

funkcia u"(t) = (u'(t), ..., u™(t)), vyjadruje regulaciu systému. Potom regulacia z:
=u'(t) = '), ..., u™(t), V2 € (t,.1,).

Vzt'ah medzi stavom systému a jeho regulaciou je popisany systémom diferencialnych

rovnic:

dcft[ = fi(l>¢(t)9u(l)); ¢i(f0)= x'o; ¢i(l‘1)= x'1; Vi=l.n, (2)

f je realna spojita funkcia premennych t, x, z. Zadefinujme vektorova funkciu f(t,x,z):
f (t,x,z) = (f(t,x,2)) Vi = 1...n Rovnice (2) sa nazyvaji stavové rovnice. Ku kazdej regulacii je
priradena prislusna trajektoria taka, Ze platia diferencialne rovnice (2).

Pre d’alsi vyklad je potrebné objasnit’ pojem funkcionaly.

Definicia 1 [4]
Nech M je mnozina, ktorej prvkami su funkcie. Ak ku kazdej funkcii yeM priradime jediné

realne C&islo I(y), hovorime, ¢ na mnozine M je definovana funkcionala I. Cislo I(y)

nazyvame hodnotou funkcionaly I na funkcii y a mnozinu M mnozinou pripustnych funkecii.

Nech v probléme optimalneho riadenia existuje funkcionala:
J( ,u)=g0(10,¢( ))+g1 jf )ds 3)

kde £’ je spojita funkcia premennych t, X, z, gy funkcia definovana vz, a g; funkcia definovana

7,. Problém optimalneho riadenia spociva v hl'adani extrému funkcionaly (3), pri dodrZani
istych podmienok.
Okrem koncovych podmienok (1), extremalizacie (3), spo¢iva problém optimalneho

riadenia z ohraniceni regulacii u a k nej prislusnej trajektorie ¢ podla (2) vo forme:



u(t) e Q(t,4()), (4)
pricom Q je zobrazenie [1], ktoré kazdému bodu (t,x) z R prideli bod z @ .

Po twvodnych definiciach vztahov problému, moézeme v d’alSom texte prejst

k matematickej formulécii problému optimalneho riadenia.

Problém 1

Problém optimalneho riadenia spo&iva v hPadani minima funkcionaly (3)* pri ohraniceni

reguléacie (4) a prislusnej trajektorie podla (2), pri dodrzani koncovych podmienok (1).

Inymi slovami ide oto ndjst regulaciu u, pomocou ktorej transformujeme stav

systému x, na zaciatku sledovaného obdobia ty definovani mnoZinou 7, do zelaného stavu x;
na konci sledovaného obdobia t; definovani mnozinou 7, tak, aby sa minimalizovala
funkcionala v tvare (3) (napr. minimalizécia vSetkych vydavkov v ¢asovom intervale <t0,t1>)

pri ohraniceniach regulécie a prislusnej trajektorie (4) (napr. u(t) >0).

Definicia 2 [1]
Regulacia u sa nazyva pripustnou, ak k nej existuje prislusna trajektoria podl'a (2) taka, Ze:
1. t— £t ¢ (t).u() je z intervalu (¢,,1,),
2. u(t)e Q(t, #(¢)) naintervale (ty,1,),
3' (tO,X()s t],X])e ﬂ ‘
Prislusna trajektoria k pripustnej reguldcii podla vztahu (2) (d’alej len jej prislusna
trajektoria) sa nazyva pripustnou. Par (¢,u), taky Ze uje pripustnd regulacia a @je jej
prislu$na pripustnd trajektoria sa nazyva pripustnym. Mnozinu vSetkych pripustnych parov

budeme oznacovat’ A.

2 Specialnymi pripadmi horeuvedeného problému optimalneho riadenia su ked’ vo funkcionale (3) st

funkcie g, = g, = 0, ide o Lagrangeov problém, alebo f = 0, ide o Mayerov problém [1].



Péar (¢",u"), ktory riesi horeuvedeny problém optimalneho riadenia sa nazyva optimalnym.
Trajektoria ¢° sa nazyva optimalnou trajektériou aregulacia u” sa nazyva optimalnou

regulaciou.

Existencia optimalneho paru v probléme optimalneho riadenia za

predpokladov konvexnosti a kompaktnosti.

V tejto Casti budi uvedené podmienky existencie optimalneho paru v probléme
optimalneho riadenia. Vzhladom na to, Ze overovanie podmienok existencie optimalneho
paru sa v praxi malokedy aplikuje, zameriame sa hlavne na identifikaciu tychto podmienok
iba pre triedy problémov optimdlneho riadenia podobné problému uvedenému v aplikacnej
Casti prace.

Logickou podmienkou existencie optimalneho paru je, ze mnozina vSetkych
pripustnych parov A je neprazdna. Dole uvedené priklady [1, kapitola 3] ndm pomdzu
$pecifikovat podmienku existencie optimalneho paru vzhPadom na zobrazenieQ(r,x),

urcujuce ohranicujice podmienky pre regulaciu.

Priklad 1
Nech x je jednodimenzidlne. Stavova rovnica je: dx/dt = u(t). Nech mnozina £ pozostava

z bodu (to, Xo, t1, X1) = (0,1,1,0) anech Q(,x)=E'. Nech

1

J(p,u)= [ £u (et

0

Ku kazdej regulacii je prislusna jedina trajektoria ¢ taka, ze ¢(0) = 1. Pre 0 <& <1 majme

regulaciu u, :

Nech ¢, je jedina trajektoria prisluSnd k u,, pricom plati ¢, (0) = 1. Ked'Ze plati ¢, (1) =0,

(¢, ,u,) je pripustny par a teda mnoZina A je neprazdna. NavySe



J(pu)=[redr=%
| S
Kedze J (¢ , U ) > 0 pre vSetky pripustné pary (¢4 ,u), je zrejmé, ze
0= inf{J(¢, u) : (¢, u)gA},
Go je vtedy a len vtedy ak u” = 0, ¢o nie je pripustné, pretoze ak ¢ je prislusna trajektoria k u”

aplati ¢ (0)=1, potom ¢ (1) = 1. V hore zadanom probléme teda neexistuje optimalny pr.

Priklad 1a)

Nech je zadanie totozné so zadanim v priklade 1, akurat ohranicenia regulécie:

Qlt,x)={z:2 <1/t ak0<r<1,

Q0,x)=E".

Problémy z prikladu 1 a 1a) rovnako nemaju optimalny par.

Priklad 1b)

Nech je zadanie totozné so zadanim v priklade 1, akurat ohranicenia regulacie:

Ot x)={z:]2/ <1/¢f ak0<r<1,
Q(0,x)=0.

Ak teraz definujeme

0 ;e<t<1
u(t)=1-e';0<t<e¢
0o =0

a pokracujeme ako v priklade 1, znova zistime, Ze optimalny par neexistuje.



Definujme pojem zhora polospojité zobrazenia [ 1, kapitola 3]:

Definicia 3
Nech L je zobrazenie, ktoré priradi podmnoziny L(t,x) k bodom (t,x)e R, (to,Xo) bod z R
anech §>0.Nech N,(z,,x,) je & -okolie. Potom pod L(N,(z,,x,)) sa rozumie:

LN (t9,x,)) = L (e, x): (1, x) € Ny (13, )]
Zobrazenie L je zhora polospojité v bode (to,xo) z R, ak

e clL(N5 (to,xo )) c L(t,, xo)»

5>0

kde pod cl sa rozumie uzaver mnoziny. Zobrazenie L je zhora polospojité, ak je zhora

polospojité v kazdom bode R .

Preskimajme zobrazenie Q(t,x). Berkovitz v [1, kapitola 3] uvadza priklad, ze
zobrazenie Q(t, x) je zhora polospojité, ked’ Q(t, x) =U, kde U je stala uzavretd mnozina.

Otédzne je, aké je zobrazenie z prikladu la). Je zrejmé, ze pre t > 0 je zobrazenie

Q(t,x) zhora polospojité. V bode (0.x) je Q(0,x)=E' a 1imQ(z,x)gnmlgoo:E1.

t—0 =0 ¢
Zobrazenie je teda zhora polospojité pre vSetky te <0,1> , je zhora polospojité.

Rovnako v priklade 1b) je zobrazenie Q(t,x)zhora polospojité pre t > 0. AvsSak

Q(O, x) =0a hnol Q(t, x) < 111101; < = E'. Zobrazenie nie je zhora polospojité.
t—> t—>

Definujme pojem zhora polospojité zobrazenie vzh'adom na svoju implikaciu — u.s.c.i

[1, kapitola 3].

Definicia 4
Nech Uje mnozina v E™ anech &> 0. Oznaéme [U] uzavreté e -okolie mnoziny U.

Zobrazenie L je zhora polospojité vzhl'adom na svoju implikéciu, alebo u.s.c.i. (upper semi-

continous with respect to inclusion) v bode (to,Xo) VR, ak pre vSetky ¢ > 0 existuje o > 0 takeé,

v

z€



L(tax) - [L(toaxo)]g ’ ‘v’(t,x) €N, (toaxo)-
Zobrazenie L je u.s.c.i. na®R ak je zhora u.s.c.i. v kazdom bode R .

Ak zobrazenie Q(t, x) =U, U je stala mnozina, pre vSetky (t,x) vR, potom zobrazenie

jeu.s.ci. viR.
Ak L je u.s.c.i. v (to,Xo) a L(to,X0) je uzavreta, potom L je zhora polospojitd v (to,Xo).
Naopak to ale nemusi platit, teda ak L je v (tp,Xo) zhora polospojita, nemusi znamenat’, ze L je

u.s.c.i. v (to,Xo). Dokaz tohto tvrdenia je jednoduchy a uvedeny v [1, kapitola 3].

Priklad 2:

Berkovitz [1, kapitola 3] uvadza priklad zobrazenia, ktoré je zhora polospijité, avSak nie je

u.s.c.i. Nech zobrazenie

L(t,x)={zeE1:0Sz£1}uz=1/t t#0

L(O,x)= {zeE1 :OSle},

pre vSetky body, pre ktoré platis # 0je zobrazenie v tychto bodoch aj zhora polospojité aj

u.s.c.i. Ked'Ze plati:

sﬁoclL(N[s(O,x)): {ze E':0<z< 1}: L(t,x),

pre vSetky body, pre ktoré plati t = 0 je zobrazenie v tychto bodoch zhora polospojité.

Zobrazenie L(t,x) je teda zhora polospojité.

[L(O,x)]g = [{z eE':0<z< I}L Vx,
Majme bod (t;,x,): (¢;,x;)e N;(0,x) Vx, potom:

L(ty.x,)={ze E':0<z<1juwe [L(0,x)], Vx,

teda zobrazenie nie je u.s.c.i. Zobrazenia Q(t,x)v prikladoch 1 a 1.1a) st u.s.c.i., v priklade

1.1b) zobrazenie Q(t, x)nie je u.s.c.i. v bodoch (0,x).



V d’alSom uvedieme podmienky konvexnosti pre existenciu optimalneho paru.
Majme problém optimalneho riadenia (problém 1). Pomocou funkeii f (t,x,z), £(t,x,2)

definujme mnoziny [1, kapitola 3]:

D(t,x):{y:(yo,y)yozf(z‘xz)y f(txz)zeQ(tx)}a
D*(t,x):{y=(y )y > ft,x,2),y = f(t,x,2), zthx}

V priklade 1:
D(t,x) = {(yo,y) yo = tzzz,y =z,zZ€ El}

D" (t,x)= {(yo,y) Y2 y=zz¢€ El}

Pre fixné (t,x) je D(t,x) parabola a D'(t,x) je parabola plus vyzna¢eny priestor. D(t,x)

, y s . s + v v . ,
konvexnd mnozina nie je D (t,x) vSak uz je konvexna.

/

—

/

Obrazok 1.

Berkovitz [1, kapitola 3] str. 49 uvadza aj priklad problému optimélneho riadenia,

v ktorom nie je mnozina D'(t,x) konvexna.

Veta 1 [1, kapitola 3] (Veta existencie optima s predpokladmi konvexity
a kompaktnosti)®

Nech mnozina pripustnych parov A je neprdzdna mnozina anech st splnené nasledovné

predpoklady:

1. Existuje kompaktnd mnozina'R, R takd, ze pre vSetky pripustné trajektorie ¢ mame

(t,4(t) e Ry, VE € (ty,t,).

3 Dékaz je v [1, kapitola 3].

10



2. Mnozina f je uzavreta.

3. Zobrazenie Q(t,x)je u.s.c.i. na R, .

4. Pre vietky (t,X) zR, je mnozina Q(z, x) kompaktna.

5. Pre vietky (t,x) zR, je mnoZzina D'(t,x) konvexna.

6. Funkcia f° je zdola polospojita a f je spojita na& .

Nech funkcie gy a g; st zdola polopspojité na mnozine 3 . Potom existuje (¢",u’) z A, také, 7e

plati J(4",u")< J(,u)V(p.u)e A.

Z prikladu 1 a la) je vidno, Ze pri poruseni podmienky 4 vety 1 o kompaktnosti
mnoiinyQ(t,x)V probléme optimalneho riadenia neexistuje optimalny par. Rovnako
trajektorie x neleZia v kompaktnej mnoZineR,,. V priklade 1b) navySe zobrazenie Q(t,x)nie

jeu.s.c.i.

Désledok vety 1 [1]
Nech su splnené vsetky predpoklady vety 1 okrem predpokladov 5 a 6. Nech pre vsetky (t,x)

zR, je mnoiinaQ(t,x)konvexné v E™ Nech h je n -rozmerna spojitd vektorova funkcia,
definovand naR,, B je matica orozmeru n x m, ktorej stlpce si n —rozmerné, zdola

polospojité vektorové funkcie, definované na®R. Nech funkcia z problému optimélneho

riadenia f° je konvexna, zdola polospojita funkcia, definovana na &. Nech systémové rovnice

su v tvare:

‘Z = h(t,x) + B(t, x)u(t).

Potom pre kazdé (t,x) z R, je mnoZzina D'(t,x) konvexna a funkcionala J dosahuje minimum

vV A.

K dokazu dosledku staci ukdzat, Ze pre vietky (t,x) z9R,je mnozina D'(t,x) konvexna

[1, kapitola 3].
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Vetu 1 ajej dosledok je mozné aplikovat’ na niektoré Specidlne triedy problému
optimalneho riadenia [1]. Ide o triedu problémov, v ktorych st funkcie .. go a g; linearne
vxaztao triedu, v ktorej su linedrne stavové rovnice a funkcie {0 ,goag su konvexné’,

Veta 1 predpokladd, ze mnozina D'(t,x) je konvexna a mnoZinaQ(t,x) je kompaktna.
Berkovitz [1] uvadza aj vety existencie optima pre problémy, v ktorych su tieto dva

predpoklady porusené.

Pontrjaginov princip maxima.

V tejto casti bude odvodeny Pontrjaginov princip maxima, tak ako to uvadza
Berkowitz v [1, 5. kapitola]. Je treba poznamenat’, ze pri odvadzani principu je nutné prijat
niekol’ko predpokladov. Od tychto predpokladov sa v [1] postupne upuista. Preto neuvedieme
vsetky predpoklady uvedené v [1, kapitola 5].

Majme problém optimalneho riadenia (problém 1) srozdielom, Ze na miesto

funkcionaly (3) mame minimalizovat’ funkcionalu:
J(gu)= gl §(0,)+ [ 1 (s, $ls)uls))ds (5)
l

Nech (T,X) je nejaky inicidlny stav systému, (T,X) = (to,Xo). Predpokladdme, ze pre
vSetky (T,X) zRma problém jednoznacné rieSenie, ktoré¢ je dané optiméalnou reguldciou
oznacovanou u(.,T,X) a prislusnou trajektériou oznacovanou ¢(.,T , X ) Predpokladame, ze
funkcia u(.,T,X) je po Castiach spojitd a v bode, v ktorom nie je spojita t4, je jej limita sprava
taka, ze u(ty, T,X) = u(t4+0,T,X). Body (t,x) vyhovuju: x =¢(t, T,X )

Nech pre vsetky (T,X), funkcia W(T,X) je hodnota funkcionaly (5), dana optimalnym
parom. Potom, ak A(T,X) oznacuje mnozinu pripustnych parov pre problém s inicidlnym

bodom (T,X):

wW(T,X)=min{J(¢,u): (p,u)e AT, X)} (6).

* Do tejto triedy patri aj napr. problém minimalizacie ¢asu transformécie systému zo stavu x, do stavu
x, pri linedrnych stavovych rovniciach.
> Do tejto triedy patri aj napriklad problém s linearnymi stavovymi funkciami a kvadratickymi

funkciami f° a gy, g; a rovnako aj problém uvedeny v aplikaénej &asti tejto prace.
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Takto definovana funkcia W sa nazyva hodnotova funkcia problému. Nech W je
dvakrat diferecovatel’'na funkcia na‘R .

Nech T; > T anech (T},X;) je bod optimalnej trajektorie ¢(.,T , X ) Potom X; =
HT.T, X)a

W, X)= ] 777, XK+ 777, XK+ (e, 4(6) . kde (7)

T

o1, X)= £t 6, T, X )ult, T, X)).

Z hore uvedeného je zrejmé, Ze optimalny par problému s inicidlnym stavom (T1,X;)

je dany funkciami ¢(., T, X )a u(.,T,X). Teda pre vSetky t>T}:

#(t.T.X)=¢(1.T,, X))
u(t,T,X) = u(t,T,Xy).

Ak by to neplatilo potom podla (6) s (T;,X;) namiesto (T,X) a naSho predpokladu
existencie jediného optimalneho paru, by sme mali, ze W(T,X;) je striktne menSie ako stcet
poslednych dvoch vyrazov na pravej strane vztahu (7). Teda pre reguldciu u definovanu
vztahom u(t) = u(t,T,X) pre T<t <T; a u(t) = u(t,T1,X;) pre T; <t<t; by prislusné regulacia
¢ bola taka, ze J(p,u) < W(T, X ), &o odporuje (6).

Inymi slovami, optimalna trajektoria ma takt vlastnost’, Ze je optimalnou pre problém
s 'ubovol'nym inicidlnym stavom, ktory lezi na tejto trajektorii.

Predpokladajme d’alej, ze funkcia W je definovand na‘R . Majme interval <T , T+ At> ,
pricom Az > 0. Nech v je spojita regulacia definovana na <T I+ At> spinajtica podmienku (4)
v(t)e Q(t). Predpokladame, ze At je tak malé, ze vysledkom stavovych rovnic (2) s v(t) na
miesto u(t) je l//:l//(T )= X . Nech Ax =l//(T +At)—l//(T ) Teda, regulacia v transformuje
systém zo stavu X do stavu X +Axv Casovom intervale <T ,T +At> Nech pre t>T + Atsa
vyuziva optimalne reguldcia problému s inicidlnym  stavom (T +At, X + Ax)
Ozna¢me & regulaciu ziskant pouzitim v na <T I+ At> a potom u(., T+At, X + Ax) Oznacme

& prislusnu trajektoriu. Potom (§,)e A(T, X )a
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w(T, x)<J(F,u)= ]}O(s, w(s),v(s))ds + j FU(s,T +At, X + Ax)ds + g(t,,8(¢,, T+ At, X + Ax))

T+At

Suma poslednych dvoch vyrazov je rovna W(T +At, X + Ax), teda:

T+At
W(T+At, X +A)-Ww(T,X)>- .[ fO(S,l//(S),V(S))dS . Na zéklade taylorovej vety:
T

W, (T, X)AT + W, (T, X)' AX + % (AT, AX) H(T, X \(T, X )+ 6(AT,AX)(AT,AX ) >
iy ®)

=T s )as

T

kde W, (T , X )je parcidlna derivacia W podla T, W, (T , X )Vektor parcidlnych derivacii W
podla X,H (T , X )je hessova matica druhych parcidlnych derivacii funkcie W(T,X) a

0 e (0,1). Kedze (AT ,AX )—> 0, posledny vyraz vztahu (8) je zanedbatel'ne malé Cislo. Zo

T+At

stavovych rovnic A’C/A ;= yA / I f (s,l//(s), v(s))ds a zo spojitosti f, y a v vyplyva:
T

lim % = £(7,p(7),9(T)) = £ (T, X,0(T)).

A0 At

Z hore uvedeného vyplyva, zZe ak vyraz (8) podelime A7 a nechame A¢ — 0, dostavame
W (T, X)+ W, (T.X) f(T.X,(T))2 - /(T X u(T)). 9)

Ak v(t) je optimdlna regulécia, v(T) = u(T,T,X), z nerovnosti (9) dostdvame rovnost’:
W (T,X)=—f(T, X,u(T,T,X))-W,(T,X) f(T,X,u(T,T, X)). (10)

Po prijati istych predpokladov [1, 5. kapitola], z (10):

W, (T, X)=max{- (T, X,2)-W,(T.X) f(T.X.2)}, (1)

zeQ(T)
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s maximom dosiahnutym vz = u(t,T,X). Rovnica (11) sa niekedy nazyva aj Bellmanova

rovnica, rovnica (10) Hamilton-Jacobianska.
Uvazujme s rovnicou (11), kde namiesto inicidlneho bodu (T,X) je nejaky vSeobecny

bod (t,x), potom:

W(t,x)= max H(t,x,z,~1,-W. (t,x)) (12)

2eQ(T)
Definujme funkciu Hna E'x E"x E"x E'x E"

H(t.x,z,-1,p) = -f(t,x,z) + p f(t,x,z). (13)

Takto (13) mame zadefinovanii prvi nutni podmienku, potrebni pre ndjdenie

optimalneho paru.
Majme funkciu F definovani na‘R :

F(x) = W(T.x) + £(T,x,u(T,T.X) + Wy(T,x) f(T,x,u(T,T.x), (14)

Kde W, je parcidlna derivacia W podl'a t a Wy je vektor parcialnych derivacii W podl'a
x. Z (10) je zrejmé: F(x) =0a z (11) s (T,x) namiesto (T,X):

WA(T,x)>—fT,x,u(T,T,X))-W,(T,x)" f(T,X,u(T,T,X)),

teda F(x)>0. Funkcia F ma teda minimum v bode x = X. Kedze W je dvakrat

diferencovatelna, f° je diferencovatel'na, F je diferencovatelnd, teda plati Fx = 0. Ak

derivujeme (14) a polozime rovné nule:

2 0 n 2 n J
ow +i+2ﬂf~f +Za—W.af_ =0 Vi=1,.,n (15),
otox'  ox' T ox'ox’ ‘= ox’ ox'

Definicia 5
Ak h: (t,x,z) > h(t,x,z) je k -rozmerna, k > 1 vektorova funkcia definovana naé, potom pod

pojmom funkcia vypoé&itand pozdiz trajektorie@(., T, X)rozumieme zlozeni funkciu
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t—> h(t,(é(.,T,X)u(.,T,X)). Analogicky ak W je funkcia definovand na®R, pod pojmom

funkcia W  vypoéitand pozdiz  trajektorieg(., T, X)rozumieme zloZent  funkciu

t>w(t,p(,T,X)).

Nech (T,X) je pevny bod z%R . Definujme n -rozmernii vektorova funkciu A(z, T, X):

t— l(t,T,X) pre t € <T,t1>:
Mt T,X)=-W"(t,¢(t,T, X)). (16)

W je dvakrat diferencovatelnd, A je diferencovatelnd podla t. Zderivujme (16) podla

t. S vyuzitim stavovych rovnic dostavame:

d/li 2

Z 1 Vi=1,.,n, (17)
dt 8t8x 7 Ox' ax

kde parcialne derivacie W a komponentov f sii vypo&itané pozdiz trajektorieg(., T, X). Ak

dosadime (17) do (15) s pouzitim (16) dostavame:
ar B
dt

Ukazali sme, ze s optimalnou trajektoriou je spojena taka funkcia ﬂ(t,T , X ), ze (17a)

z afj} Vi:l,...,n- (173)

plati. Ked'ze parcialne derivéacie funkeii f°, £ pre vetky j podla x' pre vietky i st vypogitané
pozdiz trajektérie #(.,T,X), su to funkcie Gasu t na intervale <T ,t]>. Po tuprave (17a)

pouzitim funkcie H a z (12) dostdvame systém d’alSich nutnych podmienok:

6llfp:_I_[x(l‘:xou(l‘vTv)()’_l’p)

jt (18) ,
£=Hp(tax:u(t>T>X)>_l’p)
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kde Hy Hj, st vektory derivacii H podla x a podla p. K podmienkam (13) a (18) je
potrebné este pridat’ hrani¢né (boundary, resp. transversality conditions [1]) podmienky.

Nech (T,X1) je koncovy bod optimalnej trajektorie pre problém s inicidlnym bodom
(T,X). Potom existuje bod 0= (0,', ..., 0,%), 0<q<n, taky Ze T; = T(01) X; = X(01). Nech G'
je krivka definovand nar prechadzajuca bodom (T,,X;) adefinovand  parametricky

rovnicami:

— 1 i i+l
Tl - T(Ol 500,01 5. 901q)9

_ 1 i i+1
Xl - X(Ol 550,01 .. 901q)9

o' sa pohybuje v otvorenom intervale (a',b'). Krivku G' ziskame tak, Ze vietky komponenty
vektora osi nemenné okrem komponentu o', ktory sa pohybuje v intervale (a'b).

Predpokladajme, ze kazdy bod z 7 je koncovym pre jednu trajektoriu. Z (5):

Wi(t1,x1) = g(t1,X1), derivujme tento vyraz podla o;:

oT oX

(VVt _gtan _gx)T(aOi,aOij = 0, Yi= 1’”_’;/1’ (19)

kde (W¢ - g, Wy — gy) je n+1 rozmerny vektor. Vyraz (19) s vyuzitim H a 4 je:

(H—gt,—ﬂ—gx)T(S;,gszo Vi=1,..,n (20).

(20) je systém hrani¢nych podmienok vyjadrenych analyticky. Grafické vyjadrenie systému
hrani¢nych podmienok je, Ze vektor (W - g, Wx — gy), resp. (H -g,,~1-g. ) je bud’ nulovy,

alebo ortogonalny k G'.

Dalej mozeme prejst’ k formulacii Pontrjaginovho principu maxima. Pred tym je este

nutné prijat’ niekol'’ko predpokladov, ktoré st uvedené v [1, 5. kapitola].
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Veta 2 (Princip maxima)®
Nech g = 0. Nech (¢,u) je optimalny par definovany na intervale <t0,t1>. Potom existuje
spojita vektorova n -rozmerna funkcia A definovana na<to, t1> , taka, ze:

1. Pre I'ubovolné t z<t0, t1> :

2(t)=-H (t,¢
#'(0)=H, (.90

2. Pre I'ubovol'nu pripustnu kontrolu v(t) definovanu na<t0, tl> :

]I H(t,(e).ule) -1, A(e))dr }H (£, (2), v(£).—1, A(¢))dt .

fy

3. Ak zobrazenie t — (f° (t, ¢(t)u(t)), f(t,¢(t)u(t))) je spojité vt =ti, 1 = 0,1, potom 2n+2-

rozmerny vektor:

(H (Pl ).=Alte )=H (P(1,) A(1,))

je ortogonalny k B v bode (z,,4(t,).1,,4(t,)), kde P(t,)=(t,, (¢, ) u(z,)—1,A(z,)),i = 0,1.

Definicia 6
Pripustny par (¢.u), pre ktory st splnené podmienky z vety 2 sa nazyva extrémny par.
Funkcia ¢sa nazyva extrémna trajektoria a regulacia u sa nazyva extrémnou. Ak (¢,u) je

extrémny par, vektor (¢,4(¢), u(¢),—1, A(¢))sa nazyva extrémny element a budeme ho oznacovat’

P(t).

Princip maxima je nutnd podmienka optimality, nie vSak postacujlca.

% Dokaz je mozné najst v [1, kapitola 6].
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Berkowitz [1, 5. kapitola] uvadza aj d’alSie vety principu maxima, v ktorych sa
postupne upusta od niektorych predpokladov. Z hladiska aplikécie principu maxima na konci

prace nam postacuje veta 2.

Aplikacia principu maxima v analyze monetarnej politiky.
Vtejto cCasti prace uvedieme moznost vyuzitia tedrie optimalneho riadenia

v analyzach monetarnej politiky, tak ako to ukéazal Calvo vo svojej praci [2].

Problém 2

Ozna¢me m redlnu masu penazi v ekonomike, d prebytok (deficit) verejnych financii,
c output ekonomiky a nech plati: ¢ = f(d) kde f je spojita, dvakrat diferencovatel'nd, konkavna
funkcia, definovand na (dy,dx). Nech f(dy) = f(dx) = 0. Nech ekonomika produkuje svoje
maximum pri vyrovnanom rozpocte verejnych financii, teda f°(0) = 0. Funkcia d(t) bude
vyjadrovat’ vyvoj stavu rozpoctu verejnych financii v ¢ase t. Calvo vo svojej praci [2+
odkazy] vyjadril na zaklade vztahov dopytu po peniazoch inflacie a oakavanej inflacie’

vzt'ah:

a() =" ). @

a

kde a je parameter zo vztahu dopytu po peniazoch, a > 0, m(t) je spojita funkcia zavislosti
masy penazi m od Casu t, m’(t) je derivacia m(t) podla t, je to sprava spojita a po Castiach
spojitd funkcia na intervale <to,oo) a vyjadruje zmenu masy penazi k nejakému casovému

okamziku.

Nech stat méa v kazdom case t nejaku uzitocnost’ z outputu vyjadrent funkciou u(cy)

a z vytla¢eného mnozstva penazi v(m;) Nech su to funkcie definované na<t0,oo) a plati:
lirr(}u(c):lirrév(m):—oo. Nech uje rastiaca pre vSetky ¢ > 0 anech v dosahuje svoje
> m—>

maximum v bode m = m", kde m" je optimalna masa pefiazi (optimum quantity of money —

"Vyuzil hlavne teoriu dokonalych ogakavani (perfect foresight theory). Vid napr. Sargent, T. J. a N.
Wallace: ,,Stability of Models of Money and Perfect Foresight™, Econometrica, 41 (1973), str. 1043 — 1048,
alebo Calvo, G. A.: ,,On Models of Money and Perfect Foresight”, Diskusna praca 74-7520, Columbia

University, November 1975, forthcoming in International Economic Review.
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OQM), podl'a Friedmanovho chapania.® Predpokladame, ze m" > 1. Funkcie v, u st striktne
konkévne.

Nech funkcia h(d) = u(f(d)). Z vyssie uvedeného je zrejmé, Ze h(d) je definovand na
(dmdy), spojitd dvakrit diferencovatelnd a konkavna, lim h(d)= lim h(d) = —o0 . Funkcia h(d)

dosahuje svoje maximum v bode d = 0, teda pri vyrovnanom rozpocte verejnych financii.

Ulohou vlady je potom:
(h(m(t)lnm(t) -m' (t)j +v(m' (l))je 2=)dt —> max , resp

_T@{mOﬂvﬂﬁ_m(Q)H&w@»%évwm_amm(zn

kdee®"je vyjadrenim spojitého odurogitela pri diskontnej sadzbed . Ak (22) vyjadrime

v beznych cenéch:
_j(( mm)—mﬁﬂ+ﬂmﬁwm—ﬂmn(ﬁ)

Dostavame tak tlohu na Pontrjaginov princip maxima. Stav systému je dany celkovou
masou peiiazi v ¢ase t m(t), regulécia systému ja dand momentalnou emisiou pefiazi m’(t).

Predpokladame, ze to = 0, mp > 0 je 'ubovolné. Predpokladame, Ze systém Casom
konverguje do bodurm . Nech existuje T: m(t) =m V¢ >T , potom m’(t) = 0 V¢>T. Mame
teda zadefinovanii mnozinu f = (O, m, o0, rh)

Prejdeme k overeniam podmienok existencie optima v probléme 2. Problém ma
linearnu stavovu rovnicu a konvexné f. Ako uZ bolo ukézané (kapitola 2) mnozina D
takéhoto problému je konvexna. Berkovitz [1, kapitola 3, priklad 6.3] uvadza, Ze pre problém
s konvexnymi stavovymi rovnicami, ak mnozina Q = E™ a mnozina pripustnych trajektorii A
je neprazdna, existuje pripustny par, ktory minimalizuje funkciondlu (3). V nasom probléme
jeQ = E'a teda existuje extrémny par. Po overeni podmienok existencie extrému moZeme

prejst’ k rieseniu:

¥ Friedman, M.: The Optimum of Money and Other Essays. Chicago: Aldine Publishing Co., 1969
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H = h(’"(t)ln’"(t) —m' (t)j +v(m' () + AOm'(r) 20, (24)

kde /1(1‘) je funkcia podla (16). Maximalizujeme H podl'a m’(t) a s vyuzitim dt— 0:

a dt
dtoh (Inm(¢)+1)  doh  dtov(m(t))
Gm(t)( j_dtﬁm(l)-'_ om(1)

oH _dt&H_( oh (lnm(t)+1 1j+6v(m(t))

dt
om'(t)  om(t) \ omlt) “dt) oml(r) Jde/W)_

+ A(t) = —h'(d(t))+ A()
a

kde h’(d) je derivacia h podla d. Ak vyraz polozime rovny nule, dostdvame
At =h'(d). (25

Takto méme rozpracovanu prvu nutnit podmienku (veta 2 bod 2) optima.

Prebytok (schodok) verejnych financii d m6Zeme teda napisat’ ako funkciu:
dt)=d(1). (26)

Z vlastnosti funkcie h a z (25) je zrejmé, Ze funkciad je klesajiica, v bode 1= 0 je jej
hodnota rovna nule. Ak dosadime (26) do (21):

w0 =" G0y )

a
¢o je d’al§ia podmienka optimality. Nech H = max{H :m' (t) je l'ubovolné éislo}:

po dosadeni (27) do (24):

" =h({?(/l))+v(m(t))+ﬂ(t)m(t)lcrllm(t)—g(ﬂ)
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oH  ov(m(t)) + A0 Inm(t)+1
om(t)  omlt) a

0’H . 1
76m2(t) =v m(t)+ A(t) 7am(t)

Druha derivacia je zaporna ateda H je konkavna, akl(t)SO, ¢o je postacujlica
podmienka [2, priloha 1].
Prejdime na systém diferencidlnych rovnic (veta 2 bod 1). Uz sme vyjadrili

podmienku pre m’(t) (27).

oH _ v m(t)+ g(z)(Hlnm(t) - ej , teda:
om(?) a

2(t)=—v'm(r)- z(:)(”h;m(t) - ej , (28)

kded je cislo, pre ktoré predpokladdme (l/a)> 0 > 0. Systém diferencidlnych rovnic (27),

(28) popisuje dalSie nutné podmienky optima. Skisme najst bod 7. Z horeuvedené¢ho
predpokladu je zreymé, ze stav systému bude konvergovat do bodu m (v ¢ase t < T) a potom

(t>T) sa nebude menit’ a teda:
m'(t)=A'(t)=0  Vvt>T (29).

Urobme grafickt analyzu podmienky (29).
. . l1+In m(t)
Ak (t)=0=v'(m(t)=-Ae) ———2—-6]|. (30)
a

Na zéaklade vlastnosti funkcie v dokdzeme podmienku (30) zakreslit’ do diagramu s m

na x-ovej osi a s A na y-ovej osi (obr. 2)°.

*Prebod 0 > m > 1naobr.2plati 1 +Inm =al.
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n

puf R —— N

Obrazok 2

Ak m@):o:ﬂz):M. 31)

a

Na zaklade vlastnosti funkcie d dokdZzeme podmienku (31) zakreslit do diagramu s m
na x-ovej osi a A na y-ovej osi, za predpokladu, ze m" > 1, (obr. 2).

Z nutnych podmienok chybaji eSte hrani¢né. Mnozina f = (0, mo,oo,m), my je
Pubovolné kladné ¢islo. Z hraniénych podmienok: 4, =0. Kedzem je presne definované
¢islo podmienkou (29), /1(00) < 0 (podl'a postacujicej podmienky). Z (29) je zrejmé: /1(00) =
A . Ak teda inicialny bod bude m"y, stav systému bude postupne konvergovat' do bodur,
m < m”  tak ako je to znazornené na obr. 2.

Na zaklade (27) je zrejmé, Ze nemenné ostane aj d =d a z (25) stalost A= 1. Systém

teda konverguje do bodu (rh,ft). Z (26) dy = 0 ateda na zaciatku je potrebné, aby rozpocet
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verejnych financii bol vyrovnany. Neskor vznika prebytok verejnych financii, ktory postupne

narasta az kym sa neustali nad v ¢ase T.
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