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KULTIVACIA EKONOMICKEJ IMAGINACIE EXPERIMEN-
TOVANIM VO VIRTUALNYCH LABORATORIACH

(Demonstracia na pripade Cournotovho duopolu, ked’ sa hraci spravaja
adaptivne)'

Abstract: Development of global knowledge society accompanied by crises in
national economies, as well as by the world economic crisis makes the economics
science face new challenges. These challenges are in the first place those new
phenomena and processes that may be pertinently described with the attribute of
“all-round”. In this new situation it is impossible to rely purely on conventional
approaches. Instead, it is necessary to search for tools that are capable of raising
economic imagination to a higher level. These methods and tools also include
advanced ICT and in particular applied informatics and computation intelligence
products. By means of them, we can construct virtual laboratories and experiment
in them in order to find hidden qualitative properties of mental models, which are
created by economists beyond the economic reality. For the purposes pursued in the
present study, we have decided to use the mental model which was designed and
developed into its mathematical form by A. A. Cournot by the end of the first half
of the 19th century. We have supplemented this model with the change in players’
behaviour in the sense that the players behave in an adaptive way, i.e. flexibly. This
kind of modification of the classic duopoly is most suitable for demonstrating the
phenomenon that even quite simple mental models may contain latent, at first sight
unsuspected complexities. As a result, we have to be even more careful when dealing
with more complex mental models constructed beyond the present-day economic
reality. The investigation of a modified Cournot type of model populated with a pair
of adaptive players poses relatively high demands on an analyst’s mathematical skills
despite its seeming simplicity. Moreover, nor a highly sophisticated mathematical
analysis rvenders such obvious results, which would display adequately clearly and
exhaustively specific properties of this kind of model. On the other hand, to achieve
a sound understanding of market processes this kind of knowledge is very significant
as well as relevant and useful. Given the contemporary high standard of information
sciences and software engineering, or when we have at disposal advanced products
of computation intelligencie (CI), there are reasonable possibilities for experimenting
in virtual laboratories, which do not place high demands on more extensive
preliminary skills for this activity at a PC. Potential means that enable us to construct

! Autor d’akuje anonymnym recenzentom za podnetné pripomienky a navrhy, za finalnu verziu state vak prebera
zodpovednost’ sam.
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virtual laboratories for tasks of this type, including also the Cournot model, include
the following programs: STELLA, Vensim, SWARM Simulink in MATLAB, and some
other. In the present case we have used iDmc program, which was designed in the
programming language of LUA, and it runs in JAVA environment. The program is
advantageous for most econonomists as it is freely accessible and downloadable
from the Internet, and its author provides also free-of-charge detailed instructions
how to experiment with it to economists, who, apart from their knowledge of
economics, may not have parallel informatics knowledge and skills needed for these
programming activities. The aim of the present paper is to familiarise the reader of
the Economic Review with possibilities of unconventional acquiring of economic
knowledge by these methods, namely on the instance of the well-known Cournot
duopoly model, when players behave in an adaptive way (flexibly) rather than
responding by adjustment as Cournot supposed.

Keywords: border-collision bifurcations, closed invariant curves, Cournot
duopoly and adaptive behaviour, focus, isoelastic demand function, local and global
bifurcations, local and global crises, Neimark-Hopf and Neimark-Sacker
bifurcations, node, multistability, saddle

JEL: C15,C62,D24,D 43
Uvod

Zvlastny, kostrbaty vyvoj mnohych narodnych ekonomik, ako aj svetovej ekono-
miky ako celku je v dnesnej dobe pre ekonomov z réznych uhlov ich pohladu
v kazdom takom pripade vel'kou vyzvou. Pri¢iny novych a vel'mi komplikovanych
javov st mnohoraké, ale vd¢Sinou tak ¢i onak suvisia jednak so vstupom l'udstva
do globalnej vedomostnej éry akcelerovanej prudkym rozvojom IKT, a na druhej
strane, avsSak nie izolovane, od prvej priciny, je to nedokonald, ba priam chybna kon-
Strukcia menovitych monetarnych? a fiskalnych systémov, ktoré generuju zarodky
bifurkacii, vedice ekonomiky na hranu alebo aj priamo do deterministického chaosu
viacerych typov. Ulohu komplikuje aj to, Ze do deja vstupuju d’alsie premennd,
ktoré nevieme presne identifikovat’, takze si treba vypomoct’ tak, Ze sa povazuju
za nahodné udalosti. Touto komplikaciou sa vSak v tejto stati nebudeme zaberat,
pretoze nas ciel je skromnejsi a zameriavame sa iba na demonstraciu toho, Ze aj na
pohl'ad jednoduché mentalne modely m6zu vykazovat’ pomerne komplexné modusy
spravania. Pre uvedeny iCel sme sa rozhodli pouzit’ mentalny model, ktory koncom
prvej polovice 19. storo¢ia vytvoril a sformuloval do matematickej podoby A. A.
Cournot. Doplnili sme ho o zmenu spravania sa hracov tak, ze sa v modifikovanej
verzii spravaju adaptivne. Takato uprava klasického modelu duopolu sa dobre hodi

*'V danej suvislosti mozno uviest' typicky pripad chybnej kon3trukcie, a to pripad zavedenia monetarnej tnie v po-
dobe spolo¢nej meny pre ekonomicky nerovnako rozvinuté ¢lenské krajiny EU. Tento politicky voluntaristicky akt
zalozil zarodky pre viaceré vopred nepredvidané poruchové rezimy, ktoré maju potenciu generovat’ sklony k auto-
likvidécii celého tohto nevydareného monetarneho systému.
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na demonstraciu tych vlastnosti pomerne jednoduchych mentalnych modelov, ktoré
pri konvenénej analyze niekedy zostavaju skryté, alebo si ich najdenie vyzaduje sofi-
stikované matematické postupy. Takto upozoriiujeme na potrebu vel'kej opatrnosti
pri zaobchadzani s komplikovanej$imi mentalnymi modelmi konstruovanymi nad
sucasnou ekonomickou realitou.

Vysetrovanie modifikovaného modelu Cournotovho typu osadeného dvojicou
adaptivnych hracov je dost’ naro¢né na matematicku zruénost’ analytika napriek svo-
jej zdanlivej jednoduchosti. Navyse, ani vysoko sofistikovand matematicka analyza
nedava také zretel'né vysledky, ktoré by dostatocne nazorne a vycerpavajuco preuka-
zali Specifické vlastnosti takého modelu. Na druhej strane, pre dobré porozumenie
trhovym procesom je také poznanie pre ekonomické subjekty vel'mi doélezité a aj
patricne uzito¢né. Pri siCasnej rozvinutosti informacnej vedy a softvérového
inzinierstva, resp., ked’ st k dispozicii pokro¢ilé produkty komputaénej inteligencie®
(CI — Computational Intelligence), existuju solidne moznosti na experimentovanie
vo virtualnych laboratoriach, ktoré nie je velmi narocné na rozsiahlejSie predbezné
zruénosti v takejto ¢innosti na PC. Medzi potencialne prostriedky, ktoré umoziuju
konstruovat’ virtualne laboratéria pre ulohy takého typu, ako je aj Cournotov model,
patria programy STELLA*, Vensim, SWARM Simulink v MATLAB-¢ a niektoré
dalsie. V danom pripade sme pouzili program iDmc, ktory bol vytvoreny v progra-
movacom jazyku LUA a bezi v prostredi JAVA. Velkou vyhodou pre bezného eko-
néma je aj to, Ze je vol'ne pristupny a teda aj downloudovatelny z internetu, pricom
jeho tvorca bezodplatne poskytuje aj podrobné navody na experimentovanie pre
ekonomov, ktori popri vlastnej ekonomickej pripravenosti nemaju paralelné infor-
matické vedomosti a zrucnosti potrebné na takéto programatorské zrucnosti
a ¢innosti. Ciel'om tohto prispevku je priblizit’ ¢itatelovi Ekonomickych rozhl'adov
moznosti nekonvenéného ziskavania ekonomickych vedomosti spomenutymi pos-
tupmi, a to prave na priklade znameho Cournotovho modelu duopolu, ked’ sa hraci
spravaju adaptivne a nekonaju v rezime okamzitej adjustacnej reakcie, aky predpok-
ladal A. Cournot. Inak povedané, cielom nie je ¢ira demonstracia Cournotovho
duopolu, ktoré tu vystupuje len ako vzorové médium, ale demonstracia moznosti
experimentovania vo virtudlnych laboratériach pre kultivaciu imaginacie zdokona-
lenia a teoretizovania sprostredkované tymto médiom.

V prvom odseku state uvadzame Citatel’a strucne do problematiky a formulujeme
verbalny mentalny duopol. V druhom odseku tento primordialny model formalizu-
jeme do podoby 2D diferenc¢nej ststavy, a ti premietiame na topologicku projekciu
(resp. mapu). S touto mapou potom vykonavame niektoré matematické operacie,

3 Tak ako v naSich skor$ich publikaciach aj tu uprednostiiujeme tento termin pred star§im terminom wumeld inteli-
gencia (Al — Artificial Intelligence), pretoze v sucasnej vede existujii snahy tvorit umelu inteligenciu aj na inej nez
komputacénej osnove.

4 Velkou prednost'ou STELLY je moznost’ vedenia intermediovaného dialdgu 'udského subjektu s evolvujicim pri-
behom na digitalnej scéne (mediovany story-telling), t. j. s komputaénym subjektom (softbotom, myslitom) cudzie-
ho tvorcu. Este vacSou prednostou je, ze poznavaci subjekt moze konstruovat’ svoje vlastné autentické scény, zasa-
dzovat’ do nich pribehy (resp. scenare), t. j. osobne vytvoreny softbot, a rezirovat’ ich jednak pre svoje poznadvacie
potreby, ale aj pre tretie osoby. Takto sa mozu efektivne prekonavat’ nedostatky instruktivneho pozndvacieho proce-
su zavedenim tvorivej konstruktivnosti do imaginacie subjektu.
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ktoré maju sluzit’ ako referencné itvary na demonstraciu inych moznosti, ktoré po-
nukaju experimenty vo virtudlnych laboratoriach. V tretom odseku konstruujeme na
zaklade vysSie uvedenej mapy virtualne laboratoria v prostredi iDmc a vykonavame
viaceré experimenty, z ktorych vystupy pouzivame na demonstraciu pritomnosti ne-
regularnych kvalitativnych ttvarov a konvenénymi postupmi nepredvidanych uda-
losti v evolucii modelu. V poslednom odseku identifikujeme dosiahnuté vysledky
a ukazujeme na ich prinosy pre kultivaciu ekonomickej imaginacie a teoretizovania,
ale aj nedostatky a slabé miesta tohto pristupu.

Teéria a konvenény model duopolu, jeho transformacia na adaptivne
spravanie sa hracov

Origindlnym tvorcom teérie a matematického modelu duopolu bol francuzsky
matematicky ekonom A. A. Cournot. Jeho produkt povazujeme v tejto stati za zaro-
do¢ny a nazyvame ho primordidlnym modelom duopolu. A. Cournot zameral svoju
pozornost’ na dvoch producentov, ktori prichadzaja na trh s rovnakym (z hl'adiska
uzitocnosti pre spotrebitel'a homogénnym) produktom. Ich konkuren¢na schopnost’
je zavisla od schopnosti produkovat’ uréity objem homogénneho produktu a od vel-
kosti margindlnych nakladov, ktoré pritom vznikaja. Predpoklada sa, ze fumkcia
dopytu mda izoelasticku viastnost , t. j. Q° = 1/p, ¢o vedie na druhej strane k tomu,
Ze cena sa utvara v nepriamej umere k celkovej ponuke produktu (Cistenie trhu si
vyzaduje rovnost’ QP a QF, pricom 05 = x + y, t. j. suCet oboch objemov produkcie
hracov H, a H,). Ked'Ze celkovii ponuku tvoria vyrobné rozhodnutia dvoch rozlic-
nych subjektov (vlastne hracov), ktoré oneskorene reaguju na rozhodnutia svojho
protivnika, méZeme tento aspekt modelu vnimat’ aj ako priklad analogicky ekologic-
kej konkurencii a tiez tedrii hier’. Z toho aj intuitivne vyplyva ddlezitost’ nielen cel-
kového objemu, ale aj pomeru objemov oboch producentov, takZe charakter procesu
mozno oznacit' dvoma znamienkami minus. Uvedenu situaciu nazorne predstavuje
graf reakcnych kriviek (obr. €.1), ktorych prieseénikom je tzv. Cournotov bod, v lite-
ratire o duopole ¢asto nespravne oznacovany za bod rovnovahy?®. Ide o to, Ze tento
model je typickym predstavitelom diskrétnych procesov, takze ide o jeden z fixnych
bodov, ktory sice mdze mat’ atraktivnu vlastnost’, ale to nevylucuje aj iné kvalitativ-
ne moznosti, ktoré sa objavia najmi ked’ zavedieme inu adjustaciu objemov, ako je
priama reakcia na pozorovanu cenu bez anticipacie jej zmeny. A to je prave to, ¢o nas
na tomto jednoduchom modeli dvoch vyrobcov V1 a V2 zaujima.

3 Stoji za pozornost’, ze A. Cournot vlastne vyrazne predbehol zakladajucich teoretikov ekologickej konkurencie,
totiz amerického biologa a Statistika A. Lotku a talianskeho matematika V. Volterru, ktori nezavisle od seba Studovali
v prvej tretine minulého storoCia ekologické vztahy medzi dvoma prirodnymi populaciami. Je tu vSak eSte aj ina
pozoruhodna suvislost’, a to tedria hier, ktorej pévodnym tvorcom bol J. von Neumann a potom v spoluautorstve
s O. Morgensternom dopisali v januari 1943 a v roku 1944 aj vydali preslavenu monografiu Theory of Games and
Economic Behavior [21]. (Podotykame, Ze tretiu dotlac tejto knihy priniesol z USA vyznamny slovensky ekonéom
S. Heretik, &o bol v tych &asoch vyznamny prispevok pre ekonomickd tedriu u nés.

¢ Formalne je Cournotov bod podobny rovnovahe v teérii hier. Matematicky dokaz rovnovahy v teérii hier podal
nositel’ Nobelovej ceny J. Nash [19], [20]. Sucasna tedria diskrétnych dynamickych systémov preferuje namiesto
rovnovahy pojem ,,fixny bod*.
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Obr. ¢.1
Konvenc¢né kreslenie reakénych kriviek duopolu

Reakéné krivky a Cournotov bod

Reakéni krivkay

Cournotov hod

Reakénd krivka x
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Demonstracia zjednoduSeného matematického pristupu k adaptivhemu
duopolu

Z primordialneho mentalneho modelu, ako sme vys$ie naznacili, vyplyva, Ze cena
je reciproéna k celkovému dopytu’. Ak nam zaleZi na ,,Cisteni trhu®, tak dopyt a po-
nuka sa musia navzajom rovnat’ (teda ide o rovnost’, a nie rovnovahu). Ked’ ozna¢ime
cenu symbolom p a objemy dodavané na trh symbolmi x a y, ziskame rovnicu ceny
ako zlomok

1
p= . 6]

_x+y

Treba si, samozrejme, uvedomit’, Ze vzt'ah (1) moze byt ekonomickym aj mate-
matickym nezmyslom, ak totiz x =y = (. V tom pripade by sme totiz delili Citatel'a
nulou. V uvazovanom modeli st aj iné absurdity vznikajtce v krajnostiach, ale nad
to sa mozno povzniest, pretoze su v dobrej viere irelevantné pre analyzu. Musime
jednoducho predpokladat’, Zze objemy produktov a hodnoty marginalnych nakladov,
ktoré ozna¢ime symbolmi a a b, nesmi nadobudnut’ nulové hodnoty. Ak pozname
hodnoty koeficientov marginalnych nékladov a a b, potom mdzeme sformulovat’ zis-
ky oboch firiem takto

wxw=;%~m
Y @)

V(x,y)=—2——by
.X'+y

7'V modeloch duopolu sa pouZivaju aj iné funkcie dopytu. Dany typ sme pouZili pre jeho zrozumitelnost’ aj preto,
ze sa v literature bezne vyskytuje.
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Po parcidlnych derivaciach a ich polozenim za rovné nule, t. j.
oU/ox=0 a oV /oy =0 mozno pre x a y vypocitat’ a po upravach dostat’ rovnice
reakénych funkcii. To su tie, ktorymi sa aj v dneSnych ucebniciach uvadza povodny
model Cournota, najéastejSie v podobe 2D sustavy diferen¢nych rovnic

Y
D Y e 4

a

. (3a)
Vi1 = Z - X
resp. s upravou pre zamysl'ané zavedenie koeficientu adjustacie
X =X+ Z_y_x

a : (3b)

Y=Y+ ﬁ—x—y
b
Stustava (3) vSak formalizuje model len pre jedinu trajektoriu vychadzajucu z je-
dine¢ného zaciato¢ného bodu o suradniciach (x,, y,). Stradnice Cournotovho bodu x,.
ay., t.j. obe mnoZzstva tovaru vypocitame, ak zoberieme vztahy (3) ako simultinnu
sustavu rovnic

b
X=—7,
(a+b)2 4)
. a
Y by

Zisk duopolistov v Cournotovom bode potom vypocitame spiatnym dosadenim
vzt'ahov (4) do sustavy (2) a tak ziskame zisky
b’ . , a’

' _(514-713)2’ a zisk pre druhu firmu IT, —m. 5
Dalej predpokladame (spolu s predpokladmi, ktoré zaviedol T. Puu [22]), Ze kaz-
da firma sa zhoduje v kazdej inStancii ¢asu s tou druhou, pokial’ ide o zvolent ponu-
ku. Aby sme neboli zavisli len od jedinej trajektorie a aby sme teda mohli preskumat’
uplnu spojitt mnozinu potencialnych zadiatocnych bodov vsetkych moznych trajek-
torii, teda spojity Stvorec x Xy, musime pouzit’ iny matematicky pristup, a sice topo-
logicku projekciu, ¢ize mapu®,

8V naSich pracach pouZivame a trvame na pouZivani tohto medzinarodne ukotveného pojmu aj v tejto stati, hoci to
nie je celkom v stlade so slovenskou matematickou terminoldgiou. Tento pojem vSak zabezpecuje jasnii medzina-
rodnt intersubjektivitu.
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X=x 442 — y—x
. a
M : (6)
=y+ \/; —x—y
y=y b 5
kde sme namiesto spodného indexu 7+/ pouzili apostrof ,,” “, a budeme to pouzivat

aj d’alej, premenné x a y su mnozstva homogénneho tovaru dodavané duopolistami
na trh, a parametre a, a b su ich konstantné margindlne ndklady. Zo vztahov mapy
(6) jasne vyplyva, Ze dodavky na trh su zavislé jednak od velkosti dodavok a ich po-
meru v predchadzajiicom obdobi, a najmi od pomeru medzi marginalnymi naklad-
mi oboch konkurentov. To je dobry dovod na skiimanie vplyvu tohto podielu na
evoluciu systému ako celku. Ak pomer a ku b oznac¢ime symbolom £, t. j. a sa zmeni
na k a b sa bude rovnat’ jednotke, potom mapa (6) sa zmeni na

. |X=x+ Z—y—x
M*: k (7

y=y+x—x-y,

teda, ako sme uviedli, parameter b sme polozili rovny jednotke, t. j. k=a/I=a. Modi-
fikovanu mapu (7) sme pouzili na vytvorenie virtualneho laboratoria v prostredi
iDmc, pricom sme zakazali zaporné hodnoty premennych x a y. Vypis v programe
LUA v Jave je uvedeny v textovom bloku d’alSiecho odseku. Vyssie sme vSak uz po-
vedali, Ze nam ide o adaptivne spravanie duopolistov, t. j., Ze adjustacia na nezme-
nenu situaciu (kratkozraké spravanie) nie je okamzita, ale si vyzaduje urcity cas.
To ma za nasledok zmenu hodnoty ponikaného mnozstva v sucine s jednotnym
adjustacnym koeficientom a pripadne s rozdielnymi koeficientmi 4 a x. V pripade
rozdielnych koeficientov sa 2D sustava diferenénych rovnic (3) zmeni na stistavu

®)
X
yt+1=y+,u Z—x—y

Z povodnej 2D sustavy diferenénych rovnic (8), ktora je, pravdaze, len formali-
zovanou verziou mentalneho modelu duopolu modifikovaného na adaptivne sprava-
nie hracov, sme aj tentoraz vytvorili topologicku projekciu, resp. mapu v nasledujuce;j
(zamerne upravenej) verzii’

° Tento formalizmus adaptivneho duopolu sa v ostatnych rokoch v literatire objavuje pomerne ¢asto. K autorom,
ktori ho Casto pouzivaju, patri: A. Agliari, J.-1. Bischi, R. Dieci, L. Gardini, T. Puu, I. Susko a viaceri d’alsi.
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Y
"= (1- Eau
Madapt . o ( a)x+ a[\/; y] , (9)

y'=(=b)y+b(vx-x)

kde sme namiesto gréckych pismen 4 a u pouzili pre adjustaéné koeficienty symbol
a a b, aby sme to mali jednoduchsie pri tvorbe virtualneho laboratéria v iDmc.!°
Mapa (9) ma dva fixné body, a to

O* =(0,0)

E*:( Lk J (10)
(k+1)° (k+1)°

Ich stabilitu ur¢ime obvyklym matematickym postupom. Zo zjednodusSenej
(polozili sme a = b) mapy (9) M@ vypocitame jej derivovanim Jakobiho maticu'

.
1- -1
J = o a(Z\/E ]
1
[le =

a z nej potom jej determinant takto

)

1
(1-a) a[ —1]
|J| = det[J] = det 2\/E =
1
_0(2\/;_1j (1-a) _ (12)

1

:“‘“)2“’2[2&‘@{% ‘1]20

Zo ziskaného determinantu vyjadrime premennu y ako

1( f@ﬁq)]z

y=-" 2
4k\ davx —24x —a
(13)
1
0<x<—
4
10 Softvér iDmc neumoziuje pouzivanie gréckej abecedy.
! Pripominame, ze sme vy$$ie zaviedli rovnost’ a =b.
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Na preskumanie stability fixného bodu £* pouzijeme Jakobiho maticu'?

1—k
ok
J =
_ , 14
T (14)

1-a

Z tejto matice utvorenej z mapy 7 mozno odvodit’ podmienky stability sustavy takto:
1
a) 1 —stopa(J*)+det(J*) = E(k +1)°ab>0

2
+ab(k+l) 20

b) 1+ stopa(J*) +det(J*) =2(2—a—b) 4k (15)

abk +17

1-det(J*)=a+b-
¢) 1-det(J*) =a P

Predpoklad
Na rozlisenie ad hoc vol'by adjustacného koeficientu a = b od vypocitanej sme
zvolili symbol L. Ak A =a=Db < 1, potom v kazdom priesecniku krivky

. 8k
(k+1)°

sa nachadza Neimarkova-Hopfova (-Sackerova'®) bifurkacia subkritického typu.

Doékaz

V pripade, Ze a = b, charakteristicky polyném Jakobiho matice J*, ktory oznacuje

viastné hodnoty symbolom S, sa mdze napisat’ ako

(16)

1
S+1-1*+—(k—-1)* 2.
(S+ ) +4k( ) (17)

Mozno odvodit’, ze J* ma komplexne konjungované viastné hodnoty pre kazda A
a k. Modul takej vlastnej hodnoty je

|S| =(1-2) +ﬁ(k —1)> 2%, takze patri do jednotkovej kruznice, ak je predpo-

kladana rovnost’ (16) splnend. Ba ¢o viac, ak je 4 <1, potom |S|j =1, j=2,3,4.

12 Pripad s pouzitim a = b je jasnejsi, ale pripad a # b prinasa viac poznatkov o evolicii duopolného trhu.

13 Neimarkova-Sackerova bifurkdcia vedie k vzniku uzavretej invariantnej krivky (UIK) z fixného bodu (ktory tym
stratil stabilitu a stal sa repelentnym bodom) v diskrétnych dynamickych systémoch (iterované projekcie, resp. mapy,
ktoré stratili svoju stabilitu v dosledku toho, ze par vlastnych hodnét v komplexnom odbore ma jednotkovy modul.
Tato bifurkacia moéze byt tak subkritickd (repelentna UIK), ako aj superkriticka (atraktivna UIK), vo vnutri 2D
invariantnej (-ného) variety (manifoldu). Neimarkova-Hopfova bifurkdcia sa tyka spojitych dynamickych systémov.
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Obr. ¢.2 Obr. ¢. 3
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Obr. ¢.7
Bifurka¢ny portrét variovania tromi parametrami

Bifurkaéna mapa k verzus lambda a krivka N-S subkritickej bifurkacie
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Sedemnast’ sedlovo-uzlovych bodov na UIK

Obr. ¢. 9
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Stavovy bod po dosiahnuti periodického bodu-atraktivny fokus d’alej uz rotuje
v deviatich diskrétnych krokoch leZiacich nehybne na orbite. Mozné je vsak aj to,
ze stavovy bod ukoncéi svoju put’ vo fixnom bode O. To, ¢i bude rotovat’ stavovy
bod na orbite alebo skonc¢i vo fixnom bode O zavisi od za¢iatocného bodu iteracne;j
trajektorie.

Obr. ¢. 12
Casovo-krokové trajektorie x a y
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Vonkajsia trajektoria ukazuje snahu systému udrzat’ sa na uzavretej invariantnej
krivke, ale pritazliva sila lavych fokusov sa ukéaze ako silnejSia nez pritazlivost
krivky. Vznika nova bifurkac¢na situacia, ked’ systém nekonverguje hned’ k prvému
fokusu vlavo, ale obieha po krivke a skonverguje sa k nasledujucemu alebo az k nie-
ktorému, v poradi d’al§iemu z fokusov v zavislosti od toho, nakol’ko blizko sa zvolena
hodnota parametra y nastavi voci bifurkac¢nej hodnote invariantnej uzavretej a prit-
azlivej krivky. Pri velkom pribliZeni sa k bifurka¢nej hodnote moze systém vykonat’
aj viac otacok bez toho, aby sa zacCalo devit periodickych trajektorii navijat’ na fo-
kusy. Na snimke obr. ¢.15 vidime opac¢nu situaciu, ked’ atraktivna sila fixného bodu
O prevazi silu fokusov a tie sa musia odmotavat’, lebo sa zmenili na repelentné.

Obr.¢. 14
Bifurkacia v blizkosti UIK
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Obr. ¢. 15
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Uvadzame sériu dvanastich vystupov sinulaénych experimantov na demonstraciu
moznosti experimentovania vo virtudlnom laboratoriu skonstruovanom v iDme (obr.
¢. 16-21) s vyuzitim patri¢nych rutin iDmc.

Obr. ¢. 16
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Obr. ¢. 19
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Obr. ¢. 22
SnimKky z experimentov

Dve UIK: jedna atraktivna a druha repelentna

Repelentny fixny bod O, devit’ sediel a devit’ atraktivnych uzlov
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Obr. ¢. 23
Rotacia stavového bodu na dvoch orbitach

Bazén atrakcie s deviatimi atraktivhymi uzlami

0,000 0,008 0.010 0,015 0.020 0,025 0,030

Na obr. ¢. 23 je bazén atrakcie, na ktory sme premietli devit fixnych bodov s vlas-
tnost'ou atraktivnych uzlov. Aby bolo vidiet', ze lezia na dvoch orbitach, spojili sme
ich ¢iarami, takze sme ilustrovali, Ze rotacné Cislo systému je p = 2/9.
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Obr. ¢. 24
Atraktivne fokusy, sedla a atraktivny fixny bod
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Snimku na obr. ¢. 24 sme ziskali experimentovanim vo virtudlnom laboratdriu,
vytvorenom v prostredi softvéru STELLA.

Zaver

Vhodnym prikladom na ukazanie vyhodnosti pouzitia simulaénych modelov
a experimentovania v nich pre lepSie pochopenie narocnejSich uloh v ekondmii
je klasicky pribeh o protikladnych rozdieloch medzi trhovymi formami: - istou
a monopolistickou konkurenciou. Ako je zname, v pripade Cistej konkurencie pritom-
nost’ rozsiahlej mnoziny takmer rovnorodych firiem znemoziuje jednej firme efek-
tivne posobit’ na trhovu situaciu. V dosledku toho manazéri vnimaju cenu, ktora
je objektivne dana situdciou na trhu, teda ako parameter pre rozhodovanie charak-
teru exogénnej veliciny. Takato situacia sa da celkom dobre vysvetlovat’ a mozno
jej porozumiet’ napriklad pomocou kriviek dopytu a ponuky. Treba vSak dodat,
ze len vtedy, ked tieto krivky maju vhodny tvar a navzajom vhodnt polohu
v suradnicovej sustave mnozstvo tovaru verzus cena. Ide o to, Ze pri zlozitejSom
tvare kriviek a pri ich posune v suradnicovej sustave vznikaji problémy, ktoré sa
nedaju len tak jednoducho vysvetlit’ a pochopit’. Inymi slovami, aj tu si treba pomdct’
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experimentovanim v simula¢nom laboratoriu. V predchadzajicich odsekoch state
sme také situacie predstavili a pokusili sme sa ich vysvetlit’ alebo aspoil komentovat’.

V pripade monopolu dominuje na celom trhu jedina firma. V désledku toho moze
pOsobit’ na cenu vo svoj prospech, avsak s prihliadanim na formovanie dopytu.
Zlozitejsia situacia nastava, ked’ st na trhu dvaja monopolisti. To je pripad slavne-
ho Alavolamu duopolu, ktory sformuloval v matematickej podobe slavny francuzsky
ekonom A. Cournot eSte roku 1838. Jeho problém zivi zaujem viacerych matema-
tickych ekonémov az do dnesnych cias. V kontexte ciel'ov tohto prispevku nemozno
vynechat’ prinos H. von Stackelberga, ktory presne o sto rokov neskor rozsiril
Cournotov model na zaklade zahrnutia predpokladu, ze kazdy konkurent sa moze
usilovat’ o dosiahnutie pozicie cenového vodcu.

Mnoho ekondémov trpi decepciou, Ze prave oni rozumeji tym najkomplikovane;j-
§im ekonomickym situdciam a pribehom. Priklady iste netreba uvadzat. V tejto sta-
ti sa snazime ukazat’, ze to vo vedeckej komunite nie je korektné a zaroven varovat’
pred prilisnou sebadoverou pri vyklade komplexnych ekonomickych javov a pribe-
hov, pretoze mozno bez vicsich tazkosti dokazat’ jej neopodstatnenost’ aj v ovela
jednoduchsich situaciach, nez su stcasné krizové javy. V uvedenej suvislosti je iste
paradoxné, ze sklon takych relativne jednoduchych dynamickych systémov, ako je aj
duopol, zostaval vel'mi dlhy ¢as nepovSimnuty a pozornost’ na tieto jeho komplexity
sa upriamila aZ celkom nedavno'4. Napriklad s tym stvisi porozumenie javu a spra-
vania dané homoklinickym zjednotenim sedla. T1to situaciu zobrazuje UIK utvorena
splynutim vetvy stabilnej mnoziny sedlového cyklu s nestabilnou mnozinou toho
istého sedla, takze sa sformuje uzavreté prepojenie medzi periodickymi bodmi sed-
lového cyklu. Takato Strukturne mnestabilna situdcia sposobuje bifurkaciu medzi
dvoma kvalitativne odliSnymi spésobmi dynamického spravania: Na jednej strane
tranzicia UIK neexistuje, kym na druhej strane existuje a moéze mat’ homeomorficki
vlastnost’ k cyklu (sedlovo-uzlové zjednotenie alebo kvaziperiodické trajektorie)
alebo nie (sedlovo-fokusové zjednotenie). Uvedeny zvlastny bifurkaény mechaniz-
mus opravnene puta na seba pozornost, pretoze pomaha odhalovat’ a azda aj odstra-
novat’ priliSni sebaistotu ekondomov pri interpretaciach sucasnych procesov tak
v narodnych ekonomikach, ako aj v globalnej vedomostnej ekonomike. Pojem sedla
a znalost’ dejov v jeho okoli pomahaju odhal’ovat a trochu aj hlbsie pochopit’ niektoré
komplexné druhy spravania v spolo¢ensko-ekonomickych systémoch. Samozrejme,
ze ide vlastne len o podobenstvo, ktoré sa nesmie chapat’ prili§ doveréivo, urcite to
nie je navod na rieSenie vSetkych nedostatkov v ekonomickej imaginacii a uz vobec
sa nemdze brat’ za panaceum na lieCenie problémov v objektivnej spolocensko-
ekonomickej realite. Za ur¢itu metodologickll osvetu sa vSak povazovat’ moze.
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