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ABSTRAKT

FIGUROVA, Dana: Kooperativne hry v okruznych ulohdch. — Ekonomicka
univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra opera¢ného vyskumu a
ekonometrie. — Veduci zavereénej prace: doc. Ing. Zuzana Ci¢kova, PhD.— Bratislava: FHI
EU, 2020, 109 s.

Predlozena praca je zamerana na okruzné ulohy a ich kooperativne rozsirenie z pohl'adu
teorie hier. Cielom zaverecnej prace je navrhnut’ nové modely kooperativneho rozvozu,
ktoré vychadzaju zo znamych okruznych tloh. Formulacia danych problémov formou
matematickych modelov umoziiuje pouzitie exaktnych optimalizaénych technik.
Navrhované modely mozno aplikaéne vyuzit' v oblasti logistiky, v pripade kooperacie
logistickych spolo¢nosti. Vyhody spoluprace su vo forme usporenych prepravnych
nakladov, pri¢om tieto benefity treba nasledne rozdelit medzi hra¢ov. Praca je rozdelena do
5 kapitol, obsahuje 63 tabuliek a 4 obrazky. V prvej kapitole st prezentované zakladné
myslienky a sucasny stav danej problematiky. Druhd kapitola je venovanid vymedzeniu
cielov zavereCnej prace. Sposoby alokacie uspor (vyhier) na zaklade tedrie vyjednavania
uvadzame v kapitole metodika a metodologia prace. V zavere¢nej Casti si prezentované
rieSenia réznych kooperativnych tloh rozvozu. Ulohy st zamerané na zostavovanie
optimalnych tras vozidiel a naslednu redistribciu uSetrenych nakladov medzi hracov (resp.

majitel'ov skladov) s vyuzitim adekvatneho softvéru (GAMS).

KPucové slova:
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ABSTRACT

FIGUROVA, Dana: Cooperative games in vehicle routing problems. — University of
Economics in Bratislava. Faculty of Business Informatics; Department of Operations
research and Econometrics. — Thesis Supervisor: doc. Ing. Zuzana Ci¢kova, PhD. —
Bratislava: FHI EU, 2020, 109 s.

The presented thesis is focused on vehicle routing problems and their cooperative extension
from the point of view of game theory. The aim of the final thesis is to propose the new
models of the cooperative vehicle routing problem which is one of the extensions of the well
known vehicle routing problem. The formulation of given problems in the form of
mathematical models allows to use the exact optimization techniques. The proposed models
can be applied in the field of logistics, in case of cooperation of logistics companies. The
advantage of such cooperation is in the form of cost savings and these benefits must then be
distributed among the players. The final thesis is divided into 5 chapters. It contains 63 tables
and 4 pictures. The first chapter presents the basic ideas and the current state of the issue.
The second chapter is defines the objectives of the final work. Methods of allocation of the
cost savings based on negotiation theory are presented in the chapter methodology and
methodology of work. The final part presents the results of various mathematical models of
cooperative vehicle routing problem. Problems are focused on creating the optimal routes of
vehicles in coalions with using the adequate software (GAMS). The benefits as a result from

cooperation are redistributed among players (owners of production centers).

Key words:

cooperative game theory, game theory, cost savings allocation, GAMS
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Uvod

Riesenim okruznych uloh sa v sucasnosti zaoberaji tisice spolocnosti
a organizacii, ktoré sa Specializuji na dodavku alebo zber tovarov, pripadne l'udi. Asi
najznamejSim okruznym problémom je problém obchodného cestujuceho, ktory mozno
slovne charakterizovat’ takto: je dana mnozina miest a st zname vzdialenosti medzi
kazdou dvojicou miest. Ciel'om je ndjst’ najkrat$iu okruznu trasu, ktora prechddza kazdym
mestom prave raz. Do tohto zakladného problému sa Casto pridavaji rdozne nové
ohranicenia a podmienky, s cielom ¢o najviac sa prispdsobit’ praktickym aplikaciam
a realnemu Zivotu. Napriek svojej pomerne jednoduchej slovnej formulacii ide o jeden
Z najslavnejSich problémov diskrétnej matematiky. Je fascinujici tym, ze napriek
mnohoro¢nej snahe odbornikov z oblasti matematiky, operacného vyskumu ¢i umelej
inteligencie, ¢as najlepSich zndmych algoritmov na rieSenie zodpovedajicich tloh rastie
exponencialne s ich vel’kost'ou, ¢o znamena, ze zvy¢ajne nemozno dosiahnut’ optimalne
rieSenie napr. pre tisicky miest ani za miliardu rokov ani pouzitim masivnych
pocitacovych sieti. Aj ked’ v stcasnej dobe eSte nie je znamy algoritmus, ktory by
umoznil rieSenie 'ubovolne velkej okruznej ulohy V realnom case, neznamena to vsak,
Ze sa ojedinele uloha vacsich rozmerov vyriesit' neda. Uvedené tvrdenie je podporené
mnozstvom vyvijanych algoritmov, vytvorenych pocitaCovych programov a vedeckych
¢lankov publikovanych na dant tému. A ak uz nie je mozné najst’ optimalne rieSenie
konkrétnej tlohy, stale sa mozno uspokojit’ s technikami, ktoré poskytni dobré rieSenie
Htakmer vzdy“ apouzit niektory zvykonnych heuristickych algoritmov, a tak
uprednostnit’ ,,prijatelné* arychle heuristické rieSenie pred pomalym algoritmom

zarucujucim dosiahnutie optimalneho rieSenia.

Zaujem o okruzné problémy vyplyva nielen z teoretického hladiska, ale aj
z mnozstva ich praktickych aplikacii, na zéklade ktorych mozno modelovat’ aj zdanlivo
nesuvisiace problémy z mnohych oblasti (kryStalografia, automatizicia, informatika
atd’.). NajfrekventovanejSie st vSak samozrejme priame logistické aplikacie. Okruzny
problém mozno totiz rozsirit mnozstvom dodato¢nych podmienok, atak modelovat
rdzne problémy realneho sveta. Ciel'om dizertacnej prace je rozsirenie zakladnej tlohy
rozvozu s viacerymi strediskami o kooperativne spravanie sa hracov (logistickych
spolo¢nosti) na zaklade teorie hier. V terminologii tedrie hier je koalicia skupina hracov,

ktori spolupracuju pri vol'be stratégii (pri obsluhovani zakaznikov) na zéklade vopred
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uzatvorenej zdavédznej dohody, ¢im dokazu uSetrit znaéné mnoZstvo prepravnych
nakladov. Jednym z cielov tejto zaverecnej prace je nasledna redistriblicia usetrenych
prepravnych nékladov medzi vlastnikov logistickych centier na zaklade teorie
vyjedndvania. Budeme prezentovat’ viacero spdsobov prerozdelenia vyhry vo forme

usporenych nakladov.

Hlavnym cielom dizerta¢nej prace je prezentdcia origindlnych modelov na
rieSenie uloh kooperativneho rozvozu. Jednym z Cciastkovych cielov prace je
formulovanie tychto matematickych modelov Vv jazyku syst¢tmu GAMS. GAMS je
povazovany za jedno z najvykonnejSich softvérovych prostredi umoznujucich zapis

a riesenie tloh matematického programovania.

V prvej kapitole zaverecnej prace poskytneme zakladny prehl'ad publikovanych
poznatkov o rieSenej problematike s dorazom na okruzny problém a jeho rozsirenie o
viaceré strediska (sklady). V tejto kapitole tiez uvedieme niektoré poznatky z oblasti
tedrie hier, ktoré su potrebné k rieseniu kooperativnych okruznych uloh. V d’alsej
kapitole vymedzujeme hlavny ciel’ zdverecnej prace. Cielom predloZenej dizertacne;j
prace je prezentacia a naslednd implementacia novych matematickych modelov na
rieSenie uloh kooperativneho rozvozu. Tretia kapitola obsahuje metodické podklady
pouzivané v Stvrtej kapitole prace. Metodika prace sa tyka predovSetkym vymedzenia
matematickych modelov typickych pre ulohy kooperativneho rozvozu. Dalej obsahuje
formulacie tloh matematického programovania, ktoré umoznuju riesit’ redistribtciu

usporenych nakladov, ktoré vznikni hraCom po vzdjomnej spolupraci.

Podstatnou kapitolou je Stvrta kapitola tejto prace. Je ¢lenena na dve zakladné
Casti. Kedze predpokladom tuspesného exaktného rieSenia okruznych uloh je ich
jednozna¢na matematickd formulécia, v prvej cCasti uvedieme formuldciu modelov
roznych problémov kooperativneho rozvozu spolu s ich zapisom Vv jazyku systému
GAMS (problém kooperativneho rozvozu s homogénnym dopravnym parkom s
predpokladom znovunaplnenia v inom ako vychodiskovom stredisku, problém
kooperativneho rozvozu s homogénnym dopravnym parkom a navratom do svojho
vychodiskového strediska, problém kooperativneho rozvozu s heterogénnym dopravnym
parkom s predpokladom znovunaplnenia v inom ako vychodiskovom stredisku a problém
kooperativneho rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom s néavratom do svojho

vychodiskového strediska). Predstavené modely budeme aplikovat’ najskor na tlohu
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mensieho rozmeru, kde verifikujeme fungovanie kooperativneho spravania hracov, z
ktorého im nésledne vyplyvaju urCit¢ vyhody vo forme usporenych prepravnych
nakladov. Druha cast’ Stvrtej kapitoly je venovand pripadu z realneho Zzivota, ato
konkrétne na tidajoch, ktoré poskytla firma Karlovarské mineralni vody, a. s., ktora je
najva¢sim vyrobcom a distributorom nealkoholickych népojov v strednej Europe.
Hlavnou ulohou je porovnanie situdcie, ked” hraci (vyrobné strediska tejto spolo¢nosti)
navzajom kooperuju a obsluhuju tak zakaznikov aj iného hraca v koalicii, a tak dochadza
k znac¢nej uspore prepravnych nakladov oproti situacii, ked rozvoz uskutociuju

samostatne (nekooperativne spravanie).

Poslednou kapitolou predlozenej prace je piata kapitola. V tejto Casti analyzujeme
doteraz publikované vysledky atieZ prezentujeme vlastné ndzory na skimant
problematiku. Cielom je podriadit prezentované vysledky anédzory konStruktivnej
kritike, kde sa snazime navrhnit’ smery d’alSicho mozného vylepSenia prezentovanych
postupov. Aj ked’ viaceré otazky ostavaji otvorené, snad’ aj poznatky uvedené v tejto

praci buda prinosom v oblasti formulacie a rieSenia okruznych uloh.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma aj v zahranici

Predlozena dizertacna préaca sa zaobera kooperativnym spravanim sa subjektov
Vv pripade rieSenia okruznych tloh. Navrhované modely vychadzaji z modelu problému

rozvozu s viacerymi strediskami s prepojenim na tedriu hier.

1.1  Okruzny problém rozvozu

Pod nazvom Okruzny problém' (dalej len VRP?) sa najcastejSie stretdvame
s rdznymi zovieobecneniami tilohy obchodného cestujuceho (d’alej len TSP2). TSP spolu
s jeho modifikéaciami slazi ako zédkladny model pre odvodenie vSetkych ostatnych tloh
zaoberajucich sa optimalizovanim okruznych dopravnych ciest (Gutin a Punnen, 2007).
Pravdepodobne prva publikacia, v ktorej sa nazov TSP objavil, bola v roku 1949
prezentovana v ¢lanku autorky J. B. Robinson ,, On the Hamiltonian game: A Traveling
Salesman  Problem*.  Systematické skumanie TSP ako kombinatorického
optimalizacného problému vSak odstartovala az praca matematikov Danzinga,
Fulkersona a Johnsona z roku 1954. Pojem ,,okruzné problémy* je tak Casto spajany
S tzv. ,,prejazdom* cez dané miesta, resp. s jeho ,,navStevou* roznych tsekov. Okruzné
problémy zarad’'ujeme medzi zname tlohy opera¢ného vyskumu, pricom ich podstatou je
najst’ optimalnu, to znamena najkratSiu, najrychlejsiu alebo v inom zmysle najmenej
nakladni okruznu cestu, ktora spoéiva v prepojeni urcitého poctu miest. Dantzig
a Ramser (1959) ako prvi predstavili ,,okruzny problém rozvozu®, pricom ich hlavnym
cielom bolo optimalizovanie poctu vozidiel v pripade dodavky benzinu do cerpacich
stanic s minimalnymi prepravnymi nakladmi. Clarke a Wright (1964) zovSeobecnili
formulaciu tGlohy ako tlohy celoé¢iselného linearneho programovania a aplikovali ju
v oblasti logistiky, to znamena, uspokojenie poziadaviek zakaznikov, ktori st
geograficky rozmiesteni okolo centrdlneho skladu, pricom vozidla logistickych
spolo¢nosti maju obmedzenu kapacitu. S tymto problémom sa denne stretava tisice
spolo¢nosti, ktoré sa zaoberaji dodavkou a zberom tovaru, pripadne osob (Crevier a kol.,
2007). NajcastejSie uvazujeme o odberatel’'och tak, Ze zaciatocné aj kone¢né miesto, resp.

sidlo dodavatel’a, je totozné a kazdé miesto spotreby je v okruznej ceste zahrnuté prave

Pod pojmom problém budeme rozumiet’ v§eobecntl formulaciu obsahujiicu parametre, pricom ak mame
konkrétne zadanie parametrov problému, budeme pouzivat’ pojem uloha.

2 Vehicle Routing Problem

3 Travelling Salesman Problem
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raz. Okruzné problémy teda mozno rdzne kategorizovat v zavislosti od cielov
a obmedzeni, ktoré sa vyskytuju v mnohych logistickych a distribu¢nych systémoch.
Existuje teda mnoho kritérii, ktoré¢ vymedzuju konenii podobu konkrétnej okruznej

tilohy ako napr. (Ci¢kova, 2008):

% Cas uspokojenia zakaznikov (bud’ nie je ureny, alebo je dany ¢asovymi oknami,

alebo je pevne urceny),
¢ pocet skladov (jedno alebo viacej),
s typ dopravného parku (homogénny alebo heterogénny),
¢ povaha poziadaviek (stochastické alebo deterministické), pripadne
% typ uskutocnenej operacie u zakaznika (naklad, vyklad tovaru alebo oboje).

Formulaciou najjednoduchs$i okruzny problém je problém obchodného
cestujuceho (TSP). Hlavnym ciel'om je najst’ najkratsiu cestu, tzv. najkratsi Hamiltonov
cyklus, v ktorom su vSetky miesta navstivené prave raz a celkova prejdena vzdialenost’
je minimalna. Ide teda o hl'adanie optiméalnej trasy vozidla, ktoré musi z vychodiskového
bodu navstivit’ dant mnozinu miest a vratit’ sa naspit’ s tym, aby celkové naklady na cestu
boli minimalne. Vo vSeobecnosti su zdkladnymi prvkami okruZnych tloh dopravné siete,
odberatelia, resp. zakaznici, sklady avozidld, pricom najCastejSie uvaZujeme
0 zakaznikoch tak, Ze zaciatocné aj konecné sidlo dodadvatel’a je totozné a kazdé miesto
obsluhy je zahrnuté prave raz. Predpoklada sa, Ze kapacita vozidla je dostato¢ne velka na
to, aby boli splnené poziadavky zdkaznikov. Vo vSeobecnosti vSak existuje vySsi pocet
vozidiel, pricom v pripade objemnejSich komodit je nevyhnutné brat’ ohl'ad na kapacity
vozidiel vzhl'adom na pozZiadavky zdkaznikov. Obsluha zakaznikov pritom nemusi byt
realizovana nielen z jedného, ale aj z viacerych centier. Okruzné problémy tak vo
vSeobecnosti pontkaju moznost’ zohladnenia viacerych obmedzeni, pricom kazdé
z obmedzeni zvycajne komplikuje moznosti rieSenia zodpovedajucej ulohy, ale sucasne
priblizuje uvazované matematick¢é modely poziadavkdm praxe, atym zvySuje ich
vyuzitel'nost’. Jednou z najvyznamnejSich publikécii, ktoré obsahuju prehl'ad zakladnych
variantov rozvozovych tloh vratane metdd ich rieSenia, je zbornik Totha a Viga (2002).

V oblasti logistiky bolo skimanych mnoho modifikécii okruznych dopravnych
uloh (od najjednoduchsej verzie obchodného cestujuceho az po komplexné dynamické

ulohy), pricom zakladné z nich spomenieme. Laporte (2009), Marinakis a Migdales
(2007), Potvin (2009) publikovali viaceré¢ vyskumy ohl'adom rozsireni klasického VRP,
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napr. kapacitna okruzna uloha (Kir, Yazgan, Tuncel 2017), uloha kuriéra (Ci¢kova, a kol.,
2013; Battarra a kol. (2014), okruzna uloha s ¢asovymi oknami (Braysy a Gendreau,
2005), pripadne okruzna tuloha s viacerymi strediskami (Crevier a kol., 2007). Tavakkoli-
Moghaddan a kol. (2006) predstavili okruznia tlohu ako tlohu linearneho programovania
ajej riesenie v pripade najdenia optimalnej trasy vozidla s kapacitnym ohrani¢enim
scielom minimalizacie prepravnych nakladov. Spominani autori predstavili aj
viackriterialne roz$irenie okruznej tlohy s ¢asovymi oknami (Ghanndpour a kol. 2014).
Napriklad okruzna tiloha s rozdelenou dodavkou (SDVRP?) je modifikaciou dopravného
problému, v ktorom je rovnaky zdkaznik obsluhovany r6znymi vozidlami v tom pripade,
ak to vedie k znizovaniu celkovych nakladov. Takato tloha vedie k tuspore celkovej
prejdenej vzdialenosti, ako aj poc€et pozadovanych vozidiel tym, Ze umoziuje rozdelenie
dodavok (Jin a kol., 2008). Hasani-Goodarzi a Tavakkoli-Moghaddam (2012) sktimali
SDVRP s kapacitnym ohrani¢enim v pripade viackriterialneho rozhodovania s cielom
urCenia optimalnej trasy a poctu vozidiel. V redlnych aplikaciach teda uvazujeme skor
S viacerymi typmi optimalizacnych kritérii, ako napr. maximalizécia zisku, minimalizacia
nakladov, minimalizicia poctu vozidiel, maximalizdcia uspokojenia poziadaviek

zakaznikov a pod (Labadie a Prodhon, 2014).

Bolo dokéazané, ze okruzny problém je kategorizovany ako NP-tazky problém
(Bodin a Golden, 1981), ¢o znamena, Ze vypoctova zlozitost rastie s vel'kost'ou vstupov.
Pojmy ako vypoctova zlozitost' vysvetluje tedria vypoctovej zlozZitosti, ktora je
V sucasnosti pomerne rozvinutou vednou disciplinou. Kym vlastnosti niektorych typov
uloh umoznuju ich optimalne rieSenie aj pre velké rozmery (prikladom su ulohy
linedrneho programovania so spojitymi premennymi), rieSenie niektorych uloh
(napr. va¢sina kombinatorickych tloh) je uz jednoznaéne ovel’a zlozitejSie a identifikacia
optimalneho rieSenia pre Glohy velkych rozmerov nie je mozna ani vyuzitim sicasnej
najvykonnejsej vypoctove] techniky. Kedze z podstaty tychto problémov vyplyva
nemoznost’ ich vyrieSenia exaktnymi metodami pre ulohy vel'kych rozmerov, je zvycajne
potrebné na ich vypocet pouzit’ heuristické metddy, pomocou ktorych je najdené nejaké
prijatelné, t. j. suboptimalne rieSenie. Z predchadzajuceho textu vyplyva, Ze rieSenie
takychto typov uloh je v stcasnosti mozné predovSetkym vyuzivanim rozsiahlych

pocitacovych sieti. Mnoho odbornikov, najmd z oblasti opera¢né¢ho vyskumu,

4 Split Delivery Vehicle Routing Problem
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matematiky, pripadne umeleckej inteligencie, venuju svoju pozornost’ prave najdeniu
rieSenia okruznych uloh a ich modifikacii. Existuje mnoho publikécii, ktoré vyuzivaju
tieto poznatky pri aplikovani a testovani réznych algoritmov na rieSenie réznorodych

typov VRP (Yousefikhoshbakht a kol., 2013).

Ako uz bolo uvedené, existuje trieda problémov, kde na rieSenie zodpovedajtcich
uloh nie je znamy algoritmus pracujuci v polynomidlnom case, avSak existuje
nedeterministicky algoritmus, ktory pri spravnom vybere umozni ich rieSenie v tomto
Case (nedeterministicky algoritmus sa liSi od deterministického tym, Ze v niektorych
krokoch vypoctu sa mozno I'ubovol'ne rozhodnut’ pre niektory z niekol’kych postupov).
Triedu tloh, ktoré mozno riesit nedeterministickym polynomialnym algoritmom,
oznadujeme ako triedu NP°. Rozne optimaliza¢né tilohy, ¢i uz z triedy P, alebo NP boli
dlho riesené pomocou dnes uz ,klasického* matematického aparatu, ktory je zalozeny na
matematickej analyze alebo na réznych numerickych metdédach. Metddy na rieSenie
okruznych uloh mozno c¢lenit podla toho, ¢i metdoda poskytuje optimalne, alebo
suboptimalne rieSenie danej Glohy na tri zdkladné skupiny (Janacek, 2003; Uncovsky,

1991):

1. exaktné, resp. kombinatorické — vysledkom je optimélne rieSenie, z dovodu
vypoctovej zlozitosti okruznych uloh su vSak zvyc€ajne pouziteI'né len pre niektoré
jednoduchsie modifikacie. Ako priklad tohto druhu metdéd mozno uviest’ uplnu
enumerdciu, neuplni enumerdciu (Ruiz akol. 2004), metodu vetiev a hranic
(Valle akol., 2011), metodu vetiev arezov (Mitchell, 2011) ¢i dynamické
programovanie,

2. heuristické — nezaru€uju ziskanie optimalneho (niekedy ani pripustného rieSenia),
ale poskytuju Casto dobré rieSenie v pripadoch, ked’ vypocet exaktného rieSenia
nie je mozny. Mo6zu byt’ tieZ vyuzivané na ndjdenie vychodiskového rieSenia, na
ktoré potom aplikujeme exaktné algoritmy s cielom ndjst’ optimalne rieSenie.

3.  kombinované — povodna uloha je zvyCajne dekomponovana na rézne podulohy,
zZ ktorych niektoré su rieSené exaktnymi metddami a niektoré pouZzitim heuristik.
Vel'mi Casto nachadzaju kvalitné rieSenia takych uloh, kde klasické metddy
zlyhévaji. Pomerne silni podmnoZinu tychto algoritmov tvoria tzv. evolucné

algoritmy.

> Nondeterministic Polynomial
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S posledne uvedenymi metdédami mozno uviest’ d’alSiu klasifikaciu metdd rieSenia
optimaliza¢nych tloh, a to: klasické heuristiky a moderné heuristiky, resp. metaheuristiky.
Metaheuristiky sa objavuju len v poslednych desatrodiach. Zacali sa vyvijat’ na poli
umelej inteligencie. Dovodom, preCo venujeme popri existujucich analytickych
pristupoch a numerickych metdédach pozornost’ aj metodam umelej inteligencie, je to, Ze
ich mozno pouzit’ aj na rieSenie takych uloh, ked’ klasické optimalizacné techniky
zlyhavaju alebo nie su zname a existujuce algoritmy nemaji dobré matematické vlastnosti
(st nestabilné numericky alebo vzhl'adom na vstupné udaje). Ukazalo sa, Zze v mnohych
pripadoch st rieSenia prostrednictvom metaheuristik lep$ie v porovnani s heuristikami,
pricom c¢asova naro¢nost’ vypoctu je zvycajne akceptovatelnd. Metddy pouzitia
metaheuristik tykajacich sa dopravnych Gloh prehl'adne sumarizuje napr. (Sze a Tiong,
2007). ZvySujici sa zaujem o metaheuristiky dokumentuje mnoZstvo svetovych
publikacii, napr. sweep algoritmus prezentovany v (Wang a Lu, 2009), mrav¢i algoritmus
aplikovany v (Russell a Urban, 2008; Brezina a Ci¢kova, 2011), samoorganizujuci sa
migraény algoritmus (Ci¢kova a kol. 2013), pripadne hybridny mravéi algoritmus v

(Zhang a Tang, 2008).

Za skupinu evoluénych technik spomenieme napr. genetické algoritmy na rieSenie
problému rozvozu, ktoré boli diskutované v Choi a Tcha, 2007; Baker a Ayechev, 2003,
tabu search algoritmy (Leung a kol., 2011), vyuzitie neurénovej siete prezentuji napr.
(Zhang aTang, 2007) apod. Evolu¢né algoritmy svojim principom patria medzi
algoritmy prehladavacie, t. . pracuji na principe postupného prehladavania mnoziny
pripustnych rieSeni s cielom identifikovat extrém optimalizovanej funkcie, pricom
pouzivaji deterministické aj stochastické principy. Okrem deterministického principu,
ktory zvyCajne vychadza zo zachovania kvalitnej Casti rieSenia, vyuZivaju aj zlozku

stochastick, ¢o sa zvyc€ajne prejavi ndhodnou modifikéciou urcitej Casti rieSenia.

1.2 Okruzna uloha s viacerymi strediskami

Okruzné ulohy mozno vyuzit' v réznych aplikaénych oblastiach. Prirodzenou
modifikéciou ulohy rozvozu (Fabry, 2006) je prijatie predpokladu o existencii viacerych
stredisk v dopravnom systéme, €o reprezentuje uloha rozvozu s viacerymi strediskami

(dalej len MDVRP®), v ramci ktorej je zdkaznik obsluhovany vozidlami z réznych

& Multi-Depot Vehicle Routing Problem
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stredisk (vrcholov) dopravnej siete (Irnich, 2000). Okruznu ulohu s viacerymi strediskami
chapeme tak, Ze kazdé vozidlo vychadza z mnoziny viacerych stredisk, pricom jeho trasa
musi koncit' v tom istom stredisku (Chavez akol., 2016). Poziadavka kazdého zo
zékaznikov moze byt pritom uspokojend viac ako jednym dopravnym prostriedkom,
priCom casty je aj pripad, ked poziadavka zékaznika presahuje kapacitu vozidla
(hromadné prepravy). Inou modifikaciou je pripad, ked je vyhodnejsie (lacnejSie)
navstivit' jedného zakaznika viac ako raz. V teorii sa Casto predpokladd homogenita
dopravného parku (okruzné ulohy s homogénnym dopravnym parkom), v praxi je vSak
bezny skor pripad odlisSnych vozidiel s réznou kapacitou, inym vekom a d’al§imi inymi
ohrani¢eniami (okruzné ulohy s heterogéennym dopravnym parkom), kde uc¢elom nie je len
minimalizacia celkovej prejdenej vzdialenosti, ale aj minimalizacia celkovych
prepravnych nakladov vozidiel (Burchett a Campion, 2002). Kazdy sklad ma prideleny
ur¢ity pocet vozidiel, pricom cielom je obsluzit mnozinu zdkaznikov s minimalnymi
nakladmi tak, aby sa kazdé vozidlo po obsluhe vratilo spat’ do svojho vychodiskového
skladu. RieSenie ulohy s viacerymi strediskami je vyuziteIné napriklad v réznych
systémoch distribucie tovaru, v ktorych si zdkaznik priamo vytvori objedndvku a td mu
je =zasland zniektorého =z distribuénych skladov, ktory disponuje pozadovanym
mnozstvom tovarom. Existujui aj r6zne modifikacie tohto problému, ako napr. okruzna
Giloha s viacnasobnym vyuzitim vozidiel (MVRP), kde je mozné priradit jednému
vozidlu viacero trds obsluhy. Ak po skonceni obsluhy zakaznikov nie je poZadovany
navrat vozidla do vychodiskového skladu, ide o otvorenu tulohu rozvozu, ktorej
pozornost venovali Wang a kol. (2006) a vo svojej publikéacii prezentovali rozne

heuristické metody jej rieSenia.

MDVRP bol prvykrat diskutovany v (Tillman, 1969), priCom moZnosti jeho
rieSenia su prezentované v (Wahyungsih akol., 2015). Laporte (1988) sktimal
asymetricka verziu MDVRP v pripade obmedzeni v podobe kapacitného ohraniCenia
a maximalnej hranice dosiahnutych nakladov. Taktiez Crevier a kol. (2007) predstavili
roz$irenie MDVRP aj s najdenim jeho optimalneho rieSenia, v rdmci ktorého sa vozidla
mozu znovunapliiat’ v tzv. ,,medziskladoch® pozdiz ich trasy a usetrit tak prepravné
naklady. Matematickym modelom MDVRP sa d’alej venovalo viacero vyskumnikov,

napr. Tavakkoli-Moghaddan a kol. (2010) navrhli novy integrovany matematicky model
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viackriteridlnej ulohy MDVRP, Adelzadeh a kol. (2014) prezentoval heuristickti metodu
rieSenia takejto ulohy s heterogénnym parkom a Guezouli a Abdelhamid (2017)
uvazovali kapacitné a ¢asové ohraniCenie ulohy pricom zvazili existenciu roznych typov
vozidiel (s odlisnou kapacitou a nakladmi) a viacerych skladov. MDVRP s ¢asovymi
oknami bol Studovany Li akol. (2016), pricom analyzu réznych algoritmov rieSenia
takychto typov uloh prezentovali vo svojom prispevku Giosa a kol. (2002). Liu a kol.
(2010) navrhli model matematického programovania kapacitnej MDVRP, v ktorom sa
zamerali na minimalizaciu pohybu prazdnych vozidiel na trase. Shankar a kol. (2014)
uvazovali s viacerymi parametrami a ohrani¢eniami ulohy MDVRP, ako su napr.
poziadavky zakaznikov, pripadne Cas obslizenia, ¢as Cakania, kapacita vozidla, typ
vozidla, existencia viacerych stredisk, obedné prestavky vodicov, dopravné obmedzenia
na cestach apod. Chavez akol. (2016) diskutovali a analyzovali ulohu MDVRP
S rozvozom a zvozom, pricom do tejto kategorie zarad’ujeme mnozstvo problémov, ktoré
spaja skuto¢nost’, ze zadané poziadavky su definované miestom vyzdvihnutia (pickup)
amiestom dorucenia zasielky (delivery), pripadne miestom vylozenia osdb (Battara
akol.,, 2014). Periodicky MDPVR s terminom dodania a ¢asovymi oknami a jej
uplatnenie v distribu¢nej spolo¢nosti ako tUlohu zmieSaného celociselného
programovania uviedli vo svojej publikacii Cantu-Funes a kol. (2018). Aras a kol. (2011)
navrhli matematické formulacie selektivneho MDVRP, pricom Karakati¢ a Podgorelec
(2014) hl'adali najmenej nakladnt trasu v rozSirenej Ulohe rozvozu pridanim dalSich

externych skladov pozdiz trasy.

Z dovodu vypoctovej zlozitosti najdenia optimalneho rieSenia aj v tomto pripade
mnoho autorov uprednostiiuje heuristické a metaheuristické metdody pred tymi
exaktnymi, ktoré sa vyuzivaji skor na rieSenie uloh malych rozmerov (napr. v Contardo

a Martinelli, 2014; Baldacci a Mingozzi, 2009).

Viackriterialnu tlohu MDVRP formulovali aj Lahyani a kol. (2018), kde na
jednej strane optimalizovali fixné nédklady vozidla a na druhej strane variabilné néklady
trasy, pricom na rieSenie uloh mensich rozmerov uviedli algoritmus metody vetiev
arezov. Napr. Prescott-Gagnon a kol. (2014) vyvinuli r6zne heuristiky pre MDVRP
v ropnom priemysle. Mirabi a kol. (2010) a Ho a kol. (2008) prezentovali hybridnu
heuristiku na vyrieSsenie MDVRP s ciel'om minimalizovat’ celkovy ¢as obsluhy vozidla.
Carlsson a kol. (2009) predstavili heuristické metody riesenia min-max MDVRP. Dondo

a Cerda (2007) sa venovali optimalizacii MDVRP s ¢asovymi oknami a heterogénnym
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parkom na zdklade analyzy zhlukovania, ¢im prepojili heuristicky algoritmus
s optimalizaciou. Jeden z metaheuristickych algoritmov je tabu-search algoritmus
diskutovany v Cordeau a Laporte (2001). Pociatocné rieSenie sa ziskava priradenim
zékaznika k najblizSiemu skladu, pricom optimélne rieSenie je generované pre kazdy
jeden sklad na zaklade zametacieho algoritmu. Tento algoritmus d’alej pouzili Alonso
a kol. (2008) na rieSenie periodickej ulohy rozvozu s viacndsobnym trasovanim vozidiel.
Nagalakshmi a Gangadharan (2017) navrhli optimalizaciu ciela minimalizovania
nakladov dynamického MDRVRP na zdklade mravcieho algoritmu. Algoritmus rojenia
Castic bol v pripade MDVRP prezentovany v (Ezugwu akol., 2018). Kombinacii
nahodnych procesov a metaheuristik sa venovali Juan a kol. (2012). Montoya a kol.
(2015) predstavil uplny prehl’'ad vedeckej literatary tykajiicej sa MDVRP, kde komplexne

analyzovali jednokriteridlnu a viackriteridlnu MDVRP a algoritmy ich rieSenia.
1.3 Teoria hier ako nastroj rieSenia kooperativnych dopravnych uloh

Predlozena zéverecnd praca je zamerand na alokaciu usporenych nakladov, ktoré
vznikli zo vzajomnej spoluprace medzi logistickymi spolocnost’ami. Jednou z moznosti
rieSenia takejto ulohy je prepojenie dopravnych uloh s teériou hier (Vidovic a kol. 2011).
Teoria hier je vedny odbor, ktory sa zaobera rieSenim prevazne konfliktnych
rozhodovacich situdcii zahfiiajucich viac nez jeden subjekt (jednotlivci, firmy, Staty,
politické strany a pod.), pricom predpoklady a pravidla konfliktu (hry) st presne
definované. Myerson (1991) definoval podstatu tedrie hier ako Stidium konfliktov
a vzajomnej spoluprace v podobe matematickych modelov medzi inteligentnymi
racionalnymi rozhodujiicimi sa subjektmi. Jednotlivé subjekty nazyvame tiez hrami.
Konfliktna situdcia (konflikt) je taka rozhodovacia situacia, ktord vyhovuje tymto

podmienkam (Pesko, 2004):

e pocet ucastnikov konfliktu je konecny,

e kazdy ucastnik konfliktu poznd mnozinu vsetkych svojich rozhodnuti (stratégii)
a mnoziny rozhodnuti svojich stiperov a

e kazdy ucastnik konfliktu vie ocenit’ svoje rozhodnutie vzh'adom na rozhodnutie

svojich staperov.
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Teoria hier poskytuje v§eobecné matematické metddy na analyzu situdcii, v ktorych
dvaja alebo viaceri jednotlivci robia rozhodnutia, ktorymi sa vzajomne ovplyviiuju

(Myerson, 1991). Rozoznavame tieto druhy konfliktnych situacii (Pesko, 2004):

e Antagonisticky konflikt. Ak sa konfliktu za¢astiuju 2 inteligentni G¢astnici a volia
svoje stratégie tak, aby si zabezpecili maximalne vyhry, pricom vyhra jedného
ucastnika ide na tkor druhého ucastnika (spolocenské hry, vojensky konflikt).

e Neantagonisticky konflikt. Konfliktu sa zicastiiuju najmenej 2 ucastnici, priCom
ich zdujmy nie s v priamom protiklade. Vyhra jedného tcastnika nie je prehrou
iného ucastnika hry. Ak ucastnici mézu uzatvarat' zavdazné dohody o svojich
rozhodnutiach  hovorime o kooperativnej  tedrii. Ak dochadza aj
k prerozdelovaniu  vyhier ucastnikov hovorime o kooperativnej  teorii
S prenosnou vyhrou. Ak vsak vyhry nie je mozné znovu prerozdelit’, hovorime

0 kooperativnej teorii s neprenosnou vyhrou.

Historicky prvy pokus o odvodenie spravania sa hracov v strategickej situacii
pravdepodobne uviedol franctizsky filozof, ekoném a matematik A. Cournot (1838). Vo
svojom diele ,, Vyskumy o matematickych principoch tedrie bohatstva* sa zaobera
podrobnou analyzou monopolu, skiima vplyv réznych foriem dani a poplatkov na prijem
vyrobcov a zdkaznikov. Cournot zostavil prvy matematicky model oligopolu, ktory
z pohl'adu tedrie hier predstavuje nekooperativnu hru s nekonecnym poctom stratégii. To
znamend, Ze niektoré zakladné myslienky teodrie hier sa aplikovali uZz od 18. storocia,
avSak tedrii hier ako samostatnej vednej oblasti za zacala venovat’ pozornost” az od prve;j
polovice 20. storocia ato na zdklade rozvoja matematickej tedrie a ekondmie (Borel
1921; Dimand, M. a Dimand R., 1996). Za jedného z vyznamnych zakladatel'ov tedrie
hier moZno povaZzovat' Johna von Neumanna, ktory poc¢as svojho pdsobenia publikoval
mnoho prac v suvislosti s tedriou hier a ekonomickym spravanim. Von Neumann
a Morgenster (1944) polozili axiomatické zaklady teorie hier v pripade kooperativneho
spravania sa subjektov. V tejto praci tiez sumarizujii a doplnajii doposial ziskané
poznatky a upozoriiuji na pribuznost’ analyz strategickych hier s analyzami konfliktnych
situacii v ekondmii. Po vydani tejto knihy sa matematicka tedria hier po prvykrat zacina
chapat’ ako samostatna disciplina aplikovanej matematiky a zac¢ina sa rychlo rozvijat’.
Vyskumnici sa uz niekol’ko rokov snaZia prostrednictvom Stidia kvantitativnych
modelov pochopit’ konfliktni situéciu a spolupracu medzi jednotlivymi hra¢mi, o

dokazuje mnozstvo publikovanych prac z tejto oblasti. V pitdesiatich rokoch 20. storocia

~20~



sa teoretické modely tedrie hier zacali pouzivat’ v ekonomickej tedrii a politoldgii.
V oblasti psychologie sa metody teodrie hier pouzivali vo vyskume l'udského spravania
v experimentalnych hrach. V roku 1970 sa teoria hier vyuzivala ako néstroj v evolucnej
biologii. Nasledujuce roky ovladli teoretické modely hier mikroekonomicku teoriu,
pri¢om sa vyuzivaju aj v mnohych inych oblastiach ekonomiky a inych spolocenskych
vedach. Cenu Svédskej risskej banky za ekonomické a pravne vedy na pamiatku Alfreda
Nobela za ekondmiu v oblasti teorie hier ziskali John C. Harsanyi, John F. Nash, Reinhard
Selten (1994). Nash dokazal, Ze mo6zu existovat’ aj také vysledky, z ktorych budu
profitovat’ vSetci Gi€astnici konfliktu. Harsanyi rozpracoval Nashovo chapanie ekvilibria
s Uplnymi informaciami na pripady s asymetrickymi informaciami. Selten spresnil, ktoré
mozné stratégie maju ucastnici sporu zohl'adnit’ a ktoré nie. Toto posunulo modely tedrie
hier smerom k praktickému vyuzitiu. Selten je tiez spoluzakladatelom experimentalne;
ekonomie. To, Ze teodria hier je stale v centre vedeckého zaujmu potvrdzuju aj d’alsi
laureati, ktori ziskali cenu §védskej banky z oblasti tedrie hier, a to Mirrless a Vickrey
(1996) za zakladné prispevky k ekonomickej tedrii pri r6znych stupnioch informovanosti
ucastnikov trhu, Schellling a Aumann (2005) za zvySené porozumenie konfliktom a
spoluprace a Shapley a Roth (2012) za teoriu stabilnych trhovych alokacii a prakticky
navrh trhov. V roku 2017 dostal spominanu cenu aj Richard Thaler za svoj prispevok k

behavioralnej ekondmii.

Modely konfliktnych rozhodovacich situdcii, v ktorych nie je pripustny vznik
koalicie, nazyvame nekooperativnymi hrami. V opacnom pripade hovorime
0 kooperativnych alebo koalicnych hrach. Hra je kooperativna, ak hra¢i maji moznost’
vytvorit’ medzi sebou urcité zvizky, tzv. koalicie. V takomto druhu hier sa od hracov
vyZaduje dodrzanie tychto ich zavédzkov. V nekooperativnych hrdch sa takéto zaviazky
nedodrziavaju. Délezitym faktorom podmienujucim kooperativne spravanie je to, Ze jeho
realizovanim tUcastnici zvySuju dosahované zisky alebo asponn pravdepodobnost’ ich
dosiahnutia vo¢i nekooperativnym stratégiam. Pozitivne Uc¢inky vytvorenia koalicie
zalozene] na zavdznych dohodach skuma tedria kooperativnych hier. Teoriu
kooperativnych hier mozZno v ramci teorie hier definovat’ ako ,,tedriu, ktora sa zaobera
predovsetkym koaliciou hracov, ktory skoordinuju svoje cinnosti nato, aby dosiahli dalsie
vyhody*“ (Branzei a kol. 2008). John Nash povazoval kooperativnu a nekooperativnu
teoriu hier za komplementarnu cestu rieSenia rovnakého problému. O d’al$i vyznamny

pokrok v oblasti tedrie hier sa zasluzil prave John Nash, ktory nasiel navod na to, ako
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riesit’ zlozitejSie hry. V tychto rokoch Nash definoval tzv. ,,Nashovu rovnovahu‘, ktoru
povazujeme za vyznamny milnik v dejindch teodrie hier. Nash stanovil dalSie
metodologické postupy, pri¢om analyzoval moznosti kooperativnych a nekooperativnych
hier. Jednou zo zakladnych vlastnosti Nashovej rovnovahy je skuto¢nost’, ze v jednej hre
moze existovat viac rovnovaznych stavov, ktoré moZu nastat’ s rovnakou
pravdepodobnostou. Toto kritérium je dostatocne univerzdlne a umoznuje analyzu
kooperativnych aj nekooperativnych hier. V roku 1953 publikoval L.S. Shapley svoju
Stadiu, v ktorej prezentoval d’alsie vysledky k tedrii hier, ako napr. analyzy modelov
volieb, stochastickych hier a pod. V pripade viackriterialneho rozsirenia tedrie hier bol
po prvykrat predstaveny koncept D. Blackwella (1956). Rozdiel medzi viackriteridlnou
a klasickou hrou v normalnom tvare je, Ze v klasickej hre ma kazdy hra¢ iba jedno
kritérium (jednu funkciu platieb) k ohodnoteniu zisku z hry, zatial’ ¢o vo viackriterialne;j
hre moze mat’ hra¢ l'ubovolny pocet kritérii (funkcii platieb), ktoré st navzijom
neporovnatelné. V roku 1972 bol zalozeny &asopis s nazvom ,.Zurndl teérie hier
a postupom Casu sa zacala teoria hier uplatiiovat’ aj v inych oblastiach ako napr. politika,

informatika, doprava a pod.

V poslednych 50 rokoch sa teda zaujem o implementaciu tedrie hier do réznych
oblasti stale zvySuje. V ekonodmii sa pouziva ako napriklad néstroj na analyzu a predikciu
spravania sa firiem na trhu, pripade sa pouziva ako néstroj na pochopenie spravania sa
zamestnancov (pripadne riaditel'ov) vo firmach. Baniak a Dubina (2012) analyzuje hru
medzi manazérom (riaditel'om) a zamestnancom, pricom cielom je definovanie planu,
vV ktorom sa hl'ada rovnovaha medzi poziadavkami jednotlivych hracov. Wang a Wu
(2008) navrhli vnltroorganizatny model zaloZzeny na zdielani vedomosti v ramci

organizacie.
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2  Ciel prace

Dizerta¢na préca je zamerand na prezentacil novych matematickych modelov na
rieSenie Uloh kooperativneho rozvozu. Vychddzame zo zndmeho problému okruznej
ulohy s viacerymi strediskami, ktory je objektom zaujmu roéznych vyskumnikov
predovsetkym z oblasti operaéného vyskumu a umelej inteligencie. Rastuci zaujem o tto
problematiku dokumentuju aj mnohé vedecké prace, z ktorych niekol’ko sme uviedli

Vv prvej kapitole tejto prace.

Okruzné problémy mozno vo vSeobecnosti formulovat’ ako tlohy bivalentného
programovania. Hlavnym motivom zaujmu o tato oblast’ je nesporne prakticka aj
teoreticka pritazlivost’ danej problematiky. Teoreticky vyznam je dany predovsetkym
vypocétovou zlozitostou uvedenych problémov (trieda NP-tazkych tloh), prakticky
vyznam vychadza najmid zekonomickej motivacie znizovania ndkladov (¢i uz

prepravnych, ¢asovych alebo inak definovanych).

V prvej kapitole sme sa zamerali na stru¢nu charakteristiku okruznych uloh a na
historiu vyvoja réznych metdd na rieSenie ich jednotlivych typov. V oblasti logistiky
a planovania tras ziskavaju velky vyznam prave rdzne modifikéacie uloh rozvozu, kde sa
berd do uvahy rozne dodatocné obmedzenia ako napr. existencia viacerych stredisk,
homogénny alebo heterogénny dopravny park, ohranicenie kapacity vozidiel, prip. Casové
oknd a podobne. Fundamentom optimalizacnych technik st nesporne matematické

modely.

Hlavnym cielom prace je prezentacia novych modelov kooperativnej ulohy
rozvozu a ich implementacia v jazyku syst¢tmu GAMS. Budeme sa zaoberat’ pripadmi
homogénneho a heterogénneho dopravného parku. Zakladnou snahou je vyuzitie tedrie
kooperativnych hier v oblasti okruznych tloh. Vzajomnou spolupracou mozu hraci
(logistické spolocnosti) ziskavat’ urcité vyhody (uSetrené prepravné néaklady), ktoré si
potom medzi sebou potrebujii rozdelit. Ciastkovym cielom je preto prezentacia

a nasledna implementacia roznych metod redistribucie kooperaciou ziskanych benefitov.

Aj ked’ prezentované nové modely kooperativneho okruzného problému spadaji
pod oblast’ bivalentného programovania, v navrhovanych modeloch si vysta¢ime
S linedrnym typom obmedzeni, ¢o Ciastocne zredliiuje moznosti exaktného rieSenia

prisluSnych uloh. Potom mozno pouZit' algoritmy na rieSenie uloh celociselného
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linearneho programovania (MIP®), ktoré st sucastou viacerych softvérovych néstrojov.

Teda aj napriek vypoctovej zlozitosti prezentovanych tloh sa pokusime (s pomocou

vhodného softvérového a hardvérového zabezpeCenia umozinujicom paralelizaciu

vypoctov) prezentovat’ optimalne rieSenia zodpovedajucich uloh. Softvérovym nastrojom

bude profesionalny syst¢ém GAMS?.

Dosiahnutie zakladného ciela je podmienené splnenim ciastkovych cielov.

Uvedieme ich takym spésobom, aby bolo nasledne mozné objektivne zhodnotit’ splnenie

prvotného ciel’a. Ciastkové, resp. druhotné ciele su:

= Vdizertacnej praci poskytujeme teoreticky zaklad pre pochopenie problematiky

kooperativneho rozvozu, priCom sa zameriame na matematické modely aich
kooperativne rozsirenie na zaklade tedrie hier,

implementéacia prezentovanych modelov kooperativneho rozvozu na tlohe
mensich rozmerov,

optimalne rieSenie Uloh kooperativneho rozvozu zaloZenej na redlnom podklade,
to znamend na skutonych udajoch ziskanych z logistickej spolo¢nosti
Karlovarské mineralni vody, a.s.

porovnanie jednotlivych vysledkov rieSenych uloh po zavedeni rdéznych
predpokladov,

prezentacia a ndslednd implementéacia roznych metdd redistribucie usporenych

nakladov, ktoré hraCom vyplyvaji zo vzajomnej kooperacie.

Zuvedeného by mala byt zrejma mozna prakticka vyuzitelnost modelov

kooperativneho rozvozu v oblasti rozvoznych sluzieb v logistickych spolo¢nostiach.

Pouzité modely formulované v jazyku systému GAMS sa vyznacuji univerzalnostou,

¢im poskytuju zaklad pre ich vyuZzivanie v praxi.

8
9

Mixed Integer Programming
General Algebraic Modeling System
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3 Metodika prace a metody skumania

Na dosiahnutie uvedenych cielov prace je nevyhnutné pouzit' urcité
metodologické postupy tykajlice sa rieSenia uloh bivalentného programovania
a kooperaciu podporit’ metodami tedrie hier. V nasej dizerta¢nej praci sme zvolili rieSenie
uloh optimaliza¢nou metddou pouzitim softvéru na optimalizacné vypocty. Ked'ze tlohu
rozvozu zarad’'ujeme medzi NP-tazké ulohy, je narocné dosiahnut’ optimalne rieSenie
v redlnom case, a preto sa Vv niektorych rozmernejSich ulohach uptsta od poziadavky
optimalnosti. Pretoze gro tejto prace st matematické modely, d’alej uvedieme pouzivanu

terminologiu.

Pod problémom budeme chéapat’ vSeobecnii formulaciu, ktord obsahuje urcité
parametre. Konkrétne zadanie tychto parametrov, t. j. zadanie vstupnych dat, budeme
nazyvat tlohou. Pod modelom rozumieme matematicky zapis opisujuci vybrany
problém. Cielom je najst rieSenie konkrétnej ulohy. Uspesnost rieSenia zavisi od
presnosti prenesenia podstatnych skutocnosti do vytvoreného modelu, uréeni parametrov
ulohy a tiez od stanovenia vhodného sposobu (algoritmu) rieSenia. Kym vlastnosti
niektorych typov tloh umoziuja ich optimalne rieSenie aj pre velké rozmery (prikladom
st ulohy linearneho programovania so spojitymi premennymi), rieSenie niektorych tloh
(napr. vac¢sina kombinatorickych tloh) je uz jednoznaéne ovela zlozitejsie a identifikacia
optimalneho rieSenia pre ulohy velkych rozmerov nie je zvy€ajne mozna ani vyuZitim

stcasnej najvykonnejsej vypoctovej techniky.

V zavere¢ne] praci pontikneme exaktné rieSenie novych uloh kooperativneho
rozvozu. RieSenie optimalizacnej ulohy mozno vo vSeobecnosti rozdelit’ na takéto etapy

(Cickova, 2013):

1. Identifikdcia problému ajeho vlastnosti, definovanie ciela, vyber faktorov

a obmedzujucich podmienok.

2. Tvorba modelu, vytvorenie funkéného modelu (analyza poziadaviek, analyza
informacii, stanovenie kritéria, stanovenie variantov) a datového modelu

(zistovanie udajov).
3. Konstrukcia suvisiacich uloh.
4. Hladanie metdd a vyber metddy na rieSenie sivisiacich loh.
5. Najdenie, resp. tvorba zodpovedajuceho algoritmu na rieSenie suvisiacich uloh.
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6. Vyber programu na rieSenie suvisiacich uloh a ich rieSenie.

7. Verifikacia samotného modelu.

8. Simulacie realizované na tlohe (simulacie predovsetkym extrémnych pripadov).
9. Interpretacia ziskanych vysledkov a prijatie rozhodnutia.

10. Realizécia prijatého rozhodnutia.

Nevyhnutnym predpokladom uspesného riesenia konkrétnej utlohy je jej jasna
a jednoznacna formulacia a tiez ujasnenie ciela, ktory sledujeme jej rieSenim. Potom
nasleduje faza formalizdcie zvyCajne za pouzitia matematickych prostriedkov
(matematickym modelom). Formalizovanie konkrétnej ulohy spravidla vyzaduje nielen
adaptaciu Standardnych postupov, ale aj individudlny pristup, kde treba identifikovat’
zodpovedajuci, resp. vytvorit novy typ modelu. Nasledne analyzujeme r6zne moznosti
rieSenia danej Ulohy z pohl'adu jej vypoctovej zloZitosti. Od zvoleného algoritmu zavisi
kvalita ziskaného rieSenia, pricom treba zohladnit’ existujice vypoctové moznosti

(softvérové, hardvérové a Casové).

V Stvrtej kapitole tejto zaverecnej prace predstavujeme optimalizacné modely pre
kooperativnu ulohu rozvozu shomogénnym a heterogénnym parkom, pricom
prezentované modely kooperativnej tlohy rozvozu st navrhnuté tak, aby ¢o najviac
zobrazovali praktick(l aplikaciu v redlnom Zivote. Prezentované matematické modely
vychadzaju zo znamej Ulohy rozvozu z dostupnej literatiry, alebo boli prezentované
v publikcii autorov Pekéar, Brezina, Citkova a Reiff av prispevkoch Cickovej
a Figurovej (Figurova a Ci¢kova, 2017, 2018a, 2018b, 2019). V nasledujiicom texte
predstavime matematicky model Uloh rozvozu s viacerymi strediskami, ktory je
vychodiskom pri vytvarani novych modelov kooperativneho rozvozu. Kooperativnu

situdciu modelujeme na zaklade tedrie hier.

V okruznej lohe kooperativneho rozvozu predpokladame existenciu viacerych
skladov, ktorych vlastnikov povazujeme za hracov. Tito hrafi potom na zéklade
zéviaznych dohod navzéajom spolupracuju, ¢o moze viest’ k uspore prepravnych nakladov.
K spolupraci dochddza po vytvoreni koalicii, ¢i uz pri vzdjomnom vyuzivani vozidiel
alebo skladov pri obsluhe zakaznikov. V tomto pripade plyni zo spoluprice urcité
benefity vo forme usporenych prepravnych nakladov (€0 v naSom pripade povazujeme za

,vyhru®), ktoré chceme nasledne prerozdelit’ medzi jednotlivych hracov.
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Jednym z cielov tejto zaverecnej prace je redistribucia usetrenych prepravnych
nakladov medzi jednotlivych hrac¢ov (vlastnikov logistickych centier) na zdklade tedrie
vyjedndvania. Preto v tejto kapitole prezentujeme spdsoby prerozdelenia vyhry, ktoré
budeme nasledne modifikovat’ a aplikovat’ na vysledky v empirickej ¢asti tejto zavereénej

prace.

3.1 Teodria kooperativnych hier

Pri kooperativnych konfliktoch predpokladame, ze hra¢i maju moznost’ uzavriet’
zavdznu dohodu a mézu vzijomne spolupracovat. To urobia vtedy, ked’ je pre nich
spolupraca vyhodn4, teda pokial’ maju vSetci ucastnici konfliktu vacsiu vyhru, ako keby
nespolupracovali. Potreba kooperovat’ na trhu moze byt odlisna pre rozne subjekty, avsak
hlavnymi ciel'mi je zvy€ajne rozSirovanie trhov, ziskanie konkuren¢nej vyhody alebo
poznatkov v podobe know-how. Teoriu kooperativnych hier mozno v ramci tedrie hier
definovat’ ako ,tedriu, ktora sa zaobera predovsetkym koaliciou hracov, ktori
skoordinujui svoje cinnosti tak, aby dosiahli dalsie vwhody* (Branzei a kol., 2008).
V terminoldgii tedrie hier je koaliciou skupina hracov, ktori spolupracuju pri volbe
stratégii na zaklade vopred uzatvorenej zavédznej dohody. Z formalnych dévodov vsak
mozno pripustit’,,prazdnu koaliciu®, t. j. koaliciu, ktorej clenom nie je ani jeden hrac, ako
aj jednoclenné koalicie. Pri analyze kooperativnych hier je vhodné prejst’ od vymedzenia
hry pomocou mnozin stratégii hracov, funkcii platieb a mnoziny pripustnych koali¢nych
Struktar k tzv. hre v tvare charakteristickej funkcie. Dalej sa budeme venovat tzv.

charakteristickej funkcii hry.

Nech P = {1,2,...n} je mnozina hracov. Charakteristickou funkciou hry v(S)
s mnozinou hrac¢ov P nazveme funkciu v definovanu pre vSetky podmnoziny S € P, ktora

ma tieto vlastnosti:

v(@) =0 (3.1
v(S;US,) = v(S;) +v(S,) (3.2)

pre vSetky disjunktné dvojice S; a S, (51,5, < P). Dvojica (P, v) charakterizuje
kooperativnu hra n hrac¢ov v tvare charakteristickej funkcie.

Charakteristickd funkcia prirad'uje kazdej koalicii S € P ¢islo v(S), ktoré
vyjadruje ,,silu* koalicie S. Toto Cislo nazyvame aj hodnota koalicie S. Podmienka (3.1)

vyjadruje, Ze hraci sa nikdy nezriekaju Casti svojich platieb. Z podmienky (3.2) vyplyva,
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ze hodnota koalicie, ktord vznikne zjednotenim dvoch disjunktnych koalicii, neméze byt
mensSia ako sucet hodnot tychto dvoch koalicii, operujiicich samostatne (t. j. ,,sila* celku

nie je mensia ako ,,sila“ jeho ¢asti) (Chobot a kol., 1991).

Kooperativne hry n hracov sa podla pripustnych koali¢nych Struktar ¢lenia na tri

skupiny (Goga, 2017):

1. Prva skupinu tvoria hry, v ktorych st pripustné vsetky koalicné Struktary
s podmienkou, ze ani jeden hra¢ nesmie byt sucasne v dvoch alebo viacerych
koaliciach. Tieto hry sa nazyvaji hrami s volnou disjunktnou koalicnou

Strukturou.

2. 'V druhej skupine su hry, v ktorych su pripustné vSetky koali¢né Struktury, aj takeé,
Vv ktorych jeden hra¢ moéze byt sticasne v niekolkych koaliciach. Tieto hry sa
nazyvaju hrami s volnou nedisjunktnou koalicnou Strukturou.

3. Ak sa mnozina pripustnych koali¢nych struktur sklada z jediného prvku (hraca),
ide o hru s fixovanou koalicnou Strukturou. Takéto hry analyzuje nekooperativna
teoria hier, pricom jedina pripustna koali¢na Struktira ma tvar ({1}, {2}, ..., {n}).
Ak hrac¢i moézu tvorit’ vacsi pocet koali¢nych Struktur, ide o hru s premenlivou

koalicnou Strukturou.

Z uvedenych skupin je v kooperativnej tedrii hier najlepSie teoreticky
rozpracovana skupina hier s volnou disjunktnou koali¢nou Struktirou a s prenosnymi
platbami (Aumann,1964). Priebeh takychto hier spociva v tom, Ze hrac¢i vytvoria nejaka
koali¢nu Strukturu, Clenovia kazdej koalicie sa dohodnii na vol'be spoloc¢nej stratégie,
ktora im zabezpeci ¢o mozno najvysSiu thrnnu platbu koalicie, a ziskana platbu si po
skonceni hry medzi sebou rozdelia podl'a vopred uzatvorenej zaviznej dohody.

Hru (P,v) nazyvame nepodstatnou, ak pre l'ubovolni dvojicu disjunktnych
koalicii S;,S, € P plati: v(S; US,) = v(S;) + v(S;). V opatnom pripade hovorime
0 podstatnej hre. Mozno dokazat’ (Chobot, 1991), Ze hra (P, v) je podstatna prave vtedy,
ak

v(P) > > v({p)),

pEP
kde  v(P) je hodnota ,,velkej koalicie” vSetkych hracov a

v({p}) je hodnota ,jednoclennej* koalicie, ktord sa sklada z jediného

p-teho hraca.
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Z hladiska kooperativnej teérie su Studované predovsetkym podstatné hry.
V nepodstatnej hre straca vznik koalicii zmysel, t. z. koali¢nou spolupracou nemdze totiz
ani jeden hrac ni¢ ziskat'.

Hru {P, v} nazyvame hrou s kon$tantnym stétom, ak pre kazdé S c P plati

v(S) + v(P —-S) = v(P).

Teraz uvedieme jednu z moznych interpretacii pojmu hodnota, resp. ,.sila“
koalicie. Predpokladajme, Ze sa utvori nejaka neprazdna koalicia S © P. Otazkou je, aka
uhrnna platbu si mézu Clenovia tejto koalicie zabezpecit' bez ohl'adu na to, ako konaju
ostatni hraci. Najmenej priazniva situdcia pre koaliciu S nastane vtedy, ked’ ostatni
ucastnici utvoria jedini protikoaliciu P - SScielom minimalizovat’ thrnnu platbu
koalicie S. Koalicia S moze potom volit’ stratégie tak, aby si zabezpecila maximalnu
uhrnnt platbu proti pre fiu najhorse;j stratégii koalicie P - S. Hodnota kazdej koalicie teda
predstavuje jej garantovani uhrnnu platbu, t. j. platbu, ktori méze vhodnou volbou

stratégii zabezpecit’ hra¢ za najmenej priaznivych okolnosti.

Analyza kooperativnych hier umoziiuje identifikovat’ najpriaznivejsie stratégie
koalicie S, ak sa vSetci Gastnici spravaju racionalne a pontka tak navod na konanie
hracov. Charakteristicka funkcia hry teda implicitne poskytuje informaciu o stratégiach,
ktoré su pre kazdu koaliciu a hodnotach (zaru€enych thrnnych platbach) jednotlivych

koalicii. V suvislosti s analyzou kooperativnej hry najcastejsSie skimame tieto otazky:
a) Kedy ma zmysel uzatvarat’ dohodu?
b) Ako si hraci rozdelia spolo¢ne ziskana vyhru?

Mnozinu prijatelnych rozdeleni nazyvame jadrom kooperativnej hry, pricom

kazdé rozdelenie ma tieto vlastnosti (Chobot a kol.,1991):
e  Hraci si rozdelia celu spolo¢nu vyhru.

e Kazdy z hracov pozaduje aspon tolko, kol'ko by si zabezpecil samostatnym

postupom bez spoluprace s druhym hracom.

Modelovanim konfliktnej situdcie pomocou kooperativnej hry v tvare
charakteristickej funkcie je vysledok ureny dvoma podmienkami, ato vytvorenim
koali¢nej Struktury rozdelenim hracov do jednotlivych koalicii a rozdelenim platieb
hracov vo vnutri kazdej koalicie. V tejto suvislosti vznika otazka: aké vlastnosti maju

spiiat’ koali¢né §truktiry a im zodpovedajiice rozdelenia platieb, ktoré sa daju v uréitom
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zmysle povazovat’ za ,,prijatelné* rieSenia kooperativnej hry? Dve zékladné poziadavky

su tieto (Goga, 2017):

e Prijatel'né* rieSenia (vysledky) by mali vyhovovat’ uritym zdovodniteInym

axidmam racionality.

o Kazdé z ,prijatel'nych* rieSeni (vysledkov) by malo byt stabilné z hl'adiska toho,

ze neexistuju dostatocné motivy na jeho zmenu.

Koali¢né¢ spravanie sa hraCov teda musi sucasne podlichat dohodam o
prerozdeleni vyhier. Je zrejmé, ze takéto dohody musia reSpektovat’ aspoinl tzv. axiomy
racionality. Axiéomy racionality maju niekol’ko foriem. Za zékladné mozno povazovat

axiomy von Neumanna — Morgersterna. Zakladné uvedieme (Figurova a Cickova, 2017):

e axioma individudlnej racionality, t. j. hra¢ musi v koalicii ziskat’ asponl tol'ko,
kol’ko by si zabezpecil individudlnym postupom,

e axioma kolektivnej racionality (paretovskej optimality), t. j. hraci si medzi sebou
rozdelia maximalnu vyhru, ktord mozno v kooperativnej hre ziskat’,

e axiéma koali¢nej racionality (paretovskej optimality), t. j. Ziadna subkoalicia

koalicie S nemoze zabezpecit’ jej Clenom vyssiu platbu ako €lenstvo v koalicii S.
3.2 Kooperativna tloha rozvozu

Prepojeniu tedrie hier s dopravnymi ulohami v pripade kooperativneho
a nekooperativneho spravania sa hracov sa venovalo viacero autorov. Napr. cielom
Takama a Preston (2008) je hl'adanie optimalnej mytnej politiky, pomocou ktorej sa
nasledne zvysuje efektivnost’ cestnej premavky. Bell (2004) vyuZziva modely tedrie hier
na analyzu okruznych uloh a spolahlivosti dopravnej siete, na ¢o nasledne Thomas
a White (2007) predstavili Markovov rozhodovaci proces v nadvdznosti na dynamick
ulohu najkratSej cesty. Hollander a Prashker (2006) sa sustredovali na najdenie
optimalnej politiky v pripade parkovania na zdklade Stackelbergovej hry. Vo
vSeobecnosti predstavuju prepravné naklady velka cast’ prevadzkovych ndkladov
spolocnosti a prave jednym z rieSeni na zniZenie takychto nakladov je spolupraca medzi
jednotlivymi logistickymi spolo¢nostami. Napr. Sterzik akol. (2015) tvrdia, ze ak
namorné spolo¢nosti integruju svoje zdroje a ¢innosti, zlepsia tym svoju situaciu. Jednym
zo spoOsobov spoluprdce je napr. vzijomné vyuzivanie vozidiel (plavidiel) tych

spolo¢nosti, ktoré sa nachadzaji vtom istom pristave, pripadne spolocnosti
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lokalizovanych v roznych pristavoch, ktoré mézu v koalicii navzdjom vyuzivat' svoje
plavidla a tak neprekrocit’ kapacitu. Preto vyuzili ulohu rozvozu s viacerymi strediskami
preformulovanu na kooperativnu ulohu rozvozu, ktora tymto spolo¢nostiam umoziuje

znizit’ svoje néaklady.

V roku 1984 publikoval Robert Axelrod knihu s nazvom ,,Evoliicia kooperacie*
v ktorej dokéazal, ze spolupraca zaloZzend na reciprocite (obojstrannd vzijomna
spolupraca) sa mdze rozvijat’ a udrziavat’ za predpokladu existencie dlhodobej interakcie.
Jeho vyskum je zalozeny na pocitatovych turnajoch stratégii v tzv. opakovanej hre.
Niekol’ko vyskumnikov prijalo teériu kooperativnych hier (dalej CGT?) ako model
spoluprace logistickych firiem, napr. Economides a Silvester (1990) formulovali
a vyriesili okruznu ulohu, V ktorej spoloCnosti medzi sebou spolupracuji s cielom
minimalizovat’ celkové oneskorenie obsluhy zdkaznikov, pri¢om publikovali zédkladné
pristupy teorie hier k rieSeniu kooperativnych, ako aj nekooperativnych dopravnych uloh.
Lozano (2013) a Zibaei a kol. (2016) uviedli vo svojich publikaciach matematicky model
na vycislenie benefitov vyplyvajicich zo zluc¢enia transportnych poziadaviek rozlicnych
firiem. Dokazali, Zze dochadza k znizeniu spolo¢nych prepravnych nakladov prave
z dovodu pouzitia vacsich alebo viacerych vozidiel a zvySeného poctu pripojenych ciest.
Viaceri autori dokazali, ze spolupraca medzi nezavislymi vlastnikmi logistickej siete
moze udrziavat' spolahlivy maximalny prietok. Napr. McCain (2008) sa zameral na
analyzovanie kooperativnych hier medzi organizaciami s ciel'om zvysit’ svoj zisk. Autori
sa zhoduju v tom, Ze prave kooperacia medzi spolo€nost’ami vedie k zniZovaniu nakladov
na prepravu, a teda celkovo méze viest’ k zvySeniu vykonu spolo¢nosti a ich kone¢ného
zisku (Cruijssen a kol., 2007).

V tlohe rozvozu sviacerymi skladmi sa teda domnievame, ze majitelia
jednotlivych skladov st zaroven aj hrd¢mi, ktori chcli spolupracovat’ s ostatnymi
vlastnikmi logistickych skladov s cielom d’alSej minimalizacie svojich prepravnych
nakladov. Minimalne prepravné ndklady ziskame vyrieSenim uloh matematického
programovania z pohl'adu jednotlivych koalicii, ktorych nové matematické modely
prezentujeme v Stvrtej kapitole tejto zaverecnej prace. Uvazujme, ze kazdy z hracov

vlastni iba jeden sklad a ma svojich vlastnych zakaznikov (je mu pridelena vlastna

10 Cooperative Game Theory

31



mnozina zakaznikov, ktorych mé obsluzit’), pri¢om vSak vozidla hra€a mozno vyuzit aj
na obsluhu iného hraca v pripadnej koalicii. Po¢et moznych koalicii je ur€eny vztahom:
2k —1,

kde k je pocet hracov v kooperativnej tlohe.

Na obrazku ¢. 1 mozno vidiet, ze v pripade nekooperativne]j situacie medzi
hra¢mi, moéze vozidlo prislusného skladu obsluzit’ iba jemu pridelenych zakaznikov.
Naopak, v pripade kooperacie medzi jednotlivymi skladmi mézu byt’ zékaznici obsluzeni
nie len vozidlom svojho vychodiskového skladu, ale aj vozidlom iného hraca v danej

koalicii. Takto mozno skratit’ dizku trasy vozidiel, a tym aj celkové prepravné naklady.

Obrazok ¢. 1: Porovnanie nekooperativneho a kooperativneho spravania v okruznej
ulohe

Pred spolupracou Po vytvoreni koalicie

<> Skiad (logisticks stredisko)
O Prideleny zakaznik
Zdroj: Vlastné spracovanie
Kooperativna uloha rozvozu je teda rozSirenim ulohy rozvozu S viacerymi
strediskami pri¢om matematické formulécie tohto problému boli prezentované a skiimané
viacerymi vyskumnikmi. Crevier a kol. (2007) predstavil rozsirenie MDVRP tak, ze
vozidla mézu v ramci trasy vyuzivat' sklady inych logistickych spolo¢nosti tak, aby
naplnili svoju kapacitu pozdiz trasy. Ray akol. (2014) predstavili novii wlohu

matematického programovania snazvom uloha rozvozu s viacerymi strediskami
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a delenou dodavkou (MDSDVRP!) ako tilohu celoéiselného linedrneho programovania.
Autori navrhli mozné rieSenia takejto ulohy v pripade zdielania transportnych
poziadaviek jednotlivych stredisk. Kooperativnej ulohe MDVRP ajej rieSeniu
prostrednictvom evolu¢ného algoritmu sa venuje praca (Bernardes de Oliveira a kol.,
2016). Polacek akol. (2008) predstavili kooperativnu schému na vytvorenie novych

paralelnych variantov algoritmov rieSenia MDVRP s ¢asovymi oknami.

Z uvedeného vyplyva, ze logistické spolo¢nosti ziskavaji vzajomnou spolupracou
obojstranné vyhody (benefity), pricom zakladnou dilemou kooperativnej hry je pre
kazdého hraca vol'ba vhodnej spoluprace. V koaliciach mozu hraci ziskat’ vicsie vyhody,
nez by ziskali samostatnym postupom, pri¢om by si ich mali potom hrac¢i medzi sebou
spravodlivo rozdelit. V okruznej lohe s viacerymi skladmi sa teda domnievame, Ze
majitelia jednotlivych skladov st zaroven aj hra¢mi, ktori chct spolupracovat’ s ostatnymi
hraémi s cielom minimalizovat' svoje celkové prepravné nédklady. CGT vytvara
matematicky ramec pre spravodlivé rozdelenie vyhier (tieto vyhry mozu byt aj vo forme
usporenych nakladov), ktoré plyna hraéovi zo vzajomnej spoluprace. Dalsie aplikacie
CGT sa tykaji oblasti planovania, pripadne tedrie vyjedndvania (Barron, 2013).
Hafezalkotob (2019) kvantifikuje tisporu nédkladov a synergiu ré6znych koalicii v pripade
vzajomne] spoluprace, priCom predstavuje novy kooperativny model agregovaného
problému planovania. Metodu environmentalneho zdielania nakladov v reverznej
logistike vyradenych spotrebic¢ov zalozenych na Shapleyho hodnote predstavili Lu a kol.
(2011). Guajardo a Ronngqvist a kol. (2015) diskutovali 0 modeloch koali¢nej Strukttry
Vv logistike, pricom Hafezalkotob a Makui (2015) navrhli metody rieSenia kooperativnych
hier v logistickych sietach s neurcitost'ou, v ktorych hra¢i medzi sebou spolupracuju, ¢o
nasledne méze viest’ k spolahlivému maximalnemu toku. Dulai a Werner-Stark (2010)
analyzuju tzv. pokroc€ilt spolupracu medzi vozidlami jednotlivych skladov v MDVRP.
V ich publikécii prijimaja zavery, Ze pripadna kooperacia ponuka lepSiu pripravenost
vozidiel na problémy, ktoré vznikaji pocCas vykonavania tras (napr. v pripade poruchy
vozidla, alebo uzavretia cesty), alebo méze viest’ k efektivnejSiemu trasovaniu vozidla
(napr. pripad vzijomného vyuZzivania vozidiel srdéznou kapacitou). Z uvedeného

vyplyva, ze metdédy CGT mo6zu byt pouzité na alokéciu usporenych nakladov medzi

11 Multi-Depot Split Delivery Vehicle Routing Problem
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jednotlivych hracov v koalicii (napr. Zibaei a kol., 2016; Lozano a kol., 2013; Audy
a kol., 2011).

3.2.1 Matematicka formulacia ulohy rozvozu s viacerymi strediskami

Této Cast’ je venovana modifikovanej tlohe rozvozu, ktora predpoklada existenciu
viacerych stredisk, pricom za vychodiskovy model povazujeme matematickt formulaciu
modelu uvedenom v (Pekar a kol., 2012) a model uvedeny v (Zibaei a kol., 2016). Ked'ze
ide 0 modely uvedené v prislusnej literatire, v oboch ponechavame poévodné znacenie.
Prislusné modely su aplikovatel'né v pripade, ze firma disponuje viacerymi centralnymi
skladmi. Pekar a kol. (2012) v modeli prijimaji predpoklady existencie k+1 stredisk,
z ktorych moze vyjst’ jedno vozidlo (alebo vozidlo ostane nevyuzité, t. j. nemusi vyjst’ zo
strediska). Z tychto vychodiskovych stredisk sa potom ocakava obsluha m zakaznikov.
Matematicky model je formulovany v tzv. uplnom, resp. kompletnom hranovo
ohodnotenom grafe G = (V, H). V nasledujiicom texte zhrnieme mnoZiny a parametre

tohto problému rozvozu s viacerymi strediskami.
MnoZiny a parametre:
W =1{0,1, ...k} mnozZina stredisk (skladov);
C ={k+ 1,k + 2,.., m}mnozina zikaznikov(obsluhovanych uzlov),
V=WUC mnozina vSetkych vrcholov grafu (zakaznici a sklady);

d;i, i,j EV,i #j najkratia vzdialenost’ medzi uzlamii a j;

ijs
q;, JEC poziadavka i-tého zakaznika;
9n, h € W kapacita vozidla h-tého skladu.
Premenné:

e v modeli sa pouzivaji binarne premenné x;;(i,j € V,i # j) S tymto vyznamom:

I {1, ak hrana medzi vrcholmi i aj je si¢ast'ou okruznej trasy
© %1/ =10, v opaénom pripade

e a nezdporné premenné u;, i € C reprezentujuce kumulativny naklad vozidla po
dany uzol, pri€om implicitne zahfilame do modelu predpoklad o nulovom naklade
vozidla vo vychodiskovom stredisku.:

©) ui=0,iEW
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Nech H c VxV predstavuje mnozinu hran h;;,i,j € V medzi vietkymi vrcholmi

s
i ], pricom kaZdej hrane h;; je priradené redlne ¢islo d;; nazyvané ako ohodnotenie alebo
tieZ cena hrany h;;. Nech toto hodnotenie reprezentuje najkratSiu vzdialenost’ medzi
uzlami i a j. Kazdy zo zékaznikov so sidlom vo vrchole i,i € C pozaduje dovoz urcitého
mnoZstva tovaru. Vo vSeobecnosti ozna¢me toto mnozstvo ako q;, j € C. Obsluha je
uskutoénena pomocou vozidiel srovnakou alebo roznou kapacitou g, h €W
(predpoklad homogénneho aj heterogénneho dopravného parku). Cielom je urcit
optimalne trasy vozidiel, pri ktorych budu uspokojené poziadavky vsetkych zadkaznikov
(poziadavky zakaznikov buda pritom realizované len v celku, t.j. ak vozidlo obsluzi
zakaznika, bude realizovana jeho celd poZziadavka na rozvoz), pricom V zZiadnej jazde

nebude prekroc¢end kapacita vozidla a celkové prepravné ndklady budi minimalizované.

Teraz prezentujeme matematicky model problému rozvozu s viacerymi

strediskami (Pekar a kol., 2012):

i€V jev

inj:]" ]EC,l:/:] (34)
iev

inj:]" lec,l#—'] (35)
JEV

ZXU <1, iew (3.6)
jec

ul-+qj—g(1—xl-j)Suj, IEV,JEC,i+#] 3.7)
inj =iji, IEV (38)
JEV JEV

Gg<u<g i€C (3.9)

Podmienka (3.4) zabezpecuje, ze ku kazdému zo zakaznikov pride vozidlo prave
raz a podmienka (3.5) zabezpecuje, ze od kazdého zakaznika vozidlo odide prave raz.
Podmienky (3.6) urcuju, ze z kazdého vychodiskového vrcholu vyjde maximalne jedno
vozidlo. Vytvoreniu parcialnych podcyklov (okrem takych podcyklov, ktoré obsahuju
jedno zo stredisk) zabranuje podmienka (3.7) a spolu s podmienkami (3.9) zabezpecuju
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aj podmienku neprekrocenia kapacity vozidiel a bilanciu nakladu vozidla. Obmedzenia

(3.8) zabezpecuju stvislost’ jednotlivych tras.

Teraz predstavime model, ktory bol rieSeny autormi Zibaei a kol. (2016), pretoze
prezentované myslienky budu d’alej rozvijané v kapitole 4 tejto prace. Predpokladajme
viacerych hracov (logistické spolo¢nosti), ktori vlastnia viacero skladov, navzijom
spolupracuju a vytvaraji koalicie S. V porovnani s predchadzajucim sa v tomto modeli
vyuzivaju v niektorych pripadoch iné oznafenia mnozin, parametrov a premennych,

ktoré je nutné ozrejmit’.
MnoZiny a parametre
Ijs) mnozina vSetkych skladov koalicie S;
Jis] mnozina vSetkych zédkaznikov koalicie S;
Kis] mnozina vSetkych vozidiel koalicie S;
P mnozina vSetkych hracov;

Nis)  parameter, ktory reprezentuje pocet zakaznikov v koalicii S;

Cijs) predstavuje prepravné naklady medzi i a j v rdmci koalicie S V situécii
,JEIVU]J;

Vi ozna¢uje maximalnu priepustnost’ skladu i;

d reprezentuje poziadavky zakaznika j;

Qk[s) kapacita vozidla k.

Premenné

e v modeli sa vyuzivaji bindrme premenné x;j[s) € {0,1}, Vi € I,

j E][S],k € K[S]Z

5 _ (1, ak hrana medzi vrcholmi i a j je si¢ast’'ou okruZnej trasy v koalicii S
Xijk[S1 = 1 0, v opaénom pripade

e premenné z;ji5) € {0,1},Vi € I[5},j € Jis:

_ { 1, ak zdkaznik j je obsluZeny skladom i v koalicii S
© Zijisl T o, v opa¢nom pripade,

e premenna Uy [s) je pomocna premennd sliziaca na eliminaciu sub-tour podmienok

na trase vozidla k koalicie S, € J[5), priCom tato premenna je nezaporna:
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o) Ujrk[S] =0, vj' E][S],k € Kig]

Predpokladame, ze méame viacndsobny pocet hracov P, ktori predstavuju
jednotlivych vlastnikov skladov. Hrac¢i kooperujii medzi sebou (vytvaraja koalicie S €P)
vyuzivanim vozidiel ostatnych s cielom minimalizovat svoje cestovné naklady.

Matematicky model kooperativneho rozvozu je takyto (Zibaei a kol., 2016):

mnTCS) = > > > CysFijus (3.10)

i€l S]U] [S] ]EI[S U][S kEK[s

Z Z Xijk = 1, V] E][S] (311)

kEK[S] iEI[S]U][S]

Z d] Z Xijk[Ss] < Qk[S]l Vk € K[S] (312)

jejls] LE€l[5]V] 5]

Uikis] — Ujkgs) + NisiXijis < N — 1, Vi,j € Jis), k € Kig) (3.13)

z z Xijkls] = 1, vk € Kis), (3.19)

iEI[S] ]E][S]

Z Z Xijk[s] — Z Xjik[s] = 0, Vk € K ,LE I U ] (315)

i€][s1 J€][s] I€l[51V][s]

z di Zij[S] < Vi, Vi € I[S] (316)

JeJls]

—Zij[s] + Z Xiuk[s] +xu1k[ s] <1 Vie I ] E] Jk € K[S] (3.17)
uEI[S]U][S]

z 2 Xijuts) = 1, Viel (3.18)

kEK i€IU]

Xijk[s] T Xjrinkrfs) < 1 Vi€ lg),i # i'j € Jis;, k € Kig) (3.19)

Ugelova funkcia (3.10) slizi na minimalizaciu celkovych nakladov danej koalicie
S. Ohranicenie (3.11) garantuje, ze v kazdej z moznych koalicii bude zakaznik obsluzeny
danym vozidlom préve raz. Ohranic¢enie (3.12) urcuje kapacitu pre vozidla koalicie S.
Ohrani¢enie (3.13) sluzi na eliminaciu parcialnych podcyklov aspolu s (3.15)
zabezpecuju suvislost’ jednotlivych tras. Ohranicenie (3.14) znamend, Ze kazda cesta
moze byt vyuzita vozidlom koalicie iba raz. Ohranicenie (3.16) urcuje kapacitu skladov

danej koalicie. Podmienka (3.17) $pecifikuje, ze zakaznik moze byt’ priradeny k skladom
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koalicie len alen vtom pripade, ak existuje cesta vozidla cez tohto zakaznika.
Ohranicenie (3.18) prirad’uje zékaznika prave k jednému vozidlu, pricom (3.19) zakazuje

smer cesty vozidla do iného skladu ako vychodiskového.

Cielom predchadzajucich modelov je minimalizacia prepravnych nakladov
Vv pripade vzdjomnej spoluprace medzi logistickymi spolo¢nostami. Z kooperativneho
spravania sa hra¢ov vyplyvaju ,,vyhry* vo forme usporenych nakladov, ktoré je nasledne
potrebné medzi hraCov prerozdelit. Preto v nasledujicom texte predstavujeme rdzne

sposoby alokacie uspor v kooperativnej hre rozvozu z hl'adiska teorie hier.
3.3 Redistribucia vyhier v kooperativnej hre

Vo vSeobecnosti existuje viacero sposobov redistribucie vyhry medzi jednotlivych
hracov. Ako prvi sa redistribucii venoval Tullock (1997) ktory napisal monografiu
venovanu otazkam socialnej redistribucie. V jeho praci vSak neuvazuje nad suvislostou
medzi mierou redistribucie oproti vykonu jednotlivych hra€ov v ramci urcitej koalicie,
taktiez neuvazuje s vplyvom koalicii na kone¢nu redistribuciu. Redistribu¢ny systém je
systém, v ktorom existuje urCity druh prerozdelovania vyhier (napriklad miezd) v
porovnani s vysledkami (vykonmi) jednotlivych tcastnikov (hraov) v systéme. Vykon
sa chape ako vplyv hraca v hre na dosiahnuty vysledok, t. j. na vysku celkovej odmeny,
ktortt mézu jednotlivi ucastnici rozdelit’ medzi sebou. Typickou pri¢inou redistribucie v
systémoch je to, Ze koalicia si vynucuje svoj dominantny vplyv na rozdel'ovanie vyhry
(benefitov, ktoré plynt zo spoluprace). PodrobnejSie sa prepojeniu teorie vyjednavania
a redistribticie venoval Osborne (2003). Prehl'ad literatury o otazke vztahu medzi
rozdelenim vyhier (vyplat) podl'a vykonu hraa a vykonu systému moZzno najst’ v
(Stedron, 2007; Eucken, 2004). Z pohl'adu teérie vyjednavania bol diskutovany systém
redistribucie medzi vladou a zauyjmovymi skupinami, priCom autori zadefinovali rézne
ohrani¢enia pouzivania ulinnych politkk ¢o zvyhodiuje, resp. znevyhodnuje

vyjednavacie sily jednotlivych Gi¢astnikov hry (Drazen a Limao, 2008).

Z hladiska rozdelenia vyhier mozno rozliSovat’ medzi zaru¢enymi a spolo¢nymi
vyhrami (Demuth, 2013). Zarucené vyhry su také, ku ktorym hra¢ dospel na zaklade
vlastného rozhodnutia bez ohl'adu na spravanie druhého hraca, priCom spolo¢né vyhry
vznikaji v dosledku vzajomnej spoluprace medzi hraémi. Teoria kooperativnych hier
sa teda zaobera predovSetkym koaliciami (skupinami hracov), ktoré skoordinuji svoje

¢innosti a zdruzuju svoje vyhry, pricom jedna z dblezitych otazok sa tyka rozdelenia
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takychto extra vyhier (priCom vyhry mézu byt aj vo forme usporenych nékladov ako
napr. v pripade dopravnych tloh) medzi jednotlivych ¢lenov vytvorenej koalicie. Teéria
odporuca napr. princip vyberu spravodlivého rozdelenia, v ktorom si kazdy z hracov
ponecha tolko, kolko by ziskal samostatnym postupom, a 0 zvySok sa hraci rozdelia
rovnakym dielom. Dal§im spdsobom rozdelenia platieb je Shapleyho hodnota, ktora
vychadza z apridorneho ocenenia pozicie a sily kazdého hraca z hladiska moznosti
koali¢nej spoluprace (Chobot a kol.,1991). V nasledujucom texte predstavime spomenuté
sposoby alokacie vyhier (benefitov zo spoluprace), pricom vychadzame z tedrie

vyjednavania.

3.3.1 Alokacia vyhier kooperativnej hry na zaklade teorie vyjednavania

Koncepciu, ktord upusta od predpokladu kolektivnej racionality a vychadza
z principialne odlisnej logiky vytvorili R. J. Aumanna M. B. Maschler v roku 1964. Tuto
koncepciu nazvali vyjedndvacia mnozina. Ako sme uz uviedli, koali¢na racionalita
predstavuje urcity typ vnutorne;j stability koalicie, pri ktorej neexistuji dovody na rozpad
koalicii na menSie zoskupenia. M6zu vSak vznikat' iné procesy suvisiace s ivahami
hracov alebo skupin hracov v koalicii o moZnosti vystapit’ z koalicie alebo pripojit’ sa
K inej koalicii. Teoria vyjednavania vo vSeobecnosti rozliSuje rozne spdsoby rozdelenia
vyhry. V zavereCnej praci predstavime nasledovné: rovnostarske rieSenie, utilitarne

rieSenie, Nashovo rieSenie a Shapleyho hodnota.

Vo vSeobecnosti, tedria vyjednavania je zalozend na teorii uzito¢nosti. Sposoby
alokacie  vyhier  prezentujeme na  kooperativnej hre  dvoch  hracov
P = {1,2}. Predpokladajme, ze kazdy zi-tych hra¢ov ma zarufeny uzitok
u; =u;({i}),i € P, t. j. 0zitok v pripade, Ze sa nachadza v jednoclennej koalicii.
V niektorych pripadoch na tomto zaru¢enom uzitku nezalezi (utilitarne a Nashovo
rieSenie), ale v pripade rovnostarskeho sa vyskytuje v ucelovej funkcii, takze ovplyviuje

vysledné riesenie.

Jednotlivé sposoby alokacie vyhier s prezentované na kooperativnej hre dvoch

hra¢ov P = {1,2} s charakteristickou funkciou platieb:

v({1h, v({Z}), v({1,2}).

Z danych hodndt mozno urcit’ zaru€eny uzitok hracov, t.j. ich uzitok v pripade, ze

sa nachadzaju v jednoclennej koalicii.
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u ({1) = v({1})
u,({2) = v({2).

Najprv je potrebné rozdelit’ vyhru koalicie medzi hracov tak, aby rozdelenie
nakladov bolo nezaporné, aby bolo rozdelené v plnej Ciastke a aby si oba hraci polepsili
oproti jednoclennej koalicii. Koalicia je teda pre hra¢a vyhodna a vznikne vtedy, ked’

existuje riesenie spifiajiice podmienky (Ticha, 2016).

e nezaporné rozdelenie koalicie S({1,2}),

x, =20 (3.20)
X, =0 (3.21)

e vyhra koalicie je rozdelena
x; +x, = v({1,2}) (3.22)

e hrac 1 , resp. 2 ma zkoalicie si polepSil o hodnotu € (konStantu) oproti

jednoclennej koalicii
u; ({1,2) 2 u;({1) + € (3.23)
u, ({1,2}) > u,({2}) + . (3.24)

Ugelova funkcia bude mat’ potom tvar

f(S) —u") (3.25)

Kde u* = (u*y,...,u;)" je vektor zarudenych wzitkov (ziskany kooperaciou),
ktory maximalizujeme. V nasledujicom texte matematicky formulujeme spdsoby
prerozdelenia vyhry zo spoluprace v pripade dvoch hracov (tlohy je mozné aplikovat’ aj

na viacerych hracov).

3.3.2 Utilitarne riesenie prerozdelenia vyhry

Pokial’ uvazujeme utilitdrne rieSenie prijimame predpoklad o rozdeleni koalicie
vyhry v(S) medzi jednotlivych hracov koalicie S: hraci si vyhru rozdelia tak, Ze budu
maximalizovat’ celkovy uzitok koalicie (sucet uzitkov jednotlivych hra¢ov). Budu teda
maximalizovat’ v§eobecny blahobyt bez ohl'adu na jednotlivych ¢lenov koalicie. Pritom
prijimame predpoklad, Ze si kazdy z hrd€ov musi polepsit’ aspoil o nejakti hodnotu

¢ (malé kladné ¢islo) oproti mensim koalicidm. To znamenad, ze podmienkou je, Ze si hraci
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nezhorSia svoju situaciu v hre vstupom do koalicie. V pripade utilitirneho rieSenia
prerozdelenia usetrenych nakladov mozno ulohu matematického programovania na

zaklade (3.20)-(3.25) formulovat”:

max(u; ({1,2}) — uy (1) + (2 ({1,23) — w,({21) (3.26)
x1 +x, = v({1,2}) (3.27)

u;({1,2) 2 u,({1) + ¢ (3.28)

u,({1,2}) 2 u,({2) + ¢ (3.29)

x; =0 (3.30)

X, =0 (3.31)

3.3.3 Rovnostarske riesenie redistribucie vyhry

Predpokladajme, ze hréci si rozdelia Gspory v(S) tak, Ze si kazdy z hracov koalicie
polepsi o rovnakt hodnotu uzitku oproti tomu pripadu, v ktorom by z koalicie vysttpil
a bol sam. Rovnostarske rieSenie maximalizuje Rawlsovu funkciu blahobytu — minimum
z uzitkov jednotlivych hracov zniZeny o ich zaru¢eny uzitok (Kalai, 1977). Ugelova

funkcia je potom v tvare:

max  min(u;({1,2}) — u ({11); (w2 ({1,2}) — u.({21)

X1,X2

Tato tloha vsak nie je ilohou matematického programovania a preto do modelu
zavadzame novl premennt D ktora reprezentuje minimalnu hodnotu maximalizovanej

funkcie. Ostatné predpoklady ostavajii nezmenené. Uloha je formulovana potom takto:

Jnax D (3.32)
uw({1.2) —w({1) =D (3.33)
u,({1,2) —u,({2) = D (3.34)

x1 +x; = v({1,2}) (3.35)

u ({12 2w ({1) + ¢ (3.36)
u,({1,2) 2 u({2) + ¢ (3.37)
X 20 (3.38)
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x; =0 (3.39)

3.3.4 Nashovo rieSenie redistribucie vyhry

V pripade Nashovho rieSenia rozdelime vyhru v(S) tak, ze maximalizujeme sucin
uzitkov hracov. Ide o rieSenie, ktord sa nachadza medzi krajnymi rieSeniami, ktorymi su
utilitarne a rovnostarske rieSenie. Hraci si v tomto pripade rozdelia vyhru tak, ze

maximalizuju sucin Gzitkov:

max(u; ({1,23) + ua ({11 (u2({1,23) + w2 ({23) (3.40)
x1 +x, = v({1,2}) (3.41)

w{1L2) 2w ({(1H + ¢ (3.42)

w,({1,2) = u, (2D + ¢ (3.43)

x; =0 (3.44)

X =0 (3.45)

Na odlisnych principoch, ako sme uviedli v predchadzajucich koncepciach,
navrhol L. S. Shapley (1953) koncepciu rieSenia kooperativnej hry (P, v), (ktora sme
prezentovali v podkapitole 3.2), ktorej zakladom je tzv. Shapleyho hodnota. Tato
koncepcia vychadza z apriorneho ocenenia pozicie a,,sily” kazdého hraca z hl'adiska
moznosti koali¢nej spoluprace. L. S. Shapley navrhol charakterizovat’ o¢akavant vyhru
kazdého z hracov kooperativnej hry v tvare charakteristickej funkcie so strednou
hodnotou jeho prinosu do vSetkych koalicii, ktorych méze byt clenom. Kazdému hracovi
priradil v kooperativnej hre (P, v) nejaké ¢islo pi(v), ktoré nazval hodnotou i-tého hrdca
Vv tejto hre. Vektor hodnot jednotlivych hracov p(v) = (p1(v), p2(v), ..., pn(v)) odvodil na
zaklade tychto predpokladov (Chobot, 1991):

e Hodnota hraca zavisi iba od charakteristickej funkcie, nie od oznac¢enia hraca. Ak
maju dvaja hraci iaj vhre (P, v) také postavenie, Zze hodnota charakteristickej
funkcie T'ubovol'nej koalicie sa nezmeni, ak sa v tejto koalicii zameni hrac i za

hraca j, potom je hodnota hry pre oboch hracov rovnaka.
e  Vektor hodnét jednotlivych hracov p(v) v kooperativnej hre (P, V) je imputaciou.

e Sucet dvoch charakteristickych funkcii u a v kooperativnych hier (P, u) a

(P, v) je opét’ charakteristickou funkciou w = u + v nejakej novej kooperativnej
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hry (P, w). Sucet vektorov hodnét jednotlivych hracov v hrach (P, u) a

(P, v) sa potom rovna vektoru hodnot vhre (P, w), teda
p(w) = p(u) + p(v).

L. S. Shapley dokazal, Ze tymto trom predpokladom vyhovuje jediny vektor p(Vv)
taky, ze:

pi®) = ) PO - v(s — ()] (3.46)

SEP
iES

pricom P(S) = , kde |S| je pocet prvkov mnoziny S. Suma

(ISI=-Di(n-|sD!
n!

v uvedenom vztahu sa uvazuje podla vsetkych koalicii, ktorych ¢lenom moze byt i-ty

hra¢. Veli¢ina v(S) — v(S — {i}) vyjadruje prinos i-t€ho hraca koalicii S a veli¢ina P(S)

vyjadruje pravdepodobnosti prislusnych spésobov vytvarania vel'kej koalicie vSetkych

hracov.

Vektor p(v) = (p1(V), p2(V), ..., pn(v)) sa nazyva Shapleyho vektor alebo Shapleyho
hodnota kooperativnej hry (P, V).

Shapleyho hodnota i-tého hraca predstavuje stredntt hodnotu prinosu tohto hraca
koalicii vSetkych hracov pri vSetkych moznych spdsoboch vytvarania velkej koalicie.
Charakterizuje v ur¢itom zmysle jeho ,silu“ zhladiska moznosti spolupracovat

S ostatnymi hra¢mi.

3.4 Softvérové zabezpecenia rieSenia tiloh pomocou GAMS.

Jednym z hlavnych cielov prace je uvedenie novych matematickych problémov
rozvozu Vv pripade kooperacie hraCov. Tieto problémy opiSeme matematickymi modelmi.
Riesenie uloh priradenych k modelom je nevyhnutné softvérovo zabezpecit. Jednym z
najvykonnejSich softvérovych prostredi v sucasnosti je General Algebraic Modelling
System (GAMS). Z analyzy vypoctovej zlozitosti okruznych problémov je zrejmé ich
zaClenenie do skupiny NP-uplnych problémov. RieSenie r6znych typov okruznych tiloh
aich prakticka aplikacia je teda nevyhnutne spojena s vyuzitim adekvatnych

softvérovych prostriedkov na optimalizacné vypocty.

GAMS je vSeobecny algebricky systém, ktory sa vyuziva predovsetkym v oblasti
optimalizacie, pretoZze dava moznost zapisovania optimalizacnych uloh pomocou ich

matematickych formulécii v kompaktnom tvare (v ich matematickom zapise). Pomocou
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zapisovania modelu v algebrickej forme sa zabezpecuje prehl'adnost’ modelu, pricom
sucasne mozno vykonavat’ jednoducht modifikaciu tidajovej zékladne (napr. aktualizacia
dat, zmena rozmeru tlohy, pridavanie novych ohrani¢eni a pod). Toto prostredie spaja
poznatky z oblasti matematického programovania a rela¢nych databaz, ¢o automatizuje
vyuzitie zdrojov pocitaca (nie je nutné explicitne definovat’ rozmery poli a pod.). GAMS
pomaha uzivatel'ovi koncentrovat sa na modelovanie tak, zZe sa systémovo postara
0 regularne programovacie jazyky, ktoré su naro¢né na ¢as a mézu viest k chybam.
Uzivatel potom modze venovat svoju pozornost rychlym zmenam matematickych
formulécii modelu, pripadne méze vymienat’ solvery medzi sebou bez vykonédvania

naro¢nych operacii a dosahovat’ tak iné vysledky.

GAMS obsahuje celkom 59 dostupnych programovych riesitel'ov (solverov), ktori
dokazu vyriesit optimaliza¢né tlohy, ateda aj vdcSinu znamych algoritmov. Medzi
zname solvery mozno zaradit’ napr. CPLEX, BARON, GUROBI, CONOPT, LINDO,
MOSEK a mnoho d’alsich ktoré st dostupné v demo alebo plnej verzii. GAMS tak sluzi
ako rozhranie medzi uzivatelom a solvermi aumozZni zameranie sa len na spravnu
matematickll formulaciu bez zat'azujicich technickych znalosti, ktoré by inak boli

potrebné pre pouzitie prislusného solvera.

GAMS sa sklada z kompilatora a integrovanych solverov a umoznuje zadavanie
modelu v algebrickej forme, o zachovava prehl'adnost’ modelu sii¢asne s moznostou
jednoduchej modifikacie udajovej zakladne (pretoze formuldciu modelu mozno zapisat’
nezavisle od samotnych vstupnych dat modelu). Model a data st tak fyzicky separované,
¢o umoziuje aktualizaciu dat (aj zmenu rozmeru) bez akejkol'vek potreby korekcie
zadaného modelu, ¢im je vylucené jeho pripadné narusSenie. Tento systém obsahuje aj
rozne preddefinované kniznice tykajice sa rieSeni roznych dopravnych uloh, ako napr.
uloha obchodného cestujiiceho a jej rieSenie pomocou exaktnej metddy vetvenia a
rezania, jej rieSenie na zaklade metddy explicitnej enumeracie a rozne iné rozsirenia,
uloha rozvozu a jej rézne modifikacie, ako aj mnoho d’alSich oblasti tykajacich sa

ekonometrie, finan¢nej matematiky, Statistiky, makroekonomie a mikroekonomie.

Ulohu kooperativneho rozvozu budeme formulovat’ v systéme GAMS ako tilohu
celociselného zmieSaného programovania (MIP). MIP je Specidlny pripad
optimaliza¢ného problému, v ktorom niektoré z premennych st celo¢iselné a niektoré
nie. Podmienka celociselnosti, typicka pre ulohu MIP, je to, ¢o meni konvexny problém

na problém nekonvexny, a teda po formalnej stranke na ulohu NP-tazkua. Toto je dovod,

44



pre¢o neexistuje polynomidlny algoritmus na rieSenie tloh MIP, a preto museli byt’
vytvorené Specidlne algoritmy. Vo vSeobecnosti mozno prislusné ulohy riesit’ exaktnymi
metodami (metdda vetiev a hranic, metdéda reznych nadrovin atd’.), ktoré mozno
S uspechom pouzit’ na rieSenie lloh mensieho rozmeru (v pripade vacsieho rozmeru ulohy
je nutné pouzit’ heuristiky a metaheuristiky). Univerzadlnou metdédou na riesenie tloh
zmieSaného celo¢iselného programovania, ktora vyuziva solver CPLEX systému GAMS
je metdda vetvenia a rezov. Metoda vetiev a rezov je spojenim metody vetiev a hranic
a metody reznych nadrovin, pri¢om spéja prednosti oboch metod. Prvy pristup spociva
V tom, ze sa uloha rie$i metodou vetiev a hranic, ale pri kazdom skiimanom rieseni (uzol
rozhodovacieho stromu) sa zavadza do rieSenia rezna nadrovina, ktora zabezpeci splnenie
urcitej ohranicujiicej podmienky. Druhy pristup je zaloZzeny na tom, Ze po najdeni
vychodiskového rieSenia relaxovanej ulohy sa zavadza podmienka rezu a az potom sa

uskutociiuje vetvenie.

Vyhodou GAMSu pre uzivatela je jeho podobnost sbezne pouzivanymi
programovacimi jazykmi, pretoZe obsahuje struné a presné Specifikdcie objektov
a vztahov. Dalou vyhodou je jeho prenosnost’ vytvorenych modelov medzi jednotlivymi
platformami (to znamena, z jedného pocitata do druhého). Matematické modely je
mozno formulovat’ su¢asne aj s dokumentaciou, pretoze je mozné zahrnat' do nich aj

vysvetl'ujuci text.

V nasledujticej kapitole predstavime nové matematické modely problémov
rozvozu aich kooperativneho rozsirenia. Zakladom je problém rozvozu s viacerymi

strediskami a jeho riesenie prostrednictvom systému GAMS.
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4 Vysledky prace

Dizerta¢na praca je fundamentalne ststredena na prezentovanie a rieSenie novych
uloh kooperativneho rozvozu, pricom vychadzame z teodrie hier a logistiky. V tejto Casti
dizerta¢nej prace budeme prezentovat’ originalne matematické modely, pomocou ktorych
mozno riesSit rézne ulohy kooperativneho rozvozu. Tieto nové, origindlne modely
tykajuce sa prezentovanej problematiky overime na ilustrativnych prikladoch a potom ich
pouzijeme na rieSenie prikladu z praxe. Na zaklade vypoctovej zlozitosti iloh rozvozu je
vsak jasné, ze uspesnost’ ndjdenia rieSenia zalezi od jej rozmeru. Menej rozmernejsie
ulohy mozno vyriesit' klasicky pomocou optimalizaénych technik spolu s vyuzitim
adekvatneho softvéru. Zakladom takéhoto rieSenia je zostavenie vhodného
matematického modelu prislusného problému. Na modeloch formulované tlohy budeme
rieSit’ pomocou systétmu GAMS, pricom v prilohdch zaverecnej prace su uvedené aj

prislusné zdrojové kody k uloham.
4.1 Kooperativna okruzna uloha a jej modifikacie

4.1.1 Vstupné udaje

Funkcionalitu navrhovanych modelov overime na tychto vstupnych udajoch:
uvazujeme kooperativnu tlohu rozvozu, pricom mame k dispozicii troch dodavatel'ov,
ktori maju za tlohu obslizit’ ur¢iti mnozinu zdkaznikov. Dodéavatel'ov, resp. majitelov
jednotlivych skladov budeme povazovat za hracov s oznacenim W = {w;, w,, w3}
Kazdy z hracov vlastni jeden sklad spolu s jednym vozidlom, alebo uvazujeme existenciu
viacerych vozidiel (resp. moze vozidlo uskuto¢nit’ viacero okruznych jazd). Uvazujeme,
ze kapacita skladov jednotlivych hra¢ov je neobmedzena. Kooperativau ulohu rozvozu
formulujeme ako ulohu binarneho programovania s predpokladom homogénneho a
heterogénneho dopravného parku, pricom sa uvazuji dve situdcie rozvozu: v prvom
pripade sa vozidlo po obsluhe svojich zdkaznikov vrati do svojho vychodiskového
(zaciato¢ného) skladu, priCom v druhom pripade moze byt vozidlo po obsluhe znovu
naloZené, resp. vylozené aj v inom ako vychodiskovom stredisku a opdtovne moze potom
uskutoc¢nit’ ziadany rozvoz. Ukazeme, ze rézne formy kooperacie mozu viest’ K znacnej

uspore prepravnych nékladov.
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Uvazujme existenciu 15 zakaznikov C = {cil),cél),...cg)}, ktori su striktne

prideleni k jednotlivym skladom (hra¢om), pridelenie zakaznikov reprezentuju mnoziny:

cO — {cil), e e, M cél)} pre hraca wy,

c® = {céz), ng)’ céz), ng)’ cg)} pre hra¢a w, a

c® = {CS)» CS), cg), cﬁ), cg)} pre hraca ws.

K dispozicii je matica najkratSich vzdialenosti D = {di j}, ktora zobrazuje
najkratSie vzdialenosti d;, , j € Ws medzi jednotlivymi hra¢mi (majiteI'mi skladov a ich
zakaznikmi, pricom data si uvedené V prilohe ¢. 1). Pocet koalicii, ktoré mozu vzniknat’
je presne 7 ato koalicie S: {wy}, {w,}, {wy, w, }, {w;, w3}, {w,, w3} a grand koalicia
{w;i,wy,w3}. Vtabulke ¢. 4.1 mozno vidiet poziadavky jednotlivych zakaznikov,

ktorych maju hraci obsluzit’ a dodat’ im pozadovany tovar v pozadovanom mnozstve.

Tabulka ¢. 4.1 : PoZiadavky zakaznikov

(€Y (€Y (€Y (€Y (€Y (2) (2) (2) (2) (2) 3) 3) 3) 3) 3
41" |9, |93 |94 |95 |96 |97 |98 |99 | 910 | 911 | 912 | 913 | 914 | 915
40 | 45

45 ‘35 ‘30 ‘50 ‘40 ‘35 ‘50 ‘30

50 ‘40 ‘30 ‘35‘ 45
Zdroj: Vlastné spracovanie

Ostatné poziadavky a parametre ulohy budu modifikované v zavislosti od

rieSeného typu kooperativneho rozvozu.

4.1.2 Kooperativna uloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom

V kooperativnej okruznej tlohe s viacerymi skladmi sa predpokladéd Ze majitelia
jednotlivych skladov su zaroven aj hra¢mi, ktori chetl spolupracovat’ s ostatnymi hra¢mi
s cielom minimalizovat’ svoje prepravné naklady. V tomto pripade je taktiez dolezité
vycislenie uspor ndkladov jednotlivych koalicii, ako formy ,,vyhry* v dosledku
vzajomne] kooperacie ajej alokacia medzi c¢lenov kooperacie s vyuzitim tedrie

kooperativnych hier.

V tejto tlohe kooperativneho rozvozu je kapacita jednotlivych vozidiel v kazdom
stredisku rovnakéa (predpoklad homogénneho dopravného parku). Ulohou je vy¢islit
minimalne prepravné ndklady jednotlivych koalicii. Hra¢i maji moznost’ navzajom

kooperovat’ a vytvarat koalicie S, atak pripadne zniZovat’ svoje prepravné naklady.
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Uvazujme, Ze kazdy z hraCov vlastni iba jeden sklad a ma svojich vlastnych zdkaznikov,
pricom vsak vozidla hrd¢a mozno vyuzit’ aj na obsluhu iné¢ho hraca v pripadnej koalicii.
Matematicky model je formulovany v tzv. uplnom, resp. komplethom hranovo
ohodnotenom grafe G = (V,H). Nech H c VsxVs predstavuje mnozinu hran e;;,
i,j € Vs medzi vSetkymi vrcholmi i a j, pricom kazdej hrane e je priradené realne ¢islo
d;; nazyvané ohodnotenie alebo tiez cena hrany e;;. Nech toto hodnotenie reprezentuje
najkratSiu vzdialenost medzi uzlami iaj. Nech W, Ws € W reprezentuje hracov
Vv koalicii S (je tak podmnozinou mnoziny vsetkych hrac¢ov), ktori obsluhuju zdkaznikov.
Rozdel'me tiez mnozinu zakaznikov na zaklade ich prislusnosti k jednotlivym hracom,
potom zakaznici koalicie S budi oznaovani ako Cg. Potom Wy = {w,,w,, w3} je
mnozina vSetkych hracov, priCom kazdy zo zdkaznikov so sidlom vo vrchole i,i € Cg
pozaduje dovoz urcitého mnozstva tovaru. Vo vSeobecnosti oznaéme toto mnoZzZstvo
qi,1 € Cg Mnozina Vs = Ws U Cs je tak mnoZinou reprezentujucou strediska hracov aj
zakaznikov koalicie S. V d’alSom texte zhrnieme mnoZiny a parametre ulohy rozvozu
s viacerymi strediskami, ktoré slizia ako zdklad pri tvorbe dalSich modelov

kooperativnej llohy rozvozu.
MnoZiny a parametre

W = {w;,w,,ws ...w,} podmnozina mnoziny vSetkych hracov (skladov)

v koalicii,
Ws W mnozina vSetkych skladov v koalicii

Cs = Uiew,C@,i €W,  mnozina zékaznikov koalicie S (obsluhovanych

uzlov),

Vs = W U (g mnozina vSetkych vrcholov grafu (zékaznici a
sklady),

dij, LjEVs,i#j najkratSia vzdialenost’ medzi uzlami i a j,

q](-i), i €Ws,jECs poziadavka i-tého zakaznika,

g kapacita vozidiel.

Premenné

e x;; €{0,1} i,j € Vs, i # jreprezentuje, Ci i prechadza j na trase vozidla (xij = 1)

alebo nie (xij = 0).
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e u; >0, i €V na zéklade formulacie Miller-Tucker-Zemlin (1960) pre ulohu
obchodného cestujuceho, pricom reprezentuje velkost dodavky vozidla na jeho
trase do i-tého uzla (vratane), pricom predpokladime nastavenie nulového

nékladu vozidla v stredisku:
o] u; = O,l € WS

V modeli sa implicitne predpokladd, ze q; < g pre vSetkyi € Cs, t. j. velkost
poziadavky kazdého zakaznika neprekroci kapacitu vozidla, ktora je v tomto pripade pre

vsetky vozidla hracov rovnaka, to znamena g = 200 jednotiek.

4.1.2.1 Kooperativna tloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom
a predpokladom ,,znovunaplnenia®“ vozidla vinom ako vychodiskovom

stredisku (model 1)

Optimalne rozvozy jednotlivych koalicii mozno vy¢islit’ pouzitim matematického
modelu (tento typ kooperativnej dopravnej tlohy bol teoreticky prezentovany v (Figurova

a Citkova, 2017), pri¢om prakticky je rieseny v (Figurova a Cickova, 2018)).:

t:([WS) — mlnf(X, u) = Z Z dl-jxij (41)
iEVs jEVS

inj=1,jecs, i %] (4.2)
i€Vgs

Exij=1,iecs, -y (4.3)
JeVs

Z x;j <1, €W (4.4)
JECs

u+qi—9g(1—x;)<w, i(€V,j€eCsi#] (4.5)
Z xl-j = Z .X'jl', i € WS (46)
J€Cs J€Cs

g <u <g, i € Cs 4.7)

Skalar tgws ) (4.1) reprezentuje hodnotu minimalnych prepravnych nakladov
koalicie S. Podmienka (4.2) implikuje, Ze ku kazdému zo zékaznikov pride vozidlo prave

raz a (4.3) zabezpecuje, ze od kazdého zakaznika vozidlo odide prave raz. Ohrani¢enie
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(4.4) urcuje, ze z kazdého vychodiskového vrcholu vyjde maximalne jedno vozidlo.
Vytvoreniu parcidlnych podcyklov (okrem takych podcyklov, ktoré obsahuju jedno zo
stredisk) zabranuje podmienka (4.5) a spolu s podmienkami (4.7) zabezpeCuju aj
podmienku neprekro¢enia kapacity vozidiel a bilanciu nakladu vozidla. Obmedzenia
(4.6) zabezpecuju suvislost’ jednotlivych tras. Vy¢islenie tloh prislachajucich k modelu

zabezpeci ndjdenie najlacnejSieho rozvozu koalicie S.

Podmienku (4.4) mozno modifikovat’ spdsobom,

Z Xy 21, €W (4.8)

JECs
¢im zmenime predpoklad o existencii jedného vozidla v sklade. Zmenou tohto
ohranicenia disponuji majitelia skladov viacerymi vozidlami (mozno tiez uvazovat’
0 tom, Ze sa realizuju viaceré okruzné jazdy z jedného skladu), ktoré mozu uskuto¢iovat
obsluhu prislusnych zakaznikov. Tymto predpokladom moze dochadzat nie len k Gspore
prepravnych nakladov, ale taktieZ moze vyriesit’ problém nepripustnosti rieSenia, ktory
mdze nastat’ pri existencii jedného vozidla, ktorého kapacita by nestacila na obsluhu

vacsieho poctu zédkaznikov.

Predstaveny model kooperativnej ulohy rozvozu zabezpe¢i ndjdenie najlepsej
moznej cesty prisluSnej koalicie pri minimalnych prepravnych nakladoch. Najskor
rieSime Ulohu v pripade samostatného rozvozu (v pripade jednoc¢lennych koalicii). Potom
zohl'adnime koalicie dvoch hracov a grand koaliciu vSetkych troch hra¢ov navzajom.
Vy¢islenie uloh prisluchajicich k modelu zabezpeci najdenie najlacnejSieho rozvozu

koalicie S.

Je zrejmé, ze teda kazdy z hra¢ov by mohol realizovat’ svoj rozvoz aj individualne
(nekooperativne spravanie). Nech index i, i € W, oznacuje index hraca v koalicii S. Nech
mnozina C® je mnozinou zédkaznikov i-tého hra¢a a mnozina Z; = {i, C (i)} je mnozinou
zakaznikov i-tého hraca rozsirena o jeho poziciu (stredisko). Potom optimalny rozvoz

hraca mozno vy¢islit’ pouzitim tohto modelu (modelu 11.).

i€EZ; JEZ;
Z xy=1j€CD, %] (4.10)
i€Z;
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inj=1,iec<i>, i #j @.11)

Jez;
w+q—g(l—xj)<w, (€Z,jeCDi*j (4.12)
gg<w<g, i€ CD (4.13)

Vyznam podmienok (4.10) a (4.11) je ekvivalentny vyznamu podmienok (4.2) a
(4.3). Podmienky (4.12) st ekvivalentné podmienkam (4.5), podmienky (4.13) su
ekvivalentné podmienkam (4.7). Skalar t ) (4.9) tak reprezentuje hodnotu celkovych

prepravnych ndkladov hrac¢a v pripade nekooperativneho spravania.

Hodnota ucelovej funkcie ziskana pouzitim modelu | (4.1)-(4.7) pre koaliciu S sa
oznacuje ako t("'s) (minimalne prepravné naklady). Ak je hodnota i¢elovej funkcie danej
koalicie mens$ia ako suma, ktora by ziskali individualnym (nekooperativnym) postupom

hrania hry, hra¢i maju iniciativu kooperovat’ s ostatnymi, t. j. musi platit’:

tWs) < Z s (4.14)
iEWs

Teda, ak st prepravné naklady koalicie mensie ako stucet nakladov jednotlivych
hradov, hra¢i maji tendenciu kooperovat. Usetrené naklady koalicie s®s) potom
reprezentuje rozdiel:

sWs) — Z @) _ W) (4.15)
iEWg

pricom ich je potrebné nésledne prerozdelit’ medzi jednotlivych hracov. Jednym
z cielov tejto zavereCnej prace je poukazat na moznosti redistribticie benefitov
z kooperacie medzi jednotlivych hra€ov na zaklade teérie vyjedndvania. Preto budeme
tieto Gspory nakladov prerozdel'ovat’ pomocou modifikovanych sposobov prerozdelenia
vyhier z podkapitoly 3.3.

Uvazujme s predpokladom vyloZenia, resp. znovunaloZenia vozidla po obsluhe
zakaznikov v inom, ako vychodiskovom sklade v koalicii. Kapacita jednotlivych vozidiel
je v kazdom stredisku rovnaka (predpoklad homogénneho dopravného parku). Ulohou je
vycislit minimélne prepravné naklady jednotlivych koalicii. Na zdklade modelu |
(4.9)-(4.13) mozno formulovat tlohu v jazyku GAMS (priloha ¢. 2) atym vycislit
individudlne prepravné naklady hracov v pripade, keby navzajom nespolupracovali

(jednoclenné  koalicie). Grafické znazornenie optimalnych trds v pripade
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nekooperativneho spravania grand koalicie m6zeme vidiet' v prilohe ¢. 3. Vysledky

zdrojového koédu spolu s optimalnymi trasami kazdého hraca znazornuje tabulka ¢. 4.2.

Tabulka ¢. 4.2 : Vycislenie t' ndakladov (nekooperativne spravanie)-model 11

Cesta zo skladu Cesta zo skladu Cesta zo skladu P“Epravne
naklady

hraca 1 hraca 2 hraca 3 £ @)

" 51)_ 51)_W1 :
WG} e 1532

@O,
€7 -Cg W2

= OINOING)

Ws={w3} W3-Ciy €15 =Cyy - 2050
3 .3 7
“C15C13-W3

Zdroj: Vlastné spracovanie

Koalicia

Zdrojovy kod vieme nésledne modifikovat’ postupne pre jednotlivé koalicie S:
koalicie S: {w;}, {w,}, {wi, w,}, {wy, w3}, {w,, w3} a grand koaliciu {w;, w,, ws}.
Takto mozno vy&islit' aj miniméalne prepravné naklady ts) v pripade kooperativnej
ulohy rozvozu (4.1)-(4.7) s homogénnym dopravnym parkom, ktorej konkrétne hodnoty

mozno vidiet’ v tabulke ¢&. 4.3.

Tabulka ¢. 4.3 : Vycislenie optimdalnych tras modelu | (jedno vozidlo)

Cest Cest Cest Prepravné Cas
esta zo esta zo esta zo naklady  yoooxey

skladu hraca 1 skladu hraca 2 skladu hraca 3 t(Ws) (s0)

Ws ={wy, wp} wi-ceD ). Wp-c2)-cDc(h.
34,60 17,88
(1) (1) 2)_(2)_
i et = Cy Cq -W3
W vy [N i ST
03 0 @M 3 ) )
Ci5-Ci3~W3 -C) '-Cy[-W

Koalicia

Ws ={w,, w3} 2) (3) G (HIRIRE)
woscg cl-clys  Waer (3')"13 28677 140
(3) (92) W, “C11-C10Ci5-W2
3)_ .2 (3 (2)_ (2) (3)
(3) (1) (1) W2-C13-C19=Cys- W3-Cy
Ws={wy, wp, w3} Wi-C)1 -C; RO (3) (2) 40,77 913,05
@ (2) (3) -C4 -Cg -W. 3 -C1y-Wy

C14-W2
Zdroj: Vlastné spracovanie

Predchadzajuca tabul'ka ¢. 4.3 opisuje situaciu, ked’ kazdy hra¢ ako majitel’ skladu
disponuje pri obsluhe svojich zakaznikov iba s jednym vozidlom vo svojom stredisku.
Tabulka ¢. 4.4 zohladituje predpoklad, ze v kazdom stredisku sa nachadzaji viaceré
vozidla, ktoré uskuto¢nuju rozvoz, a teda prostrednictvom toho méze dochadzat’ k vacsej
uspore nakladov (pripadne jedno vozidlo moze uskuto¢iovat’ viacero okruznych jazd).
Grafické znazornenie mdézeme oboch situdcii v pripade grand koalicie mézeme vidiet’

Vv prilohe €. 3.
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Tabulka ¢. 4.4 : Vycislenie optimalnych tras modelu model | (viacero vozidiel)

Cesta zo0 Cesta zo0 Cesta zo0 Prepravné (g

Koalicia skladu skladu skladu naklady  yypottu
hraca 1 Ac hraca 3 tWs) (sc)
Ws ={wq, wy} wy-c{?-c{P-c{V

1) @ € W2
wi<P-ePw — 33,10 0,40
W)-C; -Cy "-Cy4
2
‘Cgo)
Ws ={w4, w B D B IREPROBNO
T M % o
- 3 5 -Ws3 = 2 -C -Wl
Ws ={w,, w3}
NGOG wi-c$?-ws
Yo 2 @_0_0 26,78 0,19
o W) W3-Cg "-C137-Cyg
B @,
15 C9 ~W3
Ws={w,, wy, w ®@)_.@)_ 1) @_(_06)
e ) I 110 O wpegeleg? Wit SO g7 a7 3,25
-Cy| "Wy (l) (2) -Ws -Clo W2
e,

Zdroj: Viastné spracovanie

V tabulke ¢. 4.4 st okrem optimalnych tras vozidiel hracov v jednotlivych
koaliciach vycislené aj minimalne prepravné naklady tiWS). Uvolnenim predpokladu
0 existencii jedného vozidla vedie nielen k zmene jednotlivych tras hracov, ale mézeme
si vS§imnut aj znacnu usporu prepravnych ndkladov. Napr. v pripade grand koalicie
Ws = {w;, w,, w3} mozno z tabul’ky ¢. 4.3 a ¢. 4.4 konStatovat', ze na zaklade vysSieho
poctu vozidiel nachadzajucich sa v stredisku dokazu spolocne hraci usetrit’ priblizne 3,40
jednotiek prepravnych nékladov (moZno tiez interpretovat’ tak, Ze vozidlo moZze

realizovat’ viacero okruznych jazd).

V nasledujucom texte sa zameriavame na alokaciu usporenych nakladov, ktoré
vznikni zo vzajomnej spoluprace hracov na zaklade modelu | (4.1)-(4.8) na zaklade
modifikacii réznych metdd uvedenych v kapitole 3. V tomto pripade plynu zo spoluprace
ur¢ité benefity vo forme usporenych prepravnych ndkladov (o v nasom pripade
povazujeme za ,,vyhru“), ktoré chceme nasledne prerozdelit’ medzi jednotlivych hracov.
Usporu nékladov sWs) vypoéitame na zaklade (4.15). Vychadzame z tedrie
vyjednavania, pricom vyuzivame tieto sposoby rozdelenia vyhry — utilitdrne rieSenie,
rovnostarske rieSenie a Nashovo rieSenie (aplikované v Figurova, 2018 a Figurova
a Citkové, 2019). Tedria vyjednavania je zvy¢ajne prepojena s tedriou uZitodnosti.

V tejto praci su viak ,,vyhry prezentované vo forme nakladov t(s) a prisluinych
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usporenych nakladov s™s) posudzované priamo. Z tohto dévodu uvadzame termin

,vyhra“ v uvodzovkach.

Najprv je potrebné rozdelit’ ,,vyhru* koalicie medzi hracov tak, aby rozdelenie
,,vyhry* bolo nezaporné, aby bolo rozdelené v plnej Ciastke a aby si obaja hraci polepsili
oproti jednoélennej koalicii. Nech r;,i € Ws reprezentuje vyplatu (,,vyhru”) i-tého hraca
v koalicii S. Koalicia je potom pre hraca vyhodna a vznikne vtedy, ked’ existuje rieSenie

spiiajiice ohraniéenia takéhoto typu:
e nezaporné rozdelenie platieb koalicie S
1, =0 (4.16)

o _vyhra“ koalicie je rozdelend v plnej vyske

z r, = tWs) 4.17)

IEWg
e hrac¢ si vstupom do koalicie musi polepsit 0 hodnotu & (konStantu) oproti
jednoclennej koalicii (v tomto pripade tato konStantu odpocitame, pretoze

uvazujeme o nakladoch)
<t _e  jeW,e=>0 (4.18)

Uelova funkcia meni svoj tvar v zavislosti od roznych sposobov
prerozdelovania. Vo vSeobecnosti, hodnotu ucelovej funkcie vypocitame ako rozdiel
medzi hodnotou, ktort hra¢ ziska v nekooperativnom spravani (tzv. zaruCeny UZzitok)
a hodnotou, ktort ziska spolupracou. Tento rozdiel (budeme ho oznacovat’ benefit
z kooperacie) spolu s ohrani¢eniami (4.16)-(4.18) potom maximalizujeme v zavislosti od

uvazovanej metddy prerozdelenia.

V nasledujucom texte Sa zameriame na modifikaciu matematickych formulacii
prezentovanych sposobov alokécie vyhry, ktoré boli spomenuté v podkapitole 3.3.
Prezentujeme sposoby prerozdelenia ,,vyhry* vyplyvajucej z tlohy kooperativneho
rozvozu na zaklade tedrie vyjednavania, pricom prepravné naklady a prislusné tspory
reprezentuju hracovu uzitocnost’, ktora mu plynie zo spoluprace. Najskor vypocitame
rozdelenie prepravnych nakladov medzi hra¢ov na zéklade r6znych spdsobov alokacie a
potom vycisluyjeme tuspory, ktoré treba medzi hracov rozdelit. Pritom prijimame
predpoklad, Ze si kazdy z hrac¢ov musi polepsit’ aspont o nejakli hodnotu € = 0,1 (malé

kladné ¢islo) oproti jednoclennym koalicidm. To znamen4, Ze podmienkou je, Ze si hraci
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vstupom do koalicie nezhor$ia svoju situaciu v hre. Pri vypoctoch vyuzivame tieto
spdsoby rozdelenia ,,vyhry*: utilitdrne rieSenie, rovnostarske rieSenie, Nashovo rieSenie

a Shapleyho hodnotu.

V  rovnostarskom rieSeni alokdcie ,,vyhry* si hra¢i rozdelia ,,vyhru®
maximalizovanim minima benefitov vyplyvajicich z kooperacie. Ucelova funkcia je

potom formulovana takto:
maxf (r) = min ({t —r})
IEWg

Tato tloha vsak nie je ilohou matematického programovania, a preto do modelu
zavadzame novu premennt d, ktora reprezentuje maximalnu hodnotu minimalizovanej
funkcie benefitov z kooperacie. Uéelova funkcia po transformacii je potom v tvare:

maxf(r,d) = d. (4.19)

Hodnota benefitov z kooperdcie potom musi byt vicSia alebo rovné tejto
premennej d, ¢o zabezpeCime prijatim nového predpokladu do tlohy (v spojeni
s ostatnymi predpokladmi (4.16)-(4.18)):

t@ — . >d,iews. (4.20)
Tabulka ¢. 4.5: Rovnostdrske riesenie rozdelenia ndkladov (4.16)-(4.20)

Niklady Z (@) Redistribucia nakladov medzi

W) sWs) hradov

&) | & 1 hrag

23,88 23,88 0,00 23,88

1532 15,32 0,00 15,32

20,50 20,50 0,00 20,50
33.10 39.20 6.10 20.83 12.27

30,98 44,38 13,40 17,18 13,80
26,78 3582 9,04 1080 15,98

Ws={w;, w,, w3} 37,37 59,70 22,33 16,437 7,877 13,057
Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.6: Rovnostdrske riesenie alokdcie uspor (4.16)-(4.20)

Koalicie

2 hra¢ 3 hra¢

Koalicie Alokécia tGspor sWs)
1 hra¢ 2 hra¢ 3 hra¢
6,10 3,05 3,05
13,40 6,70 6,70
9,04 4,52 4,52
22,33 7,443 7,443 7.443

Zdroj: Vlastné spracovanie

Rovnostarske rieSenie rozdeli prepravné naklady medzi hracov tak, aby si
nasledné tspory rozdelili rovnakym dielom. Napr. v grand koalicii Ws ={w;, w,, w3} ma

hra¢ 1 naklady vo vyske 16,437 hrac 2 vo vyske 7,877 a hrac 3 vo vyske 13,057 jednotiek.
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Hraci si vramci tejto koalicie potom rozdeluji 22,33 jednotiek Uspor na zaklade
rovnostarskeho rozdelenia v rovnakom pomere, to znamena, ze kazdy ziska 7,443

jednotiek.

Shapleyho hodnota hrac¢a predstavuje stredni hodnotu prinosu tohto hraca koalicii
vSetkych hracov pri vSetkych moznych spdsoboch vytvéarania velkej koalicie.
Charakterizuje v ur¢itom zmysle jeho ,silu“ zhladiska moznosti spolupracovat
s ostatnymi hraémi. Shapleyho hodnotu na vypocet rozdelenia ,,vyhry“ z kooperativnej

hry rozvozu vypocitame na zaklade vzt'ahov:

Ws| — D (W | — W D! )
h; = Z (W] )|I/(V||' | =~ WsD) [t + tWs=D] i e Wy, (4.21)
WSEP(W) '
Ws| — D! (W] — |[W)! )
hi = Z (l Sl )“/([lll | | SD [S(WS) — S(WS_{l})] ,i S WS' (422)

WseP(W)

Kde |Ws| reprezentuje pocet ¢lenov v koalicii Wsa |[W| =k (pocet hracov).
P(W) predstavuje vsetky podmnoziny mnoziny W. Hodnotu prepravnych nakladov
tWs) koalicii ziskame z tabul’ky &. 4.4. Hodnotu Gspor ziskame na zéklade (4.15), pricom
predpokladame, ze s(®) = 0. Veli¢ina v hranatych zatvorkach oznacuje hodnotu, o ktora
sa zvysia uspory nakladov W — {i}, ked’ sa i-ty hra¢ pripoji ku koalicii (vyjadruje prinos
i-tého hraga koalicii S). Ztohto dovodu oznatujeme vyraz [sWs) —sWs=(iD] ako
hrani¢né tspory i-tého hraca v ramci koalicie W, ktorej moze byt ¢lenom. Hrani¢né
naklady i-ttho hraa v ramci koalicie Ws si reprezentované vyrazom

[_ tWs) 1 ¢ (Ws—{i})] .

V tabulke ¢. 4.7 vycislime rozdelenie nakladov a Uspor na zaklade Shapleyho

hodnoty. Vysledky prezentujeme na grand koalicii.

Tabulka ¢. 4.7: Shapleyho hodnota pri rozdeleni ndkladov na zdklade (4.21)

1 hrac¢ 2 hra¢ 3 hrac
23,88 23,88 0,00 23,88
15,32 15,32 0,00 15,32
20,50 20,50 0,00 20,50
37,37 59,70 22,33 16,32 9,94 11,11

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Tabulka ¢. 4.8: Shapleyho hodnota pri alokdcii uispor na zdaklade (4.22)

1 hra¢ 2 hrac¢ 3 hrac¢
22,33 7,56 5,38 9,39

Zdroj: Vlastné spracovanie
Na zaklade nej si v grand koalicii Ws ={w;, w,, w3} hra¢ 1 vyslazil vyhru vo
forme uspor v hodnote 7,56 jednotiek, 5,38 jednotiek ziskal hra¢ 2, priCom hracovi 3

prislucha na zédklade jeho ,,sily* presne 9,39 jednotiek uspor.

Pokial’ uvazujeme utilitarne riesenie redistribucie ,,vyhry* prijimame predpoklad
0 rozdeleni koalicie ,,vyhry* medzi jednotlivych hracov koalicie S: hraci si vyhru rozdelia
tak, ze budi maximalizovat’ celkovy Uzitok koalicie (sucet Gzitkov jednotlivych hracov).
V pripade utilitirneho rieSenia prerozdelenia uSetrenych ndkladov mozno tucelovu

funkciu formulovat’ ako:

maxf(r) = Z @ _7) (4.23)

iEWs
aspolu s ohrani¢eniami (4.16)-(4.18) formulovat’ ako wlohu matematického
programovania. V pripade existencie konvexnosti tejto funkcie modzeme ziskat
jednoznacné rieSenie. AvSak v tomto pripade je tcelova funkcia (4.23) linearna a nie
striktne konvexna, apreto nie je mozné ziskat takto jednoznacne urcené riesenie.
Znamena to, ze optimalne rieSenie tejto ulohy je vyjadrené pomocou hrani¢nych bodov,

t. z. rieSenie redistribucie ,,vyhry* pre jednotlivych hra¢ov sa nachadza v tomto intervale:

1, = max{0,t™s) — Z (t({j}) —¢) AL i € W.
jews—{i}
Znamena to, Ze redistribucia “vyhry” je dana konvexnou linearnou kombinaciou

tychto hrani¢nych bodov.

Tabulka ¢. 4.9 : Utilitarne rieSenie rozdelenia ndikladov (4.16)-(4.18) + (4.23)

1 hrac 2 hrac 3 hrac
23,88 23,88
15,32 15,32
20,50 20,50
33,10 (17.88;23.78) (9,32;15.22)
30,98 (10.58;23.78) (7.2;20.4)
26,78 (6.38;15.22) (11.56;20.4)
37,37 (1.75;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Viastné spracovanie
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Vysledky ziskané na zaklade hraniénych bodov st zhrnuté v tabul’ke ¢. 4.9. Uloha
matematického programovania (4.16)-(4.18) sucelovou funkciou (4.23) utilitarneho

rieSenia predstavuje metddu alokécie usporenych ndkladov v pripade kooperativneho

spravania.
Alokacia uspor na zaklade utilitarneho rieSenia je prezentovana v tabulke ¢. 4.10

Tabulka ¢. 4.10 : Utilitarne riesenie alokdcie uspor modelu (4.16)-(4.18) + (4.23)

Alokacia uspor s™s)

Koalicie

1 hrég 2 hrag 3 hrag
610 (0.1;6.00) (0.136.00)
Ws ={w, w3} 1340 (0.1513.30) (0.1;13.30)
Ws ={w3, w3} 9,04 (0.1;8.94) (0.1:8.94)
Ws ={wy, Wy, ws) 2233 (0.1,22.03) (0.1315.32) (0.1:20.5)

Zdroj: Vlastné spracovanie

V pripade Nashovho rieSenia redistribucie rozdelime ,,vyhru“ tak, Zze
maximalizujeme suéin Uzitkov hraov z kooperacie. Utelova funkcia tulohy
matematického programovania vyzera takto (pri reSpektovani podmienok (4.16)-(4.18)):

maxf(r) = 1_[ @ _ 4.24)
iEWg

Resp. mdézeme pouzit’ na vyjadrenie ucelovej funkcie aj logaritmus:

maxf(r) = Z log(t® — 1),
iEWs

Tabulka ¢. 4.11 : Nashovo riesenie rozdelenia nakladov (4.16)-(4.18)+(4.24)

Ndklady Redistribucia nakladov medzi hracov

SOAlEE tWs) 1 hrag 2 hra¢ 3 hra¢
23,88 23,88

15,32 15,32
20,50 20,50

Ws ={wy, wy} 3310  (18.60;23.78) (10.04;15.22)

30,98  (10.58;23.78) (7.2;20.4)
Ws ={w,, w3} 26,78 (6.38;15.22) (11.56;20.4)
Ws={wy, wz, w3} 37,37  (1.75;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Tabulka ¢. 4.12 : Nashovo riesenie alokdcie uspor modelu (4.16)-(4.18)+(4.24)

1 hraé 2 hra¢ 3 hrac
6,10 (0,1;6,00) (0,1;6,00)
13,40 (0.1;13.30) (0.1;13.30)
9,04 (0.1;8.94) (0.1;8.94)
22,33 (0.1;22.03) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Viastné spracovanie

V pripade Nashovho rieSenia vysli rovnaké vysledky ako v pripade utilitdrneho.
V tomto pripade si hraci rozdelia ,,vyhru“ medzi sebou tak, aby sa jej hodnota nachadzala

v intervale v tabul’ke ¢. 4.13.

4.1.2.2 Kooperativna uloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom S
predpokladom navratu vozidla do svojho vychodiskového strediska

(model 111)

Predpokladajme, ze v kazdom stredisku sa nachadza jeden druh vozidla s
rovnakou kapacitou g jednotiek. Uvazujme situaciu, v ktorej predpokladame navrat
vozidla do svojho vychodiskového skladu, ked’ sa vozidlo hra€ov po obsluhe mnoZiny
zakaznikov v koalicii musi vratit do svojho vychodiskového skladu. Definované
mnoziny a parametre ulohy v predchadzajicej podkapitole zostdvaji nezmenené, pricom
uvazujeme takéto premenné:

e x;;€{0,1} i,jEVs, i #j svyznamom ako v predchadzajiicom pripade.

e u;=0,i€Vs S vyznamom ako v predchadzajiicom pripade.

o v =20, i,j€EVs, i #j, h € Ws pozitivne premenné reprezentuju prejazd
vozidla cez h-ty sklad a hranu (i, j), ktora nie je deklarovana ako binarna

premenna, ale nadobuda hodnotu:

1, ak hrana medzi vrcholmi i a j je obsltizena vozidlom A-tého skladu, h € W

O Viip = ¥ ;
yh {0, v opacnom pripade

Mnoziny a parametre su rovnaké ako Vv predchadzajucom modeli (4.1)-(4.7).

Matematicka formulacia je potom takato:

thS) =minf(X,u) = Z Z Z d;jx;j (4.25)

iEVg jEVs heWg

Z xj=1j€Cs, i#] (4.26)

i€EVgs

59



Z xl-j = 1,l € CS, [ i] (427)

J€EVs

z X <1, €W (4.28)
J€Cs

Z xl-j = Z le‘, [ € WS (429)
JeCs JeCs

u+qi—g(l—x;)<w, i€Vsj€Cs, i+ (4.30)
g <u; <g, i € Cs (4.31)
z Vijn = Xijy Lj €Vs 1F] (4.32)
heWg

vin <1,  i,jEVshEWs (4.33)
viji = xl-j, I € WS! ] € CS (434)
vjii > in, i € WS, ] € CS (435)
Zvijhzzvﬂh, JECs heWsi®jl#%] (4.36)
i€Vgs leVs

Skalar thS) (4.25) reprezentuje minimalnu hodnotu prepravnych nakladov
celkovej prejdenej vzdialenosti Vv optimalnych trasach danej koalicie. Skupina
ohrani¢ujucich podmienok (4.26) a (4.27) zarucuje, ze kazdého zakaznika navstivi jedno
vozidlo prave jedenkrat. (4.28) vyjadruje, ze z kazdého skladu vyjde maximalne jedno
vozidlo (tento predpoklad mozno modifikovat’?, ¢im zmenime predpoklad o existencii
len jedného vozidla, resp. jedno vozidlo mdze absolvovat' viacero jazd po jeho
znovunalozeni v prisluSnom stredisku, ¢im moéze opét’ dochadzat’ k ispore prepravnych
nakladov). Ohranicenie (4.29) zabezpecuje rovnovahu vyuzivania vozidla i-té¢ho skladu,
i € Ws. Podmienky eliminacie podcyklov st (4.30). Podmienky (4.31) zarucuju
neprekrocenie kapacity daného vozidla. Skupina podmienok (4.32), (4.33), (4.34) a (4.35)
slizi na reprezentaciu obsluhy hrany vozidlom z i-teho skladu i € Ws. Kontinuita tras

vozidla i-teho skladu je modelovana na zaklade ohraniceni (4.36).

Modifikujme zadanie predchadzajiceho prikladu. Predpokladajme teraz pripad
navratu vozidla do svojho vychodiskového skladu. Ostatné parametre tlohy ostavajua

nezmenené. Kod v programe GAMS je na zaklade modelu (4.16)-(4.28) v pripade

12 P
Zjecsxij = 1, 1 E WS!
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koalicie troch hracov Ws ={w;, w,, w3} uvedeny v prilohe ¢. 5. Vy¢islime optimalne
trasy vozidiel a stvisiace naklady pre jednotlivych hracov pri predpoklade o navrate
vozidla do vychodiskového skladu, pricom kazdy z hracov disponuje bud’ jednym
vozidlom, alebo viacerymi vozidlami, ¢im dojde k d’alSej uspore prepravnych nakladov
(vysledky jednoclennych koalicii ostavajii nezmenené). Vysledky st zhrnuté v tabulke
¢. 4.13 a tabul’ke ¢. 4.14.

Tabulka ¢. 4.13 : Optimalne trasy a min. prepravné naklady s jednym vozidlom

Cesta zo Cesta zo0 Cesta zo P rﬁpraVné Cas
Koalicia skladu skladu skladu niklady  yypoétu

hraca 1 hraca 2 hraca 3 thS) (sc)

@) (1) (2) 2 (2 (D
Wi-Cp’-C Wp-Cg  =Cio -Cy =
Ws ={wy, w,} ! (]1) (1) (82) (12(; ¢ 34,60 12,30
“C9 "C6 W2
(1) (3) (1) ®_ B3 ()
W{-C; -Ci -C W3-C; ' -Cis -C
Ws ={w,, w3} ! (31) (132) : é) (115) 13 33,00 7,50
Gl “C1q Cs W3
@)_ ( ) (2) (3)_ ( ) (3)_
Wy C = W3 C -C
WS :{WZ, W3} ( ) ( ) (3) (2) 2 31,17 6,10
€15 C1g ~W2 €11 G W3
® 3 (1) @ (1 () @ (2 (3)_
W{-C; -Ci -C W)-Cg "-C4 -C W3-Cq -Cg -C
WS ={W1, Wa, w3} ! (31) (132) 2 (2) (Ag) s (1) (62) L 42,91 17606,91
O iy iz 2 Cs ¢

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.14: Optimalne trasy a min. naklady s viacerymi vozidlami

Cesta zo Cesta z0 Cesta zo Pl‘ffpl‘aVﬂé Cas
Koalicia skladu skladu skladu niklady  yypoétu
hraca 1 hraca 2 hrica 3 A (sc)

@ (1 (D
g 037 °Cs -
(2)

Wjy-C

Ws ={w, w,} wl-cgl)-cgl)-wl (2) (2) (1) 33,10 0,33
Wy C7
>
C10=W.
OGO M_D_ O,
Ws={wy, w} [N T o Wi 31,98 0,38
i =W W3-C/5 -Cy
OO wy-c?-w;
Ws ={w, w3} 1;‘(2)“ 2 wyc PO 26,78 0,22
6 "2 (3) (2)
15 9
e @0
- () (1 @ ®)
Ws ={wy, wa, ws} [N i 14 "W wy-cPcP-w 38,55 94,47
A % OO A ' '
~Clin =W W)-Cg
2 3
'Cgo)'cgs)'WZ

Zdroj: Viastné spracovanie

Na zéklade tabul’ky ¢. 4.13 a tabul’ky ¢. 4.14 mozno skonstatovat’, Ze po zavedeni
predpokladu o viacnasobnom pocéte vozidiel v jednotlivych strediskach sa vo vSetkych

pripadoch znizili prepravné ndklady v koaliciach, a teda vysledky s tymto predpokladom
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povazujeme za prijatelnejSie. Mozno porovnat’ aj ¢as vypoctu programu GAMS, pricom
konstatujeme, ze model s uvol'nenym predpokladom existencie jedného vozidla vykazuje
prijatelnejSie vysledky. Grafické znazornenie oboch situacii v pripade grand koalicie
mdzeme vidiet’ v prilohe €. 6.

V texte sa zameriavame na alokaciu usporenych nakladov, ktoré vzniknu zo
vzdjomnej spoluprace hracov na zaklade modelu (4.25)-(4.36). Usporu nakladov
vypocitame na zaklade vyrazu (4.15). Predstavené spdsoby alokacie ispor z kooperacie
uvedenych v podkapitole 3.4 vypocitame na zaklade kodov GAMSu (prislusné kody
v programe GAMS su uvedené V prilohe ¢. 4). Najskor vypocitame rozdelenie
prepravnych nékladov medzi hra¢ov na zéklade rdéznych spdsobov alokacie a potom
vycislujeme aj Gspory, ktoré treba medzi hracov rozdelit’.

Tabulka ¢. 4.15: Rovnostdrske rieSenie rozdelenia nakladov (4.16)-(4.20)

Naklady Redistribucia nfikladov medzi
Koalicie tWs) sWs hracov
3 1 hraé 2 hraé¢ 3 hraé

23,88 23,88 0,00 23,88

15,32 15,32 0,00 15,32

20,50 20,50 0,00 20,50
33,10 39,20 6,10 20,83 12,27

31,98 44,38 12,40 17,68 14,30
26,78 35,82 9,04 10,80 15,98
38,55 59,70 21,15 16,83 8,27 13,45

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.16: Rovnostarske riesenie alokacie uspor
Koalicie Alokicia tispor ss)
1 hra¢ 2 hra¢ 3 hraé
Ws ={wq, w, 6.10 3,05 3,05
Ws ={w,, w 12,40 6,20 6,20
9,04 4,52 4,52
21.15 7.05 7.05 7.05

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.17 : Shapleyho hodnota pri rozdeleni ndakladov na zdklade (4.21)
Niklady Redistribucia nakladov medzi

Koalicie (Ws) sWs) hracov
3 1 hra¢ 2 hrac¢ 3 hra¢
38.55 59,70 21.15 16.760 9.880  11.910

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.18: Shapleyho hodnota pri alokdcii uspor na zdklade (4.22)
Alokacia tispor s™s)
1 hrac 2 hra¢ 3 hra¢

21.15 11.032 3.042 7.077

Zdroj: Viastné spracovanie

Koalicie
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Tabulka ¢. 4.19: Utilitarne riesenie rozdelenia nakladov C
Naklady Redistribucia nakladov medzi hracov

ISOAUEIE £s) 1 hréd 2 hrat 3 hrad

23,88 23,88
15,32 15,32
20,50 20,50
33,10  (17.88;23.78) (9.32;15.22)
31,98  (11.58;23.78) (8.2;20.4)
26,78 (6.38;15.22) (11.56;20.4)

Ws={w,, w,, w3} 38,55 (2.93;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Vlastné spracovanie

Vysledky ziskané na zdklade hrani¢nych bodov su zhrnuté v tabulke ¢. 4.19.
Uloha matematického programovania utilitirneho rieSenia (4.16)-(4.18) spolu s (4.23)
predstavuje pristup alokécie usporenych nékladov v pripade kooperativneho spréavania,
ktorej rieSenim nie je len jeden bod, ale opat’ interval, v ktorom sa moézu pohybovat
alokacia ndkladov auspor. Alokdcia uspor na zdklade utilitarneho rieSenia je
prezentovana v tabul’ke ¢. 4.20.

Tabulka ¢. 4.20 : Utilitarne rieSenie alokdcie uspor (4.16)-(4.18)+(4.23)

Alokacia ispor ss)

Koalicie

1 hra¢ 2 hrac¢ 3 hrac¢
Ws ={w,, w» 6,10 (0.1;6.00) (0.1;6.00)
12,40  (0.1;12.30) (0.1;12.30)
9,04 (0.1;8.94) (0.1;8.94)

21,15  (0.1;20.95) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.21: Nashovo riesenie rozdelenia ndakladov (4.16)-(4.18)+(4.24)

Redistribucia nakladov medzi hracéov

Koalicie

1 hrac 2 hra¢ 3 hraé
23,88 23,88
15,32 15,32
20,50 20,50
3310 (17.8823.78)  (9.32;15.22)
31,98  (11.58;23.78) (8.2;20.4)
26,78 (6.38;15.22) (11.56;20.4)
38,55  (2.93;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.22: Nashovo riesenie alokacie uspor (4.16)-(4.18)+(4.24)
Alokacia ispor ss)

Koalicie

1 hra¢ 2 hrac¢ 3 hrac¢
6,10  (0.1;6.00) (0.1;6.00)
Ws ={w,, w3} 12,40 (0.1;12.30) (0.1;12.30)
9,04 (0.1;8.94) (0.1;8.94)
Ws ={wy, wy, w3} 21,15  (0.1;20.95) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Koali¢né spravanie hrac¢ov musi avsak sticasne podliehat’ dohodam o prerozdeleni
vyhier. Je zrejmé, Ze takéto dohody musia respektovat’ tzv. axiomy racionality. Axiomy
racionality maju niekol’ko foriem, pricom za zdkladné mozZno povaZovat' axidmy von
Neumanna — Morgersterna. V tomto pripade nas zaujima axidma individualnej
racionality (podmienka individualnej stability'®), ktora pozaduje, aby hra¢ v koalicii

ziskal aspon tol’ko, kol'’ko by si zabezpecil individualnym postupom hrania hry.

Najskor sa zameriame na reSpektovanie podmienky v modeli | (4.1) - (4.8), ktory
naSiel optimalne rieSenie v pripade kooperativneho rozvozu a predpokladom
znovunalozenia vozidla vinom ako vychodiskovom sklade. V  tabulke

¢. 4.23 vycislujeme individudlne naklady hraca, ktoré mu prisluchaju v koalicii.

Tabulka ¢. 4.23: Porovnanie individudlnych ndkladov hracov modelu |

Individudlne néklady na trasu hraca
Prepravné Vv koalicii S
Prepravné  nhaklady
naklady thS)

Hrac 3

Ws)
Koalicia (2] modelu |
modelu | pg :
bez IS zavedeni
podmienky Elagz SIS Bl’gz SIS E;gz SIS
|Sl4
23,88 2388 2388 23,88

Ws ={wy, wy} 33,10 33,82 12,30 19,18 20,80 14,64
Ws ={wq, w3} 30,98 30,98 17,20 17,20 13,78 13,78
Ws ={wz, w3} 26,78 26,78 12,50 12,50 14,28 14,28

37,37 37,37 13,80 13,80 12,09 12,09 11,48 11,48

Zdroj: Vlastné spracovanie

V tabulke 4.23 su vycislené prepravné ndklady hracov, ktoré dosiahnu
spolupracou v koalicidch na zéklade modelu I, pricom vysledky porovnavame so

zavedenym predpokladom podmienky IS. Potvrdzujeme, Ze nie v kazdej situacii Si

18 skr. IS
14 Toto dosiahneme uvolnenim predpokladu (4.35) v modeli III prostrednictvom GAMS programu
v prilohe €. 6
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vstupom do koalicie hra¢ polepsi svoju situdciu, to znamena ze ich vyska nakladov
Vv koalicii je vyssia ako v pripade nekooperativneho spravania. Tento pripad vyrieSime
zavedenim podmienky individudlnej stability do modelu I. Tato situacia nastala pri
koalicii W5 = {w;, w,}, kde indvididudlne naklady na trasu (20,80 jednotiek) hraca 2
Vv tejto koalicii si vysSie ako tie nadklady, ktoré dosahuje nekooperativnym spravanim
(15,32 jednotiek). Po zavedeni predpokladu o podmienke IS sa celkové prepravné
naklady koalicie sice zvysili (konkrétne o 0,72 jednotiek), avS§ak mozno potvrdit’, ze
vzajomnou spolupracou hrac¢i dosahuju znacné uspory. Potom mozno z tabul’ky ¢. 4.23
vidiet’, ze prepravné naklady druhého hraca v pripade nekooperativneho spravania su vo
vyske 15,32 jednotiek, pricom v pripade vzajomnej spoluprace vSetkych hracov by sa
jeho néklady znizili na hodnotu 12,09 jednotiek (usetri tak 3,23 jednotiek nakladov). V
tabul’ke ¢. 4.24 prezentujeme nové optimalne trasy v pripade koalicie dvoch hracov

Ws = {wy, w,} s reSpektovanim podmienky IS.

Tabulka ¢. 4.24: Nové opt. trasy koalicie po zavedeni podmienky 1S

19,18 j. nakladov 14,64 j. nakladov
W cgl)_cgl) (2) W, Cg ) w W, 33,82 0,61
BN N O

Zdroj: Vlastné spracovanie

Model 111 (4.25) — (4.36) naSiel optimalne rieSenie v pripade kooperativneho
rozvozu s navratom do vychodiskového skladu. V niektorych pripadoch sa vSak opét
potvrdilo, Ze moze nastat’ situacia, kedy podmienka individudlnej stability nie je

reSpektovand. V tomto pripade tito podmienku zakomponujeme rovno do modelu III.
Nech f;, k € Wsreprezentuje individualne prepravné naklady hraca. Ich vyska
méze byt vypoditana prostrednictvom kapacitnej okruznej ulohy (Figurova a Citkova,
2018), pripadne modelom spomenutého vyssie, pricom uvazujeme jedno prvkovi
mnozinu Ws. Potom mozno do modelu III (4.16) — (4.28) pridat’ podmienku IS:
Z Z dij * Vije < fok € Wy (437)

IEVs JEVS
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Optimélne rieSenie v ramci redistribucie usporenych nakladov koalicii tak mozno
modelovat’ ako hry s neprenosnymi vyhrami pri reSpektovani podmienky individudlnej

stability (4.37).

v

Na zéklade vysledkov v tabulke ¢. 4.25 overime, ¢i je v pripade vycislenia
nakladov splnend podmienka individualnej stability. Z tohto dovodu sme do modelu
pridali podmienku (4.37), a tym zabezpecili, ze hrac¢ si vstupom do koalicie polepsi a
uSetri tak viac prepravnych nakladov nez by rozvoz absolvoval individudlne

(samostatne). V tabulke ¢&. 4.25 zhrnieme a porovname vysledky pri reSpektovani
podmienky IS.

Tabulka ¢. 4.25 : Porovnanie prepravnych ndkladov pri respektovani 1S

Individudlne niklady na trasu hraca

Prepravné Prepravné Vv koalicii
naklady naklady
£ ¢ po
modelu zavedeni

111 bez IS | podmienky [lE Bez Bez
IS IS SIS IS SIS IS SIS

Koalicia

23,88 2388 2388 23,88

15,32 15,32 15,32 15,32

20,50 20,50 20,50 20,50
33,10 3382 12,30 19,18 20,80 14,64

Ws=(wy, ws} (IR 31,98 1380 1380 18,18 18,18
Ws =y, ws} PR 26,78 1250 1250 14,28 14,28
38,55 3906 1380 1380 1570 11,18 9,05 14,08

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z vysledkov v tabulke ¢. 4.25 mozno prijat’ niekol’ko zaverov. V modeli
(4.16)-(4.28) prijimame predpoklad o navrate vozidla do svojho vychodiskového skladu.
Avsak, v niektorych pripadoch nie je podmienka individudlnej stability splnend, a to
konkrétne pre koaliciu Ws ={w;,w,} a Ws={w;, wy, w3} (prepravné naklady
jednotlivych hracov v koalicii st vySSie ako v pripade nekooperativneho spravania).
Konstatujeme, ze po prijati predpokladu sa sice v niektorych pripadoch zvysili celkové
naklady prepravy, ale individualne prepravné naklady jednotlivych hracov v koaliciach
si nizSie ako v pripade nekooperativneho spravania. Napr. pri trojkoalicii

Ws={w;, wy, w3} v modeli III bez reSpektovania podmienky IS vidime, ze individualne
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prepravné ndklady hraca 2 su vo vyske 15,70 jednotiek, a teda su vyssie ako v pripade
nekooperativneho spravania (15,32 jednotiek). Pridanim podmienky IS (4.29) do modelu
(4.16)-(4.28) sa sice zvysia minimalne prepravné naklady z 38,55 na 39,06 jednotiek,
avSak na druhej strane sa jednotlivym hrd€om upravi hodnota ich individudlnych
prepravnych nakladov v danej koalicii tak, aby podmienka individudlnej stability bola
splnend. Prepravné ndklady hraca 1 st v tomto pripade v hodnote 13,80 jednotiek, hraca
2 v hodnote 11,18 a hraca 3 v hodnote 14,08 jednotiek, ¢o je v sulade s podmienkou IS.
V tabulke ¢. 4.26 prezentujeme nové optimalne trasy v pripade koalicie hracov

Ws ={w,, w, } a Ws={w,, w,, w3 } s reSpektovanim podmienky IS.

Tabulka ¢. 4.26: Noveé opt. trasy koalicii po zavedeni podmienky 1S

Prepravné

Cesta zo Cesta zo Cesta zo naklady Cas

skladu hraca  skladu hraca  skladu hraca Ws)

Koalicia 1 2 3 t; >’po vypoétu

ajeho naklady a jeho naklady a jeho naklady zav:ageni (sc)

19,18 j. 14,64 j.
nakladov nakladov
Ws ={wy, W} W @ W 33,82 0,61
Wi-C "-Cy "-C¢ "= (2) (2) (1)
(1) (1) e Wp-C -C4 -
Cs 1 (2)
=C10 “W2
13,80 . 11,18 . 14,08 j.
nakladov nakladov nakladov
Ws={wy, w2, w3} @ W @ Wacy-c-c- ws-ci-ws 39,06 150,27
Wi1-Cjq €1 "G - (1) (1) (2) @ _(1 (3)
c® "Cs "-Cq - W3Co -Gy -Ci5 -
Cip -Wi w @
2 lo W3

Zdroj: Vlastné spracovanie

4.1.2.3 Porovnanie vysledkov kooperativneho a nekooperativneho spravania

V predchadzajucom texte sme na zaklade vyrazu (4.14) tvrdili, Ze ak st prepravné
naklady ts) koalicie mensie ako sucet nékladov individualnych hracov t{@ hragi
maju tendenciu kooperovat. Toto porovnanie V pripade kooperativneho rozvozu
S homogénnym parkom S ndvratom vozidla (model III) a jeho znovunaplnenim (model I)

mozno vidiet’ v tabulke ¢. 4.27.
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Tabulka ¢. 4.27: Porovnanie kooperativneho a nekooperativneho spravania

Model I (4.1)-(4-8) Model 111 (4.25)-(4.37)

naklady sWs) | naklady
thS) iEWg t(WS) iEWg

23,88 2388 000 23,88 23,88

o Prepravné Prepravné
Koal i i
oalicia E @ E @ W)

0,00

1532 = 1532 0,00 1532 = 1532 0,0
2050 = 2050 000 2050 = 2050 0,00
Ws ={wy, w2} 3382 - 3920 538 3382 - 3920 538
30,98 -~ 4438 1340 31,98 - 4438 1240
Ws ={ws, w3} 2678 - 358 904 2678 - 3582 904
el 3737 < 5970 22,33 3906 — 59,70 2064

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z porovnania vysledkov ziskanych pouzitim modelov Talll az vycislenia
individualnych nakladov, t. j. nakladov, ktoré by hraci ziskali v pripade nekooperativneho
spravania je zrejmé, ze po zavedeni predpokladu kooperativneho spravania sa v kazdej
situdcii (v koalicii) znizili prepravné ndklady. Mozno potvrdit, ze spolupraca
jednotlivych hracov je vo vSetkych pripadoch vyhodnda, pretoze dochadza k uspore
prepravnych nakladov, a teda plati vyraz (4.14). V tabulke ¢. 4.27 vycislujeme aj vysku
,vyhry“ vo forme usporenych nakladov sWs) | ktoré hraom plynii zo vzijomne;
spoluprace. Napr. v pripade grand koalicie Ws={w;, w,, w3} v modeli 1l hra¢i usetrili
priblizne 20,64 jednotiek prepravnych nakladov oproti situdcii, ked’ sa rozvoz realizuje

individualne.

Vzijomnych porovnavanim predstavenych modelov I a III mozeme na zaklade
tabul’ky ¢. prijat’ zaver, Zze zavedenie predpokladu o znovunaplneni vozidla v inom ako
vychodiskovom sklade v koalicii spdsobil, Ze v mnohych pripadoch sa prepravné naklady
znizili, pripadne ostali nezmenené. Napr. v pripade grand koalicie Ws={w;, w,, w3}
uvol'nenim predpokladu o navrate vozidla do svojho vychodiskového skladu sa znizili ich

prepravné naklady o 1,69 jednotiek.

4.1.3 Kooperativna uloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom

V tomto type ulohy predpokladdme existenciu niekol’kych skladov, z ktorych je
obsluhovana urcitd mnozina zdkaznikov, priCom implicitne predpokladame, ze kapacita
tychto skladov je neobmedzena. Matematicky model je formulovany na orientovanom,

hranovo ohodnotenom grafe G = (V,H). Parametre amnoziny tohto typu ulohy
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kooperativneho rozvozu ostdvaju nezmenené¢ z predchddzajuceho prikladu s tym, ze
roznorodu kapacitu vozidiel i-tého skladu oznacujeme g;, i € W, pricom kazdy zo
zdkaznikov vo vrchole j,j € CY) pozaduje dovoz urdit¢tho mnozstva tovaru
(oznacovaného ako gj, j € C;). Parametre amnoziny ostdvaji nezmenené

z predchadzajuceho pripadu a premenné st tieto:
Premenné

e x;jn €{0,1} i,j €Vs,h € W;, i # j reprezentuje Ci uzol i prechadza cez j v
optimdlnej trase vozidla z h-t¢tho skladu (x;;, =1) alebo nie
(xijn = 0). Predpokladame, Ze x;j, = 0,i,j,h € W,.

o u=>0 i€l heWs reprezentuje zatazenie vozidla na jeho trase do
i-tého uzla (vratane). Predpokladame, ze u;; = 0, i € W, o znamena nulovy

naklad vozidla na zaciatku jeho trasy z vychodiskového skladu.

Dalej predpokladame, Ze v kazdom sklade sa nachadza iba jeden typ vozidla.
Pocet vozidiel v skladoch nie je obmedzeny, ¢o mozno interpretovat’ spdsobom, ze
vozidlo dokaze absolvovat’ viacero tras. Najskor predpokladame situaciu, v ktorej sa musi
vozidlo po obsluhe svojich zakaznikov vratit’ do svojho vychodiskového skladu. Cielom
je urcit’ optimalne trasy vozidiel s cielom uspokojenia poziadaviek danych zakaznikov.
Poziadavky zakaznikov su realizované v celku, t. j. ak vozidlo obsluzi zakaznika, bude
realizovana celd dodavka s ohl'adom na neprekrocenie kapacity vozidla. Hlavnym cielom
ostdva minimalizacia celkovych prepravnych nakladov. V predstavenom modeli
implicitne predpokladame, ze q; <g;, i € W, j € Cs, Co znamena, Ze velkost poziadavky

zakaznika nepresiahne kapacitu vozidla.

4.1.3.1 Kooperativna tuloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom
a predpokladom navratu vozidla do svojho vychodiskového strediska
(model 1V)

Matematickd formulacia modelu kooperativnej ulohy rozvozu s heterogénnym
dopravnym parkom s navratom do svojho vychodiskového skladu moze byt na zaklade
spomenutych predpokladov zapisana takto:

M9 = minf (X, ) = Z z Z dyjxin (4.38)

iEVs JEVS heWg
i#j
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Z Z xijh = 1, ] € CS’ [ i] (439)

i€EVs heWg

Z X <1, i€ W (4.40)
JeCs

Z xijh = Z inh, [ € VS, h € WS (441)
JjeVs Jj€Vs

Z xiji = Z ini, i € WS (442)
JeCs JeCs

z xiji = z z xijh, i € WS (443)
JECs JECs heWg

Ujp + qj - gh(l - xl-jh) < ujh, [ € VS! ] € CS! h e WS: [ :/:j (444)
u;; + qj — gl(l - xiji) < Uji, [ € WS' ] € CS' ] :/:] (445)
Uin < 9n, i € CS! he WS (446)

Skalar tiWS) (4.38) reprezentuje minimalnu hodnotu celkovych prepravnych tras.
Ohranicenie (4.39) garantuje, Ze kazdy zakaznik bude navstiveny prave raz a prave
jednym vozidlom (4.40)*°. Podmienky (4.41) a (4.42) zabezpe&uju stvislost’ jednotlivych
tras. Obmedzenie (4.43) umoziuje zabezpecenie rovnovahy poctu tras z jednotlivych
stredisk (ak sa tento sklad vyuziva). Skupina ohraniCeni (4.44) a (4.45) sluzi ako
podmienka sub-tour eliminacie a spolu s podmienkou (4.46) zarucuje, ze kapacita vozidla

nebude prekrocena.

Numericky priklad vychadza zpredpokladov predchddzajiicej tlohy stym
rozdielom, Ze tlohou je n4jst’ minimalne prepravné naklady v pripade, Ze vozidla sa po
obsluhe zakaznikov vratia do svojho vychodiskového skladu a ich kapacita je pritom
roznorodd. Uvazujeme, Ze kazdy hra¢ vlastni jeden sklad a obsluhuje mnozinu svojich
zakaznikov. Traja majitelia tychto skladov (hrac¢i) st vyjadreni ako Ws={w;, w,, w3},
pricom kapacita ich vozidiel je dana ako g = (300,200,250)7. Optimalne trasy v pripade
nekooperativneho rozvozu ostavaji  nezmené. Vysledky modelu (4.38)-(4.46)
s predpokladom jedného a viacerych vozidiel moézeme zhrnit’ v tabul’kach 4.28 a 4.29.

Napr. trojkoaliciu Ws={w;, w,, w3} mozno formulovat’ v jazyku GAMS (priloha ¢. 5).

15 Tto podmienku vieme opit’ modifikovat’ na predpoklad existencie viacerych vozidiel v skladiskdch
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Tabulka ¢. 4.28: Vycislenie optimalnych tras s predpokladom jedného vozidla

Cesta zo0 Cesta zo0 Cesta zo0 Prepravné Cas

Koalicia skladu hraca  skladu hraca skladu hraca naklady  yypoétu
1 2 3 tWs) )

Ws —{W1 Wz} W C(1)_C(1) (2) W, C(2) C(2)_(:(1)
: 1“2 8 ~Cio C4
(1)_0(1) @ @y 34,60 0,43
3 9 6
Ws ={wy, w3} R ( 0. 51)_ wi-cD eV 2828 057
NOR ® @ (1) ) ]
o e
Ws ={w;, w3} W)~ DB wi-ce-c(P -2
: 6 Ci2 3-Cg -C3°-Cyq
OO (3) (2) (z) 25,93 0,78
11 14 Wy
3) (1) (1) @) _.(3)_ (2) (3) (2)
wi-C Wy-C,  -C W3-Cg ~-Cqy3 -C
Ws=(w, wy, ws) R (1)2 NG ot (1)13(2)10 3550  1689,70
€11 W1 -C3 "-C5 "-C; "-Wp  -C s -Cy

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.29: Vycislenie optimalnych tras s predpokladom viacerych vozidiel

Cesta zo Cesta zo Cesta zo
Koalicia skladu skladu skladu
hraéa 1 hraca 2 hraca 3
Ws ={w;, @
S RGO
2 2
) (1)_ M_y W3-C7"=Cg 33,82 0,09
C5 ~C3 (1) @
“C10 W2
RN <l e PP
B B @ D ' '
11 1 13 15 V4
W vz w3} P Pl
®3)_®3 ®)_@_ @ ' '
—— (c§ (cg ()
2 3 2
w-cD @Dy (@ W3(;)°8 (;)013(2)010
Ws :{Wl,WZ,W3} 12(3)2 1 (1)14(2)3 'Cl -W3 35,26 6,83
€i11W1 -Cs "-C¢ -W2 ()

W3 -C7 -W3
Zdroj: Viastné spracovanie

Vidime, Ze model kooperativnej ulohy s heterogénnym parkom vedie
k opdatovnému zniZeniu prepravnych nakladov v porovnani s vysledkami homogénneho
dopravného parku, ¢o bolo spdsobené zavedenim predpokladu o existencii r6znorodej

kapacity vozidla.

V nasledujucom texte sa zameriavame na alokaciu usporenych nékladov, ktoré
vzniknl zo vzajomnej spoluprace hracov na zaklade modelu IV (4.30)-(4.38). Usporu
nakladov vypocitame na zaklade (4.15). Najskor vypocitame rozdelenie prepravnych
nakladov medzi hra¢ov na zaklade roznych sposobov alokacie a potom vyc¢islujeme aj

uspory, ktor¢ treba medzi hracov rozdelit’.
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Tabulka ¢. 4.30: Rovnostarske riesenie rozdelenia nakladov (4.16)-(4.20)
Niklady Wi Redistribucia nakladov medzi

Koalicie NUD) Z t hracov
4 iEWs 1 hraé 2 hrac

3 hrac

23,88 23,88 0,00 23,88

15,32 1532 0,00 15,32

20,50 20,50 0,00 20,50

33,82 39,20 5,38 21,19 12,63

28,28 4438 16,10 15,83 12,45
Ws ={w,, w3} 25,93 3582 9,89 10,375 15,555

35,26 59,70 24,44 15733 7173 12,353

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.31: Rovnostdrske riesenie alokacie uspor (4.16)-(4.20)
Alokacia uspor sWs)

Koalicie

1 hraé 2 hraé 3 hrac
538 2,69 2,69
16,10 8,05 8,05
Ws ={w,, w3} 9,89 4,945 4,945
24,44 8,147 8,147 8,147

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.32: Shapleyho hodnota pri rozdeleni nakladov (4.21)

Naklady @) Redistribucia nakladov medzi
Koalicie LWs) Z t sWs) hradov
g USLAS 1 hra¢ 2 hra¢

3 hrac

2388 23,88 0,00 23,88

1532 15,32 0,00 15,32

20,50 20,50 0,00 20,50
3526 59,70 2444 16717 11,262 11,082

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.33: Shapleyho hodnota pri alokdcii uspor (4.22)

Koalicie Alokacia ispor s™s)
1 hra¢ 2 hrac 3 hrac

24,44 7,163 4,058 9,418

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.34 : Utilitarne riesenie rozdelenia ndkladov (4.16)-(4.18)+(4.23)

- Naklady Redistribucia nakladov medzi hracov
ISOACIE ) 1 hrat 2 hrat 3 hrat
23,88
15,32
20,50
Ws ={wy, w;} (18.60;23.78)  (10.04;15.22)
(7.88;23.78) (4.5:20.4)
(5.53;15.22)  (10.71;20.4)
Ws ={wy, wz, w3} (0;23.78) (0;15.22) (0:20.4)

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Tabulka ¢. 4.35: Utilitarne riesenie alokdcie uspor (4.16)-(4.18)+(4.23)

Alokécia Gspor sWs)
1 hrac 2 hra¢ 3 hraé
(0.1;5.28) (0.1;5.28)

Koalicie

5,38
16,10  (0.1;16.0) (0.1;16.0)
9,89 (0.1;9.79) (0.1;9.79)
24,44  (0.1;23.88) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tabulka ¢.4.36: Nashovo riesenie rozdelenia nakladov (4.16)-(4.18)+(4.24)

- Naklady Redistribucia nikladov medzi hracov
SSOAUEIE tWs) 1 hrég 2 hrag 3 hrad
2388 2388
15,32 15,32
20,50 20,50
={w
={w
={w

33,82 (18.60;23.78) (10.04;15.22)

28,28  (7.88;23.78) (4.5;20.4)
25,93 (5.53;15.22) (10.71;20.4)
35,26 (0;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.37: Nashovo riesenie alokdcie uspor (4.16)-(4.18)+(4.24)

Alokécia Gspor sWs)

Koalicie

1 hraé 2 hraé 3 hraé
Ws ={wy, w,} 5,38 (0.1;5.28) (0.1;5.28)
1610 (0.1;16.0) (0.1;16.0)
Ws ={w,, w3} 9,89 (0.1;9.79) (0.1;9.79)
Ws ={wy, wa, w3} 24,44 (0.1;23.88) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Vlastné spracovanie

4.1.3.2 Kooperativna uloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom
a predpokladom ,znovunaplnenia®“ vozidla v inom ako vychodiskovom

stredisku (Model V)

Zakladnym predpokladom vysSie uvedeného modelu je ndvrat vozidla po obsluhe
svojich zakaznikov do vychodiskového strediska. Je zrejmé, Ze uvolnenie tohto
predpokladu moéze viest’ k d’alSim usporam prepravnych nékladov. Uvazujme teraz
predpoklad, ze vozidla jednotlivych skladov mézu byt opakovane nalozené, resp.
vyloZené v inom ako vychodiskovom sklade (pri dodrzani myslienky okruznych tuloh).
Preto je nutné zabezpecit', aby vozidlo, ktoré je doplinované v inom sklade, pokra¢ovalo
vo svojej ceste tak, aby obsluzilo zakaznikov. Zadefinujeme teda novil premennt (ostatné

predpoklady sl nezmenené):
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e 7 =0,10,j €Vs, i#j, h€e Ns(l), ktoré reprezentuje poradie navstevy hrany

(i, J) prostrednictvom h-tého vozidla.

Ulohu kooperativneho rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom s
predpokladom o znovunalozeni vozidla v inom ako vychodiskovom sklade mozno
naformulovat’” pridanim ohranieni (4.48) a (4.49) do modelu spomenutého

v predchadzajucej kapitole, pricom ucelova funkcia je v tvare:

thS) = mlnf(X, u, Z) = Z Z Z dijxijh (447)

IEVs JEVs heW g
i#j

Ziji = xl'jl', i € VVS,] € CS (448)
Zijh +1< Zjlh + |V5|(1 — xl-jh) + |VS|(1 — leh)' i,j,l € Vs,i #—'j,
j#hi#hheWw, (4.49)

kde |Vs| je mohutnost’ (kardinalita) mnoziny Vs. Tento predpoklad umoziiuje

opatovné redukcie ndkladov v kontexte kooperativnej ilohy rozvozu.

Vychadzame  z predchadzajiceho  prikladu s predpokladom  existencie
heterogénneho dopravného parku, pricom vozidla mozno ,,znovunalozit* aj v inom ako
vychodiskovom sklade. Tento predpoklad umoziuje dosiahnut’ d’alSiu tisporu nakladov,
ktora hracom plynie zo vzajomnej spoluprace. Vysledky ziskame pomocou kodu v jazyku
syst¢ému GAMS, ktory je predmetom prilohy ¢. 8. Prave z tohto dovodu uvedieme
vysledky a ¢as vypoCtu s tymto predpokladom. Tabulka ¢. 4.38 zobrazuje vysledky
pouzitim modelu V (4.39)-(4.49).

Tabulka ¢. 4.38: Vycislenie optimadlnych tras a min. prepravnych nakladov

Koalicia  CtStazo skladu Cesta zo Cesta z0 Prepravné Cas
S hraca skladu hraca skladu hraca naklady vjpoitu
Ws ={wy, wz} wre @@ _ .
- wee et o b B b 32,00 0,84

Ws ={wy, w3} NOMOMO M_®_ 0

W=E -C5 - W3-C4 -
-0(3)-w . (1) (3) 28,28 0,66
3 3
Ws ={w,, w3} wcPeP®. céz)—cf')-c%)-
c DDy, 25,93 0,77
=Cig -W2

Ws ={wy, w;, w3} [NCNCVRNEIE @_.()_ (1) OO
1-C13 =5 * =€ Wp-C¢ '=Ciy -C3 - W3-Cgy
- O, ELglpn, BT SR

Zdroj: Vlastné Spracovanie
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Pri nésledne;j redistribucii budeme vychadzat’ z vysledkov minimélnych nakladov
modelu V (4.39)-(4.49). Usporu nakladov vypoditame na zéklade vyrazu (4.15), priom
najskor vypocitame rozdelenie prepravnych nakladov medzi hraov na zéklade réznych

sposobov alokacie a potom vy¢islujeme aj uspory, ktoré treba medzi hra¢ov rozdelit’.

Tabulka ¢. 4.39: Rovnostarske rieSenie rozdelenia nakladov (4.16)-(4.20)
. : Redistribucia nakladov medzi
Naklad,
. z e o) hradov
2 hra¢

Koalicie

1 hrac 3 hrac

23,88 0,00 23,88

1532 15,32 0,00 15,32
20,50 20,50 0,00 20,50

32,00 39,20 7,20 20,28 11,72
28,28 4438 16,10 15,83 12,45
2593 3582 9,89 10,375 15,555
3297 59,70 26,73 14,97 6,41 11,59

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.40: Rovnostarske riesenie alokdcie tispor

Koalicie Alokécia Gspor sWs)
1 hraé 2 hraé 3 hraé

7,20 3,60 3,60

16,10 8,05 8,05

9,89 4,945 4,945

26,73 8,01 8,01 8,01

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.41 : Shapleyho hodnota pri rozdeleni nakladov na zaklade (4.21)
: : Redistribucia nakladov medzi
Koalicie Q’;’(’;{/‘:;’)}’ Z t({l}) S(WS) hracov
e 1 hra¢ 2 hra¢
23,88 23,88 0,00 23,88
15,32 15,32 0,00 15,32

20,50 20,50 0,00 20,50
Ws ={w, w, w3} 3297 5970 26,73 14,687 9,232 9,052

Zdroj: Viastné spracovanie

3 hraé¢

Tabulka ¢. 4.42: Shapleyho hodnota pri alokacii uispor (4.22)

Alokécia aspor sWs)
1 hrac 2 hrac 3 hrag
S={P4, P,, P3} 26,73 9,193 6,088 11,448

Zdroj: Viastné spracovanie

Koalicie
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Tabulka ¢. 4.43: Utilitarne riesenie rozdelenia ndkladov (4.16)-(4.18)+(4.23)
Naklady Redistribucia nakladov medzi hracov
& Ws)y 1 hraé 2 hrag 3 hra¢

Koalicie

23,88 23,88

15,32 15,32

20,50 20,50
32,00  (14.58;22.88) (6.92:15.22)

2828  (7.88;23.78) (4.5,204)
25,93 (5.53;15.22) (10.71;20.4)
32,97 (0;23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.44: Utilitarne riesenie alokdcie uispor modelu

;. Alokacia uspor s"s)
Koalicie

1 hra¢ 2 hra¢ 3 hra¢
7,20 (0.1;7.10) (0.1;7.10)
Ws ={w, w3} 16,10  (0.1;16.0) (0.1;16.0)
Ws ={w, w3} 9,89 0.1,9.79) (0.1,9.79)

26,73 (0.1:23.88) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.45: Nashovo riesenie rozdelenia nikladov modelu ((4.16)-(4.18)+(4.24)

Naklady Redistribucia nakladov medzi hracov

Lilinte (s 1 hrag 2 hrag 3 hrag

23,88 23,88

15,32 15,32

20,50 20,50
32,00  (14.58;22.88) (6.92;15.22)

28,28  (7.88;23.78) (4.5:20.4)
25,93 (5.53;15.22) (10.71;20.4)
3297  (0:23.78) (0;15.22) (0;20.4)

Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.46: Nashovo riesenie alokdcie tispor

Alokacia uspor s™s)
Koalicie

1 hrag 2 hrag 3 hraé
Ws ={wq, wy} 7,20 (0.1;7.10) (0.1;7.10)
Ws ={wy, ws) 16,10  (0.1;16.0) (0.1;16.0)
9,89 (0.1:9.79) (0.1;9.79)
T 26,73 (0.1;23.88) (0.1;15.32) (0.1;20.5)

Zdroj: Viastné spracovanie

V predchadzajucom texte sme na zaklade vyrazu (4.14) tvrdili, Ze ak st prepravné

naklady koalicie mensie ako sucet nakladov individualnych hracov, hraci maju tendenciu
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kooperovat’. Toto porovnanie v pripade kooperativneho rozvozu s heterogénnym parkom
a navratom vozidla do vychodiskového skladu (model IV) mézeme vidiet’ v tabulke ¢.
4.47.V tabulke €. 4.47 taktiez overime, ¢i vstupom do koalicie si hraci polepSia, inymi

slovami, znizia svoje prepravné naklady na trasu.

Tabulka ¢. 4.47 Overenie respektovania podmienky IS

Individualne naklady na

- Niklady cestu hraca v koalicii
Koalicia W)
- Hrac 1

Hra¢2 Hrac 3

2388 = 2388 0,00 23,88

1532 = 1532 0,00 15,32

2050 = 20,50 0,00 20,50

3382 < 3920 5,38 20,50 9,30

28,28 < 44,38 16,10 13,80 14,48

2593 < 3582 9,89 1250 13,43
Al 3526 < 59,70 24,44 13,80 6,78 14,68

Zdroj: Vlastné spracovanie

Mozno konstatovat, ze v kazdej situacii je podmienka IS splnend, a teda
spolupraca je v kazdom pripade vyhodna. Napr. v pripade grand koalicie si hra¢ 1 znizi
vstupom do koalicie svoje prepravné naklady o 10,08 jednotiek, hrac 2 o 8,54 jednotiek
a hrac¢ 3 o 5,82 jednotiek.

Pripad kooperativnej ulohy rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom
a znovunaplneni vozidla v inom ako vychodiskovom sklade (model V) si vy¢islime v
tabul’ke €. 4.43. Overime, ¢i vstupom do koalicie si hraci polepSia, inak povedané, zniZia

svoje prepravné naklady.

Tabulka ¢. 4.48: Overenie respektovania podmienky IS

Individualne naklady
na cestu hraca v koalicii

Prepravné

Koalicia naklady

i Hra¢ 1 Hra¢2 Hrac3

2388 = 23,88 0,00 23,88

1532 = 1532 0,00 15,32

2050 = 2050 0,00 20,50

3200 < 3920 7,20 21,20 10,80

2828 < 44,38 16,10 13,80 14,48

2593 < 3582 9,89 12,50 13,43
ol 3297 < 59,70 26,73 13,80 7,07 12,10

Zdroj: Viastné spracovanie
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Mozeme konstatovat, ze v kazdej situacii je podmienka IS splnend, a teda
spolupraca je v kazdom pripade vyhodna a hraci si vzajomnym kooperovanim znizia
svoje individualne néklady na prepravu. Konkrétne, v pripade grand koalicie, v ktorej
hrac¢i spolo¢ne wuSetria spolupracou az 59,70 jednotiek nékladov v porovnani
s nekooperativnym spravanim, si hra¢ 1 spolupracou znizi svoje individudlne naklady na
prepravu 0 10,08 jednotiek, hrac¢ 2 o 8,25 jednotiek a hrac¢ 3 o 8,4 jednotiek prepravnych

nakladov.

Vzijomné porovnanie predstavenych  modelov [V aV z predchadzajice;j

podkapitoly prezentujeme v tabul’ke. ¢. 4.49.

Tabulka ¢. 4.49: Porovnanie dvoch situacii v predstavenych modeloch IV a V

Ndklady Ndaklady
tWs) tWs)

4 5
33,82 32,00
28,28 28,28
25,93 25,93
35,26 32,97

Zdroj: Vlastné spracovanie

W

Na zaklade tabulky ¢. 4.49 konStatujeme, Zze =zavedenie predpokladu
0 znovunaloZeni vozidla s r6znou kapacitou v roznych strediskach v koalicii vedie opat’
k znacnej Gspore prepravnych nakladov (napr. v pripade grand koalicie o 2,29 jednotiek

nakladov).
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4.2 Aplikacia modelu kooperativnej ulohy rozvozu na firmu

Karlovarské mineralni vody, a. s.

4.2.1 Predstavenie spolocnosti Karlovarske mineralni vody, a. s.

V tejto Casti kapitoly aplikujeme predstavené modely kooperativneho rozvozu na
realnom priklade z praxe, a to konkrétne na idajoch, ktoré poskytla firma Karlovarské
mineralni vody, a. s., ktord je najvac¢sim vyrobcom a distributorom nealkoholickych
napojov V strednej Eurépe. Celkovo tato firma disponuje dvanastimi vyrobnymi zavodmi,
a to Siestimi v Ceskej republike (CR), jednym v Raktisku (AU), dvomi v Mad’arsku (HU),
jednym v Srbsku a jednym v Bulharsku (obrazok ¢. 2). Z nich nasledne uskutociuje
rozvoz svojich vyrobkov do roznych oblasti celého sveta, pricom disponuje vlastnou

znackou mineralnych véd v Rakusku (AU) a Mad’arsku (HU).

Obrdazok ¢. 2: Rozmiestnenie vyrobnych stredisk firmy Karlovarské minerdlni vody, a. s.

Kyselka — — Podébrady

Mnichov H.Mosténice
Praha ki Kékkati
Bynov —— Szentkiralyi
Waldquelle

',,f--f Veliko Tarnovo

Arandjelovac —

Zdroj: Karlovarské minerdini vody, a. s.

Spoloc¢nost’ bola zalozena karlovarskym rodakom Heinrichom Mattonim v roku
1873. V Bulharsku patri tato firma k poprednym vyrobcom a exkluzivnym distributorom
nealkoholickych napojov firmy PepsiCo. Portfolio firmy tvoria predovSetkym mineralne
a pramenité vody (Mattoni, Aquila, Magnesia, Podébradka, Dobrd voda a Handcka

Kyselka) a iné nealkoholické napoje (Granini, Schweppes a iné).
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4.2.2 Aplikacia modelu kooperativnej ulohy rozvozu s homogénnym

dopravnym parkom

V tejto Casti poukdzme na prakticki vyuzitenost predstavenych modelov
kooperativneho rozvozu na realnych datach. Ked'ze ide o vel'ka spolo¢nost’, ktora denne
uskutociiuje niekol’ko rozvozov, predpoklady sme z hladiska vypoctovej zlozitosti
znacéne zjednodusili. V kooperativnej ulohe rozvozu budeme uvazovat’ so 4 vyrobnymi
strediskami W = {w;, wy, w3, w,} tejto firmy, ktoré budu predstavovat’ jednotlivych
hraov. Tri strediska (wy, w,, w3) maju sidlo v Ceskej republike (CR), a teda ich mnoZina
zakaznikov je tvorena vyhradne ¢eskymi zakaznikmi. Poslednym hra¢om w, je vyrobné
stredisko v Rakusku (AU), ktoré ma za ulohu obslizit’ nielen rakuskych zakaznikov, ale
ma na starosti aj slovensky a mad’arsky trh. Nasou ulohou je porovnanie situacie, ked’
hraci navzajom kooperuji a obsluhuji tak zakaznikov aj iného hraca v koalicii, a tak
dochadza k znacnej uspore prepravnych nakladov oproti situdcii, ked’ rozvoz uskutocnuji
samostatne (nekooperativne spravanie). Na obrazku €. 3 je zobrazené rozmiestnenie

vyrobnych stredisk na mape.

Obrazok ¢. 3: Rozmiestnenie vyrobnych stredisk firmy

P A,
¢ .t'hf‘-.

SLOVENSKO

BUDAPEST
O

/ MADARSKO

Zdro]: mapy.cz

Kazdy z hra¢ov ma pridelent vlastni mnozinu zdkaznikov C ktord mé obsluzit’
svojimi vozidlami z jednotlivych vyrobnych stredisk. Konkrétne mesta reprezentujice

(DD @

mnoziny zékaznikov C = { 5 e Cio }, ktori pozaduji dodat’ palety ich vyrobkov
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V predpisanom mnozstve q](.l) si uvedené v prilohe ¢. 9. Pridelenie zéakaznikov

reprezentujl mnoziny:
Ccl = {cf), cél), c§1), cil), cél), Cél), cgl), cél)} hraca 1 (Bynov, C7),

sz{CéZ) @ @ @ @ @ @ @ .2 (2 .2

€101 61206136140 6150 €16 €170 C18 0 Cag } hraca 2 ( ),

303 3 63 6 6 6 .6 6 B 6 3
c° = {Czo 1€21+€22,C33, €24, Cp5,C26,C7 1 Ca8, €9, C39

} hraca 3 (Praha, CZ)

4 _ (@B B H B BH @B B D H @
aC” = {031'032'033'%4' 35 €36 1 €37,C38,C39,Cyq

} hraca 4 ( ).

K dispozicii je matica najkratS§ich vzdialenosti, ktorda zobrazuje najkratSie
vzdialenosti (dij, i, j € W;) medzi jednotlivymi vyrobnymi strediskami a ich zakaznikmi
(medzi uzlami iaj), data su uvedené v prilohe ¢. 10). Na obrazku ¢. 4 je zobrazené
rozmiestnenie zakaznikov na ¢eskom, slovenskom a mad’arskom trhu, ktori st farebne

odliseni podla ich prislusnosti k danému stredisku (hraovi: wy, w,, wz, w,).

Obrazok ¢. 4: Rozmiestnenie a pridelenie zakaznikov k vyrobnym strediskam

__Katowice
S SO0
— § Rybnik > ..\
[ Tychy™==
Bielsko-Biata
> Qs ‘,’%

|
|

N

\ e
—Q’\ B R{\TI SLAVA

| BUDAPEST™
\ =

= —

Zdroj: Vlastné spracovanie a mapy.cz
Kedze ide o velku spolocnost’, ktora denne uskutociiuje niekol'ko rozvozov,

predpoklady sme znaéne zjednodusili. Predpokladajme, Ze firma dovaza svoj tovar do
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obsluznych miest pomocou vozidiel s rovnakou kapacitou (homogénny dopravny park).
Z tohto dovodu sme za vychodiskovy model povazovali Kooperativau ulohu rozvozu
S homogénnym dopravnym parkom. Kedze na zaklade testovacicho modelu
z podkapitoly 4.1 vysli lepsie vysledky, pri hl'adani rieSenia sme zaviedli predpoklad
0 znovunaloZeni vozidla v inom ako vychodiskovom sklade. Dalej predpokladame
homogénny dopravny park, v ktorom vsetky dopravné prostriedky budii mat’ rovnakt
kapacitu, konkrétne g = 20 paliet (priblizne 1300 kusov prepravované¢ho tovaru), ¢o
predstavuje kapacitu kamionov, ktoré uskuto¢iiuju prepravu tovarov. Majitelia skladov
disponuju vozidlami (neuvazujeme s obmedzenim poctu vozidiel), ktoré uskutociiuju

obsluhu prislusnych zakaznikov.

Na najdenie rieSenia sme pouzivali solver Cplex 12.8.0.0 v ramci zaktpenej
licencie na pouzivanie softvéru GAMS na pocitacovom zariadeni AMD RYZEN 7 1700,
8 CPU, @ 24 GB RAM. Nasou ulohou je z realnych vstupnych udajov ziskat’ optimalne
trasy vozidiel jednotlivych hracov a vycislit’ ich minimalne prepravné néklady na zéklade
prislusnej ulohy kooperativneho rozvozu. Najskér vycislime hodnotu prepravnych
nakladov individudlnych hracov v pripade, ked’ hrac¢i vykondvaji rozvoz samostatne, to

znamena, v pripade jedno¢lennych koalicii (na zaklade modelu 11 (4.9)-(4.13)).

Tabulka ¢. 4.50: Vycislenie t') ndkladov hrdacov (nekooperativne spravanie)

wy-eD-cD-c Dy

wi-cD DD 763,30
-cgl)-cgl)-wl
@__@
W2-C11 -Cig Cy5 -
'CS)'WZ
D __1)_ 726,70

GGG
1 1 1 1
€19 €17 =C9 "-Ci5 -W2
0 (1) (1)
WS( ‘3321(‘?22(‘)027 -
1 1 1
“Cyq ~Co3 Co5 -W3
0 (1) (1) 750’60
W3-C30 -Cy9 o6 -

L (1)
=C20 €25 -W3

0 (1) (@
Wy=C3y ~C34 ~C33°-
Dy,
—— | LEEE0
Wi‘fss(‘fw(‘?m -
1 1 1
“C39 ~C37 -C36 ~W4

Zdroj: Vlastné spracovanie

Na zdklade tabulky ¢. 4.50 moZno vypocitat’ sumu individudlnych ndkladov

Yiews t @ | ktoré reprezentujii hodnotu prepravnych nakladov hraga v koalicii.
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Tabulka ¢ 4.51 : Vycislenie t W ndkladov hraca (nekooperativne spravanie)

Koalicia Z ¢

iEWs
763,30
726,70
750,60
1053,80
763,30
Ws ={wq, w,} 1817,10
Ws ={w,, w3} 1477,30
Ws ={w,, wy} 1780,50

1804,40
2240,60
2543,80
2267,70
2531,10

Ws :{W1, Wy, W3, W4} 3294,40

Zdroj: Viastné spracovanie

Vycislené ndklady st dolezitym ukazovatelom pri vzajomnom porovnavani
kooperativneho a nekooperativneho spravania hracov, pretoze urcuju, ¢i sa hracovi oplati
spolupracovat’ alebo nie. Inymi slovami na zaklade nich skimame, ¢i si vstupom do
koalicie hrac zlepsi svoju situaciu. Tabul'ka ¢. 4.52 sluzi na vycislenie optimalnych tras
hraCov po zavedeni predpokladov spoluprace tykajicej sa vzajomného vyuzivania
vozidiel hracov v koalicii pri obsluhe zakaznikov prostrednictvom modelu (4.1)-(4.8).

Tabulka ¢. 4.52: Vycislenie optimdlnych trds a min. prepravnych nakladov

Cesta zo Cesta zo Cesta zo Cesta zo Prepravné

Koalicia skladu hraca skladu hraca skladu hraca skladu hraca niklady
2 3 4 tWs)

_@_.(
W-C; °-C{ -C3 -
1767 =t -C3 wz-c%)-cg)-wz

-cﬁl) -cgl)-wl

= @_@_.@_,@
Ws ={wq, wy} »_®_ @ W2=C1g -C13~Ci9 =€y - 1220,20
Wi=Ce ~-Cs -Cy - D P Dy,
2 1 B - - -
-c§4)-c§ )_Wl 17 7% ~“16
1 1 1 1 3 1
e -0 0. SCNCNG
3)_ (1) 3) (3
= “C29 ~C30 “W3 S G i
Ws={w1, w3} Emomomeoms IONCIRCON 12
W=y (';327 “C4 " W3'°(2(; "3(25) “C26 "
1 1 3
- W -C) '=Cpg -W3
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W -cgl)-cgl)-cgl)-

Ws :{W1 ) W4} -c‘(‘l)-cgl) -w,

Ws ={w,, w3}

Ws ={ws, w,}

@_.(3) (3
W1-C; )'Cz4 -c27)-
0%,

@_@_ @

W3=Cjy" -Ci5"-Ciy

) (2)
-Cj1 -C15 -W2

@)
Wa-Cjp -Wo

3 _ .3 3
W3-C)1 =Cop Co7 -

3)_.(3)_.3)

“Cy4 ~Cy3 -Co3 -W3

@ 3 @
W3-Cg €25 €13~

@) (3
“C19 ~C36 -W3

G _@_@.

W3-Cy9 ~Ci6 €17

@) (3
“Ci6 ~C29 -W3

—@_0_@.
Ws ={wy, wp, w3} Wi=Cis €6 ~Ci7

) (2) ()
W3=Cjg =C13"-Cig -

@) @) .2) (2

€10 €9 €17 €16 -W2

@ @ (2
Wyl ' -
1 2 2
“C5 €11 C1g Wa

3)_ (3) (3
W3-C31 =Cop =Co3"~

3)
“Crg W3
3)_ (3) (3
W3-C3¢ -C9 o6 -

3)_ (3
=Cy0 ~C25 -W3

1) (3 (3
v
2) (3) (@2
“Ci9 C36 C13 -

W1-C37-Cp -C3 "-Cyy
1
Doy,

4
w1oeD 0.

@_6)_O_06).

@) (2) (2)_.(2)
wl'((:l)6 '(9) "(31)7 “Cio
2) @ .

“Ci9 €13 -Ci5-W2

Ws ={wy, wy, wy}

3 1 3
RGN

Ws ={wq, w3, wy} _cgl) W,

Ws ={wp, w3, wy}

3 3
el -

_cgn_wl

@)
W3-Cjp -Wa

2 2
Do -
B,

-W3

3) (3
W3-Cy9 ~Co5 -W3

3 3
LT R

_owy
3 3
W3'C§5)'C§o)'w3

3 1 3
TR
3) G
€29 =C36 -W3
3 .3 3
W3-Cyy =Cpp -Co3°~
D@y

W1-C37 -C36

Ws={wy, Wy, Wz, Wy} _cgl) _cg_‘;) -Cg) W,

@ @ @ _ @
“C39 "Cy40 -

(2)
WaCip Wy ®_@_O
@__4)__@) W3-Cag' =Clg ~Co6 -
W3Cy5 =C33/2Ca4°= ICINORNCN
@)_(4)_(» 13 ~%20 "©25 “W3
“Ci4 ~C317=C35 -Wy 3 @ @
W3-Co9 -C17 =Cg *~

wz-cgl)-ci?-cgl)-

2) (1
‘Cgl)‘cg )‘Wz

@_.(2)_ @
“Ci6 €11 ~C15 ~W2

3 2 @
o i
3) 3
~Co0 Cas5 -W3

@_.3)_.@
W3-Cy =Cyy -C3 -

2 2 2
PR

3 _.3)_.@
“C29 ~C39 “C1p -W3

3) 4@ @
Wp-Cjs ~C34 -C33°~

DIRE
'ng)‘cgz)‘wz

3) (3
'ng)'cga)'wl

@) @
W3-Cog €3 "-W3

Zdroj: Viastné spracovanie
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W4'°§5)'°4(to)'°g ’
4) (4) (4
-C3g '(0359 “C36 -
4
“C37 Wa

@) (4) (4)
W4-C3y -C3y"=C34"~

4) (1) (1)
=C337-Cg "-C5 "-W

@) (@) (2)
W4-C3y -C31°-C14°-

@ @ @

“C34 C33 Ci5 W2
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W4-C35°-Cyg C39'~
IRORGIRON
36 (23)7 38
€11 W2

SRCRONC
-C5 W
e
e

3) @3
‘057)"554)"”4

@) (4) (4)
Wy=C35"-C3y"-C34"~

4) @2
‘°§3)'C§2)'W2

@) (4 (1) (4)
5 €49 Co "C3g -

Wy-C3

@ (4 (@
“C39 C36 ~C37 -W1

@ @ (@
Wy-C3p -C31 -C34°-

O ICOINC!
'C§3)'08 )'cs )'Wl

[OIROIRC)
Wy4-C37 -C36 -C39' -

@ _ (1)_ (@)
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(4)
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1297,60

1648,10

1766,60

1562,20

1926,90

1917,20

2150,50

2376,90



Vysledky minimalnych prepravnych nakladov modelu I a ich porovnanie so
sumou prepravnych nakladov t{ individualneho hraga v pripade nekooperativneho

spravania sa jednoclennych k tabulke ¢. 4.53.

Tabulka ¢. 4.53: Porovnanie kooperativneho a nekooperativneho spravania

763,30 763,30 0,00

726,70 726,70 0,00

750,60 750,60 0,00

1053,80 1053,80 0,00

1220,20 1490,00 269,80
1234,80 1513,90 279,10
1420,90 1817,10 396,20
1297,60 1477,30 179,70
1648,10 1780,50 165,40
1766,60 1804,40 132,40
1569,90 2240,60 670,70
1926,90 2543,80 616,90
1917,20 2267,70 650,50
2150,50 2531,10 380,60
2376,90 3294,40 917,50

Zdroj: Vlastné spracovanie

Na zéklade tidajov z tabul'ky ¢. 4.53 mozno konstatovat’, Ze suma individualnych
nakladov v pripade nekooperativneho spravania je vo vSetkych pripadoch vyssia,
nanajvys sa rovnd sume nakladov, ktorti by hraci ziskali spolupracou. Potvrdzujeme, Ze
vV tomto pripade je spoluprica vyhodna, pretoZze dochadza k znacnej uspore, ktort
reprezentuje ss) (vypoéitané na zaklade (4.15)), ktory reprezentuje hodnotu
usporenych nakladov v pripade vzajomnej kooperacie. Napr. v pripade grand koalicie
Ws ={w;, w,, w3, w, } hraci vzajomnym kooperovanim usetria priblizne 917,50 jednotiek

nakladov (napr. vo forme usetrenej prejdenej vzdialenosti).

Teraz sa zameriame na alokaciu usporenych nakladov, ktoré vzniknu zo
vzajomnej spoluprace hracov. Najskor vypocitame rozdelenie prepravnych nadkladov
medzi hracov na zdklade predstavenych spdsobov alokacie, na zdklade coho potom
rozdel'ujeme usporené naklady ss). Prijimame predpoklad, Ze kazdy z hra¢ov si musi
polepsit” aspoii o nejakt hodnotu € = 0,1 (malé kladné ¢islo) oproti mensim koaliciam
(t. j. jednoclennym koaliciam). To znamena, Ze podmienkou je, Ze si hraci vstupom do
koalicie nezhorSia svoju situaciu (podmienka individudlnej stability je zabezpecena

v kazdom pripade).
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Tabulka ¢. 4.54: Rovnostarske rieSenie rozdelenia nakladov

Redistribucia nakladov medzi hracov

Koalicie naklady

1 hra¢ 2 hra¢ 3 hrac 4 hrac
763,30 763,30 0,00 763,30
726,70 726,70 0,00 726,70
750,60 750,60 0,00 750,60
1053,80 1053,80 0,00 1053,80
1220,20 1490,00 269,80 628,40 591,80
1234,80 151390 279,10 623,75 611,05
Ws ={w;, wy} 1420,90 1817,10 396,20 565,20 855,70
1297,60 147730 179,70 636,85 660,75
1648,10 1780,50 165,40 660,50 987,60
1766,60 1804,40 132,40 731,70  1034,90
1569,90 224060 670,70 539.733 503,133 527,033
1926,90 254380 616,90 557.667 521,067 848,167
1917,20 2567,70 650,50 546,467 533,767 836,967
2150,50 2531,10 380,60 599,833 623,733 926,933

2376,90 3294,40 917,50 533,925 497,325 521,225 824,425

Zdroj: Vlastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.55: Rovnostarske riesenie alokacie uspor

S Alokacia aspor sWs)
1 hrg 2 hrag 3 hraé 4 hrag

269,80 134,90 134,90

279,10 139,55 139,55

Ws ={w,, w,} 396,20 198,10 198,10

179,70 89,85 89,85

Ws ={w,, w,} 165,40 82,70 82,70

132,40 66,20 66,20
Ws ={wy, w,, w3} 670,70 223,570 223,570 223,570

616,90 205,633 205,633 205,633

350,50 216,833 216,833 216,833

380,60 126,867 126,867 126,867

Ws ={wy, wa, W3, Wy} 917,50 229,375 229,375 229,375 229,375

Zdroj: Vlastné spracovanie

Rovnostarske rieSenie alokécie uspor poskytuje rozdelenie usporenych
prepravnych néakladov s"s) v rovnakom pomere. To znamena, Ze napr. v pripade
koalicie vSetkych Styroch hracov dochadza k uspore 917,50 jednotiek nakladov, ktoré si
medzi sebou rozdelia v rovnakej hodnote 229,375 jednodtiek.

Shapleyho hodnota i-tého hraca predstavuje stredni hodnotu prinosu tohto hraca
koalicii vSetkych hracov pri vSetkych moznych spdsoboch vytvarania velkej koalicie (z
tohto dovodu vycislujeme vysledky len pre grand koaliciu). Tento sposob alokacie
povazujeme za spravodlivy pristup a jeho vysledky ziskané cez prostredie MS Excel st

vycislené v tabulkéach ¢. 4.56 s 4.57.
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Tabulka ¢. 4.56 : Shapleyho hodnota pri rozdeleni nakladov

Redistribucia nakladov medzi hracov
1 hra¢ 2 hra¢ 3 hrac¢ 4 hra¢

Koalicie ndklady

763,30 0,00 763,30
726,70 726,70 0,00 726,70

750,60 750,60 0,00 750,60

1053,80  1053,80 0,00 1053,80

2376,90 329440 917,50 417,967 531,867 558,783 868,283
Zdroj: Viastné spracovanie

Tabulka ¢. 4.57 : Shapleyho hodnota pri alokdcii uspor

Koalicie Alokacia dspor sWs)
1 hrag 2hri¢  3hraé 4 hra
R Ry S R i

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z tabul’ky €. 4.57 konStatujeme, Ze na zaklade Shapleyho hodnoty alokécie uspor
Vv pripade grand koalicie Ws ={w;, w,, w3, w,} najviac vyhry ziska prvy hraé¢, ato

V hodnote 345,333 jednotiek usporenych nakladov.

Néjdenim rieSenia na zaklade utilitarneho rieSenia ziskame nie jeden bod, ale cely
interval, v ktorom sa moze pohybovat’ alokacia ,,vyhry“ . Vysledky prezentuje tabul'ka
¢.4.58ac.4.59.

Tabulka ¢. 4.58: Utilitarne riesSenie rozdelenia nakladov modelu (3.27)-(3.32)

Redistribucia nakladov medzi hracov
1 hraé 2 hraé 3 hraé 4 hraé¢
763,30 763,30
726,70 726,70
W

Koalicie ndaklady

750,60 750,60

1053,80 1053,80
1220,20  (493,6;763,2)  (457;726,6)

Ws ={wy, w3} 1234,80 (484,3;763,2) (471,6;750,5)

1420,90 (367,2;763,2) (657,7;1053,7)
1297,60 (547,1;726,6)  (571;750,5)

1648,10 (594,4;726,6) (921,5;1053,7)
1766,60 (712,9;750,6)  (1016,1;1053,7)
UL 1569,90  (92,8:763,2)  (56,2;726,6)  (80,1;750,6)

1926,90 (146,6;763,2)  (110;726,6) (437,1;1053,7)
191720  (113;763,2) (100,3;750,6)  (403,5;1053,7)
W= 215050 (346,3;726,6)  (370,2;750,6) (673,4;1053,7)
WS 237690 (0:763,2) (0;726,6) (0;750,6)  (136,6:1053,7)

Zdroj: Vlastné spracovanie
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Koalicie

Tabulka ¢. 4.59: Utilitarne riesenie alokacie tispor

Alokacia uspor s"Ws)

1 hrag 2 hrag 3 hrad 4 hrat

269,80 (0,1:269,7)  {0,1;269,7)

2790  (0,1;279) (0,1;279)

396,20  (0,1;396,1) (0,1;396,1)
Ws ={wa, w3} 179,70 (0,1;179,6)  (0,1;179,6)

165,40 (0,1;165,3) (0,1;165,3)

132,40 (0,1;132,3)  (0,1;132,3)
US| 670,70 (0,1:670,5)  (0,1,670,5)  (0,1;670.5)

616,90 (0,1;616,7)  (0,1;616,7) (0,1:616,7)

350,50  (0,1;350,3) (0,1;350,3)  (0,1;350,3)

380,60 (0,1;380,4)  (0,1;380,4)  (0,1;380,4)
WS 91750 (0,13763,3)  (0,1,726,7)  {0,1;760,6)  (0,1;917,1)

Zdroj: Vlastné spracovanie

V tabulke €. 4.59 st uvedené intervaly, v ktorych kazdé rieSenie nachddzajtce sa
v nom povazujeme za optimalne. Nashovo rieSenie poskytuje rovnaké hodnoty ako

Vv pripade utilitarneho a vysledky su prezentované v tabulke ¢. 4.60.

Tabulka & 4.60 : Nashovo riesenie rozdelenia ndakladov

Redistribucia nakladov medzi hracov

Koalicie

763,30
726,70

naklady

750,60
1053,80
1220,20
1234,80
1420,90
1297,60
1648,10
1766,60
1569,90
W= s 1926,90
1917,20
2150,50
2376,90

1 hraé 2 hraé
763,30

726,70

(493,6:763,2)
(484,3:763,2)
(367,2,763,2)

(457,726,6)

(547,1;726,6)
(594,4; 726,6)
(712,9;750,6)
(80,1;750,6)

(92,8;763,2)
(146,6;763,2)
(113;763,2)

(56,2;726,6)
(110;726,6)

(346,3;726,6)

(0;763,2) (0;726,6)

Zdroj: Vlastné spracovanie
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3 hracé

750,60

(471,6;750,5)

(571;750,5)

(100,3;750,6)
(370,2;750,6)

(0;750,6)

4 hraé

1053,80

(657,7;1053,7)

(921,5;1053,7)
(1016,1;1053,7

(437,1;1053,7)
(403,5;1053,7)
(673,4;1053,7)
(136,6;1053,7)



Tabulka ¢. 4.61 : Nashovo riesenie alokdcie uispor

Koalicie

269,80

Ws ={w,, w3} 179,70
Ws ={w,, wy, w3} 670,70
o160
380,60

1 hrac
(0,1;269,7)
(0,1;279)
(0,1;396,1)

(0,1;670,5)
(0,1;616,7)
(0,1;350,3)

(0,1;763,3)

2 hraé¢
(0,1;269,7)

(0,1;179,6)

(0,1;165,3)

(0,1;670,5)
(0,1:616,7)

(0,1;380,4)
(0,1;726,7)

Zdroj: Viastné spracovanie
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Alokacia uspor s"Ws)

3 hra¢

(0,1;279)

(0,1;179,6)

(0,1;132,3)
(0,1;670,5)

(0,1;350,3)
(0,1;380,4)
(0,1;760,6)

4 hrac¢

(0,1;279)
(0,1;396,1)

(0,1;165,3)
(0,1;132,3)

(0,1;616,7)
(0,1;350,3)
(0,1;380,4)
(0,1;917,1)



5 Diskusia

Predlozena dizertacna praca je sumarizaciou viacro¢ného zaujmu o problematiku
rieSenia kooperativnych uloh rozvozu. Prvé sktisenosti vychadzali z analyzy modifikacie
zékladnej ulohy rozvozu (Pekar a kol., 2012) v ¢lanku Kooperativna okruzna uloha
(Figurova a Ci¢kova, 2017), kde bol predstaveny prvy kooperativny model rozvozu, ktory
povazujeme za vychodiskovy atribut zdverecnej prace. Zakladna tloha rozvozu vychadza
z problému okruznej tlohy s viacerymi strediskami, ktory je v sucasnosti stale objektom
zaujmu réznych vyskumnikov predovsetkym z oblasti operaéného vyskumu a umelej
inteligencie, ¢o sme uviedli v prvej kapitole zavereCnej prace. V ulohe rozvozu
s viacerymi strediskami je cielom n4jst’ najlacnejsi rozvoz medzi vyrobnymi strediskami
(skladmi) aich kone¢nymi zakaznikmi. NaSou zakladnou tulohou bolo zistit, ¢i
vzajomnou spolupracou vyrobnych stredisk dochadza k uspore prepravnych nakladov.
Z tohto dovodu sme stanovili ciel modifikovat” zdkladna ulohu rozvozu s viacerymi
strediskami uvazovanim kooperativneho spravania sa subjektov na zaklade teorie hier.
Vo vSeobecnosti by mali zo spoluprace vyplyvat’ urcité benefity vo forme usporenych
prepravnych ndkladov (€o v nasom pripade povazujeme za ,,vyhru®), ktoré chceme
nasledne prerozdelit medzi jednotlivych hra¢ov. Vychadzame z tedrie vyjednévania,
priCom vyuzivame tieto spdsoby rozdelenia vyhry — utilitirne rieSenie, rovnostarske
rieSenie, Nashovo rieSenie a Shapleyho hodnotu. Tieto metody prerozdelenia ,,vyhry*

predstavujeme v empirickej Casti zavereénej prace.

Jednym zhlavnych vysledkov prace je vytvorenie novych modelov
kooperativneho rozvozu. Predstavené origindlne modely v Stvrtej kapitole sliZia na
vycislenie rozvozu s optimalnymi (minimalnymi) prepravnymi nakladmi v pripade

kooperacie vlastnikov skladov.

5.1 Zhodnotenie dosiahnutych vysledkov

PredloZena zavereéna praca je sustredend na prezentovanie novych modelov
kooperativnej tlohy rozvozu, pricom vychadzame z tedrie hier. V kooperativnej ulohe
rozvozu s viacerymi skladmi sa teda domnievame, Ze majitelia jednotlivych skladov su
zaroven aj hra¢mi, ktori chct spolupracovat’ s ostatnymi vlastnikmi logistickych skladov
s cielom d’alSej minimalizacie svojich prepravnych nakladov. V pripade kooperacie
medzi jednotlivymi skladmi mézu byt zdkaznici obsliZeni nie len vozidlom svojho

vychodiskového strediska, ale aj vozidlom iného hraca vo vytvorenej koalicii.
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Vysledky prace €lenime na dve Casti. V prvej Casti sme testovali fungovanie
matematickych modelov na tilohe mensieho rozmeru, aby sme dosiahli optimalne rieSenie
v redlnom cCase. Na ndjdenie rieSenia sme pouzivali solver Cplex 12.8.0.0 v ramci
zakupenej licencie na pouzivanie softvéru GAMS na pocitacovom zariadeni INTEL®
Core(i7 8565U) 4 CPU, E8500 @ 8 GB DDR4 pre Windows 10 Pro. Skumali sme
vysledky dvoch zakladnych uloh kooperativneho rozvozu, a to konkrétne kooperativnej
ulohe rozvozu s homogénnym a heterogénnym dopravnym parkom. Obidva matematické
modely sme porovnavali v dvoch pripadoch. V prvom pripade sa vozidlo hracov po
obsluhe svojich zakaznikov musi vratit’ do svojho vychodiskového skladu. Zaujimalo nas,
¢i uvol'nenim tohto predpokladu dochédza k d’alsej uspore prepravnych nakladov, a preto
sme skumali, ako sa zmenia vysledky matematickych modelov po prijati predpokladu
0 znovunaloZeni vozidla v inom ako vychodiskovom sklade, odkial’ méze vozidlo d’alej
pokracovat’ vo svojej trase. Kooperativny rozvoz a jeho modifikacie sme testovali na
datach tykajucich sa 15 obsluznych miest v Bratislave, ktoré maju hraci za ulohu obsluzit’.
Pre prehl'adné spracovanie vysledkov danej problematiky uvadzame tabulky ¢.5.1 a
¢. 5.2, v ktorej vyéislujeme minimalne prepravné naklady grand koalicie (t. j. koalicia, v
ktorej spolupracuju vSetci hrac¢i navzajom). Pri kazdom modeli vyc€islujeme aj Cas
vypoctu programu systému GAMS, prostrednictvom solvera CPLEX, ktory vyuziva

univerzalnu metddu vetvenia a rezov.

Tabulka ¢. 5.1: Zhrnutie vysledkov predstavenych matematickych modelov

42,91j. 40,77j. 35,50j. 32,97j.
17606,9sekiand 913,09sekind 1689,7sekund 6127,91sekand

Zdroj: Vlastné spracovanie

16 Kooperativna tiloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom a navratom do svojho vychodiskového

skladu s predpokladom existencie jedného vozidla

Kooperativna uloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom a predpokladom znovunalozenia
V inom ako vychodiskovom sklade s predpokladom existencie jedného vozidla.

Kooperativna iilloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom a navratom do svojho vychodiskového
skladu s predpokladom existencie jedného vozidla.

Kooperativna uloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom a predpokladom znovunaloZenia
Vv inom ako vychodiskovom sklade s predpokladom existencie jednéio vozidia.

91

17

18

19



Tabulka ¢. 5.2: Zhrnutie vysledkov predstavenych matematickych modelov

39,06j. 37,37j. 35,26j. 32,97j.
150,27sekind 3,25sekund 6,83sekund 57,69sekind

Zdroj: Vlastné spracovanie

Z hladiska vypocltovej naro¢nosti mozeme konStatovat, ze vysledky
matematickych modelov s predpokladom existencie viacerych vozidiel v stredisku (resp.
moze jedno vozidlo uskutocnit’ viacero jazd) su lepSie, pretoze ¢as vypoctu bol ovela
prijatel'nejsi, ako v pripade existencie len jedného vozidla. Konstatujeme, ze zavedenim
predpokladu o znovunalozeni vozidla v inom ako vychodiskovom sklade sa v oboch
pripadoch znizili prepravné ndklady. Matematicky model, ktory uvazuje réznorodu

kapacitu vykazuje najlepsie vysledky v hodnote 32,97 jednotiek prepravnych nakladov.

Ciastkovym ciel'om zavere¢nej prace bolo aj prerozdelenie usporenych nakladov
medzi jednotlivych hracov. V tretej kapitole ,,metodika prdace a metody skumania“ sme
uviedli niekol’ko spdsobov alokacie uspor, priCom sme predpokladali, ze hraci si vstupom
do koalicie musia polepsit’ aspont o nejaki malt hodnotu (v nasom pripade je to 0,1)
oproti jednoclennym koalicidam. Tymto predpokladom sme zabezpecili podmienku
individudlnej stability, na zaklade ktorej hra¢ v koalicii ziska pri prerozdeleni nakladov
aspoii tol’ko, kol’ko by ziskal samostatnym rozvozom. Z toho mu plynt vyhody vo forme

usporenych nakladov.

V druhej Casti vysledkov zavere€nej prace sme testovali predstavené modely
kooperativneho rozvozu na redlnom priklade z praxe, a to konkrétne na udajoch, ktoré
poskytla firma Karlovarské mineralni vody, a. s., ktord je najvac¢Sim vyrobcom

a distributorom nealkoholickych népojov v strednej Europe. KedZe ide o velku

20 Kooperativna tiloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom a navratom do svojho vychodiskového

skladu.s predpokladom existencie viacerych vozidiel (jazd)

Kooperativna iloha rozvozu s homogénnym dopravaym parkom a predpokladom znovunalozZenia
V inom ako vychodiskovom sklade s predpokladom existencie viacerych vozidiel (jdzd).

Kooperativna uloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom a navratom do svojho vychodiskového
skladu s predpokladom existencie viacerych vozidiel (jazd)

Kooperativna uloha rozvozu s heterogénnym dopravnym parkom a predpokladom znovunaloZenia
V inom ako vychodiskovom sklade s predpokladom existencie viacerych vozidiel (jazd)
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spolo¢nost,, ktord denne uskutociiuje niekol'ko rozvozov, predpoklady sme znacne
zjednodusili. Z udajov od firmy sme ziskali adresy ich vyrobnych stredisk odkial’ potom
uskutoénujii rozvoz ich tovarov do obsluznych miest pomocou vozidiel s rovnakou
kapacitou (homogénny dopravny park). Z tohto dévodu sme za vychodiskovy model
povazovali Kooperativnu tilohu rozvozu s homogénnym dopravnym parkom. Na najdenie
rieSenia sme pouzivali solver Cplex 12.8.0.0 v rdmci zakupenej licencie na pouzivanie
softvéru GAMS na pocitatovom AMD RYZEN 7 1700, 8 CPU, @ 24 GB RAM. Ked'ze
na zaklade testovacieho modelu z podkapitoly 4.1 vysli lepsie vysledky, pri hl'adani
rieSenia sme zaviedli predpoklad o znovunalozeni vozidla v inom ako vychodiskovom
sklade. V kazdom pripade sa potvrdilo, ze vzajomnym vyuzivanim vozidiel inych hra¢ov
Vv koalicii dochadza k zna¢nej uspore prepravnych nakladov. Napr. v pripade grand
koalicie Ws ={w;, w,, w3, w, } hra¢i vzajomnym kooperovanim uSetria priblizne 917,50
jednotiek nakladov (vo forme prejdenej vzdialenosti). Tieto naklady potom opéat
prerozdelujeme medzi hracov tak, aby si vstupom do koalicie nikto nepohorsil svoju

situdciu, a teda plati podmienka individualnej stability pre kazdého hraca.

5.2 Prinosy pre tedriu a prax

V tejto Casti zavereCnej prace vyzdvihneme prinosy pre tedriu a prax, ktoré
vyplyvaji z podstaty tejto prace. Z pohl'adu tedrie povazujeme za prinosnu prvu kapitolu,
Vv ktorej boli predstavené vyskumné prace prevazne v indexovanych a karentovanych
Casopisoch a tretiu kapitolu, v ktorej st prezentované matematické formulacie uloh, ktoré
tvoria vychodiskovy atribut pri tvoreni novych modelov tykajacich sa kooperativneho
rozvozu. Prinosnym hodnotime predovsSetkym tvorbu origindlnych matematickych
modelov v tvare celoCiselného zmieSaného programovania, ktoré¢ vychadzaji z doteraz
publikovanych prac z oblasti riesenej problematiky (Figurova a Ci¢kova, 2017; Figurova
a Cickova, 2018; Figurova, 2018;Figurova a Cickova, 2019).

Z praktického hladiska hodnotime ako prinosné spracovanie dat vo forme
testovacej ulohy menSieho rozmeru aUlohy zaloZenej na redlnom podklade na ich
naslednu aplikdciu na predstaveni kooperativnu ulohu rozvozu. V prvom pripade
testovania modelov sme vytvorili maticu najkratSich vzdialenosti medzi 15 adresami
zékaznikov v Bratislave, ktori pozaduji dovoz urcitého tovaru od troch logistickych
spolo¢nosti. Ulohou bolo dokazat rieSitelnost nami zvolenych modifikécii

kooperativneho rozvozu v realnom case. Potvrdzujeme, Zze v pripade takejto ulohy
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mensieho rozmeru (konkrétne matica 18x18) sa podarilo ndjst optimalne rieSenie
prostrednictvom algebrického systému GAMS V celkom prijatelnom Case (v pripade
trojkoalicie max. 150 sekund). Za prinosné povazujeme zapisy matematickych formulacii
vSetkych predstavenych modelov v prostredi GAMS, pricom jednotlivé kody uvadzame
Vv prilohe zavere¢nej prace. V pripade Kooperativneho rozvozu s homogénnym
dopravnym parkom V oboch situdaciach (ndvrat iznovunaplnenie vozidla) sme
implementovali aj podmienku individualnej stability, ktora zabezpeCuje, Zze rozvoz
daného hraca v koalicii nebude nakladnejsi ako jeho samostatny rozvoz. V ostatnych
pripadoch tito podmienku zabezpecujeme na zaklade uvedenych sposobov alokacie

uspor, ktoré vychadzaju z teorie vyjednéavania.

Prinosné pre prax povazujeme aj spustenie zdrojovych kodov na redlnych datach
firmy Karlovarské mineralni vody, a. s., ktora uskuto¢niuje rozvoz svojich vyrobkov na
20 tizemiach sveta. Z dévodu vypoctovej zlozitosti prezentovanych tlloh sme s pomocou
vhodného softvérového a hardvérového zabezpeCenia umozilujucom paralelizaciu
vypoctov spustili kod matematického modelu na vzdialenom serveri, ktory zabezpecil
rieSenie v redlnom Case. Pre Ucely dizertacnej prace sme predpokladali, Ze tato firma
vlastni 4 vyrobné strediska (realne ich vlastni 11) s neobmedzenou kapacitou
a existenciou viacerych vozidiel, ktorych kapacita je rovnakd. Zékaznikov, ktory sa
nachadzaji na eskom (CR), slovenskom (SVK), rakuskom (AU) a mad’arskom trhu
(HU) aich priradenie kjednotlivym hra¢om (vyrobnym strediskam) vizualne
prezentujeme na obrazku ¢. 4. Kazdy hra¢ potom musi obslizit' svoju mnoZinu
zakaznikov, to znamena vyrobné stredisko W1, W, a W3 nachadzajuce sa v CR uspokojuje
poziadavky Ceskych zdkaznikov a Wa nachadzajlice sa v AU ma na starosti slovenskych,
raktiiskych a mad’arskych zakaznikov. Hlavnym cielom bolo dokazat, Ze vzijomnou
spolupracou vyrobnych stredisk tejto firmy sa dokdze uSetrit zna¢né mnozstvo
prepravnych nakladov vo forme usporenej prepravnej vzdialenosti vozidiel. Skumali sme,
¢1 sa danym hra¢om oplati spolupracovat’, a teda ¢i je splnend podmienka, na zéklade
ktorej hraci dosahuju spolupradcou vyhody. Sposoby alokacie vyhier sme zapisali ako
ulohy matematického programovania v tretej kapitole (pricom boli prispdsobené ulohe
kooperativneho rozvozu). V tabulkéach ¢. 4.54 - 4.61 potom moZzno vidiet, ako si hraci
medzi sebou rozdel'uji prepravné naklady na zaklade teérie vyjednavania. Spravodliva
alokaciu uspor v pripade grand koalicie vy¢islujeme prostrednictvom Shapleyho hodnoty

v tabul’kach ¢. 4.56 a 4.47. N4jdenim rieSenia na zaklade predstaveného originalneho
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matematického modelu moézu logistické spolocnosti uvedené modely pouzivat’ na svoje
kazdodenné rozhodovanie pri optimalizovani ciest v pripade dorucovania svojho tovaru
prostrednictvom svojich vozidiel. Otazkou d’alej ostava, ako zlepsit’ ziskané vysledky
z hl'adiska casu vypoctu (doposial’ jeden vypocet na ziskanych datach trval pri
dvojclennej koalicii aj 80000 sekund), pripadne model rozsirit' o d’alSie predpoklady a

ohranicujuce podmienky (napr. ¢asové okna a pod.)
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Zaver

Hlavnym cielom predlozenej dizertatnej prace je prezentacia novych
matematickych modelov na rieSenie uloh kooperativneho rozvozu a overenie ich
funkcionality rieSsenim zodpovedajtcich tiloh. Na to, aby sme splnili nas hlavny ciel’, sme

postupne V jednotlivych &astiach dizertaénej prace napliiali ¢iastkové ciele.

Prva kapitola zaverecnej prace je venovand teoretickému vymedzeniu okruznych
uloh. V tejto kapitole sa venujeme vymedzeniu podstaty ulohy rozvozu s viacerymi
strediskami, ktord sluzi ako vychodiskovy atribut zaverecnej prace. Taktiez tato kapitola
obsahuje prehl'ad publikacii tykajucich sa nami skiimanej problematiky. Na zaklade
mnohych ¢lankov a prispevkov v tejto kapitole mozno potvrdit, Ze zavedenie
predpokladu kooperacie do dopravnych problémov moéze viest k znacnej uspore
nakladov napr. v logistike. Ked'Ze predmetom dizertacnej prace je rieSenie kooperativne;j
ulohy rozvozu, prinosnou ¢ast'ou tivodnej kapitoly prezentujeme teoriu hier ako nastroj

rieSenia kooperativnych dopravnych uloh .

V druhej kapitole prezentujeme jednotlivé ciele nasej prace. Dosiahnutie
zakladného ciela je podmienené splnenim ciastkovych cielov. Objektom zaujmu bolo
zostavenie novych matematickych modelov kooperativneho rozvozu vo forme modelov
celociselného zmieSané¢ho programovania . Pre Ucely tejto diplomovej prace sme zvolili
pristup k rieSeniu tloh optimalizacnou metddou. Zapis novych modelov kooperativneho
rozvozu bol realizovany Vv prostredni optimalizaéného programu GAMS. Ciastkovym
cielom bola prezenticia anaslednd implementdcia roznych metdd redistribucie

usporenych nakladov, ktoré hraCom vyplyvaji zo vzajomnej kooperacie.

Vyznamnou kapitolou dizertacnej prace je tretia cCast, ktora bola venovana
kooperativnym hram. Délezité bolo predovSetkym uvedenie matematickych modelov
ulohy rozvozu s viacerymi strediskami a jej kooperativneho rozSirenia, z ktorého sme
vychadzali pri zostavovani kooperativneho rozvozu v $tvrtej kapitole. V tejto kapitole
prezentujeme aj redistribiciu usporenych nakladov na zdklade tedrie vyjednavania.
Nasim ciastkovym cielom zabezpecCenie vypoctov vo vhodnom softvérovom prostredi.
Ked'ze vypoclty realizujeme v systéme GAMS, venujeme pozornost’ v tejto kapitole aj
tomuto softvéru, ktory sa vyuziva predovSetkym v oblasti optimalizécie, pretoze dava
moznost’ zapisovania optimalizaénych uloh pomocou ich matematickych formulécii

Vv kompaktnom tvare (v ich matematickom zapise).
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NajdolezitejSou Castou prace je Stvrta kapitola, v Ktorej sa nachadzaju vysledky
celej zavereCnej prace. V Givodnej casti tejto kapitoly sme najskér prezentovali
fungovanie predstavenych modelov kooperativneho rozvozu a jeho modifikacii na ulohe
mensSiecho rozmeru. V tomto pripade plynu zo spoluprace urcCité benefity vo forme
usporenych prepravnych nakladov (¢o v nasom pripade povazujeme za ,,vyhru®), ktoré
chceme nasledne prerozdelit’ na zaklade teérie vyjednavania medzi jednotlivych hracov.
Teoria vyjednavania je zvyCajne prepojend s teoriou uzitoCnosti. ,,Vyhry* vtomto
pripade reprezentuju hraCovu uzitocnost’, ktora mu plynie zo spolupréce a ktort chce hrac
maximalizovat’. V tejto praci sme prezentovali modifikacie roznych rozdeleni takychto
,vyhier vo forme nakladov a prislusnych usporenych nakladov. Z tohto dovodu sme
uvadzali termin ,,vyhra® uvodzovkach (v porovnani so v§eobecnou funkciou uzito€nosti
vo forme zisku). Nasledne aplikujeme teoretické poznatky na realnom priklade z praxe.
Zaoberame sa doru¢ovanim jednotlivych zasielok na ¢eskom, slovenskom, raktiskom
a mad’arskom trhu za jeden deni a viacerymi vozidlami spolo¢nosti Karlovarské mineralni
vody, a. s.. Vypocet optimalnej trasy bol vyrieSeny za predpokladu, Ze vSetky poziadavky
na ulohu su vopred zname, pri¢om cielom bola minimalizacia celkovej vzdialenosti
prejdenej vozidlami srovnakou kapacitou. Predpokladali sme, Ze hraci (vyrobné
strediskd) poznaju vSetky adresy dorucenia (priCom kazdému hracovi prislucha vlastna
mnozina zékaznikov) ¢o znamena, ze pocas pracovnej smeny Vozidla uz nemohla od
ziadneho zakaznika prist nova poZiadavka. Na zéklade vstupnych dat, ktoré su tvorené
$tyrmi hraémi a 40 adresami doruéenia nachadzajucich sa v Ceskej republike, Slovenskej
republike, Mad’arsku a Rakusku sa podarilo prostrednictvom optimalizaéného softvéru
najst rieSenie ulohy kooperativneho rozvozu s homogénnym dopravnym parkom
a znovunaplnenim Vv inom ako vychodiskovom stredisku. Mozno konstatovat’, Ze takto
zvolenou cestou by preslo vozidlo hraca podstatne menej kilometrov v porovnani so
situaciou, keby hra€ rozvoz uskuto€niuje samostatne. Prinosné je aj zavedenie podmienky
individualnej stability na zaklade ktorej docielime, ze pri naslednej redistribucii
usporenych ndkladov hra¢ ziska minimalne tolko, kolko by ziskal samostatnym
postupom (nekooperativnym spravanim). Vypocty boli realizované v systéme GAMS. Pri
porovnavani vyslednych prepravnych nakladov prijimame zaver, Ze zavedenie
predpokladu 0 vzajomnom vyuzivani vozidiel hrac¢ov, ktoré sa moézu znovunaplnit

v inom ako vychodiskovom sklade umoziuje znizenie prepravnych nakladov.
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Podstata naSho hlavného ciela dizertacnej prace, ako aj ¢iastkovych ciel'ov, bola
naplnena v jednotlivych kapitolach zavere¢nej prace. Prezentované matematické modely
na rieSenie kooperativnej tllohy rozvozu mozno pri splnenych predpokladoch modelov

aplikovat’ aj v redlnych podnikoch poskytujucich logistické sluzby.
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10:

logistickymi strediskami v Bratislave

Kooperativna uloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom

a znovunaplnenim v inom ako vychodiskovom sklade
Grafické znazornenie optimalnych ciest motelu I a 11

Sposoby alokacie uspor na zaklade tedrie vyjednavania (rovnostarske,
utilitarne a Nashovo riesenie prostrednictvom GAMS kodu, Shapleyho

hodnota prostrednictvom prostredia MS Excel

Kooperativnha uloha rozvozu s homogénnym dopravnym parkom
a navratom do vychodiskového strediska a jej rozsirenie o podmienku

individualnej stability (rozlisené cervenou farbou)
Grafické znazornenie optimalnych ciest modelu 111
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