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Abstract: The aim of this paper is to theoretically describe the possibility of
applying actuarial mathematics in health insurance. The development of
health insurance plans displays some specific features of each country, in
particular by using actuarial mathematics. The paper contains some
conceptions needed for the construction of the stochastic model by Markov
chains. It analyses the forms of valuating Markov chains by system’s
modelling, too. The paper defines the matrix of transition probabilities, i. e.
stochastic matrix. It is necessary for insurance companies to know what the
probabilities of transition are, e.g. if the insurant will be healthy, ill, or
dead. Therefore, we were interested in the probabilities distribution state of
system after n steps. For this purpose, we determined the chain: vector of
initial probabilities and matrix of transition.
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Uvod

Na zdravotnicky sektor sa kladu stale vicSie poziadavky zo strany pa-
cientov 1 vladnych orgénov, a to najmi vo zvySovani kvality poskytovanych
sluzieb. Zdravotnictvo u nas aj v inych vyspelych Statoch v sucasnosti pre-

chadza kritickym obdobim spdsobenym neodvratnym starnutim populacie.
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Z tohto doévodu je potrebné zacat’ s jeho transformaciou a zacat’ by sme mali
zmenou vnimania zdravotnictva. Vysledkom by mal byt moderny efektivny
systém schopny sa prisposobovat’ poziadavkam doby, a tym plnit’ svoju
primarnu ulohu, ktorou je starostlivost’ o zdravie obCanov a zlepSovanie

zdravotného stavu celej populacie.

Cielom tohto prispevku je vypracovanie konkrétnych stochastickych
modelov, ktoré by boli aplikovatel'né v slovenskom zdravotnictve, a tym by
mali potencial zlepSit’ stav zdravotnictva, ale hlavne sa vyrovnat’ praci aktu-
arov v zdravotnych poistovniach v krajinach Europskej unie, kde tieto mo-
dely maji uz pevné miesto pri kalkuldciach poistovni. Pozornost’ sme
upriamili na aktuarske modely aplikovatelné v slovenskom zdravotnictve,
presnejSie na viacstavové Markovove modely. Na ilustrativnom priklade
v zavere prispevku sme ukdzali vyuZitie tzv. matic prechodu s konkrétnymi
vypoctami, ktorymi sme demonstrovali jednoduché vyuzitie Markovovych

modelov v zdravotnom poisteni.

Hlavnym dévodom aktuarskeho modelovania je vyvinut’ a uviest’ do pra-
xe spolahlivé metédy na ucely hodnovernych vypoctov. Ide najmi
o vypocet velkosti nemocenskej davky a prislusného poistného, ktoré by
mal poisteny ¢len platit. To sa potom odraza v kvalitnejSej organizacii
a financovani  systémov  nemocenského a zdravotného  poistenia.
V stcasnosti sa uz v mnohych eurdpskych krajinadch v zdravotnom poisteni
pouziva matematicky aparat zalozeny na aktuarskej matematike. Dobré sku-
senosti s tymto pristupom maju aktudri vo Velkej Britanii v tzv. PHI poiste-
ni (Permanent Health Insurance [11]). Aktuarska matematika, najma
stochastické modely, sa v zdravotnom poisteni vo vel'kej miere uz vyuziva

aj v inych krajinach.
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1 Markovove ret’azce

V prvom rade uvadzame niektoré pojmy potrebné na konStrukciu
stochastického modelu pomocou Markovovych retazcov. Nasledne rozobe-
rieme aj sposoby oceflovania Markovovych retazcov v spojitosti so systé-
movym modelovanim®. Nech nahodny proces X = {X (t),teT } je dany ako
postupnost’ nahodnych premennych X (7). Parametrom ndhodného procesu
X bude cas t. Predpokladajme, Ze kazd4 nahodna premennd X(¢,) moéze
nadobudnut’ len konecny pocet hodnoét, teda mnozina stavov procesu X je
kone¢n4 a ¢as ¢ budeme uvazovat' v diskrétnych okamihoch ¢,,¢,,...,¢7, ...
Nahodna premenna X(¢,) prisluchajuca okamihu # =¢, mdze nadobudnut’
hodnoty S,, 'S,,....,'S,, , kde pre rozne i moZe byt rézne m,. Pre zjedno-
duSenie predpokladajme, ze v kazdom okamihu 7 =¢, zodpovedajica na-

hodna premenna moze nadobudnut’ jednu z hodnot
S,8,,...5,. (1)

V spojitosti so systémovym modelovanim sa pouziva nasledujica termi-
noldgia [10]. Ndhodny proces X, ktory sa modze nachadzat' v stavoch
S\, S,,...S,, uvazujme ako systém S, ktoré¢ho prvky su stavy ndhodného

procesu S,,S,,...S,. Potom namiesto toho, Ze ndhodny proces X

v okamihu #, nadobudne hodnotu S, budeme hovorit, Ze systtm § sa
v okamihu 7, nachadza vstave S;. Podobne, namiesto v okamihoch
ty>tys..»t, ... je zauzivané hovorit' o krokoch, resp. fazach systému S§.
Ozna¢me symbolom S;k) udalost’, ze systtm S sa v kroku k nachadza
vstave S;. Potom systém § modzeme pisat’ pomocou podmienenych prav-
depodobnosti P[Sj(f) /8§D, LS, S;f)J, t. j. podmienenych pravdepodob-
nosti toho, Ze systém sa v kroku k nachadza v stave S, za predpokladu, ze
v predchddzajiicom kroku k—1 sa nachadzal v stave S, —atd’., az v kroku

0 sa nachadza vstave S, , kde §,,S, ,...S, je lubovolny zo stavov

3V operac¢nej analyze sa s takymto pristupom beZne stretneme pri modelovani procesov
obnovy, ale aj pri modelovani hromadnej obsluhy a zasob [4].
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systému (1). Stav systému v urc¢itom kroku je teda podmieneny stavmi sys-
tému v predchadzajtucich krokoch. V takomto pripade hovorime, ze systém

ma (k —1)-nasobnu vizbu.

Procesy s jednoduchou vidzbou, prebiehajice v diskrétnych casovych
okamihoch (krokoch), sa nazyvaji Markovove retazce. Ak mnozina stavov
(1) je konecna, ide o kone¢ny Markovov retazec, ak je nekone¢nd spocita-
tel'na, hovorime o nekonecnom Markovovom retazci [5]. Na ucely zdravot-

ného poistenia s vyuziteI'né konecné Markovove retazce [8].

Pre Markovov retazec teda plati:

Pl sy s, s = Plsi s | @)

Ak Tubovolny ndhodny proces ma vlastnost’ (2), tak hovorime, Ze ma
Markovovu vlastnost. Na popis Markovovho retazca st teda postacujlice
podmienené pravdepodobnosti toho, ze sa systém v kroku & nachddza
v stave S, za predpokladu, Ze v predchadzajucom kroku k —1 sa nachadzal

v stave §;. Oznalme tuto pravdepodobnost’ p, (k):
py(k)=Pls® /8], 3)

Pravdepodobnosti p; (k) nazyvame pravdepodobnosti prechodu. Vo
vSeobecnosti zavisia od vychodiskového kroku k-1 (vychodiskového
okamihu ¢, ;) aod rozdielu 7, —7,_, (dobe medzi dvoma nasledujucimi
krokmi, resp. okamihmi). Ak pravdepodobnosti prechodu p, (k) nezavisia
od pociato¢ného kroku k —1, ale zavisia len od doby medzi dvoma po sebe
iducimi krokmi ¢, a ¢, ,, tak hovorime o homogénnom Markovovom re-
tazci. Tato skuto¢nost’ pre nds znamena, Ze pravdepodobnost’ poistného
plnenia zavisi len od diZky poistnej doby, €o je v zdravotnom poisteni ak-
ceptovatel'né, preto sa d’alej budeme zaoberat’ len homogénnymi Markovo-

vymi retazcami.
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Rozdiel ¢, —t, , nazveme dizkou k -teho kroku v Markovovom retazci.
Ak budeme predpokladat’, ze dizka kazdého kroku je rovnaka (So v praxi
nie je problém), teda Af, =1, —1,_ =konst,k=1,2,...

Z casového hladiska mo6zeme uvazovat’ tato konStantu rovnajtcu sa jed-
nému Casovému obdobiu (rok, mesiac, tyzdeil). Potom pravdepodobnosti

prechodu p, (k) v homogénnom Markovovom retazci mézeme oznaovat

Py
2 Matice pravdepodobnosti prechodu

V kone¢nom Markovovom retazci s po¢tom stavov m mdzeme pravde-

podobnosti prechodu p;; usporiadat’ do matice P:

Pu P -+ P
p= p.2] p.zz p‘2m 4)
pml pm2 pmm

Maticu P nazyvame maticou pravdepodobnosti prechodu (maticou pre-
chodu), pricom pre pravdepodobnosti prechodu p, plati: 0<p, <1,

dop;=Li=12...m.
A

Maticu, ktorej prvky vyhovuju vyssie uvedenym podmienkam, nazyvame
stochastickou maticou. Matica prechodu je teda stochastickou maticou. Re-
tazec bude ureny, ak nijdeme vzt'ah, pomocou ktorého budeme vediet
uréit’ pravdepodobnost” vyskytu l'ubovolnej postupnosti stavov systému
S,»8,,...8,; pre postupnost’ Casovych okamihov 7,,7,, ..., 7, . Podla vety

o nasobeni pravdepodobnosti* dostaneme

4 P(4B)= P(4)P(B/ A), blizsie v [2].
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k) k-1 ) <0>]_ [(k) (k-1 o (0>] [(k—l) » cO]_
Pls®, 54D, sV, 5O )= Pls® /5% SO O [ plsEh, 5P, 5O ]=

Jk-1 Jk-1

_ (k1) ) <0>J
C T pjk—ljkP Sjk—] >0 'Sfl ° Sfo

Podobne by sme mohli vyjadrit P[S;Z‘j), ...SJ(.I]), S;(?)] a tak pokracovat’
d’alej. Nakoniec dostaneme

k) Qk-D) ) (0)]_
P[Sf/( ? Sjl(—l > 'Sj ? Sju - p./’/ﬁljk p./’/ﬁzjkfl ”'pfoflpfu :

Pravdepodobnosti p, . p, . ...p,;, su prvkami matice prechodu
P. Pravdepodobnost’ p, je pravdepodobnost’ vyskytu stavu S, z mnoZiny
stavov na zaciatku procesu. Pre j, =1, 2, ..., m dostdvame rozdelenie prav-
depodobnosti stavov systému v poc¢iatocnom okamihu. Tieto nepodmienené

pravdepodobnosti vytvaraju vektor pociato€nych pravdepodobnosti p(0),
pricom p(0) = (p,(0), p,(0)...., p,,(0)).

Na pracu s homogénnym Markovovym retazcom potrebujeme teda
poznat’ vektor pravdepodobnosti p(0)a maticu prechodu P. Pre poistoviiu
je dolezité vediet’, aké su pravdepodobnosti toho, ze systém (poistenec) bu-
de v danom stave (zdravy, alebo mftvy) po n obdobiach (vdc¢Sinou rokoch).
Bude nés teda zaujimat’ rozdelenie pravdepodobnosti, t. j. rozdelenie prav-
depodobnosti stavov systému po urcitom obdobi # (po n krokoch). Predpo-
kladame, ze retazec je urceny, t. j. Ze je dany vektor pociatoénych pravde-
podobnosti p(0) a matica prechodu P. Ur¢ime najskor rozdelenie pravdepo-
dobnosti po jednom kroku. Oznacme p,(1) ako pravdepodobnost’ toho, Ze
systém sa po jednom kroku bude nachadzat' v stave S§,. PretoZze stavy
S, (j=1,2,...,m) vytvaraja uplny systém stavov, podla vety o Uplnej

pravdepodobnosti’ mame

s Pla]=Y P[BJP[4] B, blizsie v [2].
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pD)=p,O)p,;+p,0)p, +...4+p,O0)p,, = Zp_/ (0)]9;/ . (5

j=1
Pre i=1,2,...,m pravdepodobnosti p,(l) vytvoria vektor pravdepodob-
nosti p(1) po jednom kroku p(l):(pl(l), p,(D,..., pm(l)), i-tu zlozku
vektora pravdepodobnosti p(l) dostaneme podla (5) tak, ze j-tu zloZzku
vektora p(0) nasobime prvkom nachddzajicom sa v j-tom riadku a i-tom

stipci matice P a takto vzniknuté saginy s¢itame. MoZeme teda pisat’
p() = pO0)P. (6)

Urc¢ime teraz rozdelenie pravdepodobnosti po dvoch krokoch, teda
vektor p(2). PouZijeme analogicky spdsob s tym, Ze za vektor pociatoc-

nych pravdepodobnosti zoberieme vektor p(1). Podl'a (6) dostaneme
p(2)=p(1) P=p0)P*.

Metodou matematickej indukcie sa d4 dokazat’, ze pre vektor pravde-

podobnosti p(n) po n krokoch plati
p(n)=p(n—1) P=pO)P". (7

Pomocou vztahu (7) mézeme zistit’, ¢i v uvazovanom systéme existuje
limitné rozdelenie pravdepodobnosti alebo staciondrne rozdelenie, teda také,

ktoré sa uz s rastucim » nemeni.

Predpokladajme, Ze existuju také absolutne pravdepodobnosti
P> Pays---» P, (toho, Ze systém sa bude nachédzat’ v stave S, S,,...,S,),
ktoré uz nie st zavislé od poctu krokov n. Tieto pravdepodobnosti vytvara-
ja VthOI}'ﬂ stacionarnych pravdepodobnosti p, kde p= (p1 s Doseees pm),
pricom Z p; =1. Ak existuje limitné rozdelenie pravdepodobnosti p,(n),
tak musi platit: lim p(n)=p A limp(n+1)=p. Zo vztahu (7) dosta-
neme: p=pP alg?):, po ekvivalentg'gh upravach, p[E - P] =0, kde E je
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jednotkova matica m-teho radu a 0 je m -rozmerny nulovy vektor. Tento
systém homogénnych linedrnych rovnic je riesiteny, ak det[E - P] = 0°.
Tato podmienka je pre maticu prechodu splnend. TakZe nas systém ma

nekonecne vel'a rieSeni, z ktorych vyberieme to, pre ktoré plati:

Zpi =1.
i=1

Vratme sa k spominanému trojstavovému modelu a pokusme sa pred-
chadzajicu tedriu pouzit’ v praxi. Poistenec predstavuje systém, ktory sa
modZe nachadzat v jednom z troch uvaZovanych stavov, ato v stave (1) —
zdravy, (2) — chory, (3) — mftvy. Vektor p(n) =(p, (n), p,(n), p,(n)) opisu-
je pravdepodobnost’ toho, v akom stave sa poistenec nachadza po » krokoch
(obdobiach). Za jedno obdobie mézeme uvazovat jeden rok. Prvéa zlozka
teda vyjadruje pravdepodobnost’ toho, ze poistenec bude po » rokoch zdra-
vy, druhé zlozka pravdepodobnost’ toho, ze bude po » rokoch chory a tretia,

ze poistenec po n rokoch umrie.

V klasickom trojstavovom modeli zdravotného poistenia ma matica
prechodu tvar (podrobne v [8]):

P P Pis
P=| py Py Py (8)
P3Py Ps3

a vektor pociatocnych pravdepodobnosti p(0) = (1 0 0), ked'ze kazda
novopoistend osoba je v stave (1), teda zdrava. Uréime vektor pravdepodob-
nosti p(1) a p(2) podla (6), resp. (7).

Pu Pn P
p(l)=p(0)P=(1 0 0) pyy Py Pa :(pll P p13)-
P31 P Pss

6V linearnej algebre zndme ako Cramerovo pravidlo.
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Rozdelenie pravdepodobnosti po jednom roku sa teda rovna prvému
riadku matice prechodu.

Pu P Piz
p(2):p(1)P=(p11 P Pis) Pa Pn P
P31 Pxn P33

= (pllpll t PPy T P3Py PuPitPuPrtPisPn PuPit PP +p13p33)

Po dvoch rokoch st jednotlivé zlozky vektora pravdepodobnosti tvorené
zo suctov pravdepodobnosti prechodu cez vsetky stavy, v ktorych sa moze
systém nachadzat’ medzi prvym a druhym rokom. Je zrejmé, Ze pravdepo-
dobnosti 31 a P2 si rovné nule a pravdepodobnost’ P33 sa rovna jednej
(pretoze stav mftvy je absorp¢ny). Preto posledny riadok matice prechodu sa
rovna vektoru (0 0 1). Teda

Pu P Pis
P=|p), Pn Px )
0 0 1

p2)= (pnpu + PPy PuPntPoPrn PuPizt PP +p13)-

Po dostato¢ne velkom pocte rokov sa vSetky osoby budi nachadzat
v stave mftvy a z tohto stavu sa uz do iného stavu nedostanu. Takze pre pri-
pad zdravotného poistenia je evidentné, ze vektor staciondrnych pravdepo-
dobnosti p bude p=(0,0,1).

3 Rozdelenie podmienenych pravdepodobnosti prechodu

Budeme hl'adat’ podmienené pravdepodobnosti prechodu vyssich radov,
t. j. pravdepodobnosti prechodu systému zo stavu S, do stavu S; po n kro-
koch. Poist'oviiu napriklad méze zaujimat, aka je pravdepodobnost’ toho, ze
poistenec bude po niekolkych tyzdiioch (mesiacoch, rokoch) chory, ak je

chory aj v stcasnosti. Ozna¢me tieto pravdepodobnosti pl.(j"). Pri vypocte
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tejto pravdepodobnosti musime uvazit' vSetky mozné stavy, v ktorych sa
moZe systém nachadzat’ medzi tym, ako sa dostane zo stavu §; do stavu S,
[10].

Nech n=n, +n,. Predpokladame, Ze na zaciatku procesu (v okamihu 0)
bol systém v stave §,, po n, krokoch sa bude nachadzat’ v stave S, apo
d’alSich n, krokoch sa bude nachadzat v stave S, . Potom pre k =1, 2,...,m

plati Chapman-Kolmogorovova rovnica [2]:

m
(m+ny) _ (m) (1)
py =" p (10)
k=1

Pre n, =n, =1 zo vztahu (10) dostaneme: p\” = > p, p,;, teda prvok
2

(
Pi
a j-teho stipca matice P. Matica pravdepodobnosti prechodu po dvoch kro-

o e croe k=1 . .
) dostaneme ako sucet stcinov zodpovedajucich prvkov i-teho riadka

koch P? sa teda rovna sucinu P.P:

{p(Z)}: pO—p2

i

a metédou matematickej indukcie mozno ukazat, ze pre p'”

i
{pm)}: p_pn

i

plati:

Pozrime sa blizsie na prvky matice P* . Pre zjednodusenie uvazujme ma-
ticuPpre 4,7 =1, 2, 3.

Vynasobenim dvoch matic prechodu dostaneme

Pu P P Pu Pn Pi
=| P P Py | Pn Pn Px

P31 Pn Pyn]l P P P
PuPutPuPnt PPy PuPutPuPntPuPn  PuPuit PuPst PiPs
PouPiit PPyt PPy PuPut Pulunt PPy PuPit Pulst Pubss
P31Pi T PPyt P3Py PuPut PuPntPuPn PulPit PoPxt Piulyi

P2

Interpretdcia matice P*
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Prvy ¢len p? opisuje pravdepodobnost’ toho, Ze systém sa po dvoch

sledovanych obdobiach nachddza v stave S, za predpokladu, Ze sa na za-
¢iatku nachadzal v stave §, apocas tohto obdobia sa mohol nachadzat
v jednom z troch stavov S,,S,,S,. Analogicky by sme interpretovali aj os-

tatné ¢leny matice.

Zaujima nas, aka bude situdcia v trojstavovom modeli zdravotného pois-

tenia. Uvazujme teda maticu (9) a opit poéitajme P :

Pu P Pl Pu P P
P’ = Py Pn P Pau Pn P
0 0 1 0 0 1
PuPu t PPy PuPitPuPn  PuPistPnPst D

=| PuPutPuPy PuPntPnuPrn PuPistPruPst Pyl
0 0 1

Interpretdcia matice P* :

Clen p? opisuje pravdepodobnost toho, Ze poistenec je v stave (1), za

predpokladu, Zze na zacCiatku bol v stave (1)a pocas sledovaného obdobia sa

mohol nachadzat’ v stave (1), alebo (2), teda zdravy alebo chory.

Clen p? opisuje pravdepodobnost toho, Ze poistenec bude chory, za
predpokladu, Ze je zdravy a pocas sledovaného obdobia moze byt zdravy,
alebo chory. Clen p!? opisuje pravdepodobnost, Ze poistenec bude zdravy,
za predpokladu, Ze je chory, a teda pocas sledovaného obdobia bude zdravy,

alebo chory.

S porovnanim so vztahom (7) v podstate dostdvame rovnaké vysledky
(pr1 rovnako dlhych obdobiach n, a n,). Pri tomto vypocte pravdepodob-
nosti nepotrebujeme vektor pociatocnych pravdepodobnosti. Jednotlivé Cle-
ny matice P?, resp. P" opisuju vietky mozné pravdepodobnosti prechodu

zo stavu (7) do stavu (j) pre i, j =1, 2, 3.
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4 Markovove ret’azce s ocenenim

Predpokladajme, ze kazdej pravdepodobnosti prechodu p; systému zo
stavu S, do stavu S, je priradené urCité ocenenie r;. V takomto pripade

hovorime o Markovovom ret’azci s ocenenim.

Ocenenia prechodu r; vytvaraji maticu R:

o o Bim
1% r- 7.
21 22 2
R=| 7 7 . T (11)
rml sz . me

Ocenenia r; mdZu byt konStantné, klesajuce alebo rastice vzhl'adom na
n, pouziva sa tiez diskontované ocenenie prechodu. V d’alSom budeme
predpokladat’, ze r; si konStanty. Pri vynosoch je to zrejmé a poistné plne-
nia mdzeme takisto povazovat’ za konsStantné, ak ich budeme diskontovat’
o predpokladand mieru inflacie [4]. Ak sa v Markovovom ret'azci vykona »
krokov, tak ocenenia (vynosy alebo straty) jednotlivych krokov sa spocitaju.
Na ocenenie celkového vynosu po n krokoch, ak sa na zaciatku systém na-
chiddza v stave S., pouzijeme veli¢inu v, ktor(i vypocitame podla reku-

rentného vzt'ahu

v = ply 0] (12)
j=l

kde v\ je ocenenie stavu S, na zadiatku procesu. Spravidla je v =0.
Vzt'ah (12) vyjadruje, ze celkové ocenenie pri prechode zo stavu S, po n
krokoch sa skladé z ocenenia tohto prechodu a zo strednej hodnoty ocenenia
vyplyvajuceho z prechodu do stavu S, pocas n —1 krokov. Oznacme stred-
nd hodnotu bezprostredného ocenenia ¢q, = z p;1y; - Vztah (12) potom bude

=1
mat’ tvar: !
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m
(n) _ (n-1)
v =g, +§ pi/V_/n .
=

Pre i=1,2,...,m veli¢iny v/" su zlozky vektora absolutnych oceneni

v" a veli¢iny ¢, su zlozky vektora bezprostredného vynosu g .

V modeli zdravotného poistenia R je maticou treticho radu (trojrozmer-

na) s oceneniami r, pre i, j =1,2,3.

R=\ry 1y 1yl (13)

Ocenenia 1, r,, budl zrejme pre poistoviiu vynosom. Pritom 7, bude
poistné, ktoré platia poistenci, ked’ st zdravi a v predchaddzajucom obdobi
boli tieZ zdravi. A r,, bude poistné, ktoré platia poistenci, ked’ su zdravi
a v predchadzajicom obdobi boli chori. Ocenenia r,, r,, budul, naopak,
nakladmi poistovne. Bude to poistné plnenie, ktoré plati poistoviia poisten-
com, ktori su chori. Konkrétne 7, vpripade, ze poistenec bol
v predchiddzajicom obdobi zdravy a r,, vpripade, Ze poistenec bol
v predchadzajucom obdobi chory. Ostatné ocenenia sa budu rovnat’ nule,
ked’ze pri umrti nedochadza k finanénym tokom. V takom pripade matica

oceneni je iba dvojrozmerna.

no hy, O .
R=|r, r, O =|:“ 12}. (14)
0 0 0 i Iy

Ocenenie celkového vynosu po n krokoch (rokoch) v” ma zmysel pre
i=1,2. Teda v"” predstavuje ocenenie celkového vynosu po n krokoch, ak
bola osoba na zadiatku zdravd a v{", ak bola na zaciatku chora. Pre n=1

podla (12) dostdvame
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2
M _ (0))_ (0) (0) _
Vit = Zpl_j (Vl_;‘ TV, )=pPul TP T Pl Y PRV = Pulia T Pohas
=

2
o _ (0))_ (0) (0) _
V' = szj' (’”2_/ TV )= Pl T PoaVi T T Pty T PyVy ' = Pyl T Pty
j=1
Celkové ocenenie po roku, ak bola osoba na zaciatku zdrava, sa sklada
z dvoch zloziek. Prvéa sa rovna sucinu pravdepodobnosti, ze osoba ostane
zdravé, a vyskou poistného, a druhd pravdepodobnosti, ze osoba ochorie,

vynasobena poistnym plnenim.

V druhom pripade, teda ak bola osoba na zaciatku chord, sa prva zlozka
rovna sucinu pravdepodobnosti, Zze osoba vyzdravie, a vySkou poistného,
a druha zlozka sa rovna suc¢inu pravdepodobnosti, ze osoba ostane chora,
a poistného plnenia. Teda st to sucty vynosov a nakladov poistovne. Teda

vektor celkového ocenenia ma tvar

v = (vlla Vé): (pllrll + Piligs Poilo + p22r22)
Pre n=2:

2
VI(Z) = zplj (”1,‘ +V£'1)): Pulii t pllvl(l) + Pyt plzvgl) = Vl(l) + pllvl(l) + plzvgl) ’
=

2
VEZ) = szj (rzj + vﬁl)): Pl t p21v1(1) + Pl t pzzvgl) = Vgl) + p21v1(1) + pzzvgl)'

J=1

Po dvoch rokoch sa celkové ocenenie rovna oceneniu po roku zvySenom
o dva suciny. V pripade, ak osoba bola na zaciatku zdrava, je to sucin prav-

depodobnosti, Ze osoba ostane zdravé, a ocenenia v”, a sugin pravdepo-

dobnosti, Ze osoba ochorie, a ocenenia v" . Suciny v pripade, Ze osoba bola
na za&iatku chord, st analogické. V maticovom tvare v = (vl(z) v§2>) po-

tom plati

L0 = (V1(2) vgz)): (vl(l) vgl))+ (vl(l) v£1))|:p11 P T _ 0 4, 0p — v(l)(E + PT)
Py Pxn

9

kde E je dvojrozmerna jednotkova matica.
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Pre n=3:

@ _,0

2
v = Zplj (rlj +ij)): Puhy +p11v1(2) TPyt PpVy =V ? P
=

+puvi PRV s

@) _( )

Vf) = szj (r2j + v£,2))= Pl + p21V1(2) + Ppln t p22v22 = vll) + p21v12 @

Ll 20N

V maticovom tvare v = (vl(3) vf) )potom plati

T
v(z):(vl(s) v£3)):(vl(l) vgl))Jr(vl(z) ng)){l?n p12:| — 0 4, @pT
P P

Vo vieobecnosti pre n rokov v”) :( 1(") vﬁ”)) v maticovom tvare plati
p?) =) 4 (pT, (15)

Vektor ocenenia celkového vynosu po n rokoch sa rovna suctu celkové-
ho ocenenia po roku a celkového ocenenia po n—1 rokoch vynasobeného
maticou prechodu.

5 Markovove procesy

Ked sa pohyb poistencov medzi stavmi sleduje v diskrétnych ¢asovych
okamihoch, je pristup prostrednictvom Markovovych retazcov vyhovujici.
Vo vicsine pripadov je skreslenie prijateI'né a zjednoduSenie vypoctu znac-
né. Ako vSak napreduje technicky rozvoj, pre su¢asné pocitacové vybavenie
nie je ziadny problém pracovat’ aj so spojitym modelom, ked’ sa uvazuje
o zmenach stavu systému v 'ubovolnom casovom okamihu [9]. Model sa
tymto stava vernejSim obrazom reality. Samotny princip vypoctu je analo-
gicky ako postup prostrednictvom Markovovych retazcov, spomenieme len
isté odlisnosti vyplyvajlice z pouzitia spojitej ¢asovej premennej. Hned prva
odlisnost’ je v pomenovani — ak procesy s jednoduchou vizbou prebiehaju

v spojitom Case, hovorime o Markovovych procesoch [8].
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Budeme teraz pouzivat’ symboliku typickt pre tito oblast. Predpokla-
dajme, Ze osoba je vo veku x, asledujme jej spravanie sa v Case Ar>0.
Predpokladajme, Ze v l'ubovolnom okamihu sa moézZe nachadzat' len

v niektorom z m stavov systému S|, S,,..., S, .

Pravdepodobnosti prechodu maja tvar
p;(x, x+At) pre At >0, resp. ,, p!.

Predpokladajme existenciu tychto limit

i -, p" .
lim&:,u)’{ >0,i#] a limA—’p":,u;’ >0.
A—0 At A—0 At
Veli¢ina u” sa nazyva intenzita pravdepodobnosti prechodu zo stavu
S, do stavu S, . Veli¢ina g sa nazyva intenzita pravdepodobnosti vystupu
zo stavu S,. Matica pravdepodobnosti prechodu P (x, x+ Ar) obsahuje
podmienené pravdepodobnosti vyskytu urcitych stavov v ase x+Af za

podmienky vyskytu urcitych stavov v ¢ase x

1—pl'Ar plPAr . pl"At
2Nt 1-uPAr L 2" At

P(r,x+An=| U (16)
At A L 1= AL

pricom plati

1=l At +> plAr =1,

J#i
z ¢oho vyplyva
AL = Zy;‘{m .

J#i
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Matica intenzit pravdepodobnosti prechodu A (x) ma tvar:

S
20 2 2m

A =| Mo A (17)
T

Pre matice P (x, x + Ar) a A(x) plati vzt'ah:

P(x, x+Ar)=E+ A(x)Ar. (18)
Vektory pociatocnych pravdepodobnosti a nepodmienenych pravdepo-
dobnosti su rovnaké ako pri diskrétnom case:

p(0)=(p,(0), p,(0)...., p,,(0)),

P = (P (), P2 (), 2, ().
Tak, ako pre Markovove retazce platil vztah (7): p(n)= p(n—1)

P= p(0)P", pre spojity pripad plati vztah:

p(x+Ar) = p(x)P(x, x +Ar) (19)
a po dosadeni za P (x, x + Ar) =E+ A (x)A¢ dostaneme
p(x+AD) = p(x) + p(x)A(x)Ar,

PEEBOZLE) () A ).

plx+A0) — p(x) _

Ak oznac¢ime lim p'(x), potom p'(x) = p(x) A(x).

At—0 At
Ak rozpiSeme posledny vzt'ah na jednotlivé zlozky, dostaneme
dp,(x) _<

(xS u', i=1,2,...,m,
- ;p_,( )8 14}

kde 6, =1, ak j#i,6, =1, ak j=i.

Dospeli sme k sustave Kolmogoronovych diferencidlnych rovnic. Tato
sustava ma jednoznacné rieSenie vtedy, ked’ je dany vektor pociato¢nych

pravdepodobnosti, a ak su intenzity u/ spojité. Pre homogénny Markovov

proces plati rovnakd Chapman-Kolmogorovova rovnica ako pre Markovove
ret’azce:

P(SI+S2)=P(S1)P(SZ), (20)
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kde P (s, +s,) je matica prechodu pre Casovy interval Af =s, +s,.

Vektor stacionarnych pravdepodobnosti p =(p,, p,,...p,,) nie je zavis-

ly od casu, preto sa jeho derivacia bude rovnat' nule, ateda dostaneme
vzt'ah:

0=p A,
0=p[P-E](AN),
a odtial’ pre (A7) #0 dostdvame vztah p = pP, ktory sa zhoduje so vzta-
hom pre Markovove retazce (p = pP). Rozdiel je teda predovSetkym
v matici prechodu. V Markovovych procesoch pracujeme s intenzitami g,
resp. u!, ktoré zavisia od veku x, a rovnako tak vektor absolitnych prav-

depodobnosti  p(x) = (p, (x), p,(X)...., p,,(x)). Prave vek zohrava velki
ulohu pri zdravotnom stave l'udi.

Tieto teoretické poznatky zhrnieme do nasledujuceho ilustracného pri-
kladu. Vypocitame rozdelenie pravdepodobnosti po 1, 5 a 10 rokoch 30
a 50-ro¢nej osoby, ktord ma zdujem o nemocenské poistenie. Maticu pre-

chodu, ktorti dana poist'oviia pouziva pre osoby vo veku x rokov, oznacime
P

0,737 0,26 0,003
Nech pre x =30, P,, =| 0,625 0,37 0,005| apre x=50,

o 0 1
0,73 0,26 0,01
P, =|0,62 037 0,01].
0o 0 1

Riesenie’.

Ozna¢me p (i) vektor pravdepodobnosti pre x-ro¢nu osobu po i- tom

roku.

Pre i=0, p_(0)= (1 0 0) , potom pre i =1 vypocitame:

7 Pri vypoctoch bol pouzity poéitacovy softvér Microsoft Office Excel 2003.
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0,737 026 0,003
P = ps, (0P, =(1 0 0)]0,625 0,37 0,005|=(0,737 0,26 0,003)>
0 0 1

0,73 0,26 0,01
P =py, (0P, =(1 0 0)[0,62 0,37 0,01[=(0,73 026 0,01)-
0 0 1
Pre i=5
0,6946 0,2883 0,017
P (3) =Py (0P, =(1 0 0)] 0,693 0,2877 0,0193 |=(0,6946 0,2883 0,017)
0 0 1
0,6897 0,2863 0,024
P53 =py, (P, =(1 0 0)]0,6895 0,2862 0,0243|=(0,6897 0,2863 0,024)
0 0 1
Pre i =10

[0,6822 0,2832 0,0346

25,10) = p, (0P =(1 0 0)]0,6807 02825 0,0368|=(0,6822 0,2832 0,0346)
| 0 0 1

0,673 02794 0,0476

15,10)= p, (OPY =(1 0 0)]0,6727 0,2793 0,048 |=(0,673 02794 0,0476)

0 0 1

Vysledky sprehl'adnime v tabul’ke ¢. 1.

Tab. ¢. 1
Pravdepodobnosti prechodu do urcitého stavu
Vek 30 | s0 [ 30 | s0 | 30 | 50 |
Stav zdravy chory mrtvy

po 1 roku 0,737 0,73 0,26 0,26 0,003 0,01
po S rokoch | 0,6946| 0,6897| 0,2883] 0,2863 0,017 0,024
po 10 rokoch | 0,6822] 0,673| 0,2832| 0,2794| 0,0346| 0,0476

Pramen: vlastné vypocty.
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Z vypoctov vidime, ze s pribudajucim vekom sa pravdepodobnost’ toho,
ze osoba vo veku 30 aj 50 rokov ostane zdrava, znizuje, a naopak, ze bude
chord, zvysSuje. Najvicsie rozdiely pri danych maticiach prechodu su pri
pravdepodobnosti umrtia, ktord po 10 rokoch u 30-ro¢nej osoby dosiahla
desatnasobok, u 50-ro¢nej osoby takmer patnasobok.

Zaver

Zdravotné systémy v réznych krajinéch sa zna¢ne odliSuji, najmé vyuzi-
vanim aktudrskej matematiky pri vypoctoch vysky poistného a poistného
plnenia. Ich doslednou analyzou mézeme ziskat kvalitné navrhy, ktoré by
sme mohli aplikovat’ aj na Slovensku a zlepsit’ tak stav naSho zdravotného
systému (podrobne v [16]). Preto prispevok predstavuje niektoré Markovove
modely ana konkrétnom priklade sme ukézali, ako sa daju vyuzit
v zdravotnom a nemocenskom poisteni. Autori sa snazili o praktické vyuzi-
tie vSetkych vypocitanych pravdepodobnosti prechodov a redlne vyuzitie
aplikacie Markovovych retazcov v praxi. V zavere prispevku je vypocet
rozdelenia pravdepodobnosti pre konkrétnu osobu, ktord ma ziujem
o nemocenské poistenie.

Prispevok by mohol byt’ prinosom pre slovensku aktuarsku prax, ked’ze
ponuka teoretické aj praktické vedomosti pre aktuarov, ¢o by mohlo
v buducnosti viest’ ku kvalitnej$ej organizacii financovania systémov zdra-
votného poistenia.
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