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Nékolik slov na uvod

(aneb kratké zamySleni na zavér tietiho ro¢niku ¢asopisu)

Motto:

., Fata volentem ducunt, nolentem trahunt. Huic omnia parent.

Mottem tohoto uvodniho slova je napis, ktery nalezneme na zapadni strané skvostné
vyzdobeného a velkolepé putsobiciho gotického salu jihlavské radnice. Jihlavsti
konselé si kdysi nechali v kaligrafickém pismu vyhotovit tuto myslenku starého
Lucia Seneky), aby jim stale pfipominala to, co je v jednani a chovani lidskych jedinct
podstatné a diilezité. Vétsinou je do Ceského jazyka piekladana témito slovy: ,,Osud
toho, kdo chce, vede. Kdo nechce, toho tahne. Tim je vSe Fizeno.*

Neni ucelem tohoto kratkého zamysleni hlubokomysingé filosofovat o obsahu
Kleanthovy myslenky. SpiSe se jednd o vyuziti poselstvi, které je vni jaksi
prvoplanové obsazeno a mohlo by byt s jistou mirou interpretacni licence vyjadieno asi
takto: Ten, kdo chce, kdo ma dostatek viile a trpélivosti, kdo je si védom toho, ze bez
vlastni aktivity nelze ni¢eho dosahnout, ten neni ,,otrokem® osudu, nybrz je schopen
¢elit mnoha jeho nastraham a piekonavat prekazky, které mu osud klade.

Domnivam se, Ze v této podobé¢ je Kleanthova mysSlenka nejen obecné platna, ale mtize
také byt nesmirn€ inspirativni a podnétna, pokud se chceme ve zpétném pohledu kratce
zamyslet nad dosavadni existenci, vyznamem a poslanim casopisu LOGOS
POLYTECHNIKOS.

Mozna, zZe leckterého ptipadného ¢tenafe napadne, Ze podobny zpétny pohled a Givahy
¢i reflexe jsou jesté ponékud nepatii¢né. Jiste, v ptipadé LOGOS POLYTECHNIKOS
se doposud jednd o casopis velice mlady, teprve si budujici své postaveni mezi
Ceskymi odbornymi vysokoskolskymi periodiky. Nicméné kazda, byt sebekratsi
historie umoznuje jistou reflexi a posouzeni toho, co se do této doby podatilo, co je
dobré, smysluplné a perspektivni a co naopak predstavuje urcité deficity a negativa.

Casopis LOGOS POLYTECHNIKOS pii svém vzniku dostal do vinku uréity zamér &i
zakladni cil. A pravé tento plivodni zamér velice uzce souvisi s mottem tohoto
zamysleni. Kratce se pokusim tuto souvislost vyznacit.

Osudem vSech dne$nich akademickych pracovnikil jsou publikace. Publika¢ni ¢innost
je alfou a 6megou profesionalni existence vSech prislusnikd akademickych obci.
V nadséazce to byva charakterizovano anglickym réenim ,,Publish or die!* (Publikuj
nebo zemii!)
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Neni mym umyslem jakkoli komentovat tuto situaci. Chci pouze upozornit na
skuteCnost, ze pravé takovy bytostné nutny pozadavek stavél a stavi mnohé
akademické pracovniky pred obtizné feSitelny problém. Prilezitosti k publikovani,
zejména v nekterych oborech védecké a odborné ¢innosti, je omezené mnozstvi (nékdy
by se dalo fici, Ze je jich Zalostné malo), avSak potieba publikovat pod tlakem vSech
moznych hodnoticich kritérii akademické prace neustale nartista. Takové ,,osudové™
dilema mize akademického pracovnika (ve smyslu Kleanthovy teze) bud’ vést, resp.
privést ke skutecné a vysoce hodnotné aktivité, anebo ho ,,tahnout™ ¢i dokonce znicit.

V okamziku, kdy se na Vysoké Skole polytechnické Jihlava zrodila mysSlenka na
vydavani vlastniho odborného Skolniho periodika, bylo ziejmé, Ze se (alespon nekteti)
prislusnici akademické obce této Skoly rozhodli vyjit ,,osudu* vstiic. Vile téch, ktefi
nakonec tuto myslenku prosadili, se stala vuli ,,cht&jicich®, tj. té€ch, ktefi nechtéji byt
taZeni ¢i vlaceni nutnymi ,,osudovymi pozadavky, nybrz vlastni aktivitou se pokousi
celit tlaku okolniho svéta.

»In margine” je tfeba poznamenat, ze tento krok, tj. zrod myslenky zalozit vlastni
odborné periodikum, nebyl krokem jednoduchym a jaksi samoziejmym. Historie
Vysoké skoly polytechnické Jihlava byla v roce 2009 jesté velice kratka a akademicka
obec této vysokoskolské instituce se teprve konstituovala a vykazovala mnohé
priznaky nezralosti. O to vice je tfeba ocenit skute¢nost, ze tento krok byl vykonan.

A byl to krok vskutku zésadni povahy. VSichni akademicti pracovnici Vysoké Skoly
polytechnické, at’” uz pasobi na oborovych ¢i neoborovych (obsluznych) katedrach
ziskali jedine¢nou pfilezitost prezentovat na strankdch noveé vzniklého casopisu
vysledky své vyzkumné a odborné Cinnosti, a to zplisobem, jenz odpovida zakladnim
pozadavkim kladenym na publikovani odbornych stati. Kazdy ptispévek je podroben
recenznimu fizeni, je peclivé a dikladné redakéné zpracovan a editorsky pfipraven
k tisku.

Pohlédneme-li zpét na zavrsené tii ro¢niky, ukaze se jednoznacné, ze zakladni zameér a
cil nové vzniklého Casopisu — rozeviit pokud mozno Siroké moznosti publikovani
s odpovidajicim zazemim a servisem — byl naplnén. Na strankach dvanacti ¢isel
prvnich tfech ro¢nikli také nalezneme piispévky tykajici se vSech obori, jez jsou
vramci studijnich programi na Vysoké Skole polytechnické Jihlava péstovany a
rozvijeny (tj. pfispévky z oborti ekonomickych, z oblasti cestovniho ruchu, z disciplin
elektrotechnickych a informatickych, stejné¢ jako z obord oSetfovatelstvi a porodni
asistence). A nejen to, nalezneme zde i pfispévky z disciplin a védnich obort, které
sice nejsou vcClenény do systému vyuky jako oborové pfedmeéty, nicméné jsou
rozvijeny pracovniky neoborovych kateder — jsou to pfispévky matematické,
statistické, jazykovédné, piispévky z oboru prava apod.

Je ovSem tfeba zaroven pfipomenout, Ze na prvni a zasadni krok musi navazovat dalsi
kroky, pomoci kterych se vyjde ,,osudu jesté vice vstic. U odbornych periodik je
v soucasné dobé rozhodujicim vyjadienim jejich irovné a vyznamu fakt jejich zatazeni
na urcité prislusné seznamy, jejich evidence ve svétoveé Ci alespon republikové
uznavanych databdzich a samoziejmé jejich pritomnost v citatnich soupisech.



K dosazeni néceho takového je ptirozené tfeba delsi Cas a mnoho usili a namahavé
prace vsech, ktefi se na vydavani ¢asopisu podileji.

Nelze zakryt, Ze v tomto sméru ma LOGOS POLYTECHNIKOS jesté¢ nékteré deficity
a problémy. Napiiklad veskera snaha prosadit tento ¢asopis na seznam recenzovanych
periodik, ktery je sestavovan Radou vlady Ceské republiky pro védu a vyzkum,
doposud vyznéla naprazdno. Na viné je ovSem predevSim objektivni stav, nikoli
subjektivni nedostatky na stran¢ kolektivu tvlircti Casopisu. Seznam recenzovanych
periodik totiz nebyl zrozhodnuti samotné rady v letech 2011 a 2012 aktualizovan,
takze i pres splnéni zakladnich kritérii a pozadavki, jez jsou na Casopis aspirujici na
zafazeni na onen seznam kladeny, nebylo mozno oficialn¢ o néco takového zazadat.
Pfitom samo splnéni kritérii a pozadavkli rozhodné neni jednoduchym tukolem.
Zejména pravidla urcujici pribéh recenzniho fizeni jsou velice pfisna a neni snadné je
disledné a presné dodrzovat.

Krom¢ objektivnich nesnazi vSak musely byt pii  vydavani LOGOS
POLYTECHNIKOS ptekonavany i ,,subjektivni* nedostatky, tj. problémy spojené
s tim, jak ulohu odborného periodika vnimaji samotni piislusnici akademické obce
Vysoké skoly polytechnické Jihlava. Ne vsichni doposud plné pochopili, Ze je tieba
moznosti prezentace poskytované odbornym Skolnim casopisem v maximalni mite
vyuzivat. Jednotliva ¢isla kazdého ro¢niku jsou pfimo vyhrazena pro to, aby se mohli
Sirsi odborné vetejnosti predstavit nejen jednotlivi autofi, ale celé katedry a jejich
vyzkumné ¢i odborné sméfovani. Ne vzdy je tento potencial dobfe vyuzit.

Mimoto je nutné pracovat i na odstranéni dalSich dil¢ich nedostatkti, napftiklad
spolecnym tsilim redakce a autorti ptispévkt musi byt postupné navySovana znamost
¢asopisu v odbornych kruzich, a to nejen domacich, ale pokud mozno i zahrani¢nich.
Cim vice se to bude dafit, tim vice poroste jakési obecné renomé Gasopisu. Také tim
bude moznost v ném publikovat vice atraktivni i pro autory externi. Je potésitelné, ze
se na strankach LOGOS POLYTECHNIKOS piispévky od externich autord objevuji,
nicmén¢ bude-li stat redakce Castéji pred otazkou, zda lze ten Ci onen externi ptispevek
prijmout anebo ho z diivodi nedostatku mista odmitnout, bude to jen diikazem toho, Ze
renomé Casopisu kontinudlné vzrista.

Soudim, Ze vtomto kratkém zamySleni nad tfiletou historii casopisu LOGOS
POLYTECHNIKOS neni potfebné probirat vSe detailn¢. Dulezité je, ze periodikum
bylo =zaloZzeno, vychazi pravidelné, vykazuje vSechny potfebné nalezitosti
vzdalengj$i budoucnosti stalo jednim zrenomovanych a respektovanych ceskych
odbornych periodik. Bude-li k tomu ze strany vSech zainteresovanych sméfovat
skutecna vtle ¢i nalezité chténi a odhodlani, pak se jist¢ podafi tyto predpoklady
naplnit. Pfipomeneme-li si navic ¢as od ¢asu Kleanthovu myslenku zapsanou na sténé
gotického salu jihlavské radnice, pak bude k jejich naplnéni cesta jesté o cosi kratsi a
schtidng;jsi.

V kazdém ptipadé bych rad na zavér tohoto uvodniho slova jménem svym i jménem
vedeni Vysoké skoly polytechnické Jihlava uptimné podékoval vSem, kteti se doposud
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podileli na tvorbé Casopisu, za jejich usili a poctivou praci. Zaroven bych rad vyjadil
prani, aby stejnou snahu a péci vénovali i vS§em rocnikiim nasledujicim.

doc. PhDr. Martin Hemelik, CSc.
Séfredaktor LOGOS POLYTECHNIKOS
prorektor VSPJ pro tviir¢i ¢innost
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Critical Embeddings of Sobolev Type and Some
Applications

Petr Gurka
Department of Mathematics, College of Polytechnics Jihlava

Abstract

In this survey we deal with embeddings of Sobolev spaces into spaces of exponential
type. We discuss optimalities of such embeddings from various points of view and
present some applications of such results to partial differential equations.

Key words

Lorentz-Sobolev spaces, Sobolev embedding theorems, sharp constants, Moser-type
inequality, generalized Laplacian

Introduction

We would like to present a survey showing some of recent results concerning the so-called
critical embeddings of Sobolev spaces. Since this note is devoted to non-specialists
we restrict ourselves only to the simplest cases. For readers who would like to get more
specific and deeper information we are adding remarks and references to the relevant
literature. We are assuming that the reader has basic knowledge of functional analysis
and measure theory. In this section we use the standard notation, precise definitions
will be postponed to Section 2.

Let Q be a bounded domain in R", n > 2, and let Wol'p(ﬂ), p = 1, be the usual
Sobolev space obtained as the closure of C;°(Q) (the space of infinitely differentiable
functions compactly supported in ) with respect to the norm ||V|[,»q) (the usual LP-
norm of the Euclidean length of the gradient of u).

The following embeddings are available:
W, (Q) & L%(Q) itp € [1,n),

W, (Q) & L2(Q) if p > n,

and, forp = n,

Wbl'n(ﬂ) S L1(Q) for every g € [1, ),
however, W, ™ (Q) ¢ L ().

We are interested about the last embedding, when p = n, which we call crifical. In this
case we cannot find an optimal target space within the class of Lebesgue spaces L (Q).
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Searching for the target space in a more general class of Orlicz spaces it was
shown by Trudinger [36] that

(1.1)
Wy ™ () & L®(Q),

where L®(Q) is the Orlicz space with the Young function ®(t) = exp(t"/ ("‘1)) -1
(note that such an embedding has been announced earlier by Yudovich [37] without
a proof and, in a slightly weaker form, proved by Pokhozhaev [33]). In fact, we can
prove that, for any u € Wol‘n () and any K > 0,

(1.2)

j exp((Klu() D™ V) dx < oo,
Q

One of the natural questions is whether the target space L®(Q) of the embedding (1.1)
is optimal, or in what sense it is optimal. We shall give more details in Section 3.

It was of independent mathematical interest to determine the best constant K, so that
(1.2) holds for all u from the unit ball of Wol’n(ﬂ). This problem was solved
by Moser [29], who proved that

(1.3)
1/n
n )
1/n
n )

<o ifK <
supf exp((K|u(x) V=) dx{ o1 ne
u Jo

=o,ifK > nw
where w, stands for the volume of the unit ball in R" and the supremum is taken

through all u € Wol’"(Q) satisfying ||V, || ;nq) < 1. We shall discuss generalizations
of this result in Section 4.

In Section5 we mention some applications of Moser's inequality. Mainly
a generalization of the Concentration Compactness of P.L. Lions [27] which is useful
for proving the existence of a weak nontrivial solution to the Dirichlet problem
for generalized p-Laplacian operators with nonlinearities in the critical growth range
(for applications of classical embeddings we refer the reader to the survey paper [14]
and the references therein).

Notation and preliminaries

Basic notation

If p € [1, ], the conjugate number p’ is defined by 1/p + 1/p’ = 1, with the understanding
that 1’ = oo and oo’ = 1. For non-negative expressions (i.e. functions or functionals)
F;, F, we use the symbol F; < F, to mean that F; < CF, for some constant C €
(0, ) independent of the variables in the expressions F;, F,. If F; S F, and F, S Fj,
we write F; = F,. If A is a measurable subset of R"™, by |A|,, we mean its n-
dimensional Lebesgue measure; yqo represents the characteristic function of ().
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Let g € (0,]. By the symbol ||f||4;q,») We denote the L,-(quasi-) norm of a measurable

1/q
function f on the interval (a,b) € R, that is [[f]lq;@ap) = (f:l f |q) with natural

extension for g = oo.
Given two (quasi-) Banach spaces X and Y, we write X © Y if X € Y and the natural
embedding id: X — Y is continuous, that is, there is a positive constant C such that

Iflly < Clifllx forall f € X
(here ||f]lx and ||f]lx denote (quasi-) norms of a function f in (quasi-) Banach spaces

X, Y, respectively).

Banach function spaces

They are Banach spaces of measurable functions in which the norm is appropriately
related to the underlying measure. For the sake of simplicity we restrict ourselves to an open
subset () of R with the Lebesgue measure.
Let M be the set of all Lebesgue measurable functions on Q and M'* denotes its
subset of all nonnegative functions. A function p: M'* — [0, 0] is called a Banach
function norm if, for all f,g,f, € M*, k €N, for any constant a = 0 and any
measurable subset E C (),
P p(f) =0 f=0ae, plaf) = ap(f),
(P2) 0<f<gae =ap(f)=<plg)
(P3) 0<fi1f ae =ap(fi) Tp(f),
(P4)  |Elp < o0 = p(xg) < oo,
(P5) |El, <= fE f < Cgp(f) for some Cg € (0, ) independent of f.
The space X of all functions f € M with finite norm
2.1

Ifllx = pCfD

is then called the Banach function space. (For more details about such spaces we refer
the reader to the book [6].)
Remark 2.1. If the last inequality in (P1) holds only with a constant C > 1, that is,
p(f +9) < C(p(f) + p(g)), then p is a quasi-norm and the space X is called quasi-Banach.
Such spaces possess similar properties as Banach function spaces.
Rearrangement invariant Banach function spaces. For f € M we introduce
the non-increasing rearrangement

f*@®) =inf{A>0;|x € Q;|f(x)| > A, <t} t =0.
A Banach function space X with a Banach function norm p is called rearrangement
invariant if p(f) = p(g) for every pair of function f, g € M such that f* = g*. (For more
details see e.g. [6, Chapter 2].)
Now we give definitions of some particular rearrangement invariant (quasi-) Banach
function spaces which we need for presenting the results.
Lorentz-Karamata spaces. A nonnegative measurable function b on (0,0), 0 b #
oo, is said to be slowly varying, notation b € SV, if, for each € > 0, there are
nonnegative functions g, non-decreasing on (0, ) and g_, non-increasing on (0, )
such that téb(t) =~ g.(t) and t~¢b(t) = g_.(t) on (0, ).
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Let p,q € (0,0], b € SV, and let Q be a measurable subset of R™ (with respect
to n-dimensional Lebesgue measure). The Lorentz-Karamata space Ly q.,(0)
consists of all measurable functions f on € such that the quantity
2.2)

Ifllpqma = IF* @@ o
is finite. Notice that (2.2) is, in general, only a quasi-norm. It is a norm, for example,
if b=1and 1 <q<p <o (see [6, Theorem 4.3]). It can be proved that for the
numbers p € (1,0], q € [1,0] and a function b € SV this space can be considered
as a normed space with an equivalent norm with f* being replaced by its integral
average f**, i.e. f*(t) = fotf* (cf. [18, Lemma 3.2]). If p = q we usually simplify
the notation and write Ly,,, and ||-||,5;, instead of L, ,,.;, and |||l »;, respectively.
Particular choices of b give well-known spaces. Obviously, when b is the function
identically equal to 1, the corresponding Lorentz-Karamata space coincides with
the Lorentz space LP4(Q), which is the Lebesgue space LP(Q), if p = q. Moreover,
if meN and b(t) = }”’;li’fi(t), t >0, where ay,..,a, €R, and, for t> 0,
£.(t) = |logt|, ¢;(t) = fl(fi_l(t)) if i >1, then the Lorentz-Karamata space
D@y, () of [18], which
in turn becomes the Lorentz-Zygmund space LP9(log L)*1(Q) of Bennett and Rudnick
[5] when m = 1. If, moreover, p = q, it becomes the well-known Zygmund space
LP(log L)*1(Q). In particular, when p < oo,

12ln
LP(log L)*1(Q) = {f: 1f llp;as;0 = (f
0

when p = oo,

L® (l0g LY () = {£; If a0 = SUPeeojaty £ (OO + llog t))% < oo}
Orlicz spaces. A function @ is called a Young function if it is continuous, non-negative,
strictly increasing and convex function on [0,00) such that lim.,, ®(t)/t =
lim;_,, t/®(t) = 0 (such a function is usually called an N-function). Let  be an open
set in R™. The Orlicz space L (Q) with a Young function @ is as a set of all measurable
functions f* on () equipped with the Luxemburg norm

2.3)
| If(x)l> }
.o = infid > 0; Ol ——|dx < 1;.

1fllo m{ S fﬂ ( ) g <

(For more details about Orlicz spaces we refer the reader to [2], [26], [6] or [35].)
Remark 2.2. Since the Young function is, by definition, increasing, it is easy to see that

Ly q:5(Q) is the generalized Lorentz-Zygmund space L

1/p
(@@ + [logt)*)? dt> < oo}

(o(f |))* = ®(f™), which implies, that any Orlicz space norm (2.3) is a rearrangement
invariant Banach function space.

Relationship between Orlicz and Lorentz-Karamata spaces. Orlicz spaces and Lorentz-
Karamata spaces are two different classes of function spaces having a nontrivial
intersection. Let us mention some particular results.
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Proposition 2.3. Let Q be a bounded domain in R™, n > 2.
(i) Suppose that p € (1,) and a € R. Then the space LP (log L)* () coincides
with the Orlicz space Ly (), with the Young function o (t) = tP£,(£)P4,
t >0, and |||l p,q;0 and |||l ;o are equivalent norms on this space.

(ii) Suppose that v > 0. Then the space L™ (log L)~V (Q) coincides with the
Orlicz space Lo, (Q), with the Young function ®,,(t) = exp(t”) — 1, t =0,
and |||l co;—1v;0 and ||\l o, are equivalent norms on this space.

Proof. See [19, Lemma 2.1] and [5]. ]
Notation 2.4. Let ) be a bounded domain in R"®, n > 2 and let v > 0. In view
of Proposition 2.3(ii) we introduce the notation

L*(log L)~/7(Q) = exp LV (Q).
We finish the section devoted to Banach function spaces with a very useful remark.
Remark 2.5. It can be shown (see [6, Corollary 1.1.9]) that if two Banach function
spaces consist of the same set of functions, then their norms are equivalent.

Sobolev spaces

For the sake of simplicity we shall deal only with the Sobolev spaces of the first order
of derivatives.

Let X be a Banach function space on a domain Q in R™. By the property (P5),
all functions X are locally integrable on (), which implies that any f € X has
distributional derivatives (of all orders) in Q. The Sobolev space WX is defined as the set
d
wilx = {u;u,a—u e Xifi=1, ...,n}
i
equipped with the norm

(2.4)

llullx = llullx + [[Vully,
where Vu is the gradient of u, |Vu| is its norm in the Euclidean metric, that is, |Vu| =
1/2
a \? :
( ?:1( ) ) , and we use the convention ||Vul||y = |||Vu|||x. We denote by WiX

0x;
the closure of C§°(Q) in WX in the norm (2.4).
Letp € (1,00), a € R™ and put X = LP(log L)% (£). Denote
(2.5)

WP (logW)®(Q) = WX, W, P (log W) (Q) = WiX.

Remark 2.6. 1t is known that, under the above assumptions on p and a, the spaces (2.5)
are reflexive Banach spaces, moreover, ||Vu||p;a;9 and (2.4) are equivalent norms on
the space Wol’p (logW)%(Q).
When a = 0 we obtain the classical Sobolev spaces, that is,
WP (Q) = WP (log W)°(Q) and W, P () = W, P (log W)°(Q).
We close this section with the definitions which we shall need in Section 5.
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Definition 2.7. We say that the sequence {f} } converges weakly to f in Wy X, writing
fi = f in W3 X, if [, %fkg dx - [, %fg dx for every g € X' (the topological

dual to X)and i € {1, ...,n}.
Definition 2.8. Let Q be a bounded domain in R™. By M () we denote the set of all

Radon measures on a compact set (. We write that y;, —u in M (Q) if Jo e -
fQ Y du for every ¥ € C(Q).

Optimality of critical embedding

Let us start this section by giving more details how “optimal” the embedding (1.1) is.
Assume that Q is a bounded domain in R™, n = 2, a < 1/n’ and define a number q, by

3.1)

1 1 . _ n
P a,ieqq=——F——.
As an extension of the embedding (1.1) it can be shown that

3.2)
W, (log W)2(Q) & L log L™Y/%a (Q) = exp L9a(Q)
holds (cf. [16] and the references therein). Since the target space of the embedding
(3.2) is an Orlicz space, natural questions arise. s this space optimal? What does
it mean? It can be shown (see [12]) that in the category of Orlicz spaces this space
is optimal. That means, if there is an Orlicz space X such that
W, (log W)?(Q) & X & exp L92(Q) = X = exp LIa(Q).
Searching for an optimal target space in the category of Lorentz-Karamata spaces, it is possible
to derive the embedding
3.3)
Wy " (1og W)*(Q) S Loonia (),
MOTeOVer, Lo p.q(Q) © expLia(Q) and Le,.q()) is essentially “smaller” than
exp L72(Q)). As concerns the history of embedding (3.3), for a = 0, it was stated
explicitly by Hansson [21] and by Brézis and Wainger [7]. This result can be also
derived from classical capacitary estimates of Maz’ya [28, pp. 105, 109]. For other
relevant information we refer the reader to a survey paper [32]. See also [13], [31] and
[20]. Let us emphasize that the target space of embedding (3.3) is even, by the result of
Edmunds, Pick and Kerman [20], optimal in the category of rearrangement invariant
Banach function spaces.
Remark 3.1. Let us note that the assumption a < 1/n’ is important. If a = 1/n’ then
the space I/I/'Ol’"(log W)?(Q) is embedded into the double-exponential space, that is,
into the Orlicz space L¥(Q) with the Young function W(t) = expexp(t™) —e.
If a > 1/n’' then this space is even embedded into L* (Q) (see [18]).

Generalizations of Moser's result

Now, let us turn our attention to Moser's result (1.3). Moser's proof of (1.3) uses
a symmetrization argument (based on the Pdlya-Szegd Principle, cf.[34]) which
reduces the problem to a one-dimensional inequality. D.R. Adams [1] used a different
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approach, based on a combination of the Riesz representation formula and the O’Neil
lemma [30]. His method avoids a usage of the Polya-Szegé Principle, which
is available only for the first-order derivatives, and enables him to extend the result
to higher order derivatives. Adams’ approach was used in a paper of Alvino, Ferone
and Trombetti [4] to extend (1.3) to the case where the source space is of Lorentz-
Sobolev type, that is, the norm of the gradient of u is considered in the more general
Lorentz space L™9(£), q € (1, o], than in the Lebesgue space L™(Q). Let us mention
that the generalization was important for further applications which are presented
in the paper (see also the Introduction of[4] for other interesting information
concerning the result). The same result was independently obtained by Hudson and
Leckband [24] by a different method. They used the inequality of Jodeit [25] which
is an improvement of the original one-dimensional inequality of Moser. An extension
of (1.3) to the Lorentz-Sobolev spaces of higher order derivatives has been obtained,
using Adams' approach, by Alberico [3].

Let us have a look for other generalizations. Embeddings from (3.3) and from
Remark 3.1 read as

u € Wy " (logW)4(Q),a < 1/n' = fﬂ exp ((Klu(x)ln/("‘l‘"a))) dx < oo,

4.1
@D u € Wy (log W)/ (Q) = Ji, exp (exp ((Klu(x)l"'))) dx <

for arbitrary K > 0. As mentioned above, in contrast to the Lebesgue or Lorentz space,
the Lorentz-Zygmund space L™(log L)#(£1) can be considered either as an Orlicz space
L®(Q) with a Young function ®(t) = t™(logt)™® near infinity, or it can be considered
as a Lorentz-type space with an equivalent norm ||-||,.q.0-

Generalized Moser's inequality in Orlicz-type setting

The Orlicz-space approach was used by Hencl in [23], where he found an optimal
constant K'(n,a) > 0 such that the exponential integral of (4.1) is, on the set of all
functions u € C5°(Q1) such that ||Vul| 2@ <1 uniformly bounded if 0 <K <

K (n,a), and it is unbounded, if K > K (n,a). The borderline case K = K (n,a)
proved to be more delicate. Without additional assumptions on the Young function P,
the corresponding exponential integral might be either bounded or unbounded
(depending on the particular choice of W). Concerning the first exponential estimate
in (4.1), the Young function W is an arbitrary continuous function on a bounded domain ()
in R™ such that
4.2)
P ()

oo tnlogdt
and the constant K (n, @) = (n'/q)"™ n'=%w>™ (where q, is the number defined
in (3.1) and w,, is the volume of the unit ball in R™). Further extensions to multiple-
exponential embeddings have been done in [11].

Generalized Moser's inequality in Lorentz-Zygmund-type setting

We studied the Moser-type inequality with the Lorentz-Zygmund-type (quasi-) norm
of the gradient of u in the joint paper with R Cerny [8]. One of the advantages of this
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approach is that the results cover those of Alvino, Ferone and Trombetti, Hudson
and Leckband and of Alberico mentioned above with the Lorentz LP*9-(quasi-)norm
of the gradient of u. In our paper we have proved Moser-type inequalities in generalized
Lorentz-Sobolev spaces of logarithmic types embedded into exponential and multiple-
exponential spaces. According to the fact that there is no natural choice of the (quasi-
)norm in our source spaces like in LP or in LP4, we also studied the relationship between
the choice of the (quasi-)norm and the borderline parameter K in the Moser-type
inequality.

Let us illustrate the situation dealing with the space Wol’n(log W)(Q), a< 1/n'.
Consider a positive continuous function w satisfying the following condition

(4.3)
w(t)

tl—l>r(1)l+loga(1/t)
Since ( is a bounded domain in R", w(t) = (1 +logt)?® on (, and consequently,
by Remark 2.5, the Lorentz-Karamata space L., (1) coincides with the Zygmund
space L™ (log L)*(Q) and the corresponding norms are equivalent. Denote

191 n
B, = {u € W,""(log W)2(Q); <f (IVuI*(s)w(s))n ds) < 1},
0

n' 1/n’
Kna = <—> nw,ll/ "

a
The first result [8, Theorem 1.1]), which is a direct analogue of that of Hencl [23],
reads as follows.
Theorem 4.1. Let Q is a bounded domain in R™, n > 2, and a < 1/n’. Let w be a positive
continuous function satisfying (4.3), K, , be the number from (4.4).

(i) IfK < 0Kn g, then supyes,, f, exp((Klu(x))%) dx < o,
(i) If K > 0Ky q, then supyep,,, J, exp((Klu(x)])%) dx = oo.
Notice that the Moser constant K, , is different form that of Hencl. This is caused

by the fact that we use a different norm in the source space. It is obvious, how
the statements of Theorem 4.1 look-like, if we replace the

1/n
condition (folm(IVuI*(s)w(s))n ds) <1lbye.g.

=6 € (0,).

4.4

1/n
( folm(IVuI*(s)W(s))n ds) < 2. Notice that even though the choice of w satisfying

(4.3) is not important for the definition of our Sobolev space and its Trudinger-type
embedding, it influences the size of the borderline parameter 6K, , in the Moser-type
inequality.

If we ask what happens in the borderline case K = 0K,, ,, the situation is even more
complicated, since condition (4.3) admits either the weights for which the Moser-type
inequality is satisfied and either the weights for which the Moser-type inequality is not
satisfied (compare with (1.3)). This follows from the next theorem where, for the sake
of clarity, we restrict ourselves to 8 = 1 (see [8, Theorem 1.2]).
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Theorem 4.2. Let Q is a bounded domain in R™, n = 2, and a < 1/n'. Let w be
a positive continuous function satisfying (4.3), K, , be the number from (4.4).
(1) Iftherearety > 0 and u € (0,min{1/q,, 1,a + 1/q,}) such that

4.5)
1 1
w(t) > log? (?) (1 + log™* (E)) fort € (0,tp),
then
(4.6)
sup exp((Kn,alu(x)l)qa) dx < oo.
u€Bgw JQ
(ii) If there are ty > 0 and p € (0, min{1 — an’, 1}) such that the weight w
satisfies
4.7
1 1
w(t) < log? (?) (1 + log™# (?)) fort € (0, ty),
then

sup fn exp((Kn,aIu(x)I)qa) dx = oo.

U€EBg W
Notice that there is a gap between conditions (4.5) and (4.7) which is caused by the methods
of our proofs. We have also proved (see [8, Theorem 6.1]), by a different method, that
if |Q|,, = 1 and w(t) = log?(1/t), t = 0,and 0 < a < 1/n’, then the inequality (4.6)
holds. This function w obviously satisfies condition (4.3) with 8 = 1 but none
of the conditions (4.5) and (4.7). Unfortunately, this method of proof needs a = 0.
How it is for a < 0 we do not know at this moment.

Concentration compactness and its applications

As announced in the Introduction, useful application of Moser's result is the Concentration
Compactness Principle of P.L. Lions. What is it? It is known that the embedding (3.2)
is not compact (for a = 0 see [22], for general a see [17]). It means that a bounded
sequence in norm of the source space need not have a convergent subsequence
in the target space. Compactness of an embedding is very useful for finding weak
solutions of certain variational problems. Concentration compactness is, roughly
speaking, a suitable substitution for compactness.

Let us formulate a generalization of Lions' result which we proved in the joint paper
with R. Cerny and S. Hencl [9]. We have used generalized Moser's inequality of Hencl
mentioned above, that is, we worked with an Orlicz norm in the source space.

Assume that the Young function & satisfies (4.2) and an additional condition (like
(4.5)) so that the exponential estimate

[ e (Ko=) ax < oo

holds with K = K (n, a) (the borderline case). Then the following result holds.
Theorem 5.1. Let {u }en © W, (log W)(Q) be a sequence such that

fﬂ D (|Vuy (k)]) dx < 1. We can assume that
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w, = win Wy (log W)*(Q),
U (x) » u(x) fora.e. x € Q,

O(|Vuy]) — p in M Q).

Every such a sequence {uy} can be decomposed to subsequences that

(i) either u =0 and p = 8y, for some x, € Q (8, is the Dirac mass of a point
Xo € Q); then the sequence {exp(K |uy|2)}5-, is relatively compact with
respect to the weak*-convergence in M (Q) and limits of convergent
subsequences belong to {|Q|,, + €Oy € = 0},

(ii) or there is § > 0 such that {exp(K (1 + 8)|uy|92)}y is bounded in L*(Q) and

exp(K|ug|92) - exp(K|u|9) as k — oo.

Remark 5.2. The assumptions on the sequence {u;}; are indeed satisfied without loss

of generality. We can suppose that {u}; converges weakly to u since our

Wol'n(log W)2(Q) is a reflexive Banach space. From weakly converging sequence

in %Ln (logW)“%(£2) we can select a subsequence converging in norm in L™ (log L)*()

(since Wol’n(log W)2(Q) is compactly embedded into L™(log L)*(Q)) and from this

subsequence it is possible to select a subsequence converging almost everywhere.

The last property follows from the fact that a bounded set in a dual space is always

relatively weakly* compact.

In the joint paper with R.Cerny and S. Hencl [10] we applied the generalized

Concentration Compactness Principle from Theorem 5.1 and proved, under some

additional assumption, the existence of a non-trivial weak solution to the Dirichlet

problem for the generalized n, a-Laplacian

(5.1)

Vu

_ div (cp'(wun W) — f(x,w)inQ,

where () is a bonded domain in R", n > 2, u belongs to the Sobolev-Orlicz space

W¢LP(Q) with a Young function of the type ®(t) = t™log"(t), a < 1/n’, and

If (e, )] = exp(Ble|™/ 1)), g > 0.

Observe that, if a = 0 and n = 2, then (5.1) becomes the classical Laplace equation
—du = f(x,w),

2 2
where Au = :Tu + :Tu (we refer the reader to [15] for more details).
1 2
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Limitni vnofeni Sobolevova typu a aplikace

Abstrakt

V tomto prehledném clanku se zabyvame vnorenimi Sobolevovych prostorii do prostorii
exponencialniho typu. Zabyvame se optimalitou téchto vnoreni z riiznych hledisek a
aplikacemi prislusnych vysledkii v teorii parcialnich diferencidlnich rovnic.
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Abstract

The aim of this article is to give basic geometrical characteristic of some utility
Sfunctions used in economics. We are going to study these functions as regular surfaces

in R3. Applying the method of Cartan moving frame we obtain geometrical
description of production function

f(U’V)=A'ua-vﬁ,where a=1lora=2,=1
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Cartan equations, Cartan’s lemma

Introduction
Let U € R? and x: U - R® is a map.

A subset M c R3 is called a regular two dimensional surface in R® if for each p € M
there exist a neighbourhood V of p € R3 and a map x:U € R® > V N M of an open
set U € R? onto V N M such that

1. x is a differentiable homeomorphism,
2. the differential dx,: T, (U) — R3 is injective for all g € U.

Than it is possible to choose in x(U) an orthonormal moving frame {E;, E;, E5} in such
a way that E, E, are tangent to x(U) and E; is a non-vanishing normal to x(U).
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Basic equations

We first discuss the Cartan structural equations for a two-dimensional surface in R3.
Differentiating a map x(u, v) we obtain

dx=x,du+x, dv,

where Xu > Xy are tangent vector fields. Let us denote

n(u,v) = —;C” i ;CV
u v

the unit normal vector field. With respect to the orthonormal moving frame
{E\,E,,E,} we define form

0; = E;jdx = E;jx,du + E;x,dv, i=123. Q8
Since x,, and x,, are tangent to x(U) we have E;dx = 0 which implies 85 = 0.
Each vector £, : U R’ = R’ is a differentiable function and the differential
dE.:R’ > R’
is a linear map. So we may write (using Einstein's notation)
dE;, = w,E;

where w;; are linear forms on R3 and since E; are differentiable w; j are nine
differentiable forms. So we have

dEl w11 w12 w13 El
dE, | = | W21 W22 w23 || Ey | (2)
dE; w31 W3z w33/ \E3

Differentiating equation E; - E; = §;; where §;; is the Kronecker’s symbol. We obtain
dEE, +EdE, =0, +®, =0.

Forms w;; are antisymmetric

1l b ij Ji* (3)

dE; 0 w2 w3\ /E;
(dE2> = (0)21 0 a)23> (Ez) (4)
dE, w31 w3, 0 E;

Forms dx and dE; have vanishing exterior derivatives, which means

From (2) and (3) follows



Milo$ Karika, Eva Kankova 21
d?x =0 and din = 0, where i = 1,2,3.

So we have
0=d%*x =dE, N0, + E;dO, + dE, A 0, + E,d0,. (5)
Substituting (4) into (5) we obtain
(w12E; + w13E3) A0y + E1d6; + (wy1Eq + wy3E3) AO, + E;d 6, = 0. (6)
From (6) follows
(d6; + wyq NOE; +
+(dO, + wqi, ANOE, + (7
+(wy3 A0y + w3 A 6,)E; = 0.

The linear independence of vectors Ej, E,, E; and equation (7) gives the following
equations:

d6, = w, A0,
d6, = w, A6, (8)

0=w,; N0 +w,; N0,
Exterior derivatives (4) gives:
0=d’E,=dw,E, -0, ANdE, +dw,E, —®,, AdE,,

do,E,-o, /\(a)ZlEl "‘a)zst3)+

e N

4" doyE, -, /\‘(a)31E1‘ + a)32E2): 0,

we have
(a’a)lz—a)13 /\6¢)32)E2+(a’a)13—a)12 /\(¢)23)E3 =0. (11)
From (11) follows
d(l)lz = (4)13 A (4)32, (12)
d(l)13 == (1)12 N (1)23.
Analogically:

dZEZ = d(UZlEl — W31 AN d El + d Wy3 E3 — Wy3 A dE3 = O,
dwy1E; — wy1 A (w12E; + w13E3) +
+dwy3E; — wa3 A (w31E; + ws3; E3) =0,
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(d wy3 — w1 Awy3)E3 + (d Wy — wp3 Awzg)E; = 0. (13)

From (13) follows
dwyz = Wy1 A W13, (14)
dwz; = Wz3 A W31,

Equations (8), (9), (10), (12) and (14) are called Maurer-Cartan structural equations.

From equation (9) and Cartan's lemma we have

W3 = allel +0!1292 5 Wy = a12‘91 +0{22(92.

(15)
From (15) and (12) we have
dwi; = w3 Awsy =
= —wW13 A Wy3 (16)
= —(a1101 + a120;) A (@1261 + az,05).
Equation (16) gives
dw, = —(a“azz - afz) O, A0, =—KO NO,,

where K = a;,a,, — a?, is the Gaussian curvature.

Differentiating the equation E5 - E; = 1 we obtain dE5 - E5 = 0, which means that is a tangent
vectors, 0y E3  0,,E5 € T,,(M). The mapping

_ 0E, _OE,
W(axu_'_ﬂxv)_ aa ﬂ 8\} (17)

is a linear mapping W:T,(M) — T,(M) .

Example 1

Let x(u, v) = (u, v, u - v) be the parametrized utility surface in R . Orthogonal frame is
x,=(10,v), x,=(0,Lu), n=(-v,—u,l).

u

Orthonormal frame is
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gz—ifaad

1+v?

1

i \/1+v2 -\/1+u2 +v?

E, :;(—v,—u, 1).

Vi+u? +v*

E (—uv,1+v2,u),

The differential form 6; are
0; = E;dx = E;xy,du + E;jx,dv i=12.
We have

0, =1+ v du + —2— dv, (18)
N1+v?
2 2
92:—””‘”61“ (19)

VI+v?

Further we have

— 1
dE, = v —, 0, T |dv,
(l+v2)5 (1+vz)E
o, =dE, -E e dv
o = 4L, "Ly = .
(1+v2 Nl+u2+v2
Analogically we have
1
w,=dE, -E, = dv.
N b \/1+vz\/1+uz+v2
And further
1+v?
auEz :—é'(_va_ua 1)9 (20)
(1+u2 +v2)2
1 1 2 3
avE'2 = 3 3 (EZV’EZV’EZV)‘ (21)

(1+v2)5 -<l+u2+v2)5

where
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E) = —u(1+v2) (1+u2)+uv2(1+u2 +v2),
E; = uzv(l +v° ),
E; = —uv[(l +u’ +v? )+ (1 +v? )]

From (20) and (21) follows

NI+v? —uyv

0 E, E,=——"Y _  BE, E =

2 2 vi2 3 s
I+u”+v \/1+v2(1+u2+v2)

and

NI+v? uv

du — dv.

e o T e (e o)

Summarizing the previous results, we have

o ——o udv
o = ~Wy = 5
(1+vz>\/1+uz+v2

o - dv

13 = W5 = >
1+ 1 +u? 2
A1 +v? uv

W, = =0y, = du — dv,

T+u’ +v’ \/1+v2(1+u2+v2)

6 =v1+v:du +Ldv,
1 V1+v?

Nl+u? +v?

0,=""2 "% gy

From equations (20) and (21) follows

u

= du A dv
\/1+vz\/1+uz+v2

de, =0 , do,

And

O N0, =N1+u” +vdundv. (22)

From (11) we have
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1

dw, =w; N0y, =———dundv.
1+u’ +v° )5
Thanks to (22) we have
1
du Ndv=———=06, N0,
Vi+u® +v?
and
do, = 1 0, N0
2 = 1 2-
(1 +ul+v’ )Z
(23)
From (23) immediately follows that
1
K=—grryor (24)

(l—i-u2 +vz)2 ’

which means that every point of studied surface is hyperbolical. The Weingarten
equations gives

W(x,) = —0,E;, and W(XV)Z—GVE3,

where

1
-0, E3 = s (—uv,v* + 1u),

(1 + u?+ v?)2

1
-0, E5 = s (1+ u?,—uv,v).

(1 + u?+ v?)2
From the fact W: T,,(M) — T, (M) follows

—0y E3 = @11 %y + a1 Xy,
=0y E3 = a1 Xy + a3 Xy,

After a short calculation we obtain

—uv 1+ v?
Ay =——— 3 Q=3
(1+u?+v?)2 (1 +u?+wv2)2
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1+u? —uv
01 =3 Upp =— 3=
(1+u? +v?)2 (1+u? +v?)2

From previous equations follows that the mapping W can be represented by the matrix

W, = 1 (—uv 1+v2)
! 2, i\l +u?  —uw /)
(14+u2+v2)3
Determinant
1 —uy  1+v? 1
det W=K=—3de{ 2 ]=—
(1+u2+v2) l+u” —uv (1+u2 +v2)

as was given in (24). The formula for mean curvature has the form

1 uv
H = ETI’ W =- T -
(1 +u’ +v? )5
From previous equations we have w34 A w3, = —3 du A dv and
(14+u2+v?)2
w31 N W3y -1

0,A0, 1+u?+v? -
From (22) follows
Xy X, =1+v%=gq, Xyt Xy = UV = o, X, X, =1+ u? = g,,.
So

0, N0, = \/(1 + 911) (1 + go2) — 9%, duAdv.

Further we have

uv ’1+u2+v2
— 2 - = _—
0, =+1+v du+m dv, 0, 1+ 02 dv.

And 0% + 02 = (1 4+ v?)du? + 2uv du dv + (1 + u?)dv?, which is the first
fundamental form

F1 = gllduz + Zglzdu dv + gzzdvz.
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Example 2

Let x(u,v) = (u,v,uzv) be a parameterized utility function. Orthogonal frame is
x, =1, 0, 2uv)
x, =(0, 1, u?)
n=(—2uv, —uz, 1).
Orthonormal frame is

1

E| =———(1, 0, 2uv),
\/1+4uzv2
1 3 22 2
E, = (R2u’v,1+4u"v-, u”), (25)
\/1+4uzv2 -\/14—4uzv2 +ut
Es ! (—2uv, —u?, I).

\/1+4u2v2 +u?

The forms ‘91 and 92 have the form

_ \/1+4uzv2 +u’

0, = dv. (26)
V1 +4u*v?

2 3
o, = 1+4u2v2du+Ldv,
\/1+4uzv2
Further we have
1

[, 0, 2v)du+(—4uv, 0, 2u) dv].
(+4uv7)

dEl = auEldu + 5‘VE1dV =

After a short calculation we obtain

1
W, =dE| - E, = Qu’v du +2u’ dv).
1+ 4u>v? W1+ 42 +u
Analogically
1

1+ 4022 1+ 42 +u?
Further we have

dE; = (8, E3)du+ (0, E3)dv.
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After a short calculation we obtain

1
V1+4uv? 1+ 4uv? +u*)

Summarizing the previous results we obtain

da)32 = dE3 'E2 =

[(—4u3v2 —2u) du + 4uty dv].

1 2 3
0)12 =—a)21 = (214 le/l+21/l dV)
(1+4u2v2)\/1+4u2v2 +ut
1
CU13 = _a)31 = (2V du+2u dV),
1+ 40?2 1+ 4u2? +u
1

[(4143\/2 + 2u)du —4uty dv].

WHy = —Wryy =
» ? \/1+4u2v2(1+4u2v2+u4)

From equations (26) and (27) we obtain

2 2
4u 4u
da)12 = W3 N3y = 3 du Adv = 61 /\32.

(1+4u2v2+u4)§ (1+4u2v2+u4)2

from which follows: Gaussian curvature has the form

4’

K:_(14r4uzv2 +u4)z'

492

The Gaussian curvature of the second surface is K = — >
(1+4u2 v2 +u4)

As in example 1, the equation E5-E; =1 gives d FE5 - E; =0 and analogically
0,E3 - E3 = 0, which means

0.E; € T,(M), — d,E; € T,(M)

2v(1 —u*) 2u(l + 2u?v?) 4uv? + 2u3
—0yE3 =

3 3 3
(1 +4u?v? +u*)2 (1+4u?v?2 +ut)z (1+ 4u?v? +u*)2

—0yE3 = Br1xy + Br2Xy

— 2
_auEB Xy = ﬁllxu + ﬁlzxvxu
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2v(1 —u*) + 8u?v3 + 4utv

3 = ﬁll(l + 4u2172) + ﬂ122u3v
(1 + 4u2v? + u*)2

2v(1 — u* + 4u?v? 4+ 2ut
( 3 ) = ﬂll(l + 4u2U2) + ﬁlz : 2u3v
(1 + 4u?v? +u*)2
2u
V1 + 4u2v? + ut

= B (1 + 4u?v?) + By, - 2uv

Oy E5 - xy = Br1Xy Xy, + Br2Xy Xy

2u(1 + 2u?v?) + 4uv? + 2u°

3 = B112u3v + B (1 +u?)
(1 + 4u2v2 + u*)2
2u(l + 4u?v? +u?)

3 = B112u3v + By, (1 + u?)
(1 + 4u2v2 + u*)2

2u
V1 + 4u?v? + u*

= B112u3v + B (1 +u?)

We have to solve the system of equations
2v

V1 + 4u?v? + ut
2u

V1 + 4u?v? + ut

After a short calculation, we obtain

= B, (1 + 4u?v?) + B,2uv

= Br12u3v + B (1 +u*)

2v(1 —u?)
P11 = 3
(1 + 4u?v? + u*)2
2u(1 + 2u?v?)
12 = 3
(1 + 4u?v? + u*)2
Analogically, we have
—0yE3 = By - Xy + B2z - Xy (28)

_avEg Xy = ﬁz]_(l + 4u2U2) + ,322211317
After multiplying the equation (28) by x,, resp. x,, we obtain
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2u
V1 + 4u2v? + ut
0 = ﬁ21 . 2u317 + ﬁzz(l + u4)
After a short calculation we obtain

= ﬁ21(1 + 4u21]2) + ,32221131]

2u(l +u?)

P21 = 3

(1 + 4u?v2 + u*)2

4uty

P2z = 3

(1 + 4u?v2 + u*)2

So we have

2v(1 —u?) 2u(1 + 2u?v?)

3 3
(14 4u?v?2 +u*)2 (1 + 4u?v? +u*)?2

W, =
2 2u(1 +u*) —4uty

3 3
1+ 4u2v2+u*)z (14 4u?v? +u*)2
Thanks to previous calculations Gauss curvature is given by the formula
—4u?
(1 + 4u2v2? + u*)?
as was given previously and Mean curvature is given by the formula
2v(1 — 3u?)

K = detWZ =

1
H=5TrWw, = 5
(1 + 4u?v? + u*)2

Conclusion

Two economical examples served as an illustration of Maurer-Cartan equations and we
reached the following results:

The Gaussian and Mean curvatures of the surface are :

Example 1.
1
K=detW = —————,
¢ (1+u? +v?)?2
1 —uv
H = ETr W=s—————.
(1 +u?+v?)2
Example 2.
K = detW, = e
- otz = (1 + 4u2v? + u®)?
1 2v(1 — 3u*)
H = ZTr W, =

3 -
(1 + 4u2v? + u*)2
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An Analysis of the Yields to Maturity on the
Bonds Issued by the Czech Government in
Springtime 2012

Radek Stolin
College of Polytechnic Jihlava, Department of Mathematics

Abstract

Showing of a calculation of the yields to maturity on the so called saving bonds which
was issued by the Czech government in June 2012 is the main goal of this paper. There
are four types of the bonds: zero-coupon bond, varying coupon bond, reinvested
varying coupon bond, and reinvested index-linked bond. The first two of them have
their yields to maturity fixed, but the other two do not. There is a range of the yield
of maturity on the third one, and the fourth type in fact is a CPI (consumer price
index)-linked bond so its yield to maturity can be merely guessed. The reader can find
in the paper mathematical formulas for computing all those yields likewise
corresponding numerical calculations.

Key words

Bond, consumer price index, coupon, equation of value, internal rate of return, yield
to maturity.

Introduction

Each financial investment is consisted of dated outlays and incomes which are usually
referred to as the cash flows. Let us denote CF,, CF, ..., CF, cash flows made

at times ¢, t,, ..., f;. Cash flows are positive in case of incomes, negative in case

of outlays. The yield on an investment in the given time unit is called the internal rate
of return /RR and it holds in general

k CF

t:

—L_=0. 1
,Z:;(H[RR)% o

The investment in bonds has some particularities. There is just one initial outlay —
purchase price P of bonds and then there are only incomes. Furthermore, the term yield
to maturity Y7M instead of the internal rate of return is commonly used. Providing that
time is measured from the initial outlay, equation of value (1) can be written as
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k
P= Z @

1+ YTM

k

where all the cash flows are positive, including P. Besides, if P < Z Cth , it is possible
=2

to prove (see for example [1]) that there is precisely one positive Y7M which satisfies

equation (2).

Yield to maturity on the zero-coupon bond

This bond is issued at 0.97 CZK on the 12" of June 2012 and matures at 1.00 CZK
on the 12" of December 2013 (see [2]).

Let the time is measured in years and assume that » bonds of this type is purchased.
According to equation (2) we get

n
097Tn=——"-——.
(1+yrMm)?
Hence
2
n 3
YTM = -1. 3)
0.97n
After computing we obtain
YTM =0.0205.

The annual yield to maturity makes 2.05%.

Yield to maturity on the varying coupon bond

This type of bond is issued at 1.00 CZK on the 12" of June 2012 and matures at the same
value on the 12" of June 2017. The bond has varying coupon payments paid out
annually on the 12™ of June. The coupon rates are eventually 1%, 2%, 3%, 4.5%,
and 6% p.a. (see [3]).

Let the time is measured in years and assume that » bonds of this type is purchased
again. According to equation (2) we gain this time
0.01n 0.02n 0.03n 0.045n 1.06n

- N
" (1+YTM)+ (1+YTM) " (1+YTM ) " (1+yrm)* T (1+YTM) @

It is easily seen that the root of this equation is, similarly to the previous case,
independent of number of bonds purchased. We can solve equation (4) by means
of a suitable mathematical software (Excel or Maple for instance) and get

YTM =0.0322.
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The annual yield to maturity makes this time 3.22%.

Yield to maturity on the reinvested varying coupon bond

This type of bond is issued at 1.00 CZK on the 12" of June 2012 and matures at the same
value on the 12" of June 2017. The bond earns varying coupon payments credited
annually on the 12™ of June. Those payments, except the last one, are immediately
automatically reinvested in purchase of further bonds in question. The number of the new
bonds is set as the corresponding coupon payment rounded up to the nearest integer.
The annual coupon rates are eventually 1%, 2%, 3%, 4.5%, and 6% (see [4]).

Let the time is measured in years and assume that #» bonds of this type is purchased
initially. According to equation (2) we obtain this time

~ 1.060[1.045[1.03[1.02[1.01x ]]]]
- (1+yrm)

2

where |_a—‘ denotes a value of @ rounded up to the nearest integer. Hence

—— (1.060(1.045(1 .03[1.02(1.01nﬂﬂj; L 6)

n

It is obvious that in this case the yield to maturity depends on the number of bonds
purchased initially. According to [4] it is necessary to purchase at least 1 000 bonds
and there is no chance to purchase more than 10 000 000 000 bonds. The number
of bonds on which the investment is the most profitable and the number of bonds
on which it is the least profitable will be understandably the subject of our interest.

By helping of a suitable software it is possible to show that the maximal yield
to maturity in (5) makes 0.0336 (if » = 1 003) and the minimal one makes 0.0328 (for
instance if » =100 000 000, » = 1 000 000 000 or » = 10 000 000 000). Thus
the answer in this case can be written as

YTM &(0.0328 0.0336).

The annual yield to maturity makes this time 3.28% up to 3.36% by the initial number
of bonds purchased.

Under the circumstances it is a little bit weird that the officially announced yield
of maturity on this type of bonds makes 0.0341 on average (see for example [5]).

Yield to maturity on the reinvested index-linked bond

This type of bond is issued at 1.00 CZK on the 12" of June 2012 and matures at the same
value on the 12"™ of June 2019. The bond earns varying semi-annually coupon
payments credited on the 12™ of December and on the 12™ of June. Those payments,
except the last one, are immediately automatically reinvested in purchase of further
bonds in question. The number of the new bonds is set as the corresponding coupon
payment rounded up to the nearest integer. Each semi-annual coupon rate credited
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on the 12" of December X is given by the per cent change of the consumer credit index
in month of October X in comparison with month of April X and each semi-annual
coupon rate credited on the 12" of June X is given by the per cent change of the consumer
credit index in month of April X in comparison with month of October X — 1 (see [6]).
It implies that the investment in those bonds has in fact a counter inflation feature.

The calculation of the yield to maturity of those bonds apparently depends on the development
of the consumer credit index in period of 2012 — 2019, which is hard to foresee.

Let the time is measured in years and assume that » bonds of this type is purchased
initially. In accordance with equation (2) we have

"= 014|7013 F--(Cs (Cz |701"—|—H--—|—|’

7
(1+YTM)
[2012,10 12013,4 [2013,10 12018,10 12019,4
where ¢, = , Cy = , C3 = s ey O3 = , Clg = and
1 1 1 1 1
2012,4 2012,10 2013,4 2018,4 2018,10

Iy ), denotes the consumer credit index corresponding to year ¥ and month M. Hence

i ( e[ -Je, ( (clnm..ﬂji N ©

from which it follows that the answer depends on the number of bonds purchased
initially like in the last case.

Let us compute the yield to maturity provided that the development of the consumer
credit index during the next seven years in the future will copy its development during
the previous seven years in the past. Based on figures released by the Czech statistical
office (see [7]) and requested rounding (see [6]) we have

¢, =1.01707, ¢, =1.01096, c¢; =1.00194, ¢, =1.02420, ¢, =1.01710,

¢, =1.05074, ¢; =1.00901, ¢ =1.00891, ¢, =0.98805, c,, =1.02216,

¢, =0.99599, ¢, =1.01914, ¢,; =1.00398, ¢,, =1.03027.

According to [6] we have to set the values of ¢, and ¢;; as 1.00000 before computing

and value of n can be from 1 000 up to 5 000 000. Having provided the appropriate
calculations for several chosen particular values of n, we gain

YTM =0.0316 if n=1 000,
YTM =0.0310 if n=5 000,
YTM =0.0309 if n=50 000,
YTM =0.0308 if n =500 000,
YTM =0.0308 if n=5 000 000.

On the given presumptions the annual yield to maturity on the “counter inflation” bond
makes about 3.1%.
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Conclusion

We have derived three explicit expressions (3), (5), (6), and an implicit expression (4)
for the yields to maturity of all four kinds of the government saving bonds issuing
on the 12" of June 2012.

Following those expressions the annual yields to maturity on the zero-coupon bond
and on the varying coupon bond are fixed making 2.05% and 3.22%, respectively.
The yields to maturity of the other two types of bonds slightly depend on the number
of bonds purchased. As far as the reinvested varying coupon bond is concerned,
its annual yield to maturity is in the range from 3.28% up to 3.36%.

The yield to maturity of the reinvested CPI index-linked bond is going to depend
on the development of inflation in the Czech Republic mainly. A numerical
computation has been provided in the paper on the presumption that the development
of inflation during the next seven years would be the same as during the previous seven
years. In that case the annual yield to maturity makes about 3.1% depending on the number
of the bonds purchased. It could be in fact as high as 3.185% if the investor purchased
1 001 bonds.
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Abstrakt

Prispévek se zabyva novou funkcnosti pocitacoveho programu LINGO, kterou jsou
vybaveny verze 12 avyssi. Jedna se o moznost FeSeni matematickych modelil
zahrnujicich v sobé stochastické procesy. V predchazejicich verzich programu bylo
mozné Fesit pouze deterministické modely. Po strucném predstaveni principii
vicestuprniovych stochastickych rekurzivnich modelii prechdzime k zevrubné popsané
formulaci matematického modelu s nahodnostnimi prvky ve studovaném softwaru. Jsou
popsany vsechny dulezité funkce, které pri stochastickém modelovani v programu
vyuzivame, podporené elementarnim prikladem. Dalsi cast se zabyva moznosti
individudlniho nastaveni parametrii stochastického programovani. Pro ndzornou
aplikaci funkci stochastického modelovani programu LINGO je vybran realny pripad
z prostredi kapitalového trhu.

Klicova slova

LINGO, nahodna velicina, stochasticky proces
Uvod

Stochasticky — néhodny, nahodily, opak deterministicky [6]. Pojem vyjadiujici
vlastnost skryvajici se v fad¢ realnych situaci. Modely deterministického charakteru
obsahuji parametry, které vykazuji jasn€¢ danou, konstantni podobu. Mnohdy jsou tyto
modely konstruovany umeéle pro zjednoduseni sledované situace, pozbyvaji tak notnou
davku schopnosti danou realitu skute¢né vyjadfit. Nahrazuji tedy nékdy modely, které
v sob& maji charakter ndhodnosti, neurcitosti, neznamosti. Stochastické ulohy tedy
akcentuji skutecnost neschopnosti jasného uréeni vSech parametrd, urceni s jistotou.
Tato nejistota je vétSinou vyjadiovana zndmym pravdépodobnostnim rozdélenim.
Nasledujici kapitoly by mély napomoci ,,vyfeSeni“ vyse popsanych problémi, potazmo
schopnosti na poli stochastického programovani jedné z nejnovejSich verzi
programového produktu LINGO.
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Program LINGO

Softwarovy produkt LINGO vyrabi americkd spolecnost LINDO, ktera se zabyva
vyrobou optimalizacnich programi vice nez 21 let. Tato chicagska firma ma na poli
matematické optimalizace vysadni svétové postaveni [4].

LINGO je nastrojem umoziujicim fesit linearni ¢i nelinearni modely deterministického
i stochastického charakteru vcetné celociselnych, bivalentnich uloh. Zahrnuje jazyk
pro vyjadieni matematickych modeli, prosttedi pro vystavbu a Gpravu modela a také
ucinné a rychlé fesitelské nastroje [7]. Nezanedbatelnou soucasti je dobie
propracovana a obsahové bohata dokumentace programu v podobé manualu [5],
potazmo funkce Help.

Stochastické problémy v programu LINGO'

Verze LINGO 12.0 (a vyssi) fesi vicestupniové stochastické rekurzivni modely.
Pod stupném si obvykle pfedstavujeme Casové obdobi. Vicestupnové rozhodovani
v podminkach nejistoty znamena stanovit optimalni feSeni pro 7' Casovych obdobi
(stupitt) pii neznamych hodnotach parametrti.

Obecny multistupiiovy rozhodovaci proces bychom mohli zndzornit nasledujicim
popisnym schématem:
e V case 0 udélame rozhodnuti X,,.

e Na pocatku prvniho obdobi ,,Pfiroda® pfijme fadu ndhodnych rozhodnuti @),,
ktera vedou k realizaci nahodnych jevi béhem prvniho obdobi (stupn¢).
e Na konci prvniho obdobi ucinime rekurzivni rozhodnuti X, (a)l), ve kterém

zohledniujeme vSechny nastoupené nahodné jevy (na zékladé rozhodnuti
,»Prirody*), stejn€ tak nase ptedchozi rozhodnuti.

e Na pocatku druhého obdobi opét rozhoduje ,,Ptiroda“ ve formalnim vyjadieni @,,

jejiz aktivita vede k mnoha nahodnym udalostem béhem tohoto obdobi.
e Na konci druhého obdobi opét na zakladé rozhodnuti ,,Pfirody” a naSich

rozhodnuti minulych pfijmeme rozhodnuti X, (a)1 , 0, ).

e Na pocatku obdobi T ,,Ptiroda“ udéla rozhodnuti @;, v jehoZ disledku nastanou

nahodné udalosti v ramci stupné 7.
e Vsamotném konci obdobi T rozhodovatel vidi vSechna pfedchozi rozhodnuti
,Prirody*, stejn¢ tak vSechna sva ptedesla rozhodnuti a pfijima findlni rekurzivni

rozhodnuti X, (a)l NN ).

! Obsah kapitoly je ¢erpan z dokumentace LINGO User's Guide [5].
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Rozhodnuti piijaté na samotném poc¢atku celého procesu (v ¢ase 0) se nazyva pocatecni
rozhodnuti. Ostatni rozhodnuti stanovena béhem procesu oznacujeme jako rekurzivni,
ktera mtizeme chépat jako vyusténi korektivni aktivity zalozené na aktualnich hodnotach
stochastickych parametrd a dosavadnich rozhodnuti.

Pokud je pravdépodobnostni rozdéleni pro parametry modelu vykazujici charakter
nahodné veliCiny diskrétni, dostdvame v kazdém casovém obdobi konecny pocet
vystupd. Rtizné kombinace vystupl po celou sledovanou dobu vytvareji rizné scénare,
jejichz pocet je v diskrétnich problémech pochopitelné také omezeny.

V piipadé, kdy alesponi jeden parametr v modelu nabyva nekonecné mnozstvi hodnot,
dostavame nekonecné mnozstvi vystupl. Program generuje patticnymi postupy urcité
mnozstvi vzorkl, které aproximuje pivodni pravdépodobnostni rozd€leni ptislusného
parametru.

Stochasticky matematicky model’

Identifikujeme ctyfi zakladni kroky v procesu formulace matematického modelu

v softwarovém produktu spolecnosti LINDO:

1. Definujeme jddrovy model, ktery vyjadiuje vSechny ndhodné veliCiny jako
deterministické.

2. ldentifikujeme ndhodné veliciny pro ptislusnd casova obdobi.

3. Ve tieti ¢asti urCujeme promeénné reprezentujici pocdatecni rozhodnuti a vsechny
rekurzivni promenné pro piislusné stupné (Casova obdobi).

4. Nakonec stanovujeme pravdépodobnostni rozdéleni vSech stochastickych
proménnych, diskrétniho ¢i spojitého charakteru.

Jadrovy model

Formulace jadrového matematického modelu neni pfedmétem piispévku. Postupujeme
naprosto standardnim zplisobem, identifikujeme jednotlivé sekce modelu, kam
vypisujeme patiicné informace pomoci modelovaciho jazyku.

Identifikace nahodnych proménnych

Nahodné veli¢iny jsou stochastickym elementem modelu. Jak jiz bylo naznaceno,
jejich hodnoty nejsou zndmy s jistotou, avSak nejistota mize byt vyjadiena pomoci
pravdépodobnostniho rozdéleni. LINGO vyzaduje explicitni identifikaci kazdé
proménné pouzité v modelu. K tomuto ucelu slouzi nasledujici funkce:

@SPSTGRNDV(STAGE, VARIABLE NAME)

Funkce obsahuje dva argumenty, a to jméno ndhodné veli¢iny a obdobi (stupeii),
ve kterém se projevi jeji hodnota. Tato funkce nefikd nic o aktualnim rozdéleni
veli¢iny. Uved'me si ptiklad zapisu:

e  @SPSTGRNDV(2, SUPPLY)

Proménna SUPPLY je urcena jako ndhodna veli¢ina v casovém obdobi 2.

2 Obsah kapitoly je viceméné erpan z dokumentace LINGO User's Guide.
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Identifikace proménnych reprezentujici pocateéni rozhodnuti a urceni
rekurzivnich proménnych

Po uréeni stochastickych proménnych musime uréit i zbylé veli¢iny v modelu.
Hodnoty proménnych vyjadiujici pocatecni rozhodnuti jsou deterministicky urceny
v ¢ase 0, nez ,,Pfiroda“ urc¢i jakékoliv hodnoty jakychkoliv ndhodnych proménnych.
Hodnoty rekurzivnich proménnych urcujeme v dalsich ¢asovych periodach na zaklade¢
nabytych hodnot stochastickych proménnych. K identifikaci popsanych veli¢in
pouzijeme funkci:

@SPSTGVAR(STAGE, VARIABLE NAME)

Funkce opét obsahuje dva argumenty, a to casové obdobi, ve kterém je rozhodovano
o hodnot¢ veli¢iny a jméno proménné. Funkce oznamuje stochasticky charakter
veliciny, avSak nevypovida o jejim pravdépodobnostnim rozdéleni. Piedstavme
si, jakym praktickym zplisobem miZzeme popsanou funkci vyjadrit:

e @FOR(TIME_ASSET(T, A): @SPSTGVAR(T-1, INVEST(T, A)))

Proménnd INVEST(T, A) je charakterizovana jako rekurzivni veli¢ina pro casové
obdobi 7-1, popf. jako pocatecni rozhodovaci proménna v ptipadé 7-1=0. Funkce
@FOR umoznuje vyjadrit vicendsobnou proménnou (poc¢atecni ¢i rekurzivni).

Pokud dosadime na misto ¢asového obdobi 0, jednd se o proménnou signalizujici
pocatecni rozhodnuti. V piipadé rekurzivnich stochastickych proménnych vypliujeme
hodnotu vétsi nez 0.

Nez svétime model feSitelskym nastrojim programu LINGO, musime vySe zminéné
proménné piifadit bez vyjimky jednotlivym Casovym obdobim. Tato ¢innost muze byt
velmi naro¢né a nachylna k chybam. Nastésti LINGO je v tomto sméru velmi napomocné,
protoze je schopno vydedukovat u mnoha proménnych pfifazené stupné samo, na zaklade
nezbytné nutnych informaci o nékterych proménnych. Uved'me si ndzomy piiklad:

e [INVENTORY 1=PURCHASE 1-100

Budeme vychazet z predpokladu, Ze pomoci specifikovanych funkei jsme definovali
proménnou PURCHASE 1 véetné ptitazeni ke stupni 0. Popsand nespornd vyhoda
programu spociva v tom, Ze uz nemusime u promeénné¢ INVENTORY 1 deklarovat
casové obdobi, protoze LINGO ji automaticky pfifadi ndmi zamyslenou hodnotu 0.

Uzivatel ma také sam moznost explicitn¢ vyjadfit casové obdobi piifazené pro celou
fadu, a to pomoci funkce:

@SPSTGROW(STAGE, ROW_NAME)
Funkce se sklada ze dvou argumentt, z pojmenovani sledované fady a hodnoty stupné.
Je tedy bezprostiedné nutné dané fade¢ pridélit nazev.
Identifikace pravdépodobnostniho rozdéleni nahodnych proménnych

V souvislosti s uréenim pravdépodobnostniho rozd€leni stochastickych proménnych
v modelu rozliSujeme parametrickd rozdeleni diskrétniho ¢i spojitého charakteru nebo
rozdéleni, kterd jsou konkrétné zadana skalarnimi vystupnimi hodnotami a jejich
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pravdépodobnostmi. V piipadé, Ze jsou v modelu vyuzity mnoZiny a atributy, deklarujeme
rozdéleni pomoci vektord a matic ptislusnych hodnot atributi. V obou piipadech vzdy
potiebujeme identifikovat vSechny mozné vystupy a jejich pravdépodobnosti.

Spojité parametrické rozdéleni

Pro vyjadieni spojitétho pravdépodobnostniho rozdéleni stochastické proménné
vyuzivame v prostiedi programu LINGO nasledujici funkci:

@SPDIST<TYPE>(PARAM 1, ..., PARAM_N], RANDOM_VAR)

Jak vidno, kazdé rozdéleni vyzaduje zadani alesponi jednoho parametru. Pocet
parametri se odviji od typu pravdépodobnostniho rozdéleni. Posledni ¢len ve funkci
zastupuje nazev promeénné, kterd dané rozdéleni vykazuje. Soucdst nazvu je vyraz
<TYPE>, ktery oznacuje typ rozdéleni. Sledovana proménna musi byt jiz definovana
pomoci @SPSTGRNDYV. Vsechna dostupna spojita rozdéleni ndhodnych veli€in véetné
konkrétniho zapisu funkce a ptislusnych parametr poskytuje [5].

Uved'me si pro ndzornost ilustrativni piiklad:
e  @SPDISTNORM(82, 18, DEMAND)

Stochasticka proménnd DEMAND vykazuje normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 82
a smérodatnou odchylkou 18.

Diskrétni parametrické rozdéleni

Stejnou funkci jako v minulém piipadé vyuzijeme i pii identifikaci diskrétniho
pravdépodobnostniho rozdéleni:

@SPDIST<TYPE>(PARAM 1], ..., PARAM N], RANDOM VAR)

Opét si uvedeme piiklad zapisu diskrétniho parametrického pravdépodobnostniho
rozdé¢leni ndhodné veli¢iny v programu LINGO:

e @SPDISTPOIS(30, CUSTOMERS)

Pro stochastickou proménnou CUSTOMERS volime diskrétni rozdéleni Poissonovo
s poctem vyskytta 30.

Vycet vSech dostupnych diskrétnich parametrickych pravdépodobnostnich rozdéleni
opét najdeme v [5].

Dalsi funkce spojené s pravdépodobnostnim rozdélenim

V souvislosti s pravdépodobnostnim rozdélenim odhalime dal$i dvé funkce. Zminéna
parametrickd rozdeleni vétSinou vykazuji velké ¢i dokonce nekonecné mnozstvi
generovanych vystupti, hodnot. Neni myslitelné zahrnout vSechny mozné vystupy
v modelu. LINGO tedy musi pfikro¢it k vybéru urcitych vzorkt. Ke stanoveni velikosti
vybéru pro pravdépodobnostni rozdéleni konkrétniho ¢asového obdobi poslouzi funkce:

@SPSAMPSIZE(STAGE, SAMPLE SIZE)
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Pracuje se dvéma parametry vyjadiujicimi numerickou hodnotu urcujici ¢asové obdobi
(stupen) a pocet vybranych vzorkii. Pokud bychom nevyuzili ke stanoveni rozsahu

b3

vybéru popisovanou funkci, je tato hodnota ,,tovarné* nastavena na velikosti 2.
Posledni funkce v této oblasti ma formalni tvar:
@SPCORR<METHOD>(RANDOM VAR 1, RANDOM VAR 2, RHO)

Funkce vystihuje korelaci mezi dvéma nahodnymi proménnymi. Korela¢ni koeficient
(RHO) musi lezet mezi -1 a 1. Na mist¢ vyrazu <METHOD> zapisujeme pouZzitou
metodiku vypoctu koeficientu, tedy PEARSON, KENDALL nebo SPEARMON.

Neparametricka pravdépodobnostni rozdéleni

Jak jiz bylo uvedeno vyse, LINGO umoziuje vyjadfit rozdéleni pravdépodobnosti
pfimym individuadlnim zapisem. Musime tedy vlozit hodnoty, kterych bude
stochasticka proménnd nabyvat, stejn¢ tak jejich pravdépodobnosti. Mizeme k tomu
vyuzit maticovy ¢i komplikovanéjsi skalarni zapis. Pokud vyuzijeme matici k zapisu
pottebnych hodnot, miizeme v programu jednou funkci zapsat tabulku hodnot, jejich
pravdépodobnosti a proménnou, které se dané rozd€leni tyka. Postupné se podivame
na ob¢ alternativy, zaneme maticovym zapisem.

Maticovy zdpis

V tomto piipad¢ volime funkci:
@SPDISTTABLE(OUTCOME TABLE, RANDOM_VARIABLE ATTR,
PROBABILITY_ ATTR])

Prvni parametr funkce popisuje vycet vystupnich hodnot, kterych ndhodnd veli¢ina
muze nabyvat. Jednd se o atributy jedno-, popt. dvourozmérné. V dvourozmérném
pripadé, napt. NxM, mame M hodnot pro kazdou z N proménnych. Druhy parametr
funkce vyjadfuje stochastickou proménnou, ktera popisované pravdépodobnostni
rozdéleni vykazuje. Pokud nechceme, aby vSechny hodnoty z rozdéleni mély stejnou
pravdépodobnost vybéru, vyuzivame tieti parametr funkce pro vlastni hodnoty.

Skaldarni zdapis

Vedle maticového zapisu vystupnich hodnot miizeme vyuzit skalarni zapis, a to predevsim
v ptipad¢, kdy chceme vyjadrit jako ndhodny proces jen nékteré atributy. Budeme

k tomu potiebovat Ctyii funkce:

@SPTABLESHAPE, @SPTABLEOUTC, @SPTABLEINST, @SPTABLERNDYV.

Cely proces zacneme definici funkce:
@SPTABLESHAPE(‘TABLE NAME‘, NUMBER_OF OUTCOMES,
NUMBER_OF RANDOM_VARS)
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Tato funkce inicializuje mnozinu hodnot rozdé€leni a obsahuje tfi argumenty. Prvni
se tyka nazvu vyctu vystupnich hodnot (resp. rozdéleni), druhy Cdinitel podava
informaci o jejich poctu a nakonec je zaznamenan pocet nahodnych proménnych
vykazujicich toto rozdéleni.

Dalsi v potadi pouzita funkce nam pomuze nacist vSechny hodnoty rozdéleni, véetné
jejich pravdépodobnosti. Funkce nabyva formalniho tvaru:

@SPTABLEOUTC(‘TABLE NAME’, OUTC_PROB, OUTC_VALI[, ...,
OUTC_VALN])

Prvni argument funkce opét vyjadiuje nazev rozdé€leni, resp. mnoziny hodnot. Dalsi
polozka urcuje pravdépodobnost prvni vystupni hodnoty. Pokud budeme mit obecné
N proménnych, pak po uvedeni konkrétni pravdépodobnosti bude nasledovat N jejich
moznych hodnot. Po vyjadfeni hodnot vSech proménnych a jejich pravdépodobnosti
zacneme zapisovat stejnym zptsobem dalsi vystupni hodnoty pro vSechny proménné.

Nakonec zbyva predstavit jest¢ dvé nabizené funkce souvisejici s identifikaci
pravdépodobnostniho rozdéleni stochastické proménné. Nejdiive se podivame
na situaci, kdy budeme chtit pouzit deklarované rozdéleni pro dalsi proménné, které
jsme do ptedeslych dvou funkci nezahrnuli. Mize se jednat naptiklad o proménné
z dal§ich ¢asovych obdobi. Vyuzijeme tedy funkce:

@SPTABLEINST(‘PARENT TABLE NAME’, ‘TABLE INSTANCE NAME”)

Do prvniho argumentu vypisujeme ptivodni nazev rozdé€leni, které bylo pro konkrétni
proménné definovano ve funkcich @SPTABLESHAPE a @SPTABLEOUTC. Druha
polozka si zada vyplnéni alternativniho nazvu, ktery bude reprezentovat toto rozdéleni
u dal$ich proménnych. Tato funkce znacn¢ ulehcuje ¢innost opakovaného vypisovani
parametrii stejného rozde€leni.

Nakonec jen zbyva ptidélit vybranym ndhodnym proménnym rozdéleni, které
se vygenerovalo predeslou funkci. K tomuto ucelu poslouzi nasledujici funkéni zapis:

@SPTABLERNDV(‘DIST INSTANCE NAME’, RANDOM VAR 1, ...,
RANDOM VAR _NJ)

Funkce obsahuje nejméné dva parametry. Prvni reprezentuje ndzev rozdéleni vznikly
funkci @SPTABLEINST. Dalsi parametr je nazev stochastické proménné, které
pridélujeme toto rozdéleni. V piipad¢ vice promé€nnych mizeme vSechny nazvy vypsat
do jedné funkce, nebo funkci pouzit (zapsat) opakované pro kazdou proménnou zvlast’.

Nastaveni stochastického programovani v programu LINGO

Program LINGO nabizi v polozce Options individudlni nastaveni n€kterych parametrt
stochastického  programovani. Zaprvé je mozno nastavit, kolik hodnot
z pravdépodobnostniho rozde€leni stochastické proménné program pro kazdé casové
obdobi (stupent) vygeneruje v pfipade€ spojitého rozdéleni. Dale miizeme upravovat
limit pro pocet vytvaienych scéndii, volit metodu feSeni ulohy stochastického
programovani, upravovat nastaveni generatoru nahodnych ¢isel apod.
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Pokud chceme ve vystupu vypocitat v§echny dostupné hodnotové ukazatele, musime
se zaméfit na polozku Calculate all expected value statistics. Jedna se o ukazatele
zobrazujici vliv stochastického elementu v modelu na hodnotu ucelové funkce.
Pojd’me si je blize piedstavit’:

o  Expected Value of Objective (EV)

EV reprezentuje o¢ekavanou hodnotu sledované ucelové funkce, pokud budeme brat
v potaz v§echny mozné scénare.

o FExpected Value of Wait-and-See Model’s Objective (WS)

WS vyjadiuje ocekavanou hodnotu ucelové funkce modelu, jestlize miizeme pockat
a vidét vystupni hodnoty vSech nahodnych proménnych, nez udélame nase rozhodnuti.
Tento koncept je spiSe teoreticky, v praxi evidentné nepouzitelny. Pro doplnéni,
u minimaliza¢ni Glohy bude platit WS < EV, pro maximalizacni pak WS > EV.

e Expected Value of Perfect Information (EVPI)

EVPI se vypocita jako rozdil mezi EV a WS. Referuje o ofekavaném vylepSeni
sledované ucelové funkce pfi ziskani perfektni informace o hodnotach nahodnych
proménnych. Jinymi slovy, kolik bychom byli ochotni zaplatit za perfektni informaci
tykajici se hodnot stochastickych proménnych v modelu.

o  Expected Value of Policy Based On Mean Outcome (EM)

EM je urcena jako ocekavana hodnota ucelové funkce, pokud (myln¢) predpokladame,
ze vSechny stochastické proménné nabyvaji svych primérnych hodnot.

o FExpected Value of Modelling Uncertainty (EVMU)

EVMU vypocitame jako rozdil mezi EV a EM. Vysledna hodnota nam ukazuje,
co mizeme o¢ekavat pii zaneseni nejistoty do modelu, oproti predpokladu, Ze vSechny
stochastické proménné vykazuji své primérné hodnoty.

Vychozi nastaveni pocita se zahrnutim popsanych hodnot do vystupu s feSenim.

Prakticka aplikace

Pro nazornou aplikaci funkci stochastického modelovani v programu LINGO byla
vybrana realna investi¢ni situace z prostiedi kapitalového trhu.

Piedstaveni problému

Cela prakticka aplikace vychazi z mych ptedeslych praci, konkrétné zejména z [1].
Investor se rozhoduje o vlozeni ¢asti svych volnych finanénich prostfedkd do otevienych
podilovych fonda* Investi¢ni spolecnosti Ceské spofitelny. Vybirame ze étyi skupin

3 K vysvétleni jednotlivych ukazatelti napomohla funkce Help v progamu LINGO 12.0.

* Otevieny podilovy fond je takovy fond, jehoz spravujici investiéni spole¢nost je povinna
podilové listy na zadost podilnika odkoupit do urcitého terminu za aktudlni hodnotu majetku
fondu pfipadajici na jeden podilovy list [8].
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fondi — smiSené, fondy penézniho trhu, dluhopisové a akciové. Pomoci konceptu
stochastické dominance vybereme z kazdé skupiny reprezentativni zastupce [vice viz 1
¢i 9]. Po redukci vSech skupin fondi dostavame pétici, kterd se bude podilet na
investi¢énim portfoliu.

Tab. 1: Vybrané oteviené podilové fondy

Fondy penéZniho trhu | SmiSené fondy | Dluhopisové fondy | Akciové fondy

High Yield Sporotrend

Sporoinvest Akciovy MIX dluhopisovy

Top Stocks

vvvvvv

(vynos) a riziko’. Primérnou mési¢ni vykonnost a piisluiné smérodatné odchylky
jakozto miry rizika zobrazuje u v§ech vybranych podilovych fondl nasledujici tabulka.

Tab. 2: Vykonnost a riziko

Podilovy fond Vykonnost [%] Riziko [%]
Sporoinvest 0,841 4,46
Akciovy MIX 0,131 0,135
High Yield dluhopisovy 1,179 2,372
Sporotrend 1,561 7,641
Top Stocks 2,615 8,517

Korelace vynosovych mér piislusSnych fondi je méfena Pearsonovym korela¢nim
koeficientem, jehoz hodnoty zobrazuje dalsi tabulka. Korela¢ni koeficient l1ze vyuzit
pro diverzifikaci portfolia, jejimz ukolem je zajistit pfitomnost invesi¢nich instrumentt
s opacnym vyvojem vynosovych mér v portfoliu, aby bylo v ramci moznosti pokryto
riziko poklesu vSech podilovych fondi najednou. V tomto ptiklad¢é né€jsou definovany
specifické pozadavky na diverzifikaci portfolia, ptitomnost korela¢niho koeficientu ma
spiSe informativni a také ilustracni charakter.

Tab. 3: Korela¢ni koeficienty

Sporoinvest | Akciovy MIX | High Yield | Sporotrend | Top Stocks
Sporoinvest - 0,588 0,824 0,634 0,9
Akciovy MIX 0,588 - 0,763 0,38 0,471
High Yield 0,824 0,763 - 0,638 0,765
Sporotrend 0,634 0,38 0,638 - 0,622
Top Stocks 0,9 0,471 0,765 0,622 -

> Vykonnost (vynos) je uvazovan jako mésiéni za odbobi 1. 4. 2009 az 1. 12. 2011, riziko pak
jako smérodatna odchylka téchto vynosi.
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Pocatecni investice do podilovych fondd bude 100 000 K¢. Investor by rad zhodnotil
svou investici za dva mésice (2 investiéni obdobi) o jedno procento’. Pii stanoveni
optimalni investi¢ni struktury vyuzijeme myslenku cilového programovani [vice viz 3].
Tedy v optimalizacnim modelu budeme minimalizovat zapornou odchylku od cilové
hodnoty 101 000 K¢.

Formulace matematického modelu

Nejdiive si ukdZzame zdkladni formulaci matematického modelu popsaného
investi¢niho problému.

under — min

5 5
Z(l +return,, ) *invest,, , = Zinvestm t=T1T2
a=1 a=1
5
Z:invest”2 —over +under = goal
a=1

5
Z:mvestar0 =initial
a=l1

return,;, =0 a=12,..5
invest,, 20 a=12,.,5 t=T0,T1,T2

over,under >0

Vsechny veliCiny a vztahy jsou popsany nize v souvislosti s formulaci modelu
v programu LINGO. Je tfeba si uvédomit, ze vynosovd mira podilovych fonda

return,(a=1,2,..,5;t=7T0,T1,T2), kde a oznacuje podilovy fond v poradi
z Tab. 2 a t konkrétni obdobi (70 pro pocatek, 71 a T2 pak pro 1. a 2 mésic),

je ndhodna veli¢ina s konkrétnim spojitym pravdépodobnostnim rozdélenim
(vice viz nize).

% Volime pouze dvé obdobi pro vétsi nazornost. V piipadé vétsiho poétu obdobi, potazmo
vét§itho mnozstvi investi¢nich instrumentll bude vychazet podstatné vétsi pocet scénara.
Prakticka aplikace je chapana spise ilustrativng, avsak je realnou. Pouze abstrahuje od
problematiky vstupnich poplatkd fondu.
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Formulace matematického modelu v programu LINGO

Celkové podoba formulovaného modelu v softwaru LINGO bude:
MODEL :

1 Core Model;

SETS:

TIME/TO, T1, T2/;

ASSETS/AKCIOVYMIX, SPOROINVEST, HIGHYIELD, SPOROTREND,
TOPSTOCKS/: PARONE, PARTWO;

AXT(ASSETS, TIME): INVEST, RETURN;

AXA(ASSETS, ASSETS)| &2 #GT# &1: RHO;

ENDSETS

DATA:
INITIAL = 100000;
GOAL = 101000;
PARONE = 0.00841 0.00131 0.01179 0.01561 0.02615;
PARTWO = 4.46 0.135 2.372 7.641 8.517;
RHO = 0.588 0.824 0.634 0.9

0.763 0.38 0.471

0.638 0.765
0.622;

ENDDATA

MIN = UNDER;

@FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO):

@SUM(ASSETS(A): (1 + RETURN(A, T))*INVEST(A, T - 1)) =
@SUM(ASSETS(A): INVEST(A, T)));

@SUM(ASSETS(A) -
INVEST(A, @SIZE(TIME))) - OVER + UNDER = GOAL;

@SUM(ASSETS(A): INVEST(A, @INDEX(TIME, T0))) = INITIAL;
@FOR(ASSETS(A): RETURN(A, @INDEX(TIME, T0)) = 0);

I SP Related Declarations;

@FOR(AXT(A, T): @SPSTGVAR(T - 1, INVEST(A, T))):

@FOR(AXT(A, T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SPSTGRNDV(T - 1, RETURN(A, T)));

@FOR(AXT(A, T)| A #NE# @INDEX(ASSETS, SPOROINVEST) #AND#
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A #NE# @INDEX(ASSETS, HIGHYIELD) #AND#
A #NE# @INDEX(ASSETS, SPOROTREND) #AND#
T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SPDISTNORM(PARONE(A), PARTWO(A), RETURN(A, T)));

@FOR(AXT(A, T)| A #GE# @INDEX(ASSETS, SPOROINVEST) #AND#
A #LE# @INDEX(ASSETS, SPOROTREND) #AND#
T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SPDISTLGST(PARONE(A), PARTWO(A), RETURN(A, T)));

@FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SPSAMPSIZE(T-1, 10));

@FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO): @FOR(AXA(I, J):
@SPCORRPEARSON(RETURN(I, T), RETURN(J, T), RHOC(I, D)));

END

Jadrovy model

MnoZiny (SETS):

e TIME - primitivni mnoZina, ktera obsahuje pocatecni cas (70) a 1. (T1) a 2. (72)
meésic

e ASSETS - primitivni mnoZina obsahujici 5 podilovych fondl s atributy
referujicimi o parametrech pravdépodobnostnich rozdéleni jejich vynost’

e AXT - odvozend mnozina skladajici se zprvki mnozin TIME a ASSETS,
ktera obsahuje dva atributy

1. proménnou INVEST, s, jejiz hodnota znaci velikost investice do fondu 4
v obdobi T

2. proménnou RETURN, r reprezentujici vynos fondu 4 v obdobi T

e AXA - dvoudimenzionalni odvozena mnozina slozena z prvkt mnoziny ASSETS,
ktera vykazuje atribut RHO vyjadtujici korelaci mezi vynosovymi mirami fonda

Datova Cast (DATA):

INITIAL — poc¢ate¢ni investovana ¢astka

GOAL - cilova hodnota investice

PARONE - vektor prvniho parametru pravdépodobnostniho rozdéleni vynost
PARTWO - vektor druhého parametru pravdépodobnostniho rozdéleni vynost
RHO — matice hodnot Pearsonova korela¢niho koeficientu

7 Pomoci Kolgomorova-Smirnovova testu [vice viz 2] jsme zjistili, Ze vynosy fondti Akciovy
Mix a Top Stocks lze popsat normalnim rozdélenim, ostatni pak logistickym. V obou piipadech
PARONE zastupuje stiedni hodnotu vynost,, PARTWO pak smérodatnou odchylku vynosa

u normalniho rozde€leni, resp. parametr méfitka u rozdéleni logistického.



50 Modelovani stochastickych procesu v programu LINGO

Omezeni a ucelova funkce:

e MIN = UNDER

Minimalizace ucelové funkce, ktera vyjadiuje hodnotu nedosazeni cilové castky
investice.

e @FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SUM(ASSETS(A): (1 + RETURN(A, T))*INVEST(A, T - 1)) =
@SUM(ASSETS(A): INVEST(A, T)))

Vyjadieni celkové hodnoty investice v Case 7. Formulace investi¢niho toku timto
zptuisobem umoziuje realokaci investice v kazdém obdobi.

e  @SUM(ASSETS(A): INVEST(A, @SIZE(TIME))) - OVER + UNDER = GOAL

Vypocet cilové hodnoty investice, kde vyraz OVER reprezentuje velikost piesazeni
cilové hodnoty, naopak UNDER vyjadiuje jeji nedosazeni.

o @SUM(ASSETS(A): INVEST(A, @INDEX(TIME, T0))) = INITIAL
Omezeni vyjadiujici velikost pocatecni investice.
e @FOR(ASSETS(A): RETURN(A, @INDEX(TIME, T0)) = 0)

V case 70 (na pocatku) nejsou zadné investi¢ni vynosy.

Formulace stochastickych vlastnosti modelu
e @FOR(AXT(A, T): @SPSTGVAR(T - 1, INVEST(A, T)))

Identifikace proménnych reprezentujici pocatecni rozhodnuti a uréeni rekurzivnich
proménnych.

e @FOR(AXT(A, T)| T #GT# @INDEX(TIME, TO):
@SPSTGRNDV(T - 1, RETURN(A, T)))
Deklarace proménné RETURN stochastického charakteru.
o @FOR(AXT(A, T)| A #NE# @INDEX(ASSETS, SPOROINVEST)
#AND# A #NE# @INDEX(ASSETS, HIGHYIELD)
#AND# A #NE# @INDEX(ASSETS, SPOROTREND)
#AND# T #GT# @INDEX(TIME, TO0):
@SPDISTNORM(PARONE(A), PARTWO(A), RETURN(A, T)))
e @FOR(AXT(A, T)| A #GE# @INDEX(ASSETS, SPOROINVEST)
#AND# A #LE# @INDEX(ASSETS, SPOROTREND)
#AND# T #GT# @INDEX(TIME, T0):
@SPDISTLGST(PARONE(A), PARTWO(A), RETURN(A, T)));
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Pfislusna nahodna proménna RETURN vykazuje normalni, resp. logistické
pravdépodobnostni rozdéleni s konkrétnimi parametry.

e  @FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, T0): @SPSAMPSIZE(T - 1, 10))

Pro kazdou ¢asovou periodu bude generovano 10 hodnot z popsaného rozdéleni.

e  @FOR(TIME(T)| T #GT# @INDEX(TIME, T0): @FOR(AXA(, J):
@SPCORRPEARSON(RETURN(I, T), RETURN(J, T), RHO(, J))))

Vyjadfeni korelace mezi vynosovymi mérami obou aktiv pomoci Pearsonova

koeficientu.

Vystupy

Vyse naformulovany model nechame vyfesit pfisluSnymi nastroji programu LINGO,

vvvvvv

pasaze podivame.

I.

Global optimal solution found.

Objective value: 621.2874
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 319

Prvni ¢ast referuje o nalezeni optimalniho feseni, nabizi o¢ekdvanou hodnotu ucelové
funkce pfi zahrnuti vSech moznych scénafi. Stejné tak vypovida o pritomnosti
nepiipustnosti v feSeni problému a udava celkovy pocet iteraci, které byly potiebné
k vyteSeni ulohy.

V naSem piipad¢ je vycislena hodnota ucelové funkce na ptiblizné 621 K¢,
coz muzeme interpretovat tak, ze pokud budeme brat v potaz vSechny mozné scénare
feSeni, ocekavana hodnota vyjadfujici nedosazeni vytyCeného cile, tedy hodnoty
investice ve vysi 101 000 K¢ na konci investi¢niho horizontu, bude 621 K¢.

II.

Expected value of:

Objective (EV): 621.2874
Wait-and-see model®s objective (WS): 76.67988
Perfect information (EVPI = |EV - WS]): 544 _.6075

V dal$im bloku najdeme ukazatele zobrazujici vliv stochastického elementu v modelu
na hodnotu ucelové funkce, které jsme si jiz blize rozebrali v predeslé ¢asti prace.

I11.

Tieti cast informuje o povaze modelu, poc¢tu scénait feseni, ndhodnych proménnych
¢i Casovych obdobi. Dale ve vystupu najdeme celkovy pocet proménnych ¢i celkové
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mnozstvi omezeni. Z pohledu uspory mista je nabidnuta jen drobna ukazka z této
sekce.

Model Class: LP
Total scenarios/leaf nodes: 100
Total random variables: 10
Total stages: 2

Iv.
Stage O Solution

Variable Value

INVEST( AKCIOVYMIX, TO) 981.0015
INVEST( SPOROINVEST, TO) 94348.72
INVEST( HIGHYIELD, TO) 0.000000
INVEST( SPOROTREND, TO) 413.2645
INVEST( TOPSTOCKS, TO) 4257.018
RETURN( AKCIOVYMIX, TO) 0.000000
RETURN( SPOROINVEST, TO) 0.000000
RETURN(C HIGHYIELD, TO) 0.000000
RETURN( SPOROTREND, TO) 0.000000
RETURN( TOPSTOCKS, TO) 0.000000

Tento vystup naznac¢uje vychozi feseni (rozhodnuti), tudiz feseni v pocatku (v ¢ase 70).
Mimoto zobrazuje vSechny datové konstanty, stejné tak pridatné proménné ptislusnych
omezeni platicich v Case 70, coz neni jiz vyobrazeno.

Pro nas jsou dulezité hodnoty proménné INVEST, které ukazuji, kolik v po¢atku vlozime
finan¢nich prostiedkd do jednotlivych podilovych fondi. Tedy konkrétné€, do Akciového
Mixu investujeme priblizne 981 K¢&, do Sporoinvestu 94 349 K&, do Sporotrendu 413 K¢ a
do fondu Top Stocks 4 257 K&. Do dluhopisového High Yield neinvestujeme.

V.

V této oblasti se miizeme seznamit s problematikou casovych obdobi, kterd musi byt
urcena u kazdé proménné a kazdé fady modelu. Hvézdicka oznacuje situaci, kdy bylo
programem LINGO procesné vydedukovano ¢asové obdobi pfislusné proménné
¢i tady, jak je popsano vyse. Pro rozsahlost je uvedena pouze vybrana Cast sekce.

Random Variable Stage
RETURN(C AKCIOVYMIX, T1) 1
RETURN(C AKCIOVYMIX, T2) 2
Variable Stage
RETURN(C AKCIOVYMIX, TO) 0
RETURN( SPOROINVEST, TO) 0
Row Stage

1 2*

2 1*
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VI
Random Variable Distribution Report

Random Variable Distribution
RETURN( AKCIOVYMIX, T1) NORMAL ,0.00841,0.0446
RETURN( AKCIOVYMIX, T2) NORMAL ,0.00841,0.0446
RETURN(C SPOROINVEST, T1) LOGISTIC,0.00131,0.00135
RETURN(C SPOROINVEST, T2) LOGISTIC,0.00131,0.00135
RETURN(C HIGHYIELD, T1) LOGISTIC,0.01179,0.02372
RETURN(C HIGHYIELD, T2) LOGISTIC,0.01179,0.02372
RETURN( SPOROTREND, T1) LOGISTIC,0.01561,0.07641
RETURN( SPOROTREND, T2) LOGISTIC,0.01561,0.07641
RETURN( TOPSTOCKS, T1) NORMAL ,0.02615,0.08517
RETURN( TOPSTOCKS, T2) NORMAL ,0.02615,0.08517

Tato skupina 1daji podava informaci o pravdépodobnostnich rozdé€lenich
stochastickych proménnych v kazdém sledovaném obdobi (71 a 72).

VIL

Scenario: 1 Probability: 0.1000000E-01 Objective: 0.000000

Random Variable Value
RETURN( AKCIOVYMIX, T1) 0.6486790E-01
RETURN( AKCIOVYMIX, T2) 0.2240528E-01
RETURN( SPOROINVEST, T1) 0.3655747E-02
RETURN( SPOROINVEST, T2) 0.1315656E-02
RETURN(C HIGHYIELD, T1) 0.5064559E-01
RETURN(C HIGHYIELD, T2) 0.2013554E-01
RETURN( SPOROTREND, T1) -0.1401285E-01
RETURN( SPOROTREND, T2) -0.6666082E-01
RETURN(C TOPSTOCKS, T1) 0.1450796
RETURN( TOPSTOCKS, T2) 0.8802066E-01
Variable Value
RETURN( AKCIOVYMIX, TO) 0.000000
RETURN( SPOROINVEST, TO) 0.000000
RETURN(C HIGHYIELD, TO) 0.000000
RETURN( SPOROTREND, TO) 0.000000
RETURN( TOPSTOCKS, TO) 0.000000
UNDER 0.000000
OVER 153.2743
INVEST( AKCIOVYMIX, TO) 981.0015
INVEST( AKCIOVYMIX, T1) 0.000000
INVEST( AKCIOVYMIX, T2) 0.000000
INVEST( SPOROINVEST, TO) 94348.72

INVEST( SPOROINVEST, T1) 101020.4
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INVEST( SPOROINVEST, T2) 0.000000
INVEST( HIGHYIELD, TO) 0.000000
INVEST( HIGHYIELD, T1) 0.000000
INVEST( HIGHYIELD, T2) 0.000000

INVEST( SPOROTREND, TO) 413.2645
INVEST( SPOROTREND, T1) 0.000000
INVEST( SPOROTREND, T2) 0.000000
INVEST( TOPSTOCKS, TO) 4257.018
INVEST( TOPSTOCKS, T1) 0.000000
INVEST( TOPSTOCKS, T2) 101153.3

Posledni ¢asti je zobrazeni vSech scénart feSeni. Na zakladé vyse zminéného nastaveni
jich napocitame 100. Z didvodd uspornosti zobrazujeme pouze jeden na ukazku.
V hlavicce je uvedeno, s jakou pravdépodobnosti scénat nastane (1/100 pro kazdy
scénafr) a jakou hodnotu nabyde ucelova funkce. Nasledujici ¢ast obsahuje hodnoty
proménnych.

V tomto konkrétnim feSeni vidime, Ze hodnota ucelové funkce je 0 K¢, cil je dokonce
presazen o 153 K&, jak ukazuje hodnota OVER. Jak jiz bylo naznaCeno vySe, na pocatku
investor nakoupi podilové listy fondu Akciovy Mix za 981 K¢, Sporoinvest za 94 349 K¢,
Sporotrend za 413 K¢ a do fondu Top Stocks vklada 4257 K€ Na zaklade
vygenerovanych hodnot vynost RETURN(A, T1) ziskava investor ¢astku 101 020 K¢,
kterou celou investuje do podilového fondu Sporoinvest. Opét jsou na pocatku druhého
obdobi vygenerovany vynosy RETURN(A,T2), investor na konci investi¢éniho obdobi
disponuje finalni castkou 101 153 K¢, kterou by na zakladé vSech minulych informaci
vlozil do fondu Top Stocks, pokud by chtél investovat dale.

Pfi pohledu na dal§i scénafe bychom identifikovali jiné hodnoty pfislusnych
proménnych, tedy jina mozna tfeSeni. 21 scénaii odpovida presazeni cilové Castky,
10 scénaiti indikuje hodnotu finalni ¢astky totoznou s pocatecni investici, 69 scénaiti
vSak zobrazuje nedosazeni cilové hodnoty. Je tedy podstatné vétsi pravdépodobnost,
ze vytyceného investicniho cile nebude dosazeno. Jelikoz nam vysla ocekavana
hodnota ucelové funkce 621 K&, v pruméru by investor nemusel vykazat ztratu.
Kazdopadné z hlediska nastavené cilové ¢astky je investice za stavajicich podminek
velmi rizikova a je pouze na investorovi, jak se k situaci postavi.

Zavér

Ambici ¢lanku bylo seznamit Ctenafe s novymi moZznostmi na poli stochastického
programovani softwarového produktu LINGO. Kromé zdkladniho pfipomenuti
podstaty stochastickych procesti byla popsana struktura formulace matematického
modelu s nahodnymi proménnymi v programu, véetn¢ vSech potfebnych funkci a jejich
atribut. Nakonec byly ukizany i moznosti individudlniho nastaveni nékterych

parametrt stochastického programovani v programu LINGO. Pro nazorngjsi pochopeni
problematiky byl pfedstaven realny ptiklad z kapitalového trhu.

Doufam, ze prace pfispé&je k bliz§imu proniknuti do novych a velmi uzitecnych funkci
Siroce vyuzivaného optimaliza¢niho softwaru. Moznost feSeni stochastickych problémui
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vyznamné rozSifuje praktické vyuziti programu LINGO, a to napiiklad na poli
kapitalovych trhii ¢i v oblasti revenue managementu.
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Modeling of Stochastic Processes in the Program LINGO

Abstract

The article deals with a new functionality of computer program LINGO in the version
12 and higher. It opens up possibilities of solving mathematical models containing
stochastic processes. In the previous version of the program only deterministic models
could be solved. After brief introduction to the principles of multistage stochastic programs
with recourse we show in a closer detail the described formulation of mathematic
model with random elements in the studied software. All important functions used
during stochastic programming are presented in addition with a few basic examples.
In the following part we discuss individual options of stochastic programming
parameters. Finally, a specific case from the world of capital market is chosen an actual
application of stochastic modeling functions in the program LINGO.
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Abstract

Tourism Recommender Systems (TRS) aim to recommendations of specific products
to tourists (visitors) to provide value-added variable information to facilitate decision-
making users. An essential prerequisite is properly prepared for modeling user profiles
directly in the TRS, which requires knowledge of the characteristics of customers and
their preferences, which is done by modeling the data patterns. The paper proposed
adata model for model TRS microregion representing a voluntary association
of municipalities (DSO), whose members belong to just one microregion. Paper
discusses both mathematical formalization and implementation in specific geographic
information systems.

Key words

Tourism recommender systems, data model, microregion, user profile, geographic
information system

Introduction and literature overview

Microregions are not clearly defined by any of the legislative documents. They can be very
simply understood as voluntary associations, which are delimited for the efficient
grouping of territorial cooperation (Wokoun et al., 2008). Rural development, which
is an essential element of multifunctional synergy of peripheral areas in contemporary
literature (Galvasova et al., 2009) often faces problems of executive management
originated this region (Skrabal et al., 2006; Papol et al., 2006). At the time of dynamic
development of ICT, increasing computer literacy and the increasing demands of users,
microregions must also reflect the challenges resulting from new initiatives.
Microregions in this regard focus on simple cartographic (re)production of their
territory, ie. by using basic cartographic visualization tools (closer eg. Slocum, 2005),

or on the perception of technology as an aspect of inter-regional analysis (see Isard, 1998).
However, they completely ignore modern trends that have become the differentiating
factor of territorial units in a time of growing demands on the competitiveness of territorial
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units (Trojan, Budikova, Suchanek, 2012). Also many studies show that the high potential
in combining web-based technologies with solid IT infrastructure is not so sufficiently
used (Trojan, Sinogl, 2011).

The combination of the perception of users, their preferences with ICT skills enables
the implementation of advanced systems operating on the basis of data models suitable
for use in the spectra of many regional development themes such as tourism.
The potential of technology implementation in the field of tourism is significant not
only from the providers' point of view (Zipf, Malaka, 2001), but especially for users
working with those ubiquitous technologies (Ahas, Pechlaner, Nilbe, 2009).
Conceptualization of the systems for tourism are not natively based only on specially
modified geographic information systems based on location-based services
and telecartography (Gartner, Cartwright, Peterson, 2007), but also combine web
access, which is dominated by a special geo-tagged microformats (Amitay et al., 2004).

Recommender systems can be defined as an application of the web information
or reservation systems. Their aim is to recommend products and to provide information
for purpose of simplification the set visitor decision making process (Linza at al,
2011). The recommender systems have three functions in principle namely to improve
the quality of product choices, to reduce the time required for a decision on the selection
and also, of course, to increase product sales. The first recommender system was
introduced by Amazon.com. This system restricts the number of items only to those
which are evaluated by the system as interesting for visitor (Ricci, 2002). There
is intensive research in the field of the recommender systems in order to best predict
and to fulfil the visitors’ needs. For this purpose it is necessary to have properly
processed the user profiles modeling in the recommender systems. The user profiles
modeling require knowledge of the customer characteristics and their preferences
(Adomavicius and Tuzhilin, 2005). The user profiles modeling are in charge of the data
model. The recommender systems which work in the field of tourism are known
as travel recommender systems (TRS) or destination recommender systems (DRS).
The most popular TRS/DRS currently included Triplehop's TripMatcher™ (ski-
europe.com) and VacationCoach Me-Print™ (travelocity.com). The data model making
within VacationCoach is based on evaluation of the user by one of the offered options
such as cultural creature, beach bum, mountain hiker, etc. This way limits supply
of system by the specified profile. Triplehop's combines the statistics of past user queries
along with the prediction determined as a weighted mean of the priority points of items
in system. The priority points were assigned by similar users (Ricci, 2002).

TRS/DRS formalization

In this section we focus on formal data model TRS/DRS. A similar approach was used
in (Linza et al, 2011) and (Spath, Conlan, 2008). As mentioned above the basis of each
TRS/DRS is the user profiles modeling. For this purpose we define two basic types of profiles,
especially main profile A and derived profile B, which contains weighted elements of main
profile A. We put vector X consisting of # main profiles and matrix V type of m X n
consisting of the weights of main profiles. These weights are determined on the basis
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of information obtained about individual users. For elements of matrix V,v;; € V, are
v;; €[01], i=1,..,m, j=1,..,n. For example v;; represents the weights
assigned to the first main profile and v;; in turn determines the weights of all profiles

obtained from the first user. The product of matrix V" and vector X gives a vector
derived profiles, i.e.

Y = VX. (1)

Thus, vector Y consists of m derived profiles, y;, ..., ¥y, and each of them can be assigned
to the specific user. Dimension of vector Y is not static obviously but it varies
depending on the change in matrix size (Linza et al, 2011).

Let C be a set of all currently logged users ¢4, €5, C3, .... Furthermore, let P be a set of all
elements of Y. Now we can define map ¢ such that

@:CXP—>R. 2)

R is the set of real numbers. Thus, there is one and only one number real number which
is assigned to Cartesian product of sets C and P by application map ¢. A suitable
choice for customer profile derived from the set C can be according to the following

¢, = max(c,p), 3)
¢ € C,p € P (Schumacher et. Rey, 2011).

Implementation of spatial attributes of DRS/TRS

The spatial component is a crucial part of the DRS/TRS system. Users using the TRS
data model through a web interface select the specified territorial unit. In the case of clearly
defined administrative regions that show no spatial intersection, this option is clearly
identifiable. Due to the fact that many microregional clusters, however, reported
themselves to more regional territorial self-governing units, or their individual entities
can belong to multiple units, this is very problematic. Thus, we consider model
microregion as voluntary association of municipalities in where every municipality
belongs just to one microregion. This is crucial when calculating TRS models
for microregions. The other necessary thing is to have contiguous area (ie apply
the requirement of territorial compactness, cohesion and integrity).

There are several possible implementation methods of the spatial components of TRS.
A priori, we assume that the spatial aspect is provided by geographic information
system, which agreed in the coordinate system limits the range of services / products,
microregional parameter territorial spatiality. A suitable coordinate system for entering
data model and featured in GIS-based appears to be S-JTSK, which is applicable
throughout the Czech Republic, Slovakia and western Ukraine. For interoperability
with global data models TRS character is preferable to choose a global coordinate
systems (eg ETRS, WGS84), or use the on-the-fly transformation and projection.
The actual backend implementation can proceed in several ways; one example is the author
schematization in Figure 1.
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Fig. 1. Concept of back-end implementation of GIS into DRS/TRS through Model
Builder application in ArcGIS10 (source: authors)

A key part of a functioning GIS frontend in TRS format is the choice of spatial data
structures. Here in terms of data volume, zooming options and attribute capacity
appears to be an ideal vector set of spatial objects. Consider the tile can also visualize
raster documents in the case of simpler data models TRS.

GIS front-end figures not only as a part of TRS parametrization. Obligatory could
be used microformats containing geotag (Amitai et al., 2004) to determine
the attributes directly to the objects in the database TRS (assuming HTML
environment 5) as shown below.

< geo:lat=16.33 geo:lon=49.46 >

The final effect would be the fact that GIS component would lost its analytical
functionality, which could be taken over by web browsers through microformats
processing. However, GIS did not become obsolete or redundant element and may still
be in the position of providing such solutions of front-end map outputs in the form
of a simplified cartographic visualization.

Conclusion

Recommender systems (tourism/destination) or referral systems can operate in the information
or reservation systems in order to predict the preferences that the user assigned
to the offered items. Items selected systems are then followed by the IRS
recommended for individual users. The paper focused on Recommender systems
implementation within the spatially defined territorial units - microregions.
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Uziti DRS/TRS pro zvySeni konkurenéni vyhody mikroregionu

Abstrakt

Tourism recommender systems (TRS) maji za cil doporuceni konkrétnich produkti
turistim (navstévnikim) s pfidanou hodnotou poskytnuti variabilnich informaci
za GCelem usnadnéni rozhodovaciho procesu uzivatele. Nezbytnou prerekvizitou
je vhodn¢ zpracované modelovani uzivatelskych profili pfimo v systémech TRS,
coz vyzaduje znalost charakteristickych rysi zakazniki a jejich preferenci,
které se provadi prostiednictvim modelovani datového vzorce. V piispévku je navrzen
datovy model TRS pro modelovy mikroregion piedstavujici dobrovolny svazek obci
(DSO), jehoz clenové ndlezi pravé do jednoho mikroregionu. Diskutovana je jak
matematicka formalizace, tak konkrétni implementace v geografickych informacnich
systémech.
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Posouzeni kvality Zivota v regionech Ceské
republiky

LibuSe Mértlova, Hana Vojackova

Vysoka skola polytechnické Jihlava

Abstrakt

Regionalni politika nalezi k dalezitym aktivitam, které se snazi zabezpecit optimalni
dlouhodoby trvale udrzitelny rozvoj v regionu, ktery je predpokladem pro vytvoreni
zakladnich predpokladl pro zajisténi optimalni kvality Zivota obcanti v daném Uzemi.
Kvalitu Zivota dnes chdpeme jako pojem, kde se setkavaji jak podminky ekonomické,
tak 1 podminky socialni a environmentalni. Jejich pusobeni a setkavani v regionu
potom vytvari redlné moznosti pro optimalni vnimani kvality zivota obCanii v daném
regionu. Hlavnim cilem pfispévku je popsat a porovnat regiony Ceské republiky
z pohledu socialnich a environmentalnich ukazateli a zjistit jejich vyvoj a dynamiku
vyvoje ve vybranych letech 2000 az 2010. Pro splnéni cile je potfeba analyzovat
ukazatele z uvedenych oblasti, porovnat vyvoj mezi regiony, stanovit zakladni
statistick¢ charakteristiky analyzovanych ukazatelli a pomoci bodové metody potom
stanovit potadi regiond v oblasti objektivnich pfedpokladii pro kvalitu zivota obyvatel.

Kli¢ova slova

Regionalni politika, regionalni disparity, ukazatele ekonomického, socialniho
a environmentalniho rozvoje, regiony Ceské republiky, kvalita zivota

Uvod

Kazdy region ma sva specifika, odliSné geografické a ptirodni podminky, sviij
specificky demograficky vyvoj, ekonomické piedpoklady dané historickym vyvojem
i pfirodnimi podminkami. Zatimco v minulém obdobi bylo podstatné, jaké jsou
podminky a tradice ve vyvoji zemédé€lstvi, nasledné potom v primyslu, v soucasné
dobé jsou rozvojové faktory regioni zalozené na jinych kvalitativné odliSnych
predpokladech. Zejména se jedna o schopnosti regionu podilet se na vyzkumu a vyrobé
technologii v novych modernich sofistikovanych odvétvich, jako jsou informacni
a telekomunikacni technologie, vyroba zafizeni v téchto odvétvich, bankovni a finan¢ni
sluzby, obchody s realitami a dalsi odvétvi s vysokou pfidanou hodnotou. Na zéklad¢

existence téchto objektivnich rozvojovych faktor v regionech jsou potom odlisné
i priority z hlediska jejich dalSiho perspektivniho rozvoje. To, co je vSak z hlediska
regionalni politiky vSem regioniim spolecné, je snaha o ekonomicky rozvoj a zajisténi
kvalitnich zivotnich podminek obyvatelstva.
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Pozadavky na kvalitu Zivota obyvatel regionu se ve spolecnosti méni spolu s ménicim
se vngjSim prostiedim a moznostmi spolecnosti. Jednim ze zékladnich ptedpokladii
pro uspokojovani piedstav o kvalitnim prozivani zZivota jsou podminky ekonomickeé,
socidlni a environmentalni. V ramci kazdého statu existuji rizné podminky podle
regiond, které souviseji s dlouhodobym vyvojem v regionech, v nasi republice se jedna
o pozustatek minulého spolecenského systému, kdy byly centralné fizeny procesy
rozvoje regionil prostiednictvim dotacni a investi¢ni politiky. Po roce 1989 doslo
k transformaci celé ekonomiky, k restrukturalizaci odvétvi, k zaniku mnoha do t€¢ doby
stabilnich firem ak velkému narGstu nezaméstnanosti v prvni poloviné 90. let
minulého stoleti. S tim souvisela i nutnost zacit uskute¢iiovat regionalni politiku jako
zakladni nastroj pro zajisténi rovnomeérného rozvoje regionti ve spolecnosti,
odstraiiovani negativnich regionalnich disparit, odstraniovani nezaméstnanosti
a podpote perspektivnich odvétvi. Rovnomérny rozvoj regiond je i zakladnim cilem
politiky soudrznosti v EU, ktera je uskuteciiovana od pocatku 60. let minulého stoleti.
Politika soudrznosti predstavuje cely komplex procest, které piispivaji k pozitivnim
zménam v ekonomické, socialni a environmentalni situaci regiont (Jansky, 2012).

V Ceské republice je realizovana Strategie regionalniho rozvoje pro léta 2007-2013.
Ta respektuje cile regionalni politiky EU a jako jeden zhlavnich cilii povazuje
snizovani regionalni nerovnovahy ve vSech tfech oblastech — ekonomické, socialni
i environmentalni. Analyza existujicich podminek v regionech, stanoveni vyvojovych
trendli, vzajemnych zavislosti mezi jednotlivymi faktory rozvoje a hledani
endogennich rozvojovych faktorti v regionech jsou podstatné pro stanoveni realné
a optimalni strategie rozvoje regiond. Jak uvadi (Kutscherauer 2010), lze potom
na zakladé dtkladné znalosti vyvoje a piisobeni jednotlivych faktord v regionu
vypracovat komplexni, realistické a realn¢ dosazitelné koncepce rozvoje daného tizemi
s ohledem na jeho potieby, tradice a specifika.

Podle zadani MMR byla v CR uskute¢néna fada vyzkumi, které se zabyvaji
problematikou regionalnich disparit, zkoumanim predpokladi kvality zivota
ijednotlivych faktorti, které ovliviuji jak rozvojovy potencial regionti, tak regionalni
rozvoj a potazmo i kvalitu Zivota obyvatel regiont. Jako piiklad mizeme uvést
rozséhly vyzkumny program Ministerstva pro mistni rozvoj CR zaméfeny na podporu
regionalniho rozvoje, vramci kterého se uskuteCnila fada vyzkumnych projekta.
Jednim znich byl i projekt WD-55-07-01 Regionalni disparity v uzemnim rozvoji
Ceské republiky, feseny VSB-TU Ostrava v letech 2007 az 2010. Byl zaméfeny
na metodologii a klasifikaci disparit, zasady jejich sledovani a hodnoceni a vytvofeni
souhrnnych indikéatorti a modelovych regionl. Zejména stanoveni indikatord, jejich
integrace a analyza situace vyvoje disparit v regionech CR za obdobi roka 1995
az 2007 je velkym piinosem pro dalsi zkoumani v této oblasti.

Podobné i monografie Hodnoceni rozvojového potencidlu kraji Ceské republiky
z hlediska lidskych zdroji (Dufek — Minatik, 2010) zkouma jednak demografické
faktory regionalniho rozvoje v CR, jednak Zivotni a socialni turoveii v krajich
anasledné analyzuje situaci ve vzdélanosti, zdravotnim stavu obyvatel a kriminalité
v krajich CR vroce 2008. Tato monografie je velkym piinosem pro stanoveni
indikatori zejména v oblasti socidlni a pro dikladnou analyzu v oblasti ekonomické,
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socialni a zivotni trovné a vybranych ukazatelli v oblasti environmentalni. I tato
publikace vznikla na zaklad€¢ vyzkumného zaméru, tentokrat PEF MZLU v Brn¢ MSM
6215648904.

Monografie Regionalni rozvoj a jeho management v CR (R. Wokouna a kol., 2007)
vznikla na podkladé zadani MMR CR na zpracovani socioekonomické analyzy jako
predpokladu pro ptipravu Narodniho rozvojového planu na léta 2007—2013. Druh4 cast
publikace je vystupem z projektu Management regionalniho rozvoje na trovni kraji
aobci s rozsifenou pusobnosti, kdy se jednalo o rezortni vyzkum Ministerstva pro
mistni rozvoj CR WB-31-04, feSenym v letech 2004 az 2006. V publikaci najdeme
zédkladni ekonomické, socialni a environmentalni charakteristiky v CR v porovnani
se situaci v ramci dalSich zemi Evropy a EU.

V tomto vyc¢tu bychom mohli i nadale pokracovat, citovat dal$i publikace a dalsi
autory, ponévadz se jedna o problematiku velice aktudlni a dilezitou zejména pro
vychodiska pro tvorbu strategii CR i jednotlivych regiont. V ramci Kraje Vysoéina
je pripravena Strategie 2020, coZ je zakladni stfednédoby dokument, ktery ma piipravit
Kraj na nové planovaci obdobi EU 2014-2020, ktery vychazi z dokumentu Evropa
2020, kde je zakladnim cilem dosazeni nového rustu. Tento dokument je zakladni
pro realizaci praktické regionalni politiky ve stanovenych péti prioritnich rozvojovych
oblastech: Vysocina jako atraktivni venkovsky prostor, Lidé na Vysocing, Ochrana
prirodniho bohatstvi, Moderni infrastruktura, Konkurenceschopna ekonomika.

Cil a metody

Odborné cile ptispévku jsou zamefeny na shromazdéni, zpracovani a interpretovani dat
vramci sekundarniho vyzkumu, tykajicich se ukazatel kvality Zivota v regionech
v oblasti socidlni a environmentélni. V této oblasti se jednd o zvolené ukazatele Cisty
disponibilni dichod na obyvatele, emise oxidu sificitého, pocet 1ékaii na 1 000
obyvatel, pocet lGzek v nemocnicich, primérna vySe diichodd a pocet dichodcti. Jedna
se o ukazatele, které maji vliv na prozivani Zivota obyvatel regionu zejména z pohledu
prijma, kvality Zivotniho prostfedi a dostupnosti 1ékai'ské péce. Jako zékladni jednotky
zkoumani byly zvoleny kraje, tedy jednotky NUTS III, tidaje byly Cerpany ze statistik
regionalnich uéti CSU.

Na zéklad¢ vybranych ukazatelll jsou pomoci matematickych a statistickych metod
testovany zaékladni statistické charakteristiky jako primér, smérodatna odchylka,
rozptyl a variacni koeficient souboru regionii (Dufek, Minaiik, 2009, 2010) a dale
je stanoveno potadi kraji podle jednotlivych oblasti vybranych ukazateli pomoci
bodovaci metody. Princip bodovaci metody (Jilek, 2008) spoc¢iva v tom, ze u kazdého
ukazatele se nalezne region, u né¢hoz piislusny ukazatel dosahuje maximalni hodnoty
(je-li progresivnim jevem riist hodnoty ukazatele) ¢i minimalni hodnoty (je-li zddouci
pokles hodnoty ukazatele). V pfipad¢, ze zakladem je minimalni hodnota ukazatele,
vytvofi se prevracend hodnota tohoto poméru (SvatoSova, 2012). Vybrany ukazatel
tohoto regionu dostdva potadi 1. Ostatni regiony ziskavaji nasledujici potadi od 2.
do 14. podle toho, jak se snizuje (v pfipad¢, Ze maximum je zaddouci) nebo naopak
zvysuje (v ptipad¢€, ze minimum je zadouci) hodnota sledovaného ukazatele. Za kazdy
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region se potom sectou body ziskané za jednotlivé ukazatele a tyto soucty pak
charakterizuji Groven regionu z pohledu takto definovanych parametri kvality Zivota
v regionu. Podle vysledného potadi usuzujeme na urcity komfort obyvatel z pohledu
ekonomickych zdroji, kvality Zivotniho prostfedi a dostupnosti 1ékatské péce 1 poctu
obyvatel seniort, ktefi v daném regionu ziji.

To souhlasi s nazorem (Cervenka 2009), kdy ,.toto viak piedstavuje pouze jednu stranku,
ktera jen ¢aste¢né postihuje dany pojem. Jestlize definice hovoii o uspokojovani potieb,
je tieba také védét, jak obyvatelstvo hodnoti toto uspokojovani. Je tedy tieba hodnotit
i subjektivni pocity obcand, znat jejich nazory, do jaké miry jsou jejich potieby
uspokojeny.*

Vysledky

3.1 Vysledky v socidlni sfére:
Cisty disponibilni diichod domicnosti podle regionii

Ukazatel Cisty disponibilni diichod na obyvatele (CDD) je ukazatelem, ktery vychazi
z ekonomické situace regionu a zasadné koreluje s ukazatelem HDP regionu. Zaroven
je to i ukazatel, ktery podminuje zvySovani kvality zivota v oblastech, které souviseji
s moznosti uspokojovani potieb jednotlivce v obecné oCekavané tirovni a nevylucuji ho
na okraj spolecnosti. Jedna se zejména o potieby v oblasti regenerace pracovnich sil,
prozivani volného Casu jako jsou sportovani, cestovani a turistika, kultura, zéliby
a koni¢ky, moznosti dal§iho vzdélavani a rozvoje podle pfani kazdého jednotlivého
obcana. V soucasné dobé jsou velice zietelné trendy v oblasti zdravého zivotniho stylu
zejména u mladé populace preferujici spotiebu ekologickych potravin, preference
domacich vyrobku i volba vlastniho dodavatele vyrobkll. To vSechno ale pfedstavuje
vys$si naklady na pofizeni sluzeb a vyrobki a je podminéno dostatecnou diichodovou
situaci obyvatel. Z ekonomického pohledu je to vSak i oblast, ktera rozviji uplatnéni
endogennich faktord jednotlivych regioni a jako na takovou by na ni mélo byt
pohliZeno i z pohledu regionalnich samospravnych organi.

Tabulka 1: Cisty disponibilni diichod na obyvatele v regionech v K¢

jelc\jﬂr?cf)it(lz(ia 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
HI. m. Praha K& | 155002 | 168441 | 178502 | 188162 | 196311 | 204004 | 221081 | 230578 | 239751 | 238971 | 246119
Stiedocesky K& | 124881 | 131887 | 142719 | 149701 | 158224 | 164264 | 175760 | 187150 | 196208 | 196115 | 198607
JihoGesky K& | 116499 | 123222 | 126386 | 134401 | 141191 | 148869 | 160664 | 168100 | 180486 | 180318 | 177237
Plzerisky K& | 119083 | 128746 | 133701 | 137298 | 146079 | 153548 | 161191 | 172868 | 182944 | 186658 | 185180
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Karlovarsky Ké 119322 | 122063 | 126425 | 130535 | 134738 | 140396 | 148376 | 156050 | 163208 | 171758 | 174215
USteCky Ké 110959 | 117291 | 119325 | 124125 | 129566 | 136523 | 146800 | 152960 | 163568 | 171576 | 170719
Liberecky Ké 116978 | 124268 | 128902 | 131640 | 138924 | 145709 | 154748 | 162996 | 171006 | 176635 | 178492

Kralovéhradecky Ké 121001 | 128194 | 133334 | 133919 | 140581 | 150288 | 159801 | 168919 | 180431 | 182027 | 181155

Pardubicky Ké 110594 | 117486 | 123926 | 127543 | 137204 | 146826 | 154986 | 165325 | 175235 | 175012 | 173629
Kraj Vysocina Ké 107307 | 116024 | 124779 | 128892 | 136971 | 144331 | 154625 | 165652 | 176915 | 176522 | 178650
Jihomoravsky Ké 117044 | 125244 | 128081 | 132893 | 142783 | 150727 | 157241 | 171168 | 182356 | 184659 | 185415
Olomoucky Ké 110659 | 118051 | 124558 | 128043 | 134133 | 139681 | 150279 | 160623 | 170499 | 171833 | 169244
Zlinsky Ké 113594 | 120938 | 125877 | 130605 | 135737 | 144962 | 159115 | 168523 | 176298 | 173752 | 175339

Moravskoslezsky | K& 108894 | 115894 | 120178 | 122680 | 129307 | 139628 | 146140 | 157100 | 171238 | 173766 | 172277

Zdroj: czso.cz

Tabulka 2: Statistické charakteristiky souboru

3,598976 3,686372 | 3,756644 | 3,782423 | 3,818499 3,8485 3,851489 | 4,083406 | 4,104937 | 4,157735 4,17489

prameér
min 2,931189 2,981127 | 3,056341 | 3,023146 | 2,992394 | 2,973365 | 2,934858 | 3,160985 | 3,144295 | 3,161955 | 3,152409
max 6,2 6,5 6,7 6,7 6,8 6,9 7 73 7,311041 73 72
median 3,395316 3,45497 3,510247 | 3,550372 | 3,568248 | 3,559798 | 3,578225 3,76 3,821905 | 3,838352 | 3,890259

primérna odchylka 0,550698 0,578181 | 0,590872 0,58162 0,600199 | 0,606821 | 0,619732 | 0,649718 | 0,631254 | 0,648318 | 0,645182

smérodatna odchylka 0,811579 0,867182 | 0,897437 | 0,889866 | 0,913425 | 0,928846 | 0,955643 | 0,984702 | 0,977312 | 0,973634 | 0,950596

Zdroj: czso.cz, vypocty viastni

Na zaklad¢ vyhodnoceni udaji z tabulky a grafu 1 lze konstatovat tyto skutecnosti:
CDD na obyvatele se v porovnani zkoumanych rokii dynamicky zvysuje, trend nartistu
je nejvetsi v Praze a StfedoCeském kraji, kde lze sledovat narlst i v obdobi krize
anasledné stagnace ekonomiky. Nasleduji kraje Jihomoravsky, Plzenisky
a Kralovéhradecky. Na dolnich pfi¢kach se umistily kraje Olomoucky, Ustecky
a Moravskoslezsky.
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Graf 1 Cisty disponibilni diichod na obyvatele v K&
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vrvr

prostiedi Ceské republiky. Zejména suspendované &asti oxidu sifi¢itého a oxidd dusiku
patfily

k nejvétsim na svété. V nekterych regionech zptsobovaly nadmérné emise vazné
zdravotni problémy obyvatel a rozsahlé¢ poskozeni lesnich ekosystémi. V roce 1991
byly pfijaty pravni piedpisy v oblasti ochrany ovzdusi, které mély zajistit vyznamné
snizeni emisi do konce roku 1998. To se podafilo, od roku 1999 vsak objem emisi
stagnuje a kvalita ovzdusi se za¢ina spige zhorSovat.® Novy zikon o ochrang ovzdusi
¢. 86/2002 prijaty v roce 2002 na této nepfiznivé situaci nic vyznamného nezménil.
Vyplyva zného povinnost zpracovat Narodni program snizovani emisi Ceské
republiky a stanovit narodni emisni stropy pro nékteré znecist'ujici latky (dale jen
“NECD®), které se ve velké mife shoduji s opatfenimi pfijatymi na urovni Evropské
unie (napf. Uspora energie, podpora obnovitelnych zdrojl, snizovani emisi z velkych
spalovacich zdroji). Tato opatieni jsou podporovana ekonomickymi nastroji na
narodni urovni, vétSinou finanénimi dotacemi.

Z emisni analyzy vyplyva, ze emise zneCistujicich latek se po vyrazném poklesu
v letech 1990 az 1999 dostaly v obdobi 2000 az 2005 do faze mirného poklesu. V roce
2000 byl stanoven celkovy roéni objem emisi v CR 250 tun na km &tvereéni (kt) za
rok, ktery se podafilo v roce 2005 snizit na 219 kt a ptedpoklad pro rok 2010 byl kt
219. Tato strategiec byla GspéSna zejména proto, ze se podafilo oddélit rist emisi
z pramyslu od ekonomického ristu CR.

¥ Ndrodni program snizovani emisi Ceské republiky. MZP Praha, 2007.
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Obrizek 1: Ilustrativni trend emisi acidifikujicich litek v Ceské republice v letech
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Vysledky naSeho zkoumani situace v oblasti emisi oxidu

z nasledujici tabulky 3 a grafu 2.

Tabulka 3 Emise oxidu siFi¢itého

2802

2803

2004%

sifi¢itého jsou ziejmé

]

X

§§ § 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

>0

2
HI. m. Praha tkm | 3,98 | 453 | 390 | 434 | 520 | 4,88 | 4,60 3,5
Stredodesky tkm | 22 | 25 | 24 | 24 | 22 | 23 | 21 | 21 | 21 | 20 | 21
Jihogesky tkm | 0,80 | 1,05 | 1,04 | 1,90 | 1,90 | 1,09 | 1,01 | 0,99 | 1,01 | 098 | 1,03
Plzefisky tkm | 1,31 | 158 | 1,53 | 1,47 | 151 | 155 | 145 | 1,38 | 123 | 143 | 1,02
Karlovarsky tkm | 6,18 | 621 | 521 | 473 | 514 | 49 | 512 | 6,36 | 2,98
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Ustecky t/km | 15,85 | 13,42 | 15,10 | 13,48 | 13,37 | 13,49 | 13,43 | 14,27 | 11,20 | 11,69 | 10,87
Liberecky tkm | 1,49 | 1,70 | 1,39 | 1,34 | 1,19 | 1,17 | 1,10 | 0,95 | 0,97 | 0,90 | 0,77
Kralovéhradecky | t’km | 1,56 | 1,66 | 168 | 1,72 | 1,82 | 1,70 | 1,72 | 164 | 1,53 | 125 | 13
Pardubicky t’km | 3,70 4,31 4,02 4,36 3,60 3,46 3,10 3,15 2,87 2,59 2,86
Kraj Vysocina t’/km | 0,54 0,56 0,61 0,61 0,51 0,48 0,44 0,40 0,41 0,40 0,44
Jihomoravsky t/km | 0,41 | 0,49 | 047 | 0,55 | 0,59 | 0,60 | 0,59 | 0,59 | 0,58 | 0,55 | 0,48
Olomoucky t’km | 1,15 1,21 1,23 1,24 1,36 1,35 1,13 0,97 0,83 0,87

Zlinsky thkm | 1,74 | 1,88 | 1,76 | 1,93 | 2,21 | 185 | 1,77 | 165 | 1,38 | 1,39 | 1,25
Moravskoslezsky | t’km | 4,9 51 52 53 52 55 55 5,6 43 4,1 4,1
Zdroj: czso.cz

Tabulka 4: Statistické charakteristiky souboru

prumér 3,508976 | 3,686372 | 3,756644 | 3,782423 | 3,818499 | 13,8485 | 3,851489 | 4,083406 | 4,104937 | 4,157735 | 4,17489
min 2,931189 | 2,981127 | 3,056341 | 3,023146 | 2,992394 | 2,973365 | 2,934858 | 3,160985 | 3,144295 | 3,161955 | 3,152409
max 6.2 6,5 6.7 67 6.8 6,9 7 73 | 7311041 73 72
median 3,395316 | 345497 | 3,510247 | 3,550372 | 3,568248 | 3,559798 | 3,578225 | 3,76 | 3,821905 | 3,838352 | 3,890259
EL”C?SLT 0,550698 | 0,578181 | 0,590872 | 0,58162 | 0,600199 | 0,606821 | 0,619732 | 0,649718 | 0,631254 | 0,648318 | 0,645182
f)?f;;f;‘“é 0,811579 | 0,867182 | 0,897437 | 0,889866 | 0,913425 | 0,928846 | 0,955643 | 0,984702 | 0,977312 | 0,973634 | 0,950596

Zdroj: czso.cz, vypocty viastni

Nejvétsi znedisténi emisemi oxidu sifi¢itého je v Usteckém a Moravskoslezském kraji,
nasleduje Hlavni mésto Praha, dale kraje Pardubicky, Stredocesky a Zlinsky. Naopak
nejmensi zne€isténi maji kraje Vysoc€ina, Jihomoravsky a Liberecky. Pokud zkouméame
dynamiku vyvoje, je vidét kraje, ve kterych doSlo krazantnimu snizeni emisi —
naptiklad Karlovarsky kraj a Ustecky kraj, potom jsou kraje, kde je dynamika
snizovani mala a emise na zhruba stejné urovni po celych deset let, jako napf.
ve StfedoCeském kraji a dale existuji kraje, kde dynamika znecistovani emisemi roste,
napf. JihoCesky kraj a v nékterych letech i Jihomoravsky kraj.




72 Posouzeni kvality Zivota v regionech Ceské republiky

Graf 2 Emise oxidu sifi¢itého
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Zdroj: czso.cz.

3.1.3 Pocet 1ékaiii /1000 obyvatel

Dalsim ukazatelem, ktery vypovidd o kvalit¢ Zzivota obyvatel, je pocet lékait
na 1 000 obyvatel, kterym miZzeme posoudit jak dostupnost péfe o nemocné, tak
i predpoklad vyssi kvality poskytované zdravotni péce. Z nasledujici tabulky 3 a grafu
3 je zfetelné vidét stav podle jednotlivych krajii i dynamika vyvoje tohoto stavu.
Nejvétsi pocet 1ékaid na obyvatele ma Hlavni mésto Praha, v podstaté je hodnota vice
neZ dvojnasobnd v porovnani s Usteckym krajem, Stiedoteskym krajem, Krajem
Vysocina. Ve StredoCeském kraji je nizkd hodnota ukazatele pochopitelna, protoze
$pictkova specializovana pracovi§té jsou v blizkosti a snadno dostupni. V Usteckém
kraji, Kraji Vysocina a Zlinském kraji je situace s dostupnosti 1ékaiské péce mnohem
horsi, souvisi to i s historickym vyvojem téchto kraja, je vSak potéSitelné, ze je mozné
konstatovat nartistajici tendence v tomto ukazateli. V soucasné dobé jsou lékaiské
fakulty v Ceské republice zastoupeny LF UK v Praze (LF UK v Praze, LF UK
v Plzni, LF UK v Hradci Kralové) jedna je na MU v Brné, jedna je na UP v Olomouci
a nova je i na Ostravské univerzité. V ostatnich krajskych méstech jsou fakulty
zdravotnickych studii, kde jsou nabizeny obory z okruhu oSetfovatelstvi a zdravotni
a socialni péce, ve dvou krajskych méstech jsou Univerzity narodni obrany (Brno
a Hradec Kralové), které také poskytuji lékafské vzdélani a to z oblasti vojenského
1ékatstvi.
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Tabulka S: Pocet 1ékaiii /1000 obyvatel

Je'\(’j"sgfk'a 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
HI. m. Praha Pocet 6,2 | 65| 67 | 67 | 68 | 69 | 7,0 73 |73 73 | 7,2
Stfedogesky Pocet | 29 | 30 | 31 |30 |30 |30 |29 |32 |31 |32]32
JihoGesky Potet | 35 | 35 |35 |35 |36 |35 |35|39 |39 /40|40
Plzefisky Podet | 40 | 41 | 42 | 42 | 43 | 43 | 43 | 44 | 44 | 45 | 45
Karlovarsky Pocet | 35 | 35 |35 |36 |36 |36 |36|38|39]|39]39
Ustecky Potet | 31 |32 |32 |33 |33 |33 |33 |35|35]|35]|34
Liberecky Potet | 32 | 32 |33 |33 |34 |34 |34 |35|36]37]37
Kralovéhradecky | Poget | 3,7 | 38 | 38 | 39 | 39 | 40 | 40 | 45 | 44 | 45 | 45
Pardubicky Pocet 3,1 3,1 32 |33 |33 (33 (33|36 |37 ]38 38
Kraj Vysogina Pocet | 30 | 31 | 31 |32 |31 |33 |33 |34 |35]|35]|35
Jihomoravsky Poget | 41 | 42 | 42 | 42 | 43 | 43 | 43 | 46 | 47 | 48 | 48
Olomoucky Pocet | 3,8 | 39 | 40 | 40 | 40 | 40 | 41 | 42 | 42 | 43 | 44
Zlinsky Potet | 30 | 31 |32 |32 |32 |33 |33 |36 |36 ]|37]|37
Moravskoslezsky Pocet 33 |34 |35 |36 |36 |36 |36 |37 ]38]38] 39
Zdroj: czso.cz.
Tabulka 6: Statistické charakteristiky souboru
Roky 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
pramar 4818,357 | 4772,714 | 4762 | 4749,429 | 4677,714 | 4644,429 | 4583,857 | 4547,286 | 4518,786 | 4499,429 | 4457,214
min 1776 1712 1688 1710 1734 1717 1710 1678 1667 1656 1613
max 10665 | 10622 | 10535 | 10651 | 10327 | 10397 | 10331 | 10326 | 10322 | 10233 | 10200
median 3814 | 38495 | 3843 | 37605 | 36975 | 36785 | 36175 | 3596 3532 | 35445 | 3523
g;‘g;}‘;[{;a 2117,459 | 2071,347 | 2076,143 | 2054,837 | 1992,918 | 1979,122 | 1985,102 | 1955,653 | 1942,582 | 1918,694 | 1908,276
f)?fr:;izmé 2501,828 | 2480,334 | 2475,98 | 2466,459 | 2378,962 | 2384,546 | 2378,179 | 2360,76 | 2351,035 | 2312,043 | 2308,43

Zdroj: czso.cz, vypocty viastni.
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Podle udaju v tabulce je zietelna pfima souvislost mezi pocétem lékart na 1 000
obyvatel s lokalizaci univerzity s Iékatskou fakultou v krajském mésté regionu. Pocet
1ékaii ve vSech univerzitnich méstech, kde je 1ékatska fakulta, je vétSinou nad trovni
4 1ékaid na 1 000 obyvatel, v krajskych méstech, kde nejsou 1ékarské fakulty je pod 4.
Nejmensi pocet 1ékatt je ve Stfedodeském kraji, Usteckém kraji, Kraji Vysocina, dale
ve Zlinském a Libereckém kraji. Dynamika nartistu je nejvyssi v Praze — za deset let je
narust o 1 lékafe, v ostatnich krajich se pohybuje od 0,5 do 0,7 lékafe na 1 000
obyvatel. Nejmensi narist je ve Stfedogeském, Usteckém a Karlovarském kraji, kde je
narust 0,3, resp. 0,4 1ékafe na 1 000 obyvatel.

Graf 3: Pocet 1ékaiii /1000 obyvatel
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Zdroj: czso.cz.

3.1.4 Pocet liZek v nemocnicich

Pocet lizek v nemocnicich je v souc¢asné dobé hodné diskutované téma, na jedné strané
se setkavaji pozadavky na efektivnost fungovani zdravotnickych zafizeni a tendence
k jejich slucovani, na druhé strané pozadavky na zajisténi dostupné péce pro obcany
v odlehlych uzemich a zajisténi dojezdnosti zachranné sluzby do odlehlych regioni.
Podle analyzy VZP zroku 2011 by se mélo v roce 2012 a dalSich zrusit 5700 lazek
v nemocnicich. Podle této zpravy je obsazenost oddéleni ORL, kozni, o¢ni a détské
jen 20 %. Tento trend vyplyva i z rozvoje metod mediciny v poslednich dvaceti letech,
kdy se daleko vice uplatituje jednodenni nemocni¢ni péce a pacient travi pooperacni
rekonvalescenci doma. Nejvice lizek by se meélo rusit v Praze, Jihomoravském
a Stfedoceském kraji. Téma ruseni respektive slucovani nemocnic se stava politickym
tématem a stava se soucasti volebnich programu aktérd krajskych voleb.
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Tabulka 7: Pocet luiZek v nemocnicich
Méfici
. 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
jednotka

HI. m. Praha kusy | 10665 | 10622 | 10535 | 10651 | 10327 | 10397 | 10331 | 10326 | 10322 | 10233 | 10 200
StfedoCesky kusy 5970 | 5731 | 5795 | 5756 | 5715 | 5642 | 5653 | 5589 | 5577 | 5796 | 5908
JihoCesky kusy 3793 | 3870 | 3847 | 3829 | 3798 | 3737 | 3641 | 3652 | 3569 | 3569 | 3538
Plzensky kusy 3748 | 3829 | 3597 | 3591 | 3581 | 3581 | 3433 | 3431 | 3435 | 3520 | 3508
Karlovarsky kusy 1776 | 1712 | 1688 | 1710 | 1734 | 1717 | 1710 | 1678 | 1667 | 1656 | 1613
Ustecky kusy 6085 | 5992 | 5893 | 5757 | 5644 | 5485 | 5466 | 5341 | 5299 | 5327 | 5122
Liberecky kusy 2539 | 2515 | 2524 | 2538 | 2637 | 2655 | 2632 | 2633 | 2623 | 2676 | 2674
Kralovéhradecky kusy 3950 | 3976 | 3990 | 3961 | 3728 | 3720 | 3685 | 3645 | 3634 | 3609 | 3562
Pardubicky kusy 2536 | 2445 | 2545 | 2776 | 2702 | 2718 | 2698 | 2681 | 2681 | 2682 | 2641
Kraj Vysocina kusy 3030 | 2991 | 2920 | 2920 | 2925 | 2866 | 2814 | 2812 | 2799 | 2794 | 2790
Jihomoravsky kusy 8240 | 8226 | 8243 | 8227 | 8028 | 8096 | 8012 | 7955 | 7968 | 7906 | 7886
Olomoucky kusy 3835 | 3805 | 3839 | 3692 | 3667 | 3637 | 359 | 3547 | 3495 | 3480 | 3380
Zlinsky kusy 3336 | 3312 | 3375 | 3344 | 3377 | 3315 | 3152 | 3157 | 3168 | 3078 | 3051
Moravskoslezsky | kusy 7954 | 7792 | 7877 | 7740 | 7625 | 7456 | 7353 | 7215 | 7026 | 6666 | 6528
Zdroj:czso.cz
Tabulka 8: Statistické charakteristiky souboru

Roky 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

pl’fj mér 6143,898 6659,711 6675,333 6906,402 7087,331 7537,468 7973,72 8519,939 9396,871 9760,268 9828,25

min 6043,607 6553,824 6568,662 6795,61 6969,103 7407,22 7831,233 8370 9227,914 9591 9663,177

max 6513 7076 7108 7376 7601 8100 8587 9194 10289 10519 10500

median 6105,73 6614,752 6629,303 6857,803 7039,844 7489,245 7921,488 8460,526 9319,848 9690,397 9761,97

prﬂ méma 72,43662 79,64177 81,06148 86,90569 93,42016 101,0253 110,9919 123,6581 150,1996 138,0569 129,6114

odchylka

2’;5’:;‘;2‘”3" 113,3486 | 126,6245 | 130,3767 | 140,0672 | 151,9408 | 1658232 | 180,9031 | 199,5025 | 258,0078 | 224,3159 | 202,7709

Zdroj:czso.cz, vypocty viastni

Podle provedeného zkoumani a nasledného vyhodnoceni statistickych dat je ziejma nasledujici
situace: nejvice lazek v nemocnicich je v hlavnim mésté Praze, i kdyz od roku 2008 je zietelné
snizovani jejich poCtu, naopak je zietelny nartst poctu lizek ve StfedoCeském kraji, ktery
je na druhém misté, na 3. misté je JihocCesky kraj, nasleduje Plzensky kraj. Naopak nejmensi
pocet Iuzek vykazuje Karlovarsky kraj, Liberecky, Pardubicky a Vysoéina. Pokud sledujeme
vyvoj za poslednich deset let, narst luzek je v krajich StfedoCeském, Kralovéhradeckém,

Plzeiiském a Libereckém. Pokles vykazuji kraje Jihocesky, Ustecky a Pardubicky.
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Graf 4: Pocet luZzek v nemocnicich
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3.1.5 Primérna mésicni vySe dichodi

Pokud se zabyvame kvalitou zivota obyvatel, nemizeme opominout velkou kategorii
diichodc, kteii v soutasné dobé tvoii dilezity segment obyvatel Ceské republiky. Tato
kategorie obyvatel je dilezita jednak z pohledu vydaju statniho rozpoctu na dichody
a socidlni davky, na vydaje hrazené v ramci zdravotniho pojisténi a z ekonomického
pohledu jsou seniofi dilezitou soucasti spektra spotiebitelti. Primérna vyse dichodi
a pocet dichodct jsou ukazatele dilezité zejména pro analyzy dichodového systému
a jeho reformy v ramci reformy vefejnych financi.

Tabulka 9: Primérna mési¢ni vySe dichodu

jelc\iﬂ:cgltila 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
HI. m. Praha 6513 | 7076 | 7108 | 7376 | 7601 | 8100 | 8587 | 9194 | 10289 | 10519 | 10 500
StfedoCesky Ké 6147 | 6670 | 6691 | 6931 | 7120 | 7579 | 8026 [ 8586 | 9460 | 9851 | 9940
JihoCesky Ké 6089 | 6603 | 6619 | 6851 | 7035 | 7486 | 7920 | 8462 | 9323 | 9699 | 9767
Plzerisky Ké 6175 | 6690 | 6706 | 6943 | 7127 | 7582 | 8019 | 8575 | 9444 | 9817 | 9882
Karlovarsky Ké 6112 | 6620 | 6636 | 6865 | 7045 | 7492 | 7922 | 8459 | 9317 | 9682 | 9756
Ustecky Ké 6159 | 6667 | 6671 | 6891 | 7057 | 7500 | 7921 | 8456 | 9309 | 9678 | 9749
Liberecky Ké 6095 | 6607 | 6623 | 6849 | 7032 | 7485 | 7924 | 8470 | 9333 | 9714 | 9791
Kralovéhradecky Ké 6129 | 6645 | 6661 | 6892 | 7069 | 7517 | 7949 | 8496 | 9362 | 9743 | 9825
Pardubicky Ké 6100 | 6610 | 6618 | 6842 | 7012 | 7454 | 7884 | 8413 | 9268 | 9638 | 9716
Kraj Vyso€ina Ké 6096 | 6604 | 6619 | 6842 | 7015 | 7455 | 7882 | 8421 | 9274 | 9639 | 9704
Jihomoravsky Ké 6070 | 6580 | 6597 | 6825 | 7004 | 7449 | 7877 | 8410 | 9267 | 9639 | 9713
Olomoucky Ké 6053 | 6557 | 6575 | 6805 | 6980 | 7421 | 7849 | 8377 | 9228 | 9591 | 9663
Zlinsky Ké 6044 | 6554 | 6569 | 6796 | 6969 | 7407 | 7831 | 8370 | 9238 | 9614 | 9690
Moravskoslezsky Ké 6232 | 6753 | 6763 | 6984 | 7156 | 759 | 8040 | 8590 | 9446 | 9820 | 9898

Zdroj: czso.cz
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Tabulka 10: Statistické charakteristiky souboru

Roky 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

pramér 6 184572,7 | 184128,4 | 185060,3 | 187548,9 | 188935,7 | 191698,9 | 1942258 | 196710,3 | 199313,6 | 201089,5
min 69061 69484 69407 69775 70806 71561 72707 73893 75064 76523 77343

max 319149 | 321096 | 319504 | 320872 | 324352 | 325577 | 329500 | 333327 | 336241 339140 | 340914

median 152181 153674 | 153632,5 | 154646,5 | 156714,5 | 157944 160290 162582 164739 | 167423,5 | 169167

pramérna

odchylka 67494,19 | 67573,78 | 67218,98 | 67377,37 | 68218,05 | 68606,49 | 69582,24 | 70280,87 | 70957,94 | 71513,83 | 72009,64
smérodatna

odchylka 77856,22 | 78006,48 | 77538,45 | 77673,21 | 78541,63 | 78902,69 | 79932,57 | 80634,51 | 81335,56 | 81887,82 | 82349,24

Zdroj: czso.cz, vypocty viastni

Primérna vyse dichodi v Ceské republice je v roce 2010 9 830 K&. Nejvétsi diichody
pobiraji dichodci v Praze, Stredoceském kraji, Moravskoslezském kraji a Plzenském
kraji, tedy v krajich tradi¢né primyslové vyspélych, naopak nejnizsi dichody jsou
v krajich Olomouckém, Zlinském, VysoCina, stejn¢ na tom je kraj Jihomoravsky
a Pardubicky, tedy v krajich pfevazné zemédélskych. V roce 2000 byla primérna vyse
diichodu v CR 6 144 K¢, nariist za sledovanych 10 let predstavuje 59 %.

Graf 5: Primérna mésicni vySe dichodu
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Zdroj: czso.cz

Graf znazornujici primérmou vysi dichodi v letech 2000 az 2010 v podstaté kopiruje
ekonomickou situaci v narodnim hospodaistvi CR. Od roku 2000 az do roku 2009
naristd s riznym tempem, kdy v letech rychlejsiho ristu ekonomiky roste i vyse
dachodi, od roku 2010 dochazi k mirné stagnaci a i v soucasné dobé bude nartist maly,
pon¢vadz vlada pfijala navrh zékona, ktery neumoziiuje valorizaci dtchodi
v souvislosti s rostouci inflaci.
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3.1.6 Pocty duchodci

V Ceské republice bylo v roce 2000 2 567 865 osob, pobirajicich invalidni a starobni
dtchod. V roce 2010 piedstavuje toto Cislo jiz 2 851 253 osob, coz piedstavuje nartist
283 388 osob. Nejveétsi pocet dichodct je v Moravskoslezském kraji a v hlavnim
mesté Praze. Naopak nejmensi pocet osob pobirajicich dichod je v Karlovarském kraji,
nasleduje Liberecky kraj, Pardubicky kraj a Kraj Vysocina.

Tabulka 11: Poéty diichodci

je'\gﬁgfk"a 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

HI. m. Praha Osoby 292 391 292 481 290 563 289791 293 364 295 502 299 200 301835 303 891 305 839 305 839
StFedOéeSky OSOby 286 422 287 776 286 876 288 643 292 670 295 208 300 640 305 004 310 609 315485 319 828
Jihoéesky Osoby 152 136 153 741 153 705 154 801 156 986 158 451 161 281 164 011 166 960 169 958 172 023
Plzeﬁsky OSOby 139 893 140 969 140 564 141043 142 551 143 647 145 976 148 141 150 408 152 941 155 168
Karlovarsky osoby | 69061 69484 | 69407 | 69775 | 70806 | 71561 72707 | 73893 | 75064 | 76523 | 77343
USteCky OSOby 196 919 198 250 198 493 200 253 203 710 205 707 209 224 212 953 216 306 219 965 223 069
Liberecky OSOby 102 354 103 179 103 346 104 504 106 522 107 962 110 148 112 371 114 324 116 664 118 567

Kralovéhradecky | osoby | 143073 | 144002 | 143973 | 144913 | 146737 | 147774 | 149651 | 151779 | 153919 | 155975 | 156 752

Pardubicky osoby 128 387 | 129728 129639 | 130404 | 132372 133299 | 135361 137 465 | 139 308 141608 | 142802
Kraj Vysoéina OSOby 131776 | 132751 132168 | 132712 134413 | 135231 136953 | 138684 | 140757 142658 | 143725
Jihomoravsky osoby 294 673 | 296277 | 295739 | 297384 | 301175 | 302930 | 307006 | 309976 | 313210 | 316736 | 319865

O|0m0ucky osoby 159 405 | 160 677 160 261 161257 | 163584 | 164814 | 166838 | 168569 | 170429 172010 | 173 047

lensky osoby 152226 | 153 607 153 560 | 154 492 156 443 | 157437 | 159299 | 161153 | 162518 164 889 | 166 311

Moravskoslezsky osoby 319149 | 321096 | 319504 | 320872 | 324352 | 325577 | 329500 | 333327 | 336241 | 339140 | 340914

Zdroj: czso.cz
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Tabulka 12: Statistické charakteristiky souboru
Roky 2000 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
prameér 183418,9 184572,7 184128,4 185060,3 187548,9 188935,7 191698,9 194225,8 196710,3 199313,6 201089,5
min 69061 69484 69407 69775 70806 71561 72707 73893 75064 76523 77343
max 319149 321096 319504 320872 324352 325577 329500 333327 336241 339140 340914
median 152181 153674 153632,5 154646,5 156714,5 157944 160290 162582 164739 167423,5 169167
%';;Jé?“é/:‘;: 67494,19 67573,78 67218,98 67377,37 68218,05 68606,49 69582,24 70280,87 70957,94 71513,83 72009,64
Srgj;?]?,ﬁga 77856,22 78006,48 77538,45 77673,21 78541,63 78902,69 79932,57 80634,51 81335,56 81887,82 82349,24

Zdroj: czso.cz, vypocty viastni

Primérny nartst pfijemci diichodii je za deset let 9,63 %, nejvetsi dynamiku nartistu
ma Liberecky, Ustecky a Jihotesky kraj 15,84 %, 13,28 % a 13,07 %. Nasleduje
Stiedocesky a Pardubicky kraj. Naopak nejmensi dynamiku mizeme vidét v hlavnim
mesté Praze (4,6 %), Moravskoslezském (6,82 %) a Jihomoravském kraji (8,55 %).
Jedna se o regiony, kde v minulosti byla vysoka zaméstnanost i vysoka primérna vyse
mezd a nasledné tedy i dichodl. V soucasnosti vlivem restrukturalizace ekonomiky
dochazi ke snizovani pracovnich pfilezitosti, k pfedCasnym odchodim do dichodu,
k poklesu primérné mzdy a tim i ke zvySovani poctu piijemct dichodd a ke snizovani

vymétovacich zakladi a vyse novych dichodd.

Graf 6: Prijemci dichodi
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3.2 Poradi kraja podle jednotlivych ukazatela

Cilem prispévku bylo zaméfit se na zkoumani kvality Zivota v krajich z pohledu
socidlnich a environmentalnich ukazateld. Z kazdé oblasti byly vybrany ukazatele,
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které podstatnym zplGsobem prozivani zivota obyvatel ovliviuji. Vysledky
za jednotlivé kraje podle zkoumanych ukazatelti byly shrnuty do nasledujici tabulky,
kde vidime umisténi v pofadi podle jednotlivych ukazateli. V ptedposlednim sloupci
je dosazené primérné hodnoceni jednotlivych ukazatelti a v poslednim sloupci potom
vidime vysledné potadi. Ve vypoctech byly v§em ukazatelim dany stejné vahy, pokud
bychom se rozhodli néktery ukazatel preferovat, pofadi by se podle toho
pravdépodobné¢ zménilo. Na zdklad¢ takto stanovenych a zkoumanych ukazatelti
ana zaklad¢ stejnych vah pro vSechny ukazatele je nejlepSim regionem pro Zivot
hlavni mésto Praha, nasleduje Jihomoravsky, StfedoCesky a Plzensky kraj. V téchto
krajich je zejména vysoka uroven Cistého disponibilniho diichodu, vysoka uroven
dichodi, nejvyssi pocet 1ékafti na obyvatele (mimo Stfedoc¢esky kraj) a nejvyssi pocet
luzek v nemocnicich. Naopak nevyhodou je vysoké mnozstvi emisi oxidu sifi¢itého
(mimo Jihomoravsky kraj). Na druhé stran¢ rozlozeni potadi kraji jsou Karlovarsky,
Pardubicky, Ustecky a Zlinsky. V téchto krajich se jedna zejména o nizkou troveii
¢istého disponibilniho dichodu na obyvatele, vysoké zneéisténi oxidem sifiitym
(mimo Zlinsky), niz§i pocet lazek v nemocnicich (mimo Ustecky kraj) a niz§i pocet
1ékari na 1 000 obyvatel (mimo Karlovarsky kraj).

Tabulka 13: PoFadi kraji CR dle jednotlivych oblasti zkoumsni a celkem

= oxid - pf),éet pfijemci vyse Prfjmérné’ poradi

Oblast hodnoceni | CDD/obyv. sificity |ékafi/10000b. | l0zek dachoda ldachoda hodnocerzl krajt
vV nemoc. ukazatell

HI. m. Praha 1 11 1 1 4 1 3,2 1
Stfedocesky 2 9 12,5 4 3 3 5,6 3
JihoCesky 6 3 6,5 7 6 9 6,2 6
Plzensky 3 5 3 9 10 4 57 4
Karlovarsky 11 13 6,5 14 14 8 11,1 14
Ustecky 14 14 14 5 5 6 9,7 11.-12.
Liberecky 7 6 10 13 13 7 9,3 10
Kralovéhradecky 4 7 4,5 6 9 5 5,9 5
Pardubicky 10 10 10 12 12 10 10,7 13
Kraj Vysocina 9 1 12,5 11 11 11 9,2 9
Jihomoravsky 5 2 2 2 2 12 4,2 2
Olomoucky 12 4 4,5 8 7 13 8,1 8
Zlinsky 8 8 10 10 8 14 9,7 11.-12.
Moravskoslezsky 13 12 8 3 1 2 6,5 7

zdroj: czso, vypocty viastni

Zavér

Cilem piispévku bylo popsat a piiblizit situaci v krajich Ceské republiky i z jiného
pohledu nez z pohledu ekonomickych ukazateld, které se nejcastéji ve srovnavanich
pii zkoumdni regiondlnich disparit pouzivaji. Zamérn¢ byly voleny ukazatele z oblasti
socialni a environmentalni, které zejména vypovidaji o ptredpokladech pro kvalitni
zivot obyvatel v regionu, a to jak z pohledu dostatecnych finan¢nich zdroja, kvality
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zivotniho prostfedi, tak inapf. z pohledu dostupnosti lékatské péce. Dale bychom
se mohli zabyvat dal§imi socioekonomickymi ukazateli, napf. poctem mist
v domovech pro seniory, poftem mist v matefskych Skolkach, trovni vzdélavani
a dalsimi, bylo by to vSak nad zdmér a rozsah tohoto ¢lanku.

Porovnavané ukazatele svédci v tzv. tvrdych méftitkach o predpokladech kvality Zivota
v regionech, bylo by vSak nejvySe vhodné se zaméfit i na individudlni zkouméani
subjektivnich pociti riznych vé€kovych a vzdélanostnich kategorii obyvatel region,
na jejich predstavy o optimalnim prozivani zivota, o jejich potfebach, které by mély
byt z pohledu formulovani regiondlnich strategii a politik respektovany a naplnény.

Nejlepsim regionem pro zivot z pohledu socidlnich a environmentalnich indikatord
je hlavni mésto Praha, nasleduje Jihomoravsky, Stredocesky a Plzensky kraj. Naopak
nejméné piiznivymi regiony pro Zivot jsou kraje Karlovarsky, Pardubicky, Ustecky
a Zlinsky. Dalsim dilezitym konstatovanim je, ze vzdjemné rozdily mezi kraji maji
tendenci se zvySovat.

Pro dal$i zaméry vyzkumu se jevi jako velice vhodné zabyvat se vétSim spektrem
ukazateli ze zvolenych tifi oblasti — ekonomické, socialni, environmentalni,
aby se zvysila objektivita provedeného ve stanoveni pofadi regionti, tyto ukazatele
testovat pomoci korelaci na té€snost vzajemné zavislosti a vyradit ukazatele s pfili§
vysokou zavislosti, ostatni potom agregovat do vybranych ukazateli za jednotlivé
oblasti a provést vypocty skutecného stavu a dynamiky vyvoje a sestavit vysledny
ekonometricky model v poradi kraji, ze kterého by potom byly zifejmé oblasti pro
zaméfeni a formulovani proaktivni regionalni strategie.

Ze zkoumané tematiky je ziejmé, Ze i kdyz kvalitu Zivota netvoii jen ekonomické
predpoklady, jsou to pravé ony, které rozhoduji o ostatnich navazujicich ukazatelich
z oblasti socialni i environmentalni. V krajich, kde jsou vytvofeny dostate¢né
ekonomické predpoklady pro dynamicky rozvoj regionu, jsou i ostatni ukazatele,
zejména ze socidlni oblasti pro kvalitu zivota pfiznivé. Zavérem by bylo mozné
vyslovit hypotézu, Ze rozvoj regionu zejména v oblasti socidlni a mnohdy
i environmentalni je izce spjaty se stavajici ekonomickou urovni regionu a strategii
jeho dalsiho smétovani v této oblasti v blizké budoucnosti.



82 Posouzeni kvality Zivota v regionech Ceské republiky

Literatura

[1] CERVENKA, J. Jak zméfit Zivotni troveii?, socioweb.cz, Sociologicky tstav AV
CR, 2009

[2] DUFEK, J., MINARIK, B. Hodnoceni rozvojového potencilu krajii Ceské
republiky z hlediska lidskych zdrojii, Mendelova univerzita v Brné, 2010. 142 s.,
ISBN 978-80-7375-424-2

[3] JILEK J. a kol. Uvod do socialnéhospodaiské statistiky, VSE Praha, 1998. ISBN
80-7079-656-1

[4] KUTSCHERAUER, A. a kol. Regionalni disparity, Disparity v regionalnim
rozvoji zeme, jejich pojeti, identifikace a hodnoceni. VSB TU, Ostrava 2010, 236
s., ISBN 978-80-248-2335-5

[5] SVATOSOVA, L. Sbornik pfispévki XV. mezinarodni kolokvium o regionalnich
védach Valtice 20.-22. 6. 2012. Masarykova univerzita 2012. ISBN 978-80-210-
5875-0

[6] WOKOUN, R. a kol., 2007: Regionalni rozvoj a jeho management v Ceské
republice. VSE v Praze, nakladatelstvi Oeconomica, 244 s. ISBN 978-80-245-
1301-0.

Comparison of the Quality of Life in the Czech Republic Regions

Abstract

Regional policy belongs among important activities that attempt to provide optimal
long-term sustainable development in the region, which is a prerequisite for creating
basic conditions for ensuring the optimal quality of life of citizens of the given
territory. Today, quality of life is understood as a concept in which both economic
and social and environmental conditions meet. Their influence and cooperation
in the region then creates real possibilities for optimal perception of the quality of life
of citizens in the given region. The main aim of the paper is to describe and compare
the regions of the Czech Republic from the perspective of chosen economic, social
and environmental indicators and to find out their development and dynamics
of the development in the chosen period between 2000 and 2010. To reach this goal,
itis necessary to analyze indicators from the mentioned areas, to compare
the development among regions, to set basic statistical characteristics of analyzed
indicators and then, by means of the point method, to find out the order of regions
in the area of objective conditions for the quality of life of their citizens.
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