EKONOMICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE
FAKULTA HOSPODARSKEJ INFORMATIKY

Eviden¢né ¢islo: 103003/1/2013/3374081179

METODY DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANIA V EKONOMICKYCH
MODELOCH

Diplomova praca

2013 Bc. Ankhbayar Sukhee



EKONOMICKA UNIVERZITA V BRATISLAVE
FAKULTA HOSPODARSKEJ INFORMATIKY

METODY DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANIA V EKONOMICKYCH
MODELOCH

Diplomova préaca

Studijny program: Manazerské rozhodovanie a informaéné technol6gie
Studijny odbor: 3.3.24 Kvantitativne metody v ekondmii
Skoliace pracovisko: Katedra aplikovanej informatiky

Vedici zaverecnej prace : Ing. Karol Szomolanyi, PhD.

Bratislava 2013 Bc. Ankhbayar Sukhee



Cestné vyhlasenie

Cestne vyhlasujem, Ze zavereént pracu som vypracoval samostatne a Ze som
uviedol vSetku pouZzitu literatiru.

DAtumM:
(podpis Studenta)



Pod’akovanie

Chcel by som podakovat’ Ing. Karolovi Szomolanyimi, PhD za jeho podnetné
napady a pripomienky, poskytnutie vhodnych materialov, ako aj za obetovany Ccas
a mnozstvo trpezlivosti.



ABSTRAKT

SUKHEE, Ankhbayar: Metody dynamického programovania v ekonomickych modeloch. —
Ekonomickd univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra
aplikovanej informatiky. — Veddci zavere¢nej prace: Ing., Karol Szomolanyi, PhD. —
Bratislava: FHI EU, 2013, pocet stran 48.

Cielom tejto prace je predstavit metédy dynamického programovania, ich vyuZitie
v ekonomickych modeloch a pracovat’ s jednoduchSim modelom a riesit optimalizacnt
Ulohu analyticky resp. Matematickym formulovanim a pomocou pouZitia rieSitela v
Exceli. Praca je rozdelena do 4 kapitol.

Prva kapitola je venovana vzniku dynamického programovania ajeho vyvoja
v ekonomickych modeloch a sucasny stav vyuzZitia.

V d’alsej casti charakterizuje hlavni myslienku a zakladné principy dynamického
programovania, ktoré su vyuzivané pri rieSeni problému dynamickej optimalizicie a
ukazujem ich vyuzitie v ekonomickych modeloch matematickym formulovanim.

V poslednej kapitole pri zohl'adneni vSetkych tychto zakonitosti je tiez cielom prepojit’
teoretické znalosti s praxou pomocou aplikacie na konkrétnom pripade spotrebitela a
optimalizécie jeho spotreby a Uspory. RieSenie tohto problému je formulované pouzitim
metddy dynamického programovania a je rieSené pomocou pouZitia riesitel'a v Exceli.
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ABSTRACT

SUKHEE, Ankhbayar: Dynamic programming methods in economic models. University of
Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of operations
research and econometrics. — Thesis supervisor: Ing. Karol Szomolanyi, PhD. — Bratislava:
FHI EU, 2013, 48 pages

The aim of this work is to present dynamic programming methods, their use in economic
models and to work with simple models and to solve optimization problems by analytically
respectively. Mathematical formulation and by using Excel solver. The work is divided
into 4 chapters. The first chapter includes a brief history of recursive methods and
development of the dynamic programming usage in economic models and current state.
The next section describes the main idea and the basic principles of dynamic programming,
which are used to solve dynamic optimization problem and shows their usage in economic
models by mathematical formulation. In the last chapter, taking into account all these
principles is also to link theoretical knowledge with practice using the specific case of the
dynamic optimization problem called optimal consumption-savings. The solution to this
problem is formulated using dynamic programming methods and is solved by using solver

in Excel.

Key terms

Recursive methods, Dynamic programming, Dynamic optimization, Intertemporal

optimization
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Uvod

Ekonomické subjekty, ako st domécnosti, firmy a vlady sa Casto stretavaju s mnohymi
problémami vol'by. Tieto problémy volby st zvycajne dynamické. Napriklad domacnost’
rozhoduje kolko skonzumuje dnes a kolko usetri pre buducnost. Firma rozhoduje aku
vySku dividend na distribuciu investuje dnes a kol’ko v buddcnosti. Pracovnik rozhodne, ¢i
prijat’ ponuku prace dnes, alebo pockat’ a hl'adat’ nova pracu zajtra. Vsetky tieto problémy
sa tykaju nakladov a vynosov asu kompromisom medzi stc¢asnostou a buducnostou.
Hlavnym ciel'om tychto vsetkych ekonomickych subjektov je maximalizovat’ uzito¢nost
zo vSetkych moznych volieb. Pretoze optimalne rieSenie je vel'mi dolezite pri
ekonomickych problémoch.

Vzhl'adom na tento ciel musi mat’ ekonomicky subjekt predstavu o dynamickej
optimalizacii. Dynamicka optimalizacia jednoducho znamena, Zze opatrenia, ktoré dnes
prijmeme budi mat" doésledky pre buducnost. Musime vziat do Gvahy pri rozhodovani
ktoré opatrenia je potrebné prijat’ uz dnes. Pri rieSeni dynamickej optimalizacie sa v praxi
najCastejSie pouziva alternativny pristup k spominanym problémom nazyvany dynamické
programovanie.

Metdda dynamického programovania bola pévodne pouzita v roku 1940 Richardom
E.Bellmanom (1920 — 1984). Zasadnou myslienkou je rozklad problému na podproblémy,
ktoré su vyrieSené a ich rieSenia sU ukladané pre d’alsie potencionalne mozné vyuzitie.
Metdda je obzvlast vhodna pre tlohy, ktoré sa daju delit’ na podulohy, ktoré su si podobné
a mozu sa opakovat’. Pristup dynamického programovania je vel'mi vykonny a jednoduchsi

pri rieSeni problémov.



1. Suacasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

1.1 Rekurzivne metddy v ekonomickej dynamike
Vyskum v oblasti ekonomickej dynamiky presiel pozoruhodnymi transformaciami v
poslednych desatroc¢iach. V minulej generacii boli empiricki vyskumnici zvycajne povinny
pridat dynamické a stochastické prvky k predpovediam o spravani odvodenom zo
statickych, deterministickych ekonomickych modelov. Dnes, v kazdej oblasti pouZitia,
mame tedrie, ktoré sa zaoberaju vyslovene s racionalnymi ekonomickymi subjektami
posobiacimi v priebehu ¢asu v stochastickych prostrediach. Myslienka ekonomickej
rovnovahy presla podobnym vyvojom: nesie uz konotaciu systému v pokoji. Vykonné
metddy ktoré su teraz k dispozicii pre analyzu teoretickych modelov s vysledkami
rovnovahy, st popisané rovnakymi druhmi zlozitych stochastickych procesov, ktoré
pouzivame pre opis pozorovaného ekonomického spravania.

Tento teoreticky vyvoj sa zaklada na sirokej skale vysledkov ekondmie, matematiky a
Statistiky: kontingentné tvrdenie (resp. contingent-claim) zavedené Arrowom (1953) a
Debreuom (1959), ekonomické varia¢né aplikacie davno spropagované Ramseyom (1928)
a Hotellingom (1931), te6ria dynamického programovania Bellmanom (1957) a
Blackwellom (1965).

Rekurzivne metddy predstavujd vykonny pristup k dynamickej ekonomike v désledku
ich popisaneho zamerania na kompromis medzi uZitocnostou stéasného obdobia a
pokracujicou hodnotou pre uzito¢nost vo vsetkych buducich obdobiach. Ako uz bolo
spomenuté, zjednodusenie vyplyva z rokovani s vyvojom stavovych premennych, ktoré
zachytavaju nasledky dnesnych akcii a podujati pre vsetky buduce obdobia, a v pripade
neistoty vsetkych moznych realizacii v tychto budicich obdobiach. To je nielen vykonny
pristup k charakterizacii a rieSeni zlozitych problémov, ale tieZ nam pomaha rozvijat
intuiciu, vytvorit’ koncepcie a premyslat’ 0 dynamickej ekonomike.

Rekurzivne metody si vel'mi dolezité pri analyze dynamickych systemov v oblasti
ekondémie a dalsich vied. Hlavnou myslienkou rekurzivnych metdd je najst’ vhodnu
definiciu stavu. Nie je to Casto zrejmé v akom stave to je, ani to, ¢i koneény rozmerny stav
existuje (napr. je mozné, Ze celd nekonecna histdria systému urc¢i jeho sucasnu poziciu).
Rekurzivne metody boli jednym z hlavnych Gspechov makroekonomickej tedrie od roku
1970 spresnenim vzhl'adom na rozSirenie rozsahu problémov. V rdznej literatire, tento
odvetvie je 0 objavovani vhodného stavu a vystavbe diferenénej rovnice prvého radu, aby

sa popisal jeho pohyb. Napriklad, v Gaussovom nastaveni, matematické ocakavanie a



kovarian¢na matica vektora latentného stavu, si podmienené dostupnymi histérickymi
pozorovaniami, sluzia ako stav. V autorskej praci jeho slavneho filtra, Kalman (1960)
poukazal, ako na odhadcu skrytého stavu moéze byt postavené rekurzivne pomocou
diferencnej rovnice, ktora pouziva aktualne pozorovania k aktualizacii odhadcu posledného
obdobia skrytého stavu. Muth (1960), Lucas (1972), Kareken, Muench, a Wallace (1973),
Jovanovic (1979), a Jovanovic a Nyarko (1996), vsetci pouzivali verzie Kalmanovho filtra
k stadiu systémov, v ktorych sa agenti rozhoduju s nedokonalymi pozorovaniami o stave.

Chvil'u sa zdalo, Ze niektoré velmi dolezité probléemy v makroekondmiu nemozno
formulovat’ rekurzivne. Kydland a Prescott (1977) tvrdia, ze by bolo tazké uplatnit’
rekurzivne metddy Kk problému névrhu makroekonomickej politiky, vratane dvoch
prikladov o zdanovani a Phillipsovej krivke. Ako Kydland a Prescott formulovali, ze
problémy neboli rekurzivne: skuto¢nost, Ze prognozy budiceho rozhodovania vlady
verejnosti ovplyviiuju sacasné rozhodnutia verejnosti z problému vlady simultanne, nie
sekvencné. Ale Coskoro Kydland a Prescott (1980) a Hansen, Epple a Roberds (1985)
navrhli rekurzivnu formuléciu tychto problémov, ktoré rozsiria stav ekonomiky pomocou
Lagrangeovho alebo Hamiltonovho multiplikatora spojeného s vladnymi rozpocétovymi
obmedzeniami. Tie premenné p6sobia ako hrani¢ny néklad udrziavania sl'ubov vlady.
Nedavno Marcet a Marimon (1999) rozsirovali a formulovali rekurzivnu verziu tychto
problémov.

Vyznamny pokrok pri uplathovani rekurzivnych metdd sa podarilo dosiahnut
pomocou Vviacerych vyskumnikov, vratane Speara a Srivastava (1987), Thomasa
a Worralla (1988) a Abreua, Pearceho a Stacchettiho (1990). Objavili stavovu premennu
pre rekurzivne formulovanie nekoneéne opakovaného problému moralneho hazardu. Tento
problém si vyzaduje sledovat’ historiu vysledkov a pouzivat’ ho ako podklad statistiky pre
kreslenie zaverov o akcii agenta.

Rekurzivnej metddy motivaénych problémov
Dynamické motivaéné modely ziskali S$iroké uplatnenie v oblasti financii a
makroekondémie. Boli pouzité na mikro-zaklady trhovej nelplnosti firmy kapitalovu
Struktaru a konkurzné pravo. V makroekonomiu, prvy Ramsey a neskor vseobecnejSich
Mirrlees modely informovali mysliet’ na danovu politiku a socialne poistenie. V kazdom z
tychto réznych pripadoch suvisiace dynamicka motiva¢ny problém obnovi rovnovaznej
prinosy a vysledky z hry, ktor( hraju populécii sikromne informovana alebo prisl'ubené
prostriedky, a ¢asto spachany mechanizmus projektanta alebo istiny.
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1.2 Dynamické programovanie
Dynamické programovanie je odvetvie optimalizacie. Zasadnou myslienkou je rozklad
problému na podproblémy, ktoré st rieSené a ich riesenie je ukladané pre dalsie
potencidlne mozné pouzitie. Metdda je obzvlast’ vhodna pre ulohy, ktoré sa daju delit’ na
podulohy, ktoré su si podobné a mézu sa opakovat. V mnohych uGlohach sa da zvolit
spdsob rozkladu na podproblémy. Tato volba moéze mat vplyv na efektivitu celého
vypoctu.

Jednou z najvyznamnejSich osobnosti, ktoré prispeli k rozvoju modernej teorie
riadenia a systémovej analyzy bol americky matematik Richard E. Bellman (1920-1984).
Zaciatok novej éry v analyze a optimalizécii rozsiahlych systémov zaznamenal prave jeho
objav optimaliza¢nej metody znamej ako dynamické programovanie (rok 1940), ktoru
podrobne rozobral v diele s rovhomennym nazvom Dynamické programovanie. Definuje
ho ako metdédu na numerické rieSenie optimalizatnych problémov, ktorych rieSenia
nachadza pomocou rozdelenia komplexnej Glohy na viacero jednoduchych uloh. Jeden zo
zakladnych principov znie: ,,Optimédlna postupnost’ rozhodnuti v mnohostupfiovom
optimalizacnom procese ma tu vlastnost’, Zze nech sii vnutorné stavy procesu a predoslé
rozhodnutia akékol'vek, d’alSie rozhodnutia musia tvorit optimalnu postupnost’
vychadzajucu zo stavu, ktory je vysledkom predoslym rozhodnuti.

Za prinos do dynamickej makroekondmie boli v roku 2004 oceneni Nobelovou cenou
za ekonomiu velmi vyznamni ekondémovia Finn E. Kydland a Edward C. Prescott. Ich
prdca zmenila nielen samotny vyskum, ale aj ekonomicku politiku. Po vojne totiz v
makroekonomickej analyze dominovala teéria Johna M. Keynesa, ktory bol toho nazoru,
ze kratkodobé vykyvy v produkcii a zamestnanosti su predovsetkym dosledkami zmien v
celkovom dopyte. Kydland a Prescott vSak dokazali, Ze vykyvy ponuky moézu mat’ ovela
d’alekosiahlejSie dosledky. Polozili zdklady na tvorbu novych modelov, ktoré posudzuju
ekonomické cykly ako kolektivny vysledok mnozstva rozhodnuti domécnosti a firiem v
stvislosti, napriklad, so spotrebou, investiciami ¢i pracovnou silou.

Dalsou podstatnou osobnostou, ktora do velkej miery ovplyvnila pristup k
makroekonomickému modelovaniu, bol Robert Lucas. V roku 1976 vo svojom diele s
nazvom Econometric policy evaluation: A critique spochybnioval uz existujice modely.
Lucas v fiom thto kritiku ekonometrickej analyzy modelov v redukovanej forme rozvija na
troch prikladoch — spotrebnej funkcii ako vysledku hypotézy permanentného prijmu,

dopytu po investiciach a Phillipsovej krivke. Lucas poukazuje na to, ze regresiu zalozen
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na modeloch v redukovanej forme nie je mozné pouzit' pri rozhodovani v hospodarske;j
politike. A to z toho dovodu, ze zmena hospodarskej politiky vyvold zmenu chovania
ekonomickych agentov, takze pdvodny redukovany regresny model prestane platit. Lucas
zaroven ponuka vychodisko — a sice vytvaranie modelov na zéaklade tzv. hlbokych
parametrov (napr. preferencie, technologia), ktoré st invariantné voc¢i zmenam
hospodarskej politiky. Iba regresia zaloZzena na Strukturdlnych modeloch zostane platna aj
po zmene hospodarskej politiky a preto ma ich analyza pre fiu zmysel. Lucasova kritika je
velmi prinosnd aj v tom, Ze nam ponuka navod, akym spdsobom konStruovat

makroekonomické modely.
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2. Ciel’ prace
Cielom tejto prace je predstavit metédy dynamického programovania, ich vyuzitie
v ekonomickych modeloch a pracovat’ s jednoduchsim modelom a riesit’ optimaliza¢nu
ulohu analyticky resp. Matematickym formulovanim a pomocou pouzitia rieSitela v

Exceli.
Pre dosiahnutie tohto ciel’a :

e Vprvej kapitole uvadza vznik dynamického programovania ajeho vyvoj
v ekonomickych modeloch a sucasny stav vyuzZitia.

e V tretej kapitole predstavuje hlavni myslienku a zékladné principy dynamického
programovania, ktoré si vyuzivané pri rieSeni problému dynamickej optimalizacie
a ukazuje ich vyuzitie v ekonomickych modeloch matematickym formulovanim.

e V poslednom kapitole pri zohl'adneni vSetkych tychto zakonitosti je tiez cielom
prepojit’ teoretické znalosti s praxou pomocou aplikdcie na konkrétnom pripade
spotrebitel’a a optimalizacie jeho spotreby a Uspory. Pri rieSeni tohto problému je
formulovany pouzitim metoédy dynamického programovania a rieSeny pomocou

pouzitia rieSitel'a v Exceli.
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3. Metodika préace a metody skimania

Dynamicka optimalizacia jednoducho znamena rozpoznavanie, ze akcie, ktoré sa prijimaju
dnes budld mat’ dosledky pre buducnost’, a zaclenenie tohto poznatku do rozhodovania o
tom, ktoré akcie je potrebné prijat uz dnes. Ak vezmeme jednoduchy priklad, je to
rozhodnutie o tom, aka Cast’ z naSho aktualneho prijmu spotrebujeme dnes a aka cast’
usetrime, ma to dosledok nielen na beznu spotrebu, ale aj spotrebu do budicnosti. Pre
forméalne vysvetlenie hovorime o modely dvoch obdobi spotreby a Uspory (two-period
consumption-savings model). V takomto modele, Glohou spotrebitel'a bude prijat’ ¢o
najlepsie rozhodnutie o jeho spotrebe v jednotlivych obdobiach za i¢elom maximalizacie
sucasnej hodnoty jeho prijmu vzhl'adom na rozpoctové ohrani¢enie. Matematicky tlohu

zapiseme pomocou Lagrangeovej funkcie:

2 2c2
max; ;= U(cl) + BU(c2) + 4 [y1 + T —plel - B2 (3.1)

a podmienky prvého radu budd :
U'(cl) = 2p1 (3.2)
' _ P2
BU'(c2) = )‘1+r

Ked’ vyjadrime z druhej podmienky a dosadime vztah, ktory ziskame do prvej podmienky,

dostaneme Eulerovu rovnicu v tvare:

U'(cl) = w (3.3)

Jednotlivé premenné v naSom pripade znamenaju:

cl, c2 — Spotreba jednotlivca v prvom a v druhom obdobi

yl, y2 — Realny prijem spotrebitel’a v prvom a v druhom obdobi

pl, p2 — Ceny spotrebnych tovarov za kazdé sledované obdobie

r — Urokové miera, ktort zarobi, ak usetri svoje prostriedky do buducnosti alebo
hodnota, ktoru zaplati za p6zicku

B — Subjektivny diskontny faktor, pre ktory plati B = 1/(1+9), pricom p<1

d — Subjektivna diskontna sadzba

Rovnica (3.3) spaja spotrebu v druhom obdobi so spotrebou v prvom obdobi, kde

skuto¢nost, Ze medzi¢asovy vztah je odvodeny od podmienky prvého radu
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optimalizaéného problému. To znamena, ze vztah medzi dvoma obdobiami Grovne
spotreby je optimalny. V kazdom probléme dynamickej optimalizacie spotreby, ako je
tento, rozhodnutie zvysit' spotrebu o jednu jednotku sp6sobi redukciu budlcej spotreby o
taka Ciastku, ktord zavisi na relativnych cenach spotreby v sucasnosti a buddcnosti a
urokova sadzba, ktora by sme mohli ziskat, keby sme usporili néklady na jednotku
spotreby za jedno obdobie. Podmienku prvého radu moézeme tiez interpretovat’ ako rovnost’
hrani¢nych vynosov a hrani¢nych nakladov. Pre optimdlne spravanie teda plati, ze
nemdzeme zvysit' vysku hranicnej uzitocnosti pomocou Setrenia (a odsiivania spotreby do

buducnosti) alebo poZi¢iavania (a presivania spotreby do stiasnosti).

3.1. Dynamické programovanie

Zakladny pristup k optimalizécii uloh s dvomi a viacerymi obdobiami je komplexne
vyjadreny vysSie uvedenym vzt'ahom (3.1). Pri rieSeni dynamickej optimalizacie je vSak
tento spdsob dost’ tazkopadny a zlozity. Preto sa v praxi najcastejSie pouziva alternativny
pristup k spominanym problémom nazyvany dynamické programovanie. Tento pristup bol
povodne pouzity v roku 1940 Richardom E.Bellmanom (1920 — 1984). Zasadnou
mySlienkou je rozklad problému na podproblémy, ktoré su riesitelné a ich rieSenie je

ukladané pre d’alsie potencialne mozné pouzitie.

V istom zmysle dynamické programovanie stale rozdel'uje ¢asovy horizont problému
do dvoch obdobi, na pritomnost a buducnost. Zakladnou myslenkou je, Ze robime
rozhodnutia o tom, ¢o robit’ vzhladom na skutoCnost’, Ze tieto rozhodnutia budi mat’
budtice dosledky, s vel'mi Specifickym sposobom.

Spomenuta hrani¢na uzito¢nost’ budicej spotreby je vlastne alternativnym nakladom
stupajucej sucasnej spotreby. Ak sme teda v stcasnosti zvysili vydavky o euro, vzdali sme
sa inych moZnosti tohto pouzitia v plnom rozsahu. Mohli sme ich usetrit’ o dizku jedného
obdobia a v tom d’alSom ich spotrebovat’ a ziskat’ tak Groky. Alebo by sme ich Setrili pocas
d’alSich obdobi a aZ potom minuli, ¢ize by sme si pripocitali akumulované Uroky pre
spotrebu pocas dochodku alebo by sme mohli ¢ast’ spotrebovat’ zajtra a zvySok usSetrit’ na
dochodok.

Vo vSeobecnom matematickom vyjadreni problému si naSu riadiacu premennu
oznatime ako X, tzv. alternativnu volbu a x, potom bude hodnota X, pre ktorlu sa
rozhodneme v obdobi t. Dalou déleZitou veli¢inou bude pre nas stavova premenna, ktort
si oznac¢ime ako S. Jej hodnotu nemame priamo pod kontrolou, ale je pod naSim
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nepriamym vplyvom. Tento vplyv je vyjadreny rovnicou priebehu stavovej premennej,

ktora spaja pritomnost’ s buducnost’ou. VSeobecny tvar tejto rovnice je:

St = Q(S¢—1,X¢-1) (3.4)

a hovori, ze disponibilné aktiva v obdobi st ovplyvnené aktivami a spotrebou predosiého
obdobia.

V naSom pripade bude riadiaca premenna interpretovand ako spotreba v kazdom
obdobi ¢; a stavova premenna (ako vo vaéSine uloh dynamickej optimalizécie) ako aktiva
a;, ktoré mame k dispozicii na zaciatku jednotlivych obdobi. Tieto aktiva dvoch obdobi

definujeme ako:

a; =Yy (3.5)
a, =y, + 1 —pi1c)(A+1)

ktoré ak budeme riesit’ ako sustavu dvoch rovnic, mézeme prepisat’ do spominanej rovnice

priebehu:

a; =y, +(a; —pic1))(1+7) (3.6)
a je mozné ju prepisat’ aj do vSeobecnejsSieho tvaru:

A1 = Yer1 + (@ —pec)(1 +7) (3.7)
Rovnica (3.7) by mohla byt tiez rovnicou priebehu aktiv v ulohach, ktorych casovy
horizont obsahuje viac ako dve obdobia. Ciel'om dynamického programovania je najst’ tzv.
optimalnu stratégiu, ktorej formalny tvar je:

x¢ = h(sy) (3.8
Rovnica (3.8) vyjadruje optimalnu hodnotu riadiacej premennej x v obdobi t, ktora, ako

vidime, je podmienena hodnotou stavovej premennej v obdobi t (pre néds budd stavovou

premennou aktiva, s ktorymi spotrebitel’ disponuje na zaciatku obdobia t ). Berieme pritom
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do uvahy aj vplyv jeho vol'by na vol'by v buducnosti. Tento vplyv mozeme sledovat’ prave

pomocou vyssie uvedenej pohybovej rovnice stavovej premennej (3.6).

3.1.1 Ulohy kone¢ného ¢asového horizontu
Uvazujme so zjednodusenou verziou ulohy, kedy skimame spotrebu v dvoch obdobiach.
Ako prvy predpoklad prijmime, Ze spotrebitel’ vyuziva aktiva z prvého obdobia, Cize
y, = 0. Priom tieto aktiva pre zhodu s rovnicou priebehu oznaéime a;. Dalej
predpokladajme, Ze sme nasli optimalnu stratégiu h,(a,/p,), ktoré nam urcuje optimalnu
uroven spotreby ¢, pre akiukol'vek zadanu hodnotu aktiv a.

Pristup dynamického programovania k analyze tohto problému zahfa:

max.:£ = U(cl) + pU (hz (:—2)) (3.9)

a, =y, +(a; —picy))(1+71)

Nasim prvym ciel'om je ziskat' podmienku prvého radu, ¢o dosiahneme pomocou derivacie
Lagrangeovej funkcie podl'a premennej c;. Potrebujeme vSak eSte pred tym zderivovat
pohybovu rovnicu podl'a ¢; ( ked’Ze je zjavné, Ze a, je funkciou premennej ¢, ):

aaz

— =-p;(1+71) (3.10)

6C1

A nasledne ziskame pozadovanti podmienku prvého radu v tvare:

U'(c1) = BU'(cy)h', (Z—z) (%) (3.11)

Rovnice (3.3) a (3.11) st rovnaké vyrazy, ak h',(a,/p,) = 1.

Spotreba vo viacerych obdobiach nie je, samozrejme, obmedzena na rieSenie tloh iba
s dvomi periddami. UvaZzujme teda o zvacSeni rozsahu horizontu na tri obdobia: spotrebu
c3 a aktiva a; moézeme definovat’ takisto ako predtym. Rovnako budeme postupovat’ aj pri
definicii h3(as/p3) ako optimalnej stratégie, ktoré nam uréuje maximalnu uZitoénost’ pre
hodnotu spotreby c; pre akikol'vek zadant hodnotu aktiv v tretom obdobi. A ak vieme, ze
aktiva tretieho obdobia su determinované tou istou rovnicou priebehu ako aktiva druhého
obdobia, rovnica (3.7), tak problém spotrebitel'a mézeme vyjadrit’ nasledovne:
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max,: £ = U(cl) + BU (hz (%)) + B2U <h3 (g)) (3.12)

V rovnici (3.12) je vyraz h;(as/ps) optimalna troven spotreby v tretom obdobi vyjadrena
funkciou premennej a;. Vezmime ale do uvahy, ze hodnota a; zavisi od hodnét a, a c,.
Takze, vyraz h,(a,/p;) je vysledna hodnota spotreby c,, ktora je taktieZz vyjadrena
funkciou premennej a,. Mohli by sme takto postupovat d’alej smerom dozadu, pricom
samozrejme a, zavisi od a; acy, ale v tejto chvili splnime ucel, uz ked skoné¢ime pri
hodnote aktiv v druhom obdobi a,. To je preto, Ze nam umoziuje definovat’ cely vyraz
BU(hy(az/p2)) + B*U (hs(az/ps)) ako funkciu a,.

Vyraz (3.12) je v termine uzito¢nosti, diskontovany spit’ tak, ze uZzito¢nost’ je merana

v obdobi 1 v sti¢asnej hodnote. Je to vSak mozné napisat’ tiez ako:

max.: £ = U(cl) + BJ,(ay) (3.13)
J2(az) = U(hy(ay/p2)) + BU(hs(as/p3))

Kde index pri J ozna¢i pocet obdobi, ktoré tato Gicelova funkcia zahifia a cela Gcelova
funkcia vyjadruje maximalnu hodnotu uzito¢nosti v pritomnosti (v tomto pripade v druhom
obdobi). Ked potom J,(a,) vynasobime diskontnym faktorom g, prevedieme uroven
uzito¢nosti z druhého obdobia do prvého.

Nas problém sa teraz stava rovnice (3.12), kde ako vzdy, jej maximalizcia vykonava
spéty s rozpoctovym ohranic¢enim ako reprezentovany rovnicou priebehu aktiv (3.7). Ked’
pozrime rovnicu (3.12) pozorne, zistime, Zze hodnoty a, ac; obe zavisia od a; (a od
parametrov ako su ceny a Urokova miera). Potom, ak najdeme optimalnu troven spotreby
pre prvé obdobie, t.j. ak rieSime podla strategického pravidla h,(a;/p;), maximalna

hodnota rovnice (3.12) je v tomto pripade funkciou ukazovatela a,. TU zapiSeme ako:
J3(ay) = max,: (U(cy) + BJ2(az)) (3.14)

kde zadany index 3 na Tavej strane rovnice, takisto ako v pripade indexu pri J,, oznaci

pocet obdobi, ktoré nam este ostavaju v rieSeni ulohy dynamickej optimalizacie. Do6lezité
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je este pripomenut’, ze prvym obdobim je pre nés to, v ktorom pocitame optimalizaciu. Pre

doslednost’ a nespornost’ by sme mali potom vyraz U(h;(as/ps3)) oznacit’ ako J; (as).

V problematike dynamickej spotreby vyjadruje tcelova funkcia J;(a;) sucasnu
hodnotu maximalnej Zivotnej (pouZitim terminu ,Zivotnej’ naznadujeme dizku &asového
horizontu planovania) uzito¢nosti, ktoru spotrebitel’ moze ziskat’, ak za¢ne svoju spotrebu s
aktivami na drovni a, a rozdeli si svoju spotrebu cez tri periddy zohladitujuc podmienky
prvého radu (ktoré su napokon nevyhnutné pre maximalizaciu uzito¢nosti). Rovnica (3.14)

je Bellmanova zékladna rovnica optimalnosti pre nas problém.

Této zakladna rovnica optimalnosti zapisana v univerzalnej tvare vyzera nasledovne:

Jr—e(ay) = maxg,: (U(Ct) + ﬁ]T—t—l(at+1)) (3.15)

kde indexy pri premennych a a ¢ oznacia obdobie, v ktorom je prijaté dané opatrenie resp.
rozhodnutie, pricom znovu pocitame od zaciatku horizontu planovania. Indexy pri J
vyjadruju pocet obdobie ovplyvnenych danym rozhodnutim v buducnosti, resp. pocet
obdobie zostavajucich do konca horizontu planovania, kde T reprezentuje koniec ¢asového
horizontu. Umiestiiujeme index na J, pretoze funkéné forma J méze zmenit' od obdobia
k obdobiu. Bez ohl'adu na ¢asové obdobie, ucelova funkcia J vnutri operatora “Max” na
pravej strane rovnice ostava danym operatorom nedotknuta, pretoze uz je maximalizovana.
TaktieZz ked” najdeme optimalnu stratégiu h;(s;), musime umiestnit’ ¢asovy index k h,

pretoZe tvar tej funkcie optimalne;j stratégie sa moZe menit’ z obdobia na obdobie.

Mohli by sme napisat’ rovnice (3.15) vo v§eobecnejsej rovine este, ale co je nakoniec
dolezité je doplnkovy charakter objektivne funkcie U(c;). Snazime Sa maximalizovat

medzic¢asové doplnkové rady:

U(cy) + BU(cy) + B2U(c3) + B3U(cy) + -+ BT U (cr)

vzhl'adom na rovnicu priebehu premennej a a ostatné obmedzenia tykajice sa tohto
problému. Tato doplnkova struktara znamena, Ze zakladna rovnica optimalnosti obsahuje
Bellmanov princip optimalnosti, ktory v podstate hovori, ze ak by sme ¢iasto¢ne prestali a
zvazili zvysok nasho planu, bude ten zvysok stale optimalny, vzh’'adom na troven stavovej

premennej v tomto bode v procese. Totiz, optimalny priebeh spotreby pre viac obdobi je
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konstantny v cCase, ak teda plan Ciastocne preruSime a zostavime nova optimalizaciu
problému pre zvySok horizontu planovania (dany hodnotou stavovej premennej v bode,
kedy toto vykoname), ndS novy plan pre ostatok horizontu bude identicky s tym
povodnym. Nepotvrdili by sme obavy o spravnosti prijatia povodnej stratégie a nemali by

sme ani dovod ju menit’.

Aby pre nas bolo mozné vyuzit' Bellmanovu rovnicu optimalizacie, potrebujeme
najprv ziskat’ par vysledkov. Prvym je podmienka prvého radu pre maximaliza¢ny problém
Vv (3.15). Ak ¢ je naSou riadiacou premennou, potom podmienka prvého radu vzhl'adom na

¢ v obdobi t bude :

U'(ce) + Bl r-e-1(ars1) (%&Jm) =0 (3.16)

kde a;+, = Q(as c;) je rovnica priebehu premennej a, takze kone¢ny vyraz lavej strany
rovnice (3.16) vyjadruje ako sa a;,, meni na zaklade zmeny c:.

Druhy vysledok, ktory potrebujeme ziskat, je zndmy pod ndzvom Benveniste-
Scheinkmanova podmienka alebo ako skupinova podmienka. Nahradime h;(a;) pre c;, ¢o
naznacuje, 7e pracujeme s optimalizovanou funkciou, aby sme ju naSli. Nasledne

zderivujeme rovnicu (3.15) podl'a a;, ¢im ziskame vzt'ah:

Jr_(a,) _ [U’(ht(at)) 4 (ﬁ a]T—t—l(at+1)) <aQ(at' ht(“t)))l
da, da;,q oh,

x [aht_(at)] + (ﬂ a]T—t—l(at+1)) (aQ(at:ht(at))) (317)

aat aat+1 aat

kde sme pouzili funkciu Q po substiticii h;(a,). Teraz ak porovname prvy vyraz pravej
strany rovnice (3.17) s rovnicou (3.16) (opdt’ poznamenavame, ze sme c; nahradili hs(a;)),
vidime, Ze predtym chaoticky pdsobiaci problém je vlastne rovny nule. Z rovnice (3.17)

nam teda vznikd nasledujtci vzt'ah:

Ar-e(ar) _ (ﬁ 0]T—t—1(at+1)) (aQ(at,ht(at))) (3.18)

6at 6at+1 aat
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Inymi slovami, hodnota c zavisi od hodnoty premennej a, kedy zderivujeme podl'a a na
oboch strandch optimalizovanej zé&kladnej rovnice optimalnosti, treba sa pozerat' iba

parcialne derivacie J podl’a a.

Uvazujme jednoduchy priklad, ktory patri problému dynamickej optimalizacie
spotreby, aby sme ziskali predstavu o tom, ako funguje dynamické programovanie. A je to

Specialny pripad zndmy ako “Problém rozvrhnutia spotreby kolaca”.

V tomto probléme spotrebitel’ za¢ina planovaci horizont so stanovenymi aktivami,
nazvanymi kola¢, z ktorého musi zit’ po zvySok planovacieho horizontu. Kola¢ predstavuje
stavovi premennu, ktori oznac¢ime ako S a nema prirodzenu tendenciu rast. Tento fakt pre
nds znamena, ze pri tomto pristupe nebudeme zohladnovat’ urokovli mieru a ani ceny
(ked’ze cena za jednotku spotreby sa rovna 1 v kazdom obdobi). Definujme ¢ ako spotrebu

a rovnica priebehu pre ulohu rozvrhnutia spotreby koléca teda bude:

St+1 =S¢ — €t (3.19)

Téato rovnica jednoducho hovori, Ze dostupné mnozZstvo kolaca na zaciatku dalSieho
obdobia bude taka cCiastka, ktort spotrebitel nevyuzil v pritomnom obdobi. V tomto
priklade budeme predpokladat’, ze T = 5, takZze kola¢ musi byt’ spotrebovany v priebehu
piatich obdobi. A eSte jednu vec uvazujme, ze spotrebitel’ diskontuje buduce hodnoty
podla diskontného faktora . Mame teda vSetky potrebné informacie pre kompletné

zostavenie zapisu ulohy spotrebitel'a. Zacneme tcelovou funkciou:
U(c1) + BU(cz) + B?U(c3) + B2U(cq) + B*U(c5) (3.20)
d’alej pokracujeme rovnicami priebehu stavovej premenne;j:
S2=81—6C
S3 =S, — Cp (3.21)
S4 =83 —C3

S5 =S4 —C4

A potom piSeme rozpoctové obmedzenie:
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Cq +C2 +C3 +C4+C5 Ssl (322)

ktoré hovori, Ze celkova Zivotna spotreba musi byt mensia alebo rovna pociatoénym
aktivam. Namiesto pouzitia Langrangeovej metody pre rieSenie problému mézeme vyuzit
rekurzivny pristup dynamického programovania tak, aby sme na$li optimalny ¢asovy
priebeh spotreby. V ulohe dynamického programovania s kone¢nym ¢asovym horizontom,
rekurzivny pristup zacina tym, Ze rie§ime ulohy posledného obdobia. To znamena, Ze
najprv musime najst’ stratégiu, ktora nam urc¢i, kol’ko ma spotrebitel’ spotrebovat’ v piatom
obdobi. Bez ohl'adu na to, aké mnozstvo kola¢a bude mat’ k dispozicii na konci $tvrtého
obdobia (na zaciatku piateho obdobia). Takze, dostupna zasoba pre neho je ss anasSou
ulohou je najst’ optimalnu stratégiu cs = hs(ss), ktord maximalizuje U(cs) za dodrzanie
podmienky cs < sc.

Pri rieSeni tohto problému budeme vyuzivat' to, ¢o je zname ako hrani¢né (boundery,
resp. Transversality conditions) podmienky.

Hrani¢na podmienka ndm udava, kde systém skonéi. Niekedy tato podmienka je
urcend v zadani ulohy, ako napriklad v pripade, kedy by sme povedali hned’ na zaciatku, Ze
ista Cast’ kolaca musi na konci piateho obdobia ostat’ (mozno pre d’alSie generacie). V
inych pripadoch je ju moZzné odvodit zo zdkladnych ekonomickych principov, €o je
pristup, ktory ideme teraz uplatnit’.

V rovnici (3.20) nefiguruje ziadna zostatkovd hodnota z Cinnosti, ¢ize spotrebitel’
neziska uzitocnost’ z nezjedenej Casti kolaca na konci horizontu optimalizacie spotreby.
Urobime Standardny predpoklad, ze hrani¢nd uZitocnost’ je vzdy kladna. To znamena, Ze
spotrebitel’ sa nikdy nerozhodne pre zastavenie spotreby, pretoze je syty. Vzhladom na
tieto predpoklady, moéZzeme napisat’ jeho problém piatecho obdobia cez Lagrangeovu

funkciu o jednom obdobi:

maXCS: U(Cs) + A(SS - C5) (323)

Jej podmienka prvého radu je:

U'(cs) —A=0 (3.24)
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a predpoklad o vzdy kladnej hrani¢nej uzitocnosti ndm hovori o tom, ze Lagrangeov
multiplikator je taktiez kladny. A z toho vyplyva, Ze obmedzenie v rovnici (3.23) je
zavizné a teda plati, ze cs = s5. Tento fakt nam d’alej urcuje optimalnu stratégiu pre piate

obdobie:
¢s = hs(ss) = s5 (3.25)

Inymi slovami, optimélna stragégia pre spotrebu v poslednom obdobi planovacieho
horizontu je spotrebitel’ spotrebovat’ vSetky zostavajuce kolace, bez ohl'adu na mnozstvo.
Tato optimalna stratégia urCuje maximalnu hodnotu uzitoénosti, ktora v stlade s naSim
predchadzajucim zapisom budeme pisat’ ako J;(ss) sa rovnd U(sg). Tato rovnost
predstavuje potom hodnotu ucelovej funkcie pre piate a posledné obdobie optimalizécie
spotreby z piatich obdobie.

Dalsim krokom v ramci rekurzivneho pristupu dynamického programovania bude
najst’ J,(s,). Vieme zapisat’ zakladnti rovnicu optimalnosti tzv. Bellmanovu rovnicu pre

Strvté obdobie (predposledné obdobie) ako:
J2(s4) = mc?)ﬂ U(cs) + BJ1(s5) (3.26)

Vieme, ze ss = s, — ¢, zo zakladnej rovnice priebehu kolaca, pre ktort plati dss/dc, =

—1, dostaneme aj podmienku prvého radu pre predosli rovnicu (3.26) v tvare :

U'(c,) = g2 (3.27)

655

Ked'Zze sme prave zaviedli vztahy cg = s5 a J;(s5) = U(sg), plati rovnost’ dJ;(s5)/0dss =

U’ (cs). Dosadenim vysledného vyrazu do rovnice (3.27) dostaneme Eulerovu rovnicu:

U'(cs) = BU'(c5) (3.28)

Nasim d’alsim krokom bude zostavit’ tlohu pre t = 3:
Ja(s3) = mC?XZ U(cs) + BJ2(s4) (3.29)
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Podmienkou prvého radu pre vol'bu hodnoty premennej c; je:

U'(cs) = L2 (3.30)
4
lebo z rovnice priebehu pre kolaca, ds,/dc; = —1. Teraz potrebujeme zistit’ spdsob, ako

vyjadrit’ dJ,(s,4)/0s,. Sice vieme, Ze pouzitim vhodnej substitiicie by sme mohli vyraz
prepisat na J,(s,) =U (h4(s4)) +p ]1(54 - h4(s4)), avSak tento postup by nam skor
skomplikoval situaciu. V tomto bode ale mdézeme vyuzit Benveniste-Scheinkmanovu
podmienku, ktord nam hovori, ze [0],(s,)/0s4] = B[0]1(s5)/ds5]. Pripomenme si tiez, ze
Ji(ss) = U(ss), ¢s =ss a [0],(s5)/0ss = U'(cs)], zcCoho ziskame vyraz [0],(s4)/
Os4=,4U"c5. Ak ho dosadime do rovnice (3.30) , dostaneme:

U'(c3) = B(BU'(cs)) = B?U'(cs) (3.31)

Moézeme pokracovat’ v praci smerom dozadu tymto spésobom, s d’alsim krokom vyjadrime

rovnicu:
J4(s2) = max:U(cy) + Ba(ss) (3.32)

z ktorej pomocou vyuzitia podmienky prvého radu a Benveniste-Scheinkmanovej
podmienky ziskame U’(c,) = BU'(c3) = B3U'(cs). Pokracovanim v tomto postupe
smerom dozadu, ziskame U’(c;) = BU'(c,) = B*U'(cs). Na konci tohto rekurzivneho

pristupu ziskame vzt'ah:

U'(cy) = BU'(c2) = B?U’(c3) = BU’(cq) = B*U'(c5) (3.33)

Pripomenime si, Ze diskontny faktor f musi byt mens$i ako 1. Funkcia uzitocnosti U na
rozdiel od strategického pravidla h;, ma v kazdom obdobi rovnaky tvar, takZze rozdielne
urovne uzito¢nosti a hrani¢nej uzito¢nosti z jedneho obdobia na dalSiu musia byt
sposobené rozdielnymi trovilami spotreby. Inak povedané, ak je spotreba v kazdom

obdobi rovnaka, urovne uzito¢nosti a hrani¢nej uzitocnosti budui tiez rovnaké.
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Z rovnice (3.33), vidime, ze hrani¢na uzito¢nost’ musi v priebehu ¢asu narastat’. Rovnost’
znamena, ze hrani¢nd uzitocnost’ v prvom obdobi je zlomkom z hrani¢nej uzito¢nosti v
druhom obdobi a tak d’alej. Z toho tiez vyplyva, ze spotreba ma v Case klesajucu tendenciu.
Keby sme boli predpokladat, ze B = 1, tak spotrebitel’ neznizil budlcu uZito¢nost’ vo
vzt'ahu k st¢asnej uzito¢nosti, a rovnica by (3.33) nam hovorila, ze troven jeho hraniénej
uzito¢nosti spotreby musela byt' v priebehu ¢asu konStantna, ¢o znamend, Ze v kazdom
obdobi spotreboval rovnaké mnozstvo kolaca. Pokial uz v zadani problému ur¢ime
nemenné mnozstvo kolac¢a s; a kola¢ v priebehu nerastie, tak v kazdom obdobi spotrebuje
1/5 z pociatoénej hodnoty. A to bez ohl'adu na funkény tvar funkcie uzito¢nosti U(c). Ked’
S je mensia ako 1, vieme, ze spotreba sa v Case znizuje, ale jeho reélny priebeh spotreby
v Gase zavisi od tvaru U(c).

Pre zobrazenie to podrobnejsie, predpokladajme, ze U(c) = In(c), ¢o znamena, Ze

U(c) =1/c. Potom z rovnice (3.33), dostaneme:

c; = fcy
c3 = Bc; = Bcq (3.34)
€y =Pc3 = 3301

cs = ey = Brcy

Je znadme, Ze optimalne rieSenie zahfiia spotrebu celého kolaca na konci piateho obdobia,

takze (c; + ¢, + ¢c3 + ¢4 + c5) = sq, ktoré, po dosadeni z rovnice (3.34) dostaneme:

_ 51
U= Wapipripiiph

c, = Bs1
27 (1+p+p2+p3+B%)

(3.35)

a mozeme ziskat’ podobné vyrazy pre spotreby ¢z, ¢4 a Cs.

Vyrazy ako (3.35) ndm sice hovoria, ako najst’ trovne spotreby v jednotlivych
obdobiach, no stale to nie su strategické funkcie, ktoré hl'adame. Aby sme nasli h(s),
potrebujeme vyuzit’ rovnicu priebehu premennej S. Napriklad vyuzitim vztahu s, = s; —

c¢; V rovnici (3.35), dostaneme:

Bs
C; = m = hy(s7) (3.36)
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Ak budeme pokracovat’ tymto spdsobom a ndjdeme ostatné h(s) funkcie, zistime, Ze su
vSetky odlisné. Uvazujme, ze f = 1, takze projektant spotrebuje patinu pévodnej zasoby
kolaca v kazdom obdobi, zistime, ze ¢; = s,1/5, ¢; = 5,/4, ¢3 = s3/3 a tak d’alej. Tento
vysledok, ze h(s) funkcie sa lisia naprie¢ obdobie, zovSeobeciiuje na pripad, ked’ aktiva sa

rastl a kde ma spotrebitel’ mimo prijmov.

3.1.2 Ulohy nekoneéného ¢asového horizontu
Najvicsi rozdiel medzi koneénym a nekone¢nym ¢asovym horizontom je, Ze v nekone¢ny
horizont neméa posledné obdobie. Podl'a ulohy s kone¢nym ¢asovym horizontom pouzime
Standartny pristup dynamického programovania. Ten pristup zalozeny na rekurzivnom
pristupe, ktorého podstatou je v prvom rade prace s poslednom obdobim.

Pokial’ v§ak nepozname posledné obdobie, tento spdsob vypoctu nemdzeme vyuzit. V
dynamickom programovani vSak nachadzame sposob ako vyrieSit' aj takyto problém.

Najprv uvazujme o Bellmanovej rovnici:

Jr—ie(se) = max,,: (U(Ct) + ﬁ]T—t—1(3t+1)) (3.37)

Kde casové indexy pri riadiacej premennej C a stavovej premennej s su uvedené ku dnu,
merané od zaciatku problému, niekedy zndmy ako uplynuly ¢as, a indexy pri J sU dané
poc¢tom peridd, ktoré ostadvaju do konca problému. Pri nekone¢nom ¢asovom horizonte
budu obidva indexy T-t aT-t-1 nadobudat’ nekone¢ni hodnotu. Zatial ¢o indexy pri
premennych ¢ a s davaju zmysel, indexy pri J zmysel nedavaji a pocitanie s nimi nema
ziaden vyznam. Po ich vypusteni a naslednym prepisanim predoslej rovnice (3.19)

ziskame:

J(s¢) = max,,: (U(c,) + BJ(st11)) (3.38)

Takto upravena Bellmanova rovnica nam dava predstavu o tom, ako bude vyzerat’ d’al$i
krok. V probléme s kone¢nym c&asovym horizontom sa tvar Gcelovej funkcie J v Case
menil. V tomto pripade nezélezi kolko ¢asu uplynulo od zacCiatku planovania, spotrebitel’
totiz nikdy nie je blizSie ku koncu horizontu, ako to bolo predtym. To znamend, Ze zmizol
dovod zmeny tvaru ucelovej funkcie v Case. Vyradenie indexov pri J vo vyssie uvedenej

rovnici odhalilo jeden zaujimavy fakt. Kym hodnota funkcie J sa bude v zavislosti zmien

26



premennych ¢ a s menit,, jej funkény tvar ostane vzdy rovnaky. A ak rovnakym sposobom
porovname optimalnu stratégiu h(s) , jej hodnota sa tiez bude menit’ v ¢ase na zaklade
zmeny premennej s , ale funkény tvar h(s) sa nezmeni.

Teraz uvazujme o variante kola¢ového problému s tym rozdielom, Zze povolime rast kolaca
Vv priebehu casu. Konkrétne, uvazujme problém maximalizacia uzito¢nosti zo spotreby
U(c) cez nekoneény horizont, kde je buduca spotreba znizovana podl'a diskontného faktora
B aspotreba je realizovand z akumulovanych aktiv a. Nase aktiva st vtomto pripade
finanéné, ktoré spotrebitel’ zarobi z nemennej Urokovej miery jedného obdobia. Délezité je
tiez poznamenat’, Ze spotrebitel nemé ziadny iny prijem okrem tUrokov z jeho aktiv.

Rovnica priebehu aktiv teda bude:
a1 = (@, —c)(1+71) (3.39)

Rovnica (3.39) ukazuje, ze spotrebitel’ za¢ina obdobie t s aktivami rovnymi a,. Spotrebuje
alebo sa zavézuje Kk spotrebe (pravdepododbne umiestnenim prislusnej ¢iastky na
bezroény ucet) mnozstva c¢; v obdobi t, na sporenie zostava (a; — c¢;) z majetku, ktorym
disponoval na zaciatku obdobia t. Zarobi na Urokoch v miere r za tGspory pocas obdobia t,
ktoré mu budu v obdobi t + 1 tvorit’ majetok vyjadreny touto rovnicou.

Bellmanova rovnica pre nas problém vyzera:

J(a,) = max, : (U(Ct) + B](at+1)) (3.40)

Podmienka prvého radu pre maximalizdny problém v rovnici (3.40), ktord vyuZziva

rovnicu priebehu premennej a, ked’ derivujeme podrla c;, dostaneme:

U'(c) = B+ 1)) (as1) (3.41)

Vzhladom k tomu, tdto podmienka musi platit’ pre vSetky hodnoty t, méZeme tiez pisat’:

U'(ce-1) = B +1)]'(ay) (3.42)

lebo funk¢na forma Géelovej fukcie J nemenia v priebehu ¢asu, to isté plati aj pre J'.
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Dalej napieme Benveniste-Scheinkmanovu podmienku pre problém s nekonednym

¢asovym horizontom, ako:

J'(a) = (1 +1)]'(ar+1) (3.43)

Kombinéciou rovnic (3.41), (3.42) a (3.43) ziskame Eulerovu rovnicu spotreby:

U'(cy)
B(1+71)

U'(crsr) = (3.44)
Niekedy analyza tychto problémov sa zastavi na tomto mieste, inokedy autori
predpokladaju funkény tvar pre U(c), ktory je to, ¢o tu robime. Rovnako ako aj v Ulohe
kone¢ného horizontu predpokladajme, ze U(c) = In(c). Potom, z rovnice (3.44), mame:

Cey1 =B+ 1), (3.45)

Ked’ cielom analyzy je ist' nad ramec diferenénej rovnice, ¢o znamena pouzit' Eulerovu
rovnicu pre spotrebu tohto problému a najst’ optiméalne stratégie ¢ = h(a), najcastejsim
d’alsim krokom je predpokladat’ funkény tvar h(a) a snazit’ sa ho dosadit’ do zadania tlohy.

V naSom pripade predpokladajme, Ze:

Ct = Xat (3'46)

kde X je neznama konstanta, ktorej hodnota ma byt urcena. Predpokladame, ze X je
konstantnd, pretoze h(a) funkcia je nemenna v priebehu &asu. Dalej dosad'me rovnicu
priebehu aktiv a;,, = (a; — ¢;)(1 + r) do predoslej rovnice (3.46) a po vyuziti vhodnych

casovych indexov a matematickych Upravach dostaneme:
cr1=A-X)(A+1)c, (3.47)
Kombinaciou rovnice (3.45) s (3.47) ndm dava péar rovnic tykajucich c;,; a c;, pricom

obaja musia byt’ splnené. Test nasho predpokladaného funkéného tvaru v rovnici (3.46) je,

¢i mozeme najst’ vyraz pre X, ktora spifia tito poziadavku. Porovnanim rovnic (3.45) a
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(3.47) ziskame B(1 + r)c; = (1 — X)(1 + r)c,, ktory plati iba vtedy, ak X = 1 — 8. Ked’

tento vyraz dosadime do (3.46), ziskame optimalnu stratégiu :

Vyraz (3.48) spiha na§ predpoklad, Ze spotreba v kazdom obdobi by konstantnym
zlomkom (od S je mensSia ako 1) aktiv v tomto obdobi. Dosadenim rovnice (3.48) do

rovnice priebehu aktiv a uvédza:
a1 =B +1)a; (3.49)

Na vedomie, ze podl'a rovnice (3.45), Eulerova rovnica pre riesSenie tohto problému, ktora
v kombinacii s rovnicou (3.49) dostaneme c;,1/a;+; = c;/a;. Toto zistenie ndm hovori,
ze podiel pritomnej optimalnej spotreby a aktiv tohto obdobia ostava v priebehu casu
konstantny. Aj ked” je to pomerne jednoduchy priklad, to ukazuji, ze nedostatok
kone¢ného obdobia nie je fatalne problém dynamickeého programovania v probléme s

nekoneé¢nym ¢asovym horizontom.

3.1.3  Ulohy v ramci neistosty

Predtym, nez budeme pokracocat’ do d’alSej cCasti, je potrebné poznamenat, Ze
doplnkova struktara Bellmanovej rovnici v dynamickom programovani sa dobre hodi na
Stadium problémov tykajlcich sa neistd budtcnost’. Predpokladali sme, Zze tam bolo ZiadnU
neistotu v obdobi t, ¢o svet vyzerat’ v obdobi t + 1. Ale v praxi, samozrejme, buduci stav
sveta je neisty.

V tejto casti, uvazujeme taky pripad, kedy existujii dva mozne stavy buduceho sveta,
w; a wy, respektive sa stav w; s pravdepodobnostou m astav w, s pravdepodobnostou
(1-m). Predpokladame, ze skuto¢na hodnota funkcie J zavisi na tom, z tychto dvoch
moznych stavov vlastne realizuje, tak, ze mame J(s; + 1; w;), i = 1,2, kde je pohanané
s¢ + 1 rovnicou pohybu, ale hodnota w; ktora vznika je mimo projektanta kontrolu.

V tomto pripade, sa ucelova funkcia stava ocakavana ucelova funkcia, a Bellmanova

rovnica moze byt’ zapisana ako:

J(s)) = Max: E(U(x,) + BJ(S¢+1)) = Max: U(x,) + EBJ(St+1)
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= Max: U(x,) + TBJ(Ser1; we) + (1 — ) BJ(Ser1; W2) (3.50)

Uvazujme pripad, kedy n je pravdepodobnost’ prezitia jedného obdobie od t az (t + 1) a
nech J(s;+1) je ucelova funkcia od nasledujuceno obdobia dynamického
optimaliza¢ného problému, podmiene¢ny prezitie. Potom (1 —m) je pravdepodobnost’
umrtia pred zaciatkom obdobia (t + 1), a konvencny predpoklad je v tomto pripade

J(s¢ + 1) = 0.V tomto pripade, rovnica (3.50) sa stava:

J(s¢) = Max: (U(xt) + ”ﬂ](stﬂ)) (3.51)

Napisané v tejto forme, vidime, Ze pravdepodobnost’ prezitia, 7, nadoblda tento problém
rovnakym spdsobom, ako to robi diskontny faktor, 5. Niz§ia pravdepodobnost’ prezitia do
d’alsieho obdobia, méa rovnaky vplyv na jedinca optimalnej spotreby planu rovnako ako
zvysenie rychlosti, pri ktorej sme diskontovat’ budacnost’. Vzhl’'adom k tomu, 8 je 1/(1 +
&), kde o je subjektivne diskontna sadzba, zvysenie 0 sa premieta do znizenia S. AK
budeme predpokladat’, Ze © moze byt’ napisané ako 1/(1 + 7), kde n odraza zodpovedajlce

umrtnosti, takze mbézeme pisat’ 78 ako:

w6 = (53) () = (o) (252

Ak J a i su obaja dostato¢ne malé, to bude priblizne rovna 1/(1+5+n) a mézeme povazovat
pozorované diskontovanie buddcnosti ako pozostavat z dvoch prvkov, ktoré zadaju
rovnakym sposobom. Jednym z prvkov, odraza Ccisty kratkozrakost a iné odraza
o¢akavania amrtnosti.

Ak je to vhodny sposob, ako predstavit neistotu o dizku Zivota, to znamena, Ze
vysledky ziskané sme na tomto mieste nie je potrebné menit vV kazdom zdsadnym
spdsobom prispdsobit’ neistl dizku Zivota. Vietko, o musime urobit, je zvysit diskontna
sadzba J, zniZenie diskontny faktor £ a pokracovat’ ako predtym. Zistime, Ze jedinci s
nizSou pravdepodobnostou prezitia bude diskontovat’ budicnost’ viac tazko a rozvrhnit
svoje aktiva spbsobom, méa tendenciu posunut’ viac spotreby k dispozicii.

Tento zaver ma vplyv aj mimo jednoduchych problémov sme boli zaoberajlca sa tu.
Investi¢né problémy, ¢i uz investicie do fyzického kapitalu alebo investicie do T'udského

kapitalu, si jednoduché rozsirenie spotreba-Uspory problémov, ktoré sme diskutovali.
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Cokol'vek, ¢o znizuje jednotlivcovl dispoziciu k uloZeniu (t.j zvy3uje jeho dispoziciu k
posunu spotreby smerom k sucasnosti, od buducnosti) bude tiez znizit' jeho dispoziciu k

investiciam do fyzického alebo l'udského kapitalu.

3.2. Metoda Lagrangeovho multiplikatora
Kym dynamické programovanie je najviac obycCajny pristup k rieSeniu diskrétnych
¢asovych dynamickych optimaliza¢nych problémov, Chow (1997) navrhol alternativu —
metodu Lagrangeovho multiplikatora. Vac¢sina autorov sa vyhla pristupu multiplikatora,
pretoze to vyZzaduje sledovanie prili§ mnohych suctovych znameni, aby sa dali spracovat’,

ale Chow tvrdi, Ze tazkosti stt nadhodnotené a vyhody tohto pristupu sa podcenuju.

Pozrime na Chowovu notéciu (ale pracuje vo svete bez neistoty), Zze nech r(x;, u;)
musi byt vyraz pre ucelové funkcie pre problém v case t, kde x; je hodnota stavovej
premennej pre systétm X, v ¢ase t a u, je hodnota riadiacej premennej, u, v case t.
Oznacenie U je riadiaca premenna a znamena, ze jeho hodnota je vybrany projektant
(niekedy je obmedzovany). Oznacenie X je stavova premenna a znamend, Zze jeho hodnota
opisuje stav systému v kazdom okamihu. Hodnota x nie je na uvazeni projektanta, ale je

ur¢ena podla rovnice priebehu pre x, ktord budeme pisat’ ako:
X1 = f(xpu), t=0,...T (3.53)

Rovnica (3.53) vyjadruje, ze vzhladom na hodnotu X, v obdobi t, a vzhl'adom k funkcii
f(x,u), ktord opisuje, ako sa x v priebehu ¢asu vyvija, kedy projektant zvolil hodnotu
riadiacej premennej u v obdobi t, hodnota x v t + 1 je tieZ uréena. V probléme dynamickej
optimalizacie, najmd ked’ x zada ucelova funkciu, r(x,u), znamena to, ze pri volbe
hodnoty riadiacej premennej u v ¢ase t projektant musi vziat’ do Uvahy nielen to, ako tato
vol'ba ovplyviuje hodnotu tcéelovej funkcie v case t, ale aj to, aky to bude mat’ vplyv na
hodnotu ucelovej funkcie v t + 1.

Vo vicsine dynamickych optimalizaénych problémov, su budlce hodnoty ucelovej
funkcie diskontovang, tak, ze sa snazime 0 stcasnej hodnotu: nech g =1/(1+96) je
subjektivny diskontny faktor, kde oJ je subjektivne diskontna sadzba projektanta.

Lagrangeov pristup k tejto dynamickej optimaliza¢né Ulohy:

= Zf:o Bir(x,u,) — Bt+llt+1(xt+1 — f(xe, ut)) (3.54)
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kde scitanie je v ¢asovom horizonte, zvyc¢ajne pisany 0 do T, kde T mdze byt co. Nas
problém je vybrat' u; a x;, t=0,. .., T, s cielom maximalizovat’ rovnice (3.54).

Na vedomie, Ze v rovnici (3.54) sme pouzili diskontny faktor pre Lagrangeov
multiplikator (1, + 1). To je pohodlie, ktoré stavia vsetky casti problému vyslovne na
stcasnej hodnote, ¢o znamena, ze multiplikator (4, + 1) sam o sebe je v sucasnych
hodnotovom vyjadreni. Vsimnime si tiez, ze index pri multiplikatore, a exponent na
diskontny faktor posobiaci na multiplikator, sthlasi s ¢asovym indexom na prva x ¢lene v
multiplikatorom ¢asti vyrazu.

Dalej, treba najst podmienku prvého radu pre maximalizaciu rovnice (3.54) podra
oboch u a x. Mézeme povazovat’ X ako riadiacd premennd, pretoze priebehova rovnica,
ktoré sme vybudovali do Lagrangeovho funkcie, dopada byt vzdy spokojni a tak vlastne
obmedzuje mozné hodnoty x méze nadobudat’. To je vSeobecne, ako Lagrangeov vyraz
funguje, a to aj v pripade, statické - to prevedie na problém optimalizacie s vyhradou
obmedzeni v ekvivalentnej neobmedzeného problému. Aby sme videli to, skisme nahradit’
v dynamickom optimaliza¢ného problému pre vsetky hodnoty X, pomocou rovnice (3.53)
vyssie (S prislusnymi ¢asovymi indexmi), odstranit’ vSetkych x podmienok. Vysledny vyraz
bude velmi chaoticky, a podmienka prvého radu pre tento problém budl totozné (na
rozdiel od trochu porovnava a nahradzanie), na tie, ktoré sa chystdme odvodit’.

Podmienky prvého radu pre rovnice (3.54),t=0,.....,T sU:

Ot o OT(xpue) t+1 of (xpue) _

ou, B ﬁ ou; + ﬂ '1t+1 a_ut =0

Ot _ pt 3Gt ot t+1  OfCGreuy) _

ax¢ - ﬂ ax; ﬁ At + ﬂ At"'l ax, =0 (355)

Existuje par veci, ktoré by mali byt poznamenané pri podmienkach prvého radu. Po prve,
Ze maju pre vsetky hodnoty t, takze naozaj nemame dve rovnice, mame tolko rovnic,
kol’ko je diskrétnych ¢asovych peridd v nasom probléme. Po druhé, budeme moct zrusit
pomerne malo S ¢lenov. A po tretie, Ze je dolezité si uvedomit, rolu x, ako prekrytia
obdobia. Ak by sme mali pisat’ rovnice (3.54), v plnom zneni, rozsiruje podl'a operatora
sumacie, zistili by sme, Ze x; sa dvakrat za obmedzujdcimi casti, raz ako sme ukazali
vysSie, a raz ako "prednej"” Casti v obdobi t — 1 verzia rovnice (3.54). To znamena, Ze, ked’
sa rozliSovat’ vzhl'adom na X; sa bude ukoncenie s dvomi prvkami, z ktorych jeden z

—BAcx, ajeden z B A f (g uy).
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3.2.1 Ulohy koneéného ¢asového horizontu
Uvazujme opit’ ten problém rozvrhnnutia spotreby kolaca, aby sme pohopili, ze ako
funguje Lagrangeov multiplikator pristup v ekonomickom probléme. Nasim cielom je
maximalizovat’ uzito¢nost’ pocas planovacicho horizontu, ktory bezi od t = 1 do T, kde c;
je riadiaca premennd pre spotrebu v obdobi t aIn (c;) je dana uzito¢nost’ v tomto obdobi.
Mnozstvo kolaca, ktoré zostalo v obdobi t 4+ 1 bude s;, 4, je stavova premenna a je uréena

rovnicou priebehu:

St+1 =S¢ — G (3.56)
V rovnici (3.56), vidime, ze mnozstvo kolaca, ktoré ponechané v obdobi t + 1 sa rovna
rozdielu medzi mnozstvom kolaca k dispozicii na zaciatku obdobia t @ mnozstvom, ktoré
bolo spotrebované v obdobi t. Kola¢ nema prirodzenu tendenciu rast’ a pre jednoduchost’,
predpokladajme, ze [ =1, to znamend, Ze spotrebitel nediskontuje buducnost.
Lagrangeov vyraz pre tento problém je nasledujuci:

L= ZZ=1 In(cy) — Ap41(Sp41 — S¢ + €¢) (3.57)

Podmienky prvého radu pre problém (3.57) t = 1, ..., T su:

i} 3 1

Friai Az1=0

O o A+ A =0 (3.58)
Gst

kde s; prekryva vyraz. Od podmienkou prvého raddu potrebujeme poznamenat’, ze A, =
A¢+1, Ktory nam hovori, Zze hodnota Lagrangeovho multiplikatora zostava bezo zmeny v
priebehu Casu. ESte je potrebné poznamenat’, ze inverzia spotreby v jednom obdobi (o
vzhl'adom k tomu, vybrali sme formu prirodzeného logaritmu pre funkciu uzito¢nosti je
hrani¢nd uzitocnost’ spotreby) sa rovnd hodnote multiplikatora v d’alsom obdobi. Pretoze
tieto podmienky platit’ pre vSetky t, to je tiez pravda, ze (1/c;_; = A;) tak, kombinovanie
podmienkou prvého radu, najdeme (1/c;_; = 1/c;), z ktorej je zrejmé, ze pre vsetky t,
(ct—1 = c;), ktord ndm hovori, Ze vzhladom na absenciu diskontovanie, optimalnost

vyzaduje mnozstvo spotrebovaného kolaca byt’ rovnaké v kazdom obdobi.
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Podla ulohy kone¢ného casového horizontu (T je koneény, pretoze sa nesnazime byt
kola¢ navzdy) bez prvku dedicstva vo funkcii uzito¢nosti, tam nie je zisk z akéhokol'vek
zostavajuceho kolaca po obdobi T. To nam hovori, Ze spotreba v obdobi T, ¢, by sa mala
rovnat’ zasobe kolaca zostane na zaCiatku obdobia T, sy, resp. sy = cr a spyq = 0. Ale
vzhladom k tomu, Ze c; je v priebehu ¢asu konstantna, ak je c; = sy, potom tak robi c;_1,
a to tiez robi cr_, a vSetky predchadzajuce hodnoty c. Celkova spotreba je teda Ty,.
Pretoze chceme konzumovat’ cely kolac, a pretoze sme mali na zaciatku také mnoZstvo
kolaca rovna s;, samozrejme, to vsetko nam hovori, ze Ty, = T, = s, z ktorého ¢y =

s1/T aod c je konstantna v priebehu ¢asu, to nam dava:
Ct=_' t= 1,...,T (359)

Ak T =5, spotrebitel’ spotrebuje v kazdom obdobi rovnaké mnozstvo kolaca rovna patinu
povodnej zasoby kolaca.

Je potrebné uvedomit’ si, v tomto bode, ze metéda Lagrangeovho multiplikatora iba
nam dala podmienku prvého radu, ktord ndm povedala, Ze Grovenl spotreby musela byt

rovnaka v kazdom obdobi.

3.2.2 Ulohy nekoneéného ¢asového horizontu
Dalej uvazujme o uplatneni pristupu Lagrangeovho multiplikatora k rozsireniu problému
rozvrhnutia spotreby kola¢a. Opat’ madme maximalizaény problém uZzito¢nosti, a znovu
budeme predpokladat’, Ze funkcia uZzito¢nosti v obdobi t je funkcia prirodzeného logaritmu
funkcie In(c;). V tomto probléme je vsak projektant predpoklada sa, ze zdedil zasobu
majetku, wy, na zaciatku planovacieho obdobia. Jeho nahromadeny majetok zarobi na
urokoch v kons$tantnej miere r abudeme definovat R = (1 + r) ako Urokovy faktor.

Rovnica priebehu pre jeho majetok je:
Wt+1 == R(Wt - Ct), t= 0, ey T (360)

tak, ze v obdobi t + 1, jeho majetok sa sklada z tej ¢asti svojho majetku obdobia t, ktoru
nemal spotrebovat’ v obdobi t, plus uroky z tohto majetku. Budeme predpokladat’, aspon
spociatku, ze T = oo, takZze mame Ulohu nekone¢ného horizontu a budeme predpokladat’,

ze ma subjektivny diskontny faktor . Lagrangeova metdda pre tohto problému je:
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=Y B In(c,) - Bt+1'1t+1(wt+1 —R(w, - Ct)) (3.61)

Podmienky prvého radu pre tohto problému su:

[0} 3 1
=B = AR =0 (3.62)

oL
aw, =—B'2,+ B2 R=0
t

Tieto podmienky mo6zu byt zjednodusené ako (1/c;) = fA:41R @ A = fA:41R, a ked'Ze
podmienky musia platit’ pre vSetky t, mame tiez c¢; = BRc; — 1, diferen¢né rovnica prvého
radu v c. Ci koeficient na c,_; je vi¢sia alebo mensia ako 1, zavisi od relativneho rozsahu
trhovej urokovej sadzby, r, a subjektivnej diskontnej sadzby, 5, lebo
BR = (1+1)/(1+ ). Ak subjektivna diskontna sadzba projektanta je vyssia ako trhova
sadzba, § > r a fR < 1tak, ¢; < ¢, — 1, ndm hovori, ze spotreba klesa v priebehu ¢asu. Je
to Standardny vysledok - ak jedinec diskontuje buducnost’ v pomere vy$§om nez trhové
urokové sadzby, budu mat’ tendenciu k posunu spotreby od budicnosti do su¢asnosti.

Na vedomie, Zze spojenim rovnice prvého radu s rovnicou priebehu pre w, ziskame

systém dvoch linearnych diferenénych rovnic prvého radu v ¢ a w:

Ct = ﬁRCt - 1 (3.63)

w, = R(W;_q,¢¢_4)

Nez budeme analyzovat' tento Systém, na vedomie, ze zatial ¢o rovnica (3.63)
charakterizuje spravanie ¢ a w v priebehu casu, to nie je nevyhnutne vo forme, ktora
najviac zaujima nas empirickych ucely. Najméa rovnica (3.63) ndm hovori, ako sa spotreba
meni v Case, ale moze sa stat’, Zze to, o sme naozaj zaujima, je vyraz vztahujiaci sa k
spotrebe v obdobi t k majetku v obdobi t — typ funkcie spotreby (aj ked’ na zéklade majetku
skor nez na z&klade beznych prijmov).

RieSenie pre tento vztah je nasledujdci:

¢ =1-pw, (3.64)
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Tato rovnica hovori, ze spotreba v obdobi t je zlomok (1 — ) majetku (od 8 =1/(1 +
&), mohli by sme napisat, as (6/(1 + &))w,). Na vedomie, ze absencia ¢asového indexu
pri f znamend, ze tento vztah sa predpoklada drzat' bez zmeny v kazdom obdobi, takze
spotreba v kazdom obdobi je konstantny zlomok (1 — ) majetku v tomto obdobi. Ktora
jednoducho hovori, ze pomer spotreby k majetku je konsStantny v priebehu casu, aj ked’
urovne ¢ a w sa vSak moze zmenit'.

Aby sme zistili, ¢i vyraz (3.64) zapada do nasich vysledkov, predpokladajme, ze
¢, = yw, kde y je nejaka neznama konstanta. Dalsie ndhradou za w &leny v rovnici (3.63),

davame (c;/y) = R(ct—1/v- ct~1), od ktorého mame:
¢t =R(A-v)cra (3.69)

Vyraz (3.65), je v stlade s vyrazom (3,63), ak (1 —y) = B (z ktorych y = (1 — B)), takze
rovnica (3.64), je v sulade s rovnicou (3.63).
Pred zvazenim tohto bodu d’alej, vratime sa k bodu sme urobili skér, Ze rovnica (3.63)

je sustava dvoch linedrnych diferenénych rovnic. V maticovom zapise, dava:

R A ot o5

Wiq

Na vedomie, ze diferenéné rovnice v tomto systéme su homogénne. Korene matice
koeficientov v rovnici (3.66) si R a SR. R je vacsi ako 1, a budeme predpokladat’, kvéli
ilustraciu, ze AR je mensia ako 1, Co znamena, Ze subjektivne diskontna sadzba projektanta,
0, je vicsia ako Urokova sadzba, r. To znamend, Ze rovnovéha systému (pretoze obe
rovnice si homogenne, je na zaciatku) je sedlovy bod.

Nas d’alsi krok je zvazit charakteristické vektory spojené s kazdym z korenov. Ak
vezmeme vacsi koren, R, prvy, vyrieSenie jeho charakteristického vektoru vyzaduje

rieSenie:

-0 =18 0o

W21

z ktorého vidime, ze w;; musi byt nula, aby bola rovnica je splnena. Druhy ¢len, w,,,

modze prijat’ akiakol'vek hodnotu, a tak ho moéZeme normalizovat na rovné 1, dava
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(w11, Ww21)" = (0,1)". Riesenie pre charakteristicky vektor spojeny s druhym korefiom, AR,
ktory budeme pisat’ ako (w;,,w,,)', Najdeme na normalizaciu w,, rovni 1, Ze
(W1, wap)" = ((1 - B), 1)1'

Pripomenime si, ze X; = AX,_; modze, ked’ charakteristické vektory sU odli$né, byt
pisany ako X, = WA'W ~1X,, kde W je matica zloZena z charakteristickych vektorov a X,

je vektor pociatoénych hodn6t, v tomto pripade, ¢ a w, mame:

W= [(1) a ; B)], w-1= E . (3.68)

zo vsetkych, ktoré mame (s tym, ze 1; = Ry ad, = BR):

1
T
] [o (1- B)][O Atl g . :;:)] (3.69)
Je to:
¢ = 024 + coAb (3.70)
wt=(w0 = m)at ((1 m)at (3.71)

Z rovnic (3.70) a (3.71), vidime, Ze spotreba je riadeny iba stabilnym koretiom systému, a
preto FODE v rovnici (3.63). S odkazom na bod sme uz poznamenali vyssie, Ze rieSenie
tohto problému je ¢asto uvedené v literatire ako ¢, = (1 — B)w; vidime, Ze, ked’ budeme
predpokladat’, ako by mal, tato forma sa vztahuje na c, a wy, vahu na 4, termine v rovnici
(3.71), tiez ide k nule, a w, bude tiez riadit’ iba stabilnym korefiom systému. Dalej, za
predpokladu, Ze ¢, = (1 — B)wy, pomer c;/wy, ktory odvodime z rovnic (3.70) a (3.71) je
(1 —p) pre vsetky t, ¢o ¢; = (1 — B)wy, teda taky aky by mal byt

Tieto vysledky tiez vratme sa K naSej diskusii hrani¢nych podmienok. Vzhl'adom k
tomu, obe diferen¢né rovnice v naSom systéme s homogénne, rovnovaha pre systém je v
povode. Technicky vzaté, zatial' co za predpokladov, ktoré sme vykonali vysSie, nas

systém maé tendenciu konvergovat’ k rovnovahe, to trva nekone¢né mnozstvo ¢asu, aby tak
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urobili. To naznaCuje, Ze rieSenie c¢; = (1 — B)w, modze fungovat len v pripade
nekone¢ného ¢asového horizontu.

Pozrime sa na pripad, ked’ T je nekone¢ny, aby sme uvazovali tento zmysel. Za
predpokladu, Ze neexistuje ziadny motiv dedi¢stva, a preto nie je dévod zostavat’ Ziadne
mnozstvo po T je dosiahnuté, rovnica (3.63), naznacuje, ze by sme mali mat’ w;,, =

R(w; — ¢;) = 0, z ktorych méme:

Ct = W; (372)

ktory nie je v sulade s ¢, = (1 — B)w,, ak nie je B =0, ktory nie je pripad, ked
predpokladame, ze S je konS$tantna, ako sme. To je vSak, v sulade s rovnicou (3.63),
¢ = BRcy_q, pretoze to vyzaduje len to, ze c,_; = w;/BR. Inymi slovami, ako sme uz
skor tvrdili, ze rieSenie verzie Lagrangeovho multiplikatora optimalizaéného problému
prinasa potrebné podmienky, ktoré buda vzdy splnené pozdiz cesty rieSenia. Hraniéna
podmienka, ktora zavisi na predpokladanom horizonte planovania, ur¢uje ktort kandidatnu

cestu bude skuto¢ne nasledovana.
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4. Vysledky prace

4.1 RieSenie problému rozvrhnutia spotreby kolaca
Uz pozname tento problém z predchadzajucej kapitoly. Takze pod’'me vyrieSit' tento
problém s nasledujacimi predpokladajmi, Ze pociato¢né mnozstvo kolaca s; = 100, pocet
obdobi T = 10 a diskontny faktor f = 0.9. Nasa uloha sa tyka ulohu kone¢ného ¢asového
horizontu a

Mame teda vSetky potrebné informacie pre kompletné zostavenie zapisu ulohy

spotrebitel'a. Za¢neme ucelovou funkciou:

U(cy) + BU(c) + B2U(c3) + -+ + BBU(co) + B2U(c19) (4.1)

d’alej pokracujeme rovnicami priebehu stavovej premenne;j:

(4.2)
S9g = Sg — Cg
S10 = S9 — €9
A potom piSeme rozpoctové obmedzenie:
C1+C2+C3+C4+"‘+C8+C9+C10SS1 (43)

Spotreba za cely skimany horizont musi byt teda menSia alebo rovna pociatocnému
mnozstvu aktiv, resp. velkosti kolaca. Na to, aby sme nasli optimélny Casovy priebeh
spotreby, vyuzijeme rekurzivny pristup. Zac¢iname rieSenim tlohy pre posledné siedme
obdobie. Predpokladajme, Ze pocas neho Student spotrebuje celu ¢iastku aktiv, ktora ostala
zo Siesteho obdobia oznafenti ako s;o,. Optimalna stratégia pre posledné obdobie, ktord
hladame bude teda ¢,y = hyo(S10), ktoré maximalizuje funkciu za podmienky c;o < sq0.
V tomto Stadiu je potrebné urcit, ¢i ma ostat’ spotrebitel'ovi nejakd urcend Cast’ aktiv do
déchodku resp. pre d’alSie generacie. V nasom pripade vSak ucelova funkcia nema na konci
vyraz , ktory by predstavoval toto dedi¢stvo. Neobsahuje ziadnu zostatkova hodnotu, Cize

spotrebitel’ v poslednom obdobi spotrebuje cely zvySok aktiv resp. kola¢a bez ohl'adu na
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to, aké mnozstvo to bude. Pokial' vezmeme do uvahy tento fakt, alohu siedmeho obdobia

definujeme pomocou Lagrangeovej metody:

max,, : U(cqg) + A(s10 — €10) (4.4)
Jej podmienka prvého radu je:

U(cp)—21=0 (4.5)

a predpoklad o vzdy kladnej hrani¢nej uzitocnosti ndm hovori o tom, ze Lagrangeov
multiplikator je taktiez kladny. A z toho vyplyva, Zze obmedzenie v rovnici (4.4) je zavazné
a teda plati, Ze c;¢9 = s19. Tento fakt nam dalej urCuje optimalnu stratégiu pre piate
obdobie:

€10 = h19(s10) = S10 (4.6)

Inymi slovami, optimalna stragégia pre spotrebu v poslednom obdobi planovacieho
horizontu je spotrebitel’ spotrebovat’ vSetky zostavajice kolace, bez ohl'adu na mnozstvo.
Tato optimalna stratégia urCuje maximalnu hodnotu uZzito¢nosti, ktora v stlade s nasim
predchadzajiicim zapisom budeme pisat’ ako J;(s;o) Sa rovnd U(s;p). Tato rovnost’
predstavuje potom hodnotu ucelovej funkcie pre desiate a posledné obdobie optimalizacie
spotreby z desiatich obdobie.

Dalsim krokom v ramci rekurzivneho pristupu dynamického programovania bude
najst’ J,(sg). Vieme zapisat’ zakladni rovnicu optimalnosti tzv. Bellmanovu rovnicu pre

predposledné obdobie ako:

J2(s9) = mcv";lX1 U(co) + BJ1(s10) (4.7)

Vieme, Ze s19 = Sg — €9 z0 zakladnej rovnice priebehu kolaca, pre ktort plati ds;0/0cq =

—1, dostaneme aj podmienku prvého radu pre predosli rovnicu (4.7) v tvare :

U'(co) = p 2Lt (4.8)

6510
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Kedze sme prave zaviedli vztahy ciy =530 @ J1(510) = U(s10), plati rovnost’
0]1(510)/0s10 = U'(c10). Dosadenim vysledného vyrazu do rovnice (4.8) dostaneme

Eulerovu rovnicu:

U'(co) = BU'(c10) (4.9)

Pokra¢ovanim v tomto postupe smerom dozadu, ziskame vztah:

U'(cy) = BU'(cz) = BPU') = ... = B8U'(co) = U’ (c10) (4.10)

Predpokladajme, ze U(c) = In(c), ¢o znamend, ze U‘(c) =1/c. Potom z rovnice (4.10),

dostaneme:

¢z = pcy
c3 = Bc; = BPcq
¢y = Be3 = Bcq
(4.11)
c; = Bce = Bocy
co = Bcg = Bcy

€10 = BCo = 3901

Je zndme, Ze optimalne rieSenie zahfna spotrebu celého kolaca na konci piateho obdobia,
takze ¢4 + €3+ €3+ c4 + -+ cg + €9 + c19 = 51, ktoré, po dosadeni z rovnice (4.11)

dostaneme:

— S1

- (1+ﬁ+ﬁ2+ﬁ3+...+ﬁ8+ﬁ9+ﬁ10)

— Bs1
(1+ﬁ+ﬁ2+ﬁ3+...+ﬁ8+ﬁ9+ﬁ10)

C1 (412)

]

a mozeme ziskat’ podobné vyrazy pre spotreby c3, ¢4, Cs5 atd’.
Je to analitycky resp. matematicky spdsob rieSenia tohto problému. Mdézeme ho vyriesit

pomocou aplikacie, ktoré su vytvorené programovacim algoritmusom ako riesitel’ v exceli.
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Vyriesili sme obidvoma sposobmi v Exceli a porovnali vysledky. Mo6zeme ich pozriet na

obrazku ¢.1. Vidime, Ze tie vysledky su pomerne rovné.

4.2 RieSenie problému optimalnej spotreby a Uspory
Jednou z prvych aplikacii dynamickej optimalizacie v ekondémii bol Ramseyov model
spotreby a Uspor (Blanchard a Fisher, 1989). Tento model zahriia obmedzenia spotrebitel’a,
jeho preferencii a ako tieto obmedzenia a preferencie spolo¢ne urcuji jeho rozhodnutie
0 spotrebe a Uspore v jednotlivych obdobiach.

Uvazujme a rieSme jednoduchu verziu tohto problému. Nasa tloha sa tyka dvanastich
obdobi, takze T = 12. Jedno obdobie v nasej ulohe predstavuje jeden mesiac. Spotrebitel
ziskava prijem y, a spotrebuje c; v obdobi t. Predpokladajme, Ze prijem spotrebitel’a y je
konstantny v kazdom obdobi. Respektive spotrebitel’ ma konstantntt mzdu. Urokova miera
zaraba na uspory, alebo platia za jeho poziciavanie je r a jeho subjektivny diskontny faktor
f. Urokova miera r adiskontny faktor p su konstantné. V takomto modele, Gloha
spotrebitel’a bude prijat’ ¢o najlepSie rozhodnutie o jeho spotrebe v jednotlivych obdobiach
za U€elom maximalizacie pritomnej hodnoty jeho prijmu a vzhladom na rozpoctové

ohranicenie. Takze m6Zeme pisat’ ulohu spotrebitel’a v tvare:

max:Y1_, U (c,) t=1,..,12 (4.13)

V naSom pripade bude riadiaca premenna interpretovana ako spotreba v kazdom
obdobi ¢, a stavova premenna (ako vo vécsine tiloh dynamickej optimalizacie) ako aktiva
a;, ktoré mame na zaciatku jednotlivych obdobi k dispozicii. Tieto aktiva dvoch obdobi

definujeme ako:

a, =Yyq (414)
a, =y, +(@y1—c))(A+71)

ktoré ak budeme riesit’ ako sustavu dvoch rovnic, moézeme prepisat’ do spominanej rovnice

priebehu:

a, =y, +(@a; —cy))(1+71) (4.15)
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a mozme ju prepisat’ aj do vSeobecnejsieho tvaru:

A1 = Yer1 + (@ —c)(1+71) (4.16)

V nasom pripade prijem spotrebitel’a y, je konStantny v kazdom obdobi t. Takze mozeme

pisat’ rovnicu (4.16) ako:
a1 =y+(@—c)(1+r) (4.17)

Rovnica (4.17) je rovnica priebehu aktiv naSej tlohy. Podla tejto rovnice mdzeme ziskat’

aktivum v kazdom obdobi.

a =y
a,=y+ (@, —c)A+r)
a; =y+(a;—c)(1+r)

a;; =y+(@ay—c0)(1+71)
a;; =y+ (@ —c11)(A+71)

Rovnica (4.17) ukazuje, ze spotrebitel’ za¢ina obdobie t s aktivami rovnymi a,. Spotrebuje
alebo sa zavdzuje kspotrebe (pravdepododbne umiestnenim prislusnej ciastky na
bezlroény ucet) mnozstva ¢, v obdobi t, na sporenie zostava (a; — c;) z majetku, ktorym
disponoval na zaciatku obdobia t. Zarobi na Urokoch v miere r za aspory pocas obdobia t,
ktoré mu budud v obdobi t + 1 tvorit’ majetok vyjadreny touto rovnicou.

Bellmanova rovnica pre nas problém vyzera:

J(ay) = max, : (U(Ct) + ﬁ](at+1)) (4.18)

Podmienka prvého radu pre maximalizaény problém v rovnici (4.18), ktora vyuziva

rovnicu priebehu premennej a, ked’ derivujeme podla c;, dostaneme:

U'(c) = BA + 1)) (ags1) (4.19)
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Vzhladom k tomu, tato podmienka musi platit’ pre vSetky hodnoty t, m6Zeme tiez pisat’:

U'(cr-1) = B(A +1)]'(ar) (4.20)
lebo funkéna forma uéelovej fukcie J nemenia v priebehu ¢asu, to isté plati aj pre J'.

Dalej napiSeme Benveniste-Scheinkmanovu podmienku pre problém s nekonednym

¢asovym horizontom, ako:

J'(ar) = B+ 1) (ars1) (4.21)
Kombinéaciou rovnic (4.19), (4.20) a (4.21) ziskame Eulerovu rovnicu spotreby:

U'(cp)

U (Ct+1) = ﬁ(1+r) (422)
Predpokladajme, ze U(c) = In(c). Potom, z rovnice (4.22), mame:
Cev1 =B+ 1), (4.23)

Dosadime rovnicu (4.23) pre na$ problém

c2 =B +71)cq
c3 =B +1)c, = (1 +1)%c,
c,=BA+1)cs =B3(1+1)3¢,

€10 =B +1)co = B2°(1+1)°¢4
c11 =B +1)cyo = (A + 1)
c12 =B +1)cyy = A+ 1)y

Riesenie tohto problému matematickym formulovanim bude naro¢na praca. Takze rieSme
tento problém pomocou pouzitia riesitel'a v Exceli.

Takze ucelova funkcia bude:
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T

max: z B 1U(cp) t=1,..,12

t=1

Respektive cielom tejto ulohy je maximalizovat’ uzito¢nosti spotrebitel'a. Predpokladali
sme diskontny faktor g = 0.85, irokova mieru r = 0.25 a konS$tantny prijem spotrebitel’a
Y = 800. Pociatocna hodnota spotreby c¢; = 700 v kazdom obdobi. Na obrazke ¢.2
mobzeme pozriet’ pociato¢né hodnoty, ktoré sme zadali. Potom na obrazke ¢.3 pozrieme

vysledok rieSenia nasej Gllohy, ktory vypocitané pomocou riesitel'a v exceli.
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Zaver

Cielom tejto prace je predstavit metdody dynamického programovania, ich vyuzitie
v ekonomickych modeloch a pracovat’ s jednoduch§im modelom a riesit’ optimalizacn
ulohu analyticky resp. Matematickym formulovanim a pomocou pouzitia rieSitela v
Exceli.

V teoretickej Casti sme Citatelovi priblizili princip uvaZovania pri dynamickom
programovani a rozobrali sme podrobne krok po kroku spdsob, ktorym funguje. Predstavili
sme pouzitie metéd S tloham s konecnym casovym horizontom, s nekone¢nym casovym
horizontom ako aj vramci neistoty. Pri tych ulohdch sme vyuzili zjednoduseni metodu
dynamického rozvrhnutia spotreby kola¢a. Pomocou jej aplikdcie sme sa na konci tejto
kapitoly dopracovali ku vzorcom, ktoré sluzia na vypocet optimalnych hodndét spotreby v
jednotlivych obdobiach.

V praktickej Casti sme naplnili ciel’ a to prepojit’ teoretické znalosti s praxou pomocou
aplikacie na konkrétnom pripade spotrebitel'a. Riesili sme dvé problémy, ktoré s: problem
optimalnej spotreby a Uspory a problém rozvrhnutia spotreby kolac¢a. SU zjavné, ze vyznamné
optimalizac¢ne tlohy s kone¢nym ¢asovym horizontom sa v praxi vyuziva najcastejsie. To je
dovod, prec¢o sme vybrali v tejto Casti prave tych tlohach.

Pri rieSeni prvej Glohy urcili sme si konkrétny pripad spotrebitel'a, ktory ma pociatocné
mnozstvo kolaca 100 a potrebuje najst’ optimalnu spotrebu v ramci desiatich obdobi. Zadany
sme mali aj diskontny faktor, ktorym svoju spotrebu v priebehu ¢asu znizuje. Na konci
desiateho obdobi mu teda ni¢ neostane. Postupnymi krokmi sme sa dostali ku konkrétnym
hodnotam spotreby vo vsetkych desiatich obdobiach, ktoré by boli pre tohto spotrebitel’a
optimalne pomocou riesitela v Exceli. Pri rieSeni druhej ulohy sme ur¢€ili, Ze spotrebitel’ ma
kons$tantny prijem v dvanastom obdobi a zarobi na drokoch v miere r za uspory pocas
obdobia t. Pre tento problém je rieSenie matematickym spdsobmi dost’ naro¢né lebo

vyriesili sme pomocou pouzitia riesitel'a v Exceli.
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Prilohy

v
Obrazka ¢.1
s e L w | sl x|« wlwlole|a
Obdobiet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Spotreba 1535341 1381378 1244055 1119605 10.07288 9.062307 8.156924 7.344298 6.612507 5.94669
Mnosstvo kolita 100 34.64653 70.83281 58.39226 47.13621 37.12333 23.05042 19.90349 125592 5.94669
Usitotnost za dané obdobie  2.731338 2.625667 1520962 241561 2.309847 2.20419 2098867 1.993924 1888963 1782835
Vypoditany diskontny faktor 1 09 08 0729 08561 059049 0531441 0478297 0430467 0.38742
Diskontovand ufitoinost 2731338 2.3631 041979 1760944 1515491 1301552 1115424 0.953688 0.813137 0.630707
Celd ufitotnost -
Obdobiet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Spotreba 153534 13.81806 1243625 1119263 10.07337 9.066029 8.153426 7.343433 6.609135 5.948221
Mnosstvo kolita 100 34.6466 70.82854 58.39229 47.13966 37.12629 23.06027 19.90084 1255736 5.948221
18] Usitotnost za dané obdobie  2.731337 2.625976 1520616 2415255 2.309895 2204534 2099174 1.993813 1888453 1783092
19 Vypoditany diskontny faktor 1 09 08 0729 08561 059049 0531441 0478297 0430467 0.38742
) Diskontovand ufitoinost  2.731337 2.363379 2041699 1760721 1515522 1301755 1115587 0953633 0.812917 0.630805
|
n Celd ufitotnost - | -l
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Obrazka ¢.2
E F 6 [ n [ 1 T o[ x ] it Im[wn]oler | ol r s
Obdobie t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 W 1 12Koniec
Spotreba M M0 0 70 M0 70 70 W0 700 70 70 700
Aktiva 800 525 108125 176563 150703 1825.879 207349 2534186 3280232 4025.25 4356513 6120766
Ulitofnost zadené obdobie  6.55108 655108 655108 655108 655108 655108 65108 655108 655108 655108 655108 655108
Vypoitan diskantny faktor 1 085 0725 051415 052006 0443705 037715 0320577 0272491 0231617 0.196874 0167343
Diskontovand ufitoénost  6.55108 5.568418 4733156 4.023182 3419705 2506749 2470737 2100126 L785107 L5I7%41 126974 1096273
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Obrazka ¢.3

Obdobiet 1 2 3 4 5 f 7 ] 9 0 1 12 Kaniec

Spotreba 6514304 692.1441 7354004 7813151 8305071 8803444 540.1405 993.4985 1035.023 1127.528 1200.384 1262411
Aktiva 800 985712 116696 1339.442 1497.658 1633.939 1741369 1801535 1810.046 1743.778 1570313 1262411 341t
Uiitoénost za dané obdobie 6473171 6539754 6.600423 6.660979 6722037 6.780881 6.846029 6.901233 6.961318 7.027783 7.090397 7.140718
Vypotitany diskontny faktor 1085 07225 0614125 0.522006 0443705 037715 0320577 0.272491 0.231617 0.196874 0.167343
Diskontovand ufitofnost 6478171 5558825 4768306 4090673 3508345 3008713 2581977 2212377 1896893 L627754 1395918 1194961

Celd ufitognost -




