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ABSTRAKT

MATIASOVIC, Rébert: Opakované hry, ich riesenie a aplikacné moznosti. — EKonomicka
univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarskej informatiky; Katedra operacného vyskumu
a ekonometrie FHI. — doc. Ing. Zuzana Ci¢kova, PhD. — Bratislava: FHI EU, 2017,
60 stran.

ZavereCna praca je zamerana na aplikacie réznych typov opakovanych hier s
poukdzanim na mozZnosti ich rieSenia. Praca je rozdelena do 4 kapitol. Obsahuje 2 tabul’ky,
7 grafov, 19 obrézkov a 6 priloh. Prva kapitola je venovana vyvoju tedrie hier, sa¢asnému
stavu, uvedené su niektoré typy hier, ako aj niektoré aplikécie tedrie hier v ekondmii.
V druhej kapitole je stanoveny ciel prace. V tretej kapitole si definované niektoré
zakladné pojmy, metodika na rieSenie kone¢nych a nekoneénych opakovanych hier v
normalnej aj rozvinutej forme. Dalej sa vedujeme softvérovému prostrediu Gambit a
Matlab, ktoré budeme vyuzivat' na rieSenie opakovanych hier v 4. kapitole. V zaverecnej
Stvrtej kapitole s uvedené konkrétne rieSenia niektorych opakovanych hier. Kone¢né
opakované hry st rieSené prostrednictvom programu Gambit a nekoneéné opakované hry
su rieSené v programe Matlab ako suboj dvoch raciondlnych hracov. Vysledky kone¢nych
opakovanych hier st zobrazené pomocou rozhodovacich stromov a nekone¢nych

opakovanych hier prostrednictvom grafov ziskanych priemernych hodnét.

KPucové slova:

Teoria hier, Védznova dilema, opakované hry.



ABSTRACT

MATIASOVIC, Rébert: lterated games, their solutions and application possibilities. —
University of Economics in Bratislava. Faculty of Economic Informatics; Department of
Operations Research and Econometrics. — doc. Ing. Zuzana Ci¢kova, PhD. — Bratislava:
FHI EU, 2017, 60 pages.

The final thesis is focused on the applications of different types of itereated games,
pointing to the possibilities of their solution. The thesis is divided into 4 chapters. It
contains 2 tables, 7 graphs, 19 pictures and 6 attachments. The first chapter is devoted to
the development of game theory, to the current state, to some types of games, and to the
applications of game theory in economics. In the second chapter, the goal is set. In the
third chapter some basic concepts are defined as well as the methodology for solving the
finite and infinite iterated games in normal and extensive form. Further we will focus on
software environment Gambit and Matlab, which will be used to resolve repeated games in
Chapter 4. The final fourth chapter lists specific solutions of some iterated games. The
finite iterated games are solved through the Gambit program and infinite iterated games are
solved in Matlab as a duel of two rational players. The results of the finite iterated games
are displayed using decision trees and infinite iterated games through graphs of the average

values obtained.

Key words:

Game theory, Prisoner’s dilemma, iterated games.
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Uvod

Tedria hier je vedna disciplina zaoberajica sa matematickymi modelmi konfliktov
a spoluprace medzi inteligentnymi raciondlnymi rozhodovatel'mi. Tedria hier sa aplikuje
hlavne v oblasti ekondmie, politoldgie a psychologie, ako aj v pocitacovej vede, biologii a
v logickych hrach, napr. poker, Sach, dama, atd’. P6vodne sa tedria hier zaoberala hrami s
tzv. nulovym suctom, kde zisk jedného hraca predstavuje stratu druhého hraca. Dnes sa
teoria hier uplatiuje v Sirokej $kale typov hier.

Teoria hier poskytuje explana¢ny a predikény ramec spravania sa jednotlivcov,
ktorych spravanie je racionalne. Snahou je podat’ vysvetlenie spravania sa zivych, ako aj
nezivych systémov (pocitace, IT a i.), ktorych spravanie vedie k dosiahnutiu ur€itych
vedomych alebo nevedomych cielov. Vzhl'adom na racionalne spravanie sa jedincov a
prediktivnost’ algoritmov, ktoré sa pouzivaju na rieSenie hier, poskytuje tak aj moznost’
predvidat’ vysledky hry, na zaklade uplnosti alebo neuplnosti informécii vstupujtcich do
rozhodovacieho procesu. Vdaka deskriptivnosti, ako aj normativnosti, tedria hier nachadza
uplatnenie vSade tam, kde je moZznost presne urcit’ pravdepodobnost’ a priradenie vahy
jednotlivym ¢initel'om rozhodovania.

V tejto préci sa zameriame na kone¢né a nekone¢né opakované hry, ktoré sd
zalozené na principe védznovej dilemy. Véznova dilema patri medzi najznamejsie a najviac
vyuzivand hru v teorii hier. Budeme vyuzivat' reprezentdciu hier na zaklade normalnej a
rozvinutej formy hry. Vysvetlime dominanciu stratégii, ktorl mozno pouzit’ na rieSenie
hry. Na rieSenie konkrétnych prikladov pouzijeme softvérové prostredie programov
Gambit a MatLab.

Struktira prace je nasledovna:

V prvej kapitole sa budeme zaoberat’ historiou tedrie hier. PopiSeme vyvoj teorie
hier. Zameriame sa na hru Viznova dilema a na mozZnosti vyuzitia tedrie hier v
ekonomickych prikladoch.

V druhej kapitole je uvedeny ciel’ prace. Ide o teoretické stanovenie ciel’a, ktory sa
pokusime dokazat’ a vyriesit’ v d’alSich Castiach prace.

V tretej kapitole je uvedena metodika prace, podl'a ktorej budeme postupovat’ pri

rieSeni prikladov pre kone¢né opakované hry a nekone¢né opakované hry. Tato kapitola



obsahuje aj popis softvérového prostredia programov Gambit a MatLab, bez ktorych by
rieSenie tloh bolo vzhl'adom na rozsah hry vel'mi t'azko realizovateI'né.

V zavere¢nej kapitole ,,Vysledky prace a diskusia® uvedieme najskoér riesenie pre
kone¢né opakované hry. RieSenie hry uvedieme pomocou vektorovych vzt'ahov. Pomocou
softvéru Gambit zakreslime rozhodovacie stromy, ktoré vyrieSime na zakladne spétnej
indukcie. Dalej sa budeme venovat nekoneénym opakovanym hram. Uvedieme §tyri
zadkladné stratégie spravania sa, ktoré sa pri nekone¢nych hrach pouzivaj, a nasledne
urobime simuléciu hry dvoch hracov, ktora bude mat’ 1000 opakovani, pricom vyuzijeme
softvér. Na zaver porovname vysledky priemernych hodnét v nekone¢nych opakovanych

hrach pri pouziti roznych stratégii rozhodovania.
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1 Sucasny stav rieSenej problematiky doma a v zahranici

Konflikt bol Ustrednou témou v celej historii I'udstva. Vznika, ked” sa dvaja alebo
viac jednotlivcov s ré6znymi hodnotami stretnU a snazia sa riadit’ pricbeh udalosti. Toto
spravanie jednotlivcov predstavuje sut’azenie, pretoze kazdy jednotlivec sa snazi ziskat pre

seba to najlepsie.

1.1 Vyvoj teorie hier

Uz v sedemnastom storo¢i, popredni matematici Christiaan Huygens (1629-1695) a
Gottfried W. Leibniz (1646-1716) navrhli vytvorenie discipliny, v ktorej by vyuzili
vedecké metody na stadium l'udského konfliktu a interakcie. V' priebehu devatnasteho
storo¢ia niekol’ko poprednych ekonémov vytvorilo jednoduché matematické modely na
analyzu konkrétnych prikladov konkuren¢nych situécii. Prvy vSeobecny matematicky
teorém v tejto oblasti bol preukazany matematikom Ernstom Zermelom (1871-1956) v
roku 1912. Tento teorém oznacil, Ze akdkol'vek kone¢na hra s dokonalymi informéaciami,
ako je tic-tac-toe, dama alebo Sach, ma optimalne rieSenie v Cistej stratégii. Hovori sa o
hre, kde hra¢i maju dokonalé informacie a v kazdej faze hry si je kazdy z hracov vedomy
vSetkych svojich poslednych tahov, ako aj tahov svojich stperov.

Skoré diskusie o prikladoch formul&cie a rieSenia hier dvoch hracov su zname dlho
pred vzostupom modernej matematickej teorie hier. Prva znama diskusia o teorii hier bola
spomenutd v liste, ktory vroku 1713 napisal Charles Waldegrave svojmu strykovi,
britskému diplomatovi Jamesovi Waldegravovi. V tomto liste Waldegrave poskytuje
rieSenie minimaxovej zmieSanej stratégie, ktorej cielom bolo rieSenie dvojclennej verzie

1

kartovej hry ,,le Her' “. Problém je teraz znamy ako Waldegraveov problém?.

! BELLHOUSE, D. R. FILLION, N. 2015. Le Her and Other Problems in Probability Discussed by
Bernoulli Montmort and Waldegrave [online]. Institute of Mathematical Statistics. ISSN: 10.1214/14-
STS469, 2015, vol. 30, no. 1 (platné k 20. 02. 2017)

2 Predpokladajme, Ze existuje N po&et hracov, ktori hraju proti sebe. Prvy dva hra¢i hraju medzi sebou. Vitaz
z tohto stboja hra s tretim hrd¢om. Porazeny kazdej hry kladie jednu jednotku do hrnca. Hra pokracuje
rovnakym spdsobom cez vSetkych hracov, kym jeden z hracov neporazi vSetkych ostatnych hracov.
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V diele z roku 1838 ,,Recherches sur les Principes mathématiques de la Théorie
des richesses“ (Researches into the Mathematical Principles of the Theory of Wealth®),
Augustin Cournot povazuje duupol za dvoj¢lenni hru a predstavuje rieSenie, ktorym je
obmedzena verzia Nashovej rovnovahy, a zaroven je prvym prikladom teoretickej hernej
analyzy. Matematik Emile Borel (1871-1956) sa zaoberal hrou 2 hrac¢ov v roku 1921 a
zaviedol pojem ako napriklad zmiesané alebo nahodné stratégie. John von Neumann
dokazal v roku 1928, ze kazdéa hra dvoch hrac¢ov s nulovym suctom, musi mat’ optimalnu
zmieSanu stratégiu. Jeho vysledok bol rozsireny o existenciu v rovnovaznej zmieSanej
stratégii pre hry s viacerymi hraémi. Zaklady sucasnej teorie hier boli polozené v roku
1944 zverejnenim monumentalneho zvazku ,, Tedria hier a ekonomické spravanie*
(Theory of Games and Economic Behavior®) autormi von Neumannom a ekonémom
Oskarom Morgensternom. Tato kniha definuje mnoho zéakladnych pojmov a problémov,
ktoré su pouzivané dodnes.

V roku 1950 John Nash dokazal, ze konetné hry maji vzdy rovnovazny
bod, pri ktorom vSetci hraci zvolia stratégie, ktoré su pre nich najlepSie pri danych
moznostiach svojich superov. Toto centradlne ponatie nekooperativnej tedrie hier sa stalo
zakladom pre analyzu tohto typu hier. V rokoch 1950 az 1960 bola aplikacia teorie hier
rozSirena na problematiku vojny a politiky. Okrem tychto oblasti teoria hier nasla
uplatnenie aj v socioldgii a psycholdgii a biologii. Tedria hier ziskala osobitnti pozornost’ v
roku 1994 udelenim ceny Svédskej risskej banky za ekonomické vedy, ktord ziskali John
Nash, John Harsanyi a Reinhard Selten. Medzi d’al$imi, ktori ziskali tato cenu za prinos
k teérii hier patri napriklad Mirrless a Vickrey (1996), Aumann a Schelling (2005),
Hurwity, Maskin a Myerson (2007), Sharpley (2012), Roth (2015)°.

V poslednych 20 rokoch tedria hier spdsobila revoliciu v ekonomike
priemyselnych organizacii a tiez ovplyvituje mnoho d’al$ich odvetvi, najma tedrie menove;j

politiky a medzinarodného obchodu. Jednym z najvacsich prinosov teodrie hier je skimanie

> COURNOT, A. 1838. Mathematical Principles of the Theory of the Wealth. London: Macmillan & CO.,
Ltd. (platné k 20.3.2017)

* NEUMANN, J. — MORGENSTERN, O. 2007. Theory of Games and Economic Behavior [online].
Princeston: Princeston University Press. 2007, 674s. ISBN 978-0-691-11993-9

> Cena Svédskej risskej banky za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda (platné k 14. 03. 2017) dostupné na:
http://dictionnaire.sensagent.leparisien.fryf CENA%20SVEDSKEJ%20RISSKEJ%20BANKY %20ZA%20EK
ONOMICKE%20VEDY %20NA%20PAMIATKU%20ALFREDA%20NOBELA/sk-sk/
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spravania firiem v konkurenénom prostredi. Ignorovanie rozhodnuti konkurenénych firiem
je aplikovateI'né len na konkuren¢ne dokonalych trhoch, kde jedna firma alebo spotrebitel’
nemaju ziadny vplyv na cely trh. Ale v mnohych pripadoch je tento predpoklad nespravny.
Mnoho viacsich priemyselnych firiem konkuruje niekol’kym mens$im firmam. Dominancia
moéze vzniknit' napriklad vybudovanim nového zavodu alebo zniZzenim cien. Tymto
dominujica firma méze ovplyvnit’ ostatné firmy a ich spravanie. Tento problém sa netyka
iba priemyslu. Niektoré krajiny moézu ulozit’ obchodné sankcie proti ostatnym krajindm v
snahe vyvinat' tlak na ochranenie trhov. Vlada moéze nastavit’ kratkodobé urokové sadzby,
ked’ je inflacia prili$ nizka. Tieto priklady st svojim sposobom rovnaké ako hry. Napriklad
ziadny futbalovy tréner neplanuje uskutocnit’ Utok bez prihliadnutia pravdepodobne;j
reakcie obrancov superovho timu. Nashov koncept (1950) ukazuje ako hry skoncia, ked’
hraci nespolupracuji alebo sa nechcti dohovorit’ medzi sebou (nekooperativny typ hry).

V tomto pripade “Nashova rovnovaha®"

nastava, ked’ ziadny hra¢ nemodze profitovat’ zo
zmeny rovnovaznej stratégie vzhl'adom na to, ze pozna stratégie ostatnych hracov.

Matematické zaklady teodrie hier boli hlavnym nastrojom pre modelovanie a
navrhovanie automatizovanych rozhodovacich procesov v interaktivnych prostrediach.
Vyskum v tychto aplikdcidch teoérie hier je témou poslednych konferencnych a
asopiseckych prispevkov’, ale zatial je stdle v pociatocnej faze. Automatizacia
strategickych rozhodnuti zvysuje potrebu, aby tieto aplikacie boli ucinnejsie a aby boli
odolné voci zneuzitiu. Tieto poziadavky tiez riesi teoria hier.

Pre rozhodovala je tedria hier matematickym néastrojom, ktory metodicky stanovuje
strategické volby pre StruktGrované a analyzované problémy. Proces formalne modeluje
situdciu ako hru, kde vyzaduje od rozhodovala vy¢islenie vyplat hraov a ich strategické
moznosti s cielom stanovit’ svoju efektivnu reakciu. Jedna sa o normativne aplikacie teorie
hier s cielom zlepsit’ strategické rozhodovanie.

V tedrii hier sa vicSinou uvazuje o jednokolovej hre. Hraci, ktorymi mézu byt
I'udia alebo organizacie, si vyberaji zo zoznamu dostupnych moznosti. Tieto vol'by sa
nazyvaju stratégie. Stratégia, ktor( si hrac¢i vybrali, ich povedie k vysledkom, ktoré

popisuju dosledky rozhodnuti. Predpokladame, ze hrac¢i maju svoje preferencie a chcl

® OSBOURNE, M. J. - RUBINSONSTEIN, A. 1994. A Course in Game Theory [online]. London: The MIT
Press. 1994, 353s. ISBN-13: 978-0262650403

" BINMORE, K. - VULKAN, N. 1999. Applying Game Theory to Automated Negotiation. New Brunswick:
Kluwer Academic Publishers. 1999. (platné k 26. 02. 2017)
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ziskat’ viac neZ ostatni. Cudia sa ¢asto zapajaju do prebichajicich vztahov, a tak isto aj
firmy denno-denne stt’azia proti sebe. V readlnom svete sa vSak stretavame s konfliktmi,
ktoré sa opakuju. Firmy, ktoré si konkuruju, sa stretavaju na trhu. V konkurenénom
procese sa firmy snazia pravidelne stanovit’ optimalnu cenu a vysku produkcie. Mozeme
uvazovat’ o tom, ze dlhodoby vzt'ah meni chovanie hracov.

Pre studium opakovanych konfliktnych situacii boli v tedrii hier vytvorené modely
opakovanych hier. Na rozdiel od klasickej hry, kde sa hraci stretnd a hraju hru iba
jedenkrat, v opakovanych hrach sa budu tieto rozhodovania opakovat. V opakovanych
hrach sa jednotlivé volby stratégii budi oznacovat’ pojmom akcia, a terminom stratégia sa
budl oznacovat’ postupnosti vSetkych akcii v ramci celej opakovanej hry. Pri opakovanych
hrach, hra¢ moze vykonavat’ rozhodovanie v danej faze v zavislosti od celej historie hry v
uz skorsich etapach. To znamend, ze hra¢ sa modze pokusit odmenit’ alebo potrestat’
ostatnych hracov. Hra¢ moze byt ochotny obetovat’ nieco zo svojej vyplaty v jednej etape s

cielom vytvorit’ renomé, ktoré vyuzije v d’al§ich etapach.

1.2 Niektoré typy hier

Predmetom S$tddia v oblasti tedrie hier je hra, ktord je formalnym modelom
interaktivnej rozhodovacej situacie. Tato situacia obvykle zahffia niekol’ko hra¢ov. Hra s
iba jednym hracom sa zvycajne vedie ku klasickym optimalizacnym uloham. Predmetom
skumania teorie hier st hry s viacerymi hra¢mi. Hra je charakterizovand hra¢mi, ich
preferenciami a informéaciami, strategickymi akciami, ktoré maju k dispozicii ako aj
informéaciami, ktoré moézu ovplyvnit’ vysledok.

Hry moézu byt opisané zrbéznych pohladov a urovni. Koali¢nd hra (alebo
kooperativna hra) je popis na vysokej Grovni, so zameranim iba na to, aké odmeny platieb
moze ziskat' kazda potencialna skupina alebo koalicia spolupracou jej ¢lenov. Ako priklad
mozno uviest’, ze hra¢i mozu byt ¢lenmi niektorej strany v parlamente. Kazda strana ma
roznu silu, ktora je zaloZena na pocte kresiel, ktoré st obsadené ¢lenmi tejto strany. Hra
teda opisuje, aké koalicie medzi stranami moézu tvorit’ va¢sinu. Kooperativna tedria hier
skima koali¢né hry, ktoré berti ohl'ad na relativne mnozstvo sily réznych hracov, alebo ako
by si mala koalicia rozdelit odmenu platieb medzi sebou. Najviac aplikacii najdeme v
situaciach, ktoré vznikli v politologii alebo medzinarodnych vzt'ahoch, kde pojmy ako sila

st velmi dolezité. Napriklad Nash navrhol rieSenie pre rozdelenie ziskov na zaklade
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dohody pri vyjednavani, ktord zavisi len od pomeru sil medzi vyjednavajucimi poziciami
oboch stran.

Na rozdiel od kooperativnej tedrie hier, nekooperativna teorie hier sa zaobera
analyzou strategickych rozhodnuti. Paradigma nekooperativnej tedrie hier st podrobnosti o
usporiadani a naCasovani vyberu stratégii hracov, ktoré st rozhodujiice pre uréenie
vysledku hry. Na rozdiel od Nashovho kooperativneho modelu, nekooperativny model
vyjednavania predpoklada specifické procesy, v ktorych je vopred rozhodnuté, ktory
Z hrac¢ov v danom ¢ase dostane moznost’ na predlozenie ponuky. Pojem "nekooperativny"
znamena, ze tento odbor tedrie hier explicitne modeluje rozhodovacie procesy hracov z ich
vlastného zaujmu. Kazdy z hracov sa snazi ziskat’ pre seba to najlepsie.

Tedria hier modeluje rdzne typy hier. Hlavnym predpokladom v mnohych
variantoch hier je, Ze hraci sa spravaju racionalne. Racionalny hra¢ je ten, kto vzdy zvoli
rozhodnutia, ktoré najviac preferuje a prinesi mu najvacsi vysledok vzhl'adom na stratégiu
protihraca. Predpoklady racionality mozu byt zmiernené a vysledné modely boli nedavno
pouzité na analyzu spravania. Vysledky boli zhrnuté v diele od autorov Plott a Smith
,, Prirucka experimentalnej ekonomiky *“ (Handbook of experimental economicss).

Uved’'me niekol’ko prikladov konkuren¢ného boja. Coca-Cola sa stretdva pri
konkurencii s firmou Pepsi (a hfstkou malych firiem) na trhu nealkoholickych napojov.
Anheuser-Busch superi so spolo¢nostou Miller a Coors a d’alsich mensich pivovarov, na
trhu s pivom. V Japonsku sutazi spolo¢nost’ Kajima proti Shimizu, Obayashi, Taisei, a
Kumagi Gumi (a mnozstvo inych stavitel'ov) v stavebnom priemysle. Konkurencia medzi
firmami moze mat’ vazny dopad na spravanie firiem. Znizenim ceny svojich produktov
bude Coca-Cola pritahovat’ nielen novych zakaznikov, ale taktiez bude preberat
niektorych povodnych zdkaznikov konkurencnej spolo¢nosti Pepsi. Ak spolocnost’ Pepsi
nie je ochotnd sa zmierit' so svojou stratou prijmov (nepravdepodobny scenar), bude
musiet’ ndjst’ rieSenie a reagovat’ na zniZenie cien spolo¢nosti Coca-Cola. V skutoc¢nosti,
bez ohl'adu na to, ¢o by spolocnost’ Pepsi mohla urobit’, jej reakcia na znizenie cien
spolo¢nosti Coca-Cola bude mat” vplyv na celkovy zisk spolo¢nosti. Analyzovanie a
predvidanie reakcii vSetkych svojich konkurentov tak zohréva pri rozhodovani velka

tlohu.

®PLOTT, CH. — SMITH, V. 2008. Handbook of Experimental Economics Results, Amsterdam: NORTH-
HOLLAND [online], ISBN 978-0-444-82642-8.
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Podl'a autora [22] dve spolo¢nosti (Coca-Cola aPepsi) sUperia v predavani
nealkoholickych vyrobkov. Obe firmy maju dve moZznosti:
e ponechat’ pdvodné ceny;

e znizit’ ceny.

Na obrazku ¢.1 je zndzornena hra, v ktorej superia dve spolo¢nosti, ktoré vyrabaju

nealkoholické napoje.

Pepsi
Coca-Cola \emenit znizit
. 4 6
nemenit
4 2
.. 2 3
znizit
6 3

Obrazok 1: Hra medzi spolocnostou Coca-Cola a Pepsi (zisk je uvedeny v miliénoch eur)

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit podl'a udajov od autorov [22]

ZniZenie cien zodpoveda tieZz novej reklamnej kampani, prildkaniu novych
zakaznikov, pripadne uvedenie nového vyrobku na trh. Predpokladajme, ze obe firmy
stcasne volia stratégiu predaja a tym sa rozhoduju, ¢i znizit' ceny svojich vyrobkov alebo
ponechat’ aktualne ceny. Vyska celkového zisku pri danej stratégii zobrazena je na obrazku
&.1. Cervené &islo v spodnej &asti kazdej bunky predstavuje vysku zisku pri danej stratégii
pre spolo¢nost’ Coca-Cola. Modré ¢islo v hornej Casti kazdej bunky zas predstavuje vysku
zisku pri danej zvolenej stratégii spolo¢nosti Pepsi. V pripade, ze sa spolo¢nost’ Coca-Cola
rozhodne znizit’ svoje ceny a spolo¢nost’ Pepsi na to nebude reagovat’ a ponecha pévodné
ceny, zisk pre spolo¢nost Coca-Cola bude predstavovat 6 miliénov eur, priCom zisk
spoloc¢nosti Pepsi bude iba 2 miliony. Otazkou teraz je, ako sa ma spravat kazda
spolo¢nost’, teda aku stratégiu pouzije. Z hry na obrdzku ¢.1 vyplyva, Ze Vv pripade, Ze
konkuren¢na spolo¢nost’ Pepsi nebude menit’ ceny svojich vyrobkov, pre spolo¢nost’ Coca-
Cola je vyhodné znizit' ceny vyrobkov, o zabezpeci zisk 6 milionov eur. ZniZenim cien
vyrobkov ziska Coca-Cola o 2 miliény eur viac, ako v pripade, keby ponechala pévodné
ceny. V pripade, ze spolocnost’ Pepsi tieto ceny vyrobkov znizi, spolo¢nost Coca-Cola

ponecha povodné ceny, zisk spolo¢nosti Pepsi bude 6 miliénov. Zisk spolo¢nosti Coca-
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Cola klesne zo 4 miliénov eur na 2 miliony eur. Aj v tomto pripade by bolo pre spolo¢nost’
Coca-Cola vyhodnejsie, keby tiez znizila ceny vsetkych vyrobkov, pricom strata by bola
len jeden milion eur.

Prave sme poukézali na to, Ze bez ohl'adu na stratégiu, ktord pouzije konkurenéna
spolo¢nost’, pre obe strany je najvyhodnejsie znizit’ cenu svojich vyrobkov. Z tohto dévodu
by sme mohli predpokladat, Ze spolo¢nost’ Coca-Cola bude vzdy volit’ stratégiu znizit
ceny vyrobkov. Analyzu, ktoru sme teraz urobili pre spolocnost’ Coca-Cola, mozeme
pouzit' aj z pohl'adu druhej spolo¢nosti. Vzhl'adom na to, ze sa jedna o symetricku hru,
malo by byt jasné, Ze spolo¢nost’ Pepsi by mala tiez znizit' svoje ceny vyrobkov bez
ohl'adu na to, aku stratégiu pouzije spolo¢nost’ Coca-Cola. V zavere moézeme povedat’, ze

obe spolocnosti by volili prvu stratégiu, t. j. znizenie cien vyrobkov.

1.3 Ekonomické Struktury a teoria hier

V tejto kapitole sa poktsime poukazat’ na hlavné ekonomické aplikéacie z oblasti
trhovych Struktar. Trhové Struktiry uréuju zakladnt charakteristiku trhu a majd vplyv na
to, ako trh funguje, ¢i su alebo nie st hraci na trhu schopni konkurencie, a ¢i maju aj vplyv
na cenu, alebo o tom, ¢i a ako st hra¢i na trhu organizovani. Existuj Styri zakladné trhové
Struktury:

o dokonala konkurencia,
e monopol,
e monopolisticka konkurencia,

e oligopol.

Urcujtice charakteristiky, podl'a ktorych budeme medzi nimi rozliSovat’, su:
e pocet firiem na trhu,
e homogenita vyrobku (diferenciacie),
e prekazky vstupu na trh,
e schopnost’ ovplyviiovat’ trhovd cenu,

e moznost necenovej konkurencie.

Dokonalu konkurenciu mozno podl'a [10] definovat’ takto:
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., Dokonale konkurencny trh sa vyznacuje tymito znakmi: na trhu existuje velky
pocet firiem; vyrabané vyrobky su homogénne; neexistuju bariéry vstupu do odvetvia;
jednotliva firma je cenovym prijemcom; dopyt po vyrobkoch jednotlivej firmy je dokonale
elasticky; na trhu existuje dokonald informovanost. *

Na rozdiel od dokonalej konkurencie, v pripade monopolu ide o jednu firmu, ktora
ovlada trh. Definicia monopolu znie: ,,Monopol, resp. cisty alebo prirodzeny monopol,
predstavuje trhovii Strukturu, v ktorej z urcitych dovodov jeden vyrobca produkuje cely
objem vyroby odvetvia, ateda uplne kontroluje ponuku urcitej komodity a ma vyrazny
vplyv na tvorbu ceny. Inymi slovami, vyrobca vytvara monopol, ak: je jedinym
dodavatelom homogénneho vyrobku na trhu; ktomuto vyrobku neexistuju ziadne
substitucné tovary, dostatocny pocet spotrebitelov prejavuje o vyrobok zaujem, inymi
slovami dopyt po vyrobku je postacujuci.

V pripade, ak sa na trhu stretne viac firiem, nejde uz o monopol, ale o oligopol.
Zé&kladnym oligopolom je duopol, kde st na trhu dve firmy. Podl'a Fendeka je definicia
oligopolu nasledovna: ,, Zdkladnou crtou trhovej Struktury oligopolu je blizsie
nespecifikovany pocet kupujucich, ale len maly pocet predavajucich. Nie je explicitne
definovana hornd hranica pripustného poctu predavajucich, aby trhova Struktura este
zodpovedala klasifikacii oligopolu. Klucovym problémom totiz nie je pocet predavajucich,
ale spdsob, akym navzajom komunikujd, ako reagujd na svoje individualne zamery a ako
spolocne riesia podmienky a atribity trhovej rovnovahy oligopolu. to znamend, ako riesia
otazky trhovej ceny svojich produktov, ako stanovuju celkovl ponuku odvetvia a ako sa
dohodnu na individualnej spoluucasti oligopolistov na kreovani celkovej ponuky oligopolu

v odvetvi na relevantnom #rhu. “

1.3.1 Cournotov model

Cournotov model patri medzi zakladné modely teorie hier. V roku 1838 ho odvodil
Antoine Augustin Cournot®. Jeho model sa snazi najst’ optimalne mnozstvo vyrobkov,
ktoré firmy buda ochotné dodavat’ na trh.
Predpoklady modelu podrla [20] su:

e natrhu vystupuja dve firmy, i € 1, 2;

® COURNOT, A. 1838. Mathematical Principles of the Theory of the Wealth. London: Macmillan & CO.,
Ltd. (platné k 20.3.2017)

18



e dopytova funkcia méa linearny tvar P(Q) = M — Q, kde Q je celkové mnozstvo
dodavané na trh (pre Q > M je P(Q) = 0);

e postavenie oboch firiem na trhu je rovnocenné a ich produkty si homogénne, t. j.
Q=01+03, kde g; oznacuje produkciu jednej firmy;

e hrani¢né naklady c su konstantné, t. j. ndkladova funkcia C; (g;) =cq, kde ¢ < M;

e vystup je 'ubovolne delitel'ny, priestor stratégii preto mozeme oznacit’ S; =[0, ©);

e firmy volia optimalne mnozstvo stcasne.

Prvym predpokladom trhu, ako to opisuje Cournot, je, Ze existuju dvaja hra¢i. Ak
tento predpoklad nie je splneny, potom je Struktura trhu popisana ako monopol (kde je iba
jeden hrag¢) alebo konkurenény trh (s vac¢S§im mnozZstvom hracov). Vyrobky, ktoré su
dodavané na trh, st homogénne, t. j. ze spotrebitel’ nerozliSuje medzi nimi. Ide o model,
v ktorom firmy medzi sebou nespolupracuju. Namiesto toho sa kazda firma snazi ziskat’ na

trhu ¢o najvacsie zisky.

1.3.2 Bertrandov model

Firmy mozu sutazit medzi sebou réznym spdsobom a na rb6znych drovniach.
Napriklad moézu sutazit na zaklade ich volby cien, mnozstva vyrobkov a kvality
vyrobkov. Zakladnd konkurencia sa tyka tvorby ceny. Bertrandov model skima
previazanost’ medzi rozhodnutiami superov, ktoré su zalozené na zéklade tvorby ceny.

Bertrandov model duopolu sa objavil ako kritika Cournotovho modelu, kde bolo
hlavnym nedostatkom, Ze Cournotov model zanedbava schopnost’ firiem stanovit’ cenu.
Prave stanovenie rovnovadznej ceny je cielom tohto modelu. Predpoklady modelu st

podobné, ako pri Cournotovom modely.

Predpoklady modelu podl'a [24] su:
e natrh vystupuju dve firmy, i € 1,2;
e dopytova funkcia po vyrobku firmy ije funkciou cien, ktori mézeme zapisat
nasledovne ¢i(pi, p;) = M — pi + bp;, kde b>0 a oznacuje, akou nahradou je vyrobok
firmy i za vyrobok spolo¢nosti j;

e hrani¢né néklady C su konSantné;
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e priestor stratégii je tvoreny moznymi cenami vyrobkov a mdézeme ho oznacit’ S
=[0, «0);

e firmy stanovuji optimalnu cenu stucasne.

Z pohladu Bertrandovho modelu sa firmy prvotne nezaujimaju o vystupny objem
produkcie a jeho nasledny predaj bez ohl'adu na cenu. Namiesto toho volia predajni cenu,
za ktori vyrobky budl predavat, apotom vyrobia pozadované mnozstvo vyrobkov.
Vychédza sa z predpokladu, Ze akykol'vek racionalny spotrebitel’ sa predovsetkym zaobera
cenou pri dokonale substituénych produktoch. Z tohto dévodu je v tomto modeli dblezita
premenna cena. Ak su ceny obidvoch firiem rovnaké, trh sa rovnomerne rozdeli medzi
tieto firmy. Ak jedna firma uctuje nizsiu cenu ako jej konkurent, potom bude dodavat’ na
cely trh svoje vyrobky. Na druhej strane, akonahle konkurent podhodnoti cenu druhej
firmy, tato firma nebude schopna uzatvarat' transakcie a nebude dosahovat’ zisk. Tento
mechanizmus je vzdy motivaciou, aby firma podhodnocovala cenu svojho konkurenta
a tym ovladla trh.

Cena bude preto neustale klesat’ az k bodu, kde firma uz nebude moct’ zvysit’ svoj
zisk znizenim ceny, ¢o nastane vtedy, ked’ sa margindlne ndklady MC rovnaju cene P. Ak
sa firma rozhodla znizit' cenu pod marginalne naklady MC, dosiahla by len stratu. Ak sa
spolo¢nost’ rozhodla zvysit’ cenu nad MC a jej konkurent preda vyrobky za cenu P = MC,
firma nebude moct’ ni¢ predat’ a tym nedosiahne Ziadny zisk. Z toho vyplyva, Ze situécia,
kedy obe firmy predavaju vyrobky za cenu P = MC, je Nashova rovnovaha, pretoze
stratégia oboch firiem je najlepSou reakciou na jeden druhého. (Bertrand, 1883, Nicholson

& Snyder, 2010)*°
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Obrazok 2: Nashova rovnovaha v Bertrandovom modeli

Zdroj: Nicholson, W., & Snyder, C. M. (2010). Intermediate microeconomics and its application. Mason, OH: South-

Western/Cengage Learning.

" NICHOLSON, W. - SNYDER, C. M. 2010. Intermediate microeconomics and its application. Mason, OH:
South-Western/Cengage Learning.
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2 Ciel’ prace

Cielom tejto prace je analyza aplikacie roznych typov opakovanych hier s

poukazanim na moznosti ich rieSenia. V praci sme si zvolili hlavny a parcialne ciele.

Hlavnym cielom prace je konkrétne rieSenie prikladov pre kone¢né a nekoneéné
opakované hry, o ktorych mézeme hovorit’ Ze ide o hru typu Viznova dilema. Hlavny ciel

zavereénej prace bude naplneny prostrednictvom splnenia parcialnych ciel'ov.

Po zoznameni sa so sti¢asnym stavom problematiky, ktorému sa venujeme v prvej
kapitole, m6Zeme pristupit’ k samotnym rieSeniam hier, ktorym je venovana tretia a Stvrta
kapitola. V tretej kapitole su definované niektoré zakladné pojmy, metodika a postupy pri
rieSeni opakovanych hier. Dalej je tu spomenuté programové prostredia Gambit a MatLab,

ktoré budeme vyuzivat na rieSenie opakovanych hier.

Stvrtad kapitola sa venuje vysledkom, ktoré pre konené opakované hry boli
zapisané pomocou vektorového zépisu a zobrazené aj prostrednicvom rozhodovacich
stromov, kde vyuzijeme spatnd indukciu. Pre nekone¢né opakované hry budt uvedené
rozne stratégie, z ktorych si hra¢i mozu vybrat. Tieto stratégie budu preklopené do
programovacieho jazyka v MatLab R2017a. Zaroven sa bude skimat aj vplyv kol na
celkové vysledky, ktoré ndm algoritmus vrati.
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3 Metodika prace a metody skumania

S dérazom na zrozumitel'nost’ v nasledovnej Casti uvedieme zakladné prvky, ktoré
sa V tedrii hier pouzivaji. Podl'a [9] mozno zakladné pojmy definovat’ nasledovne:
e hraci — Gcastnici rozhodovacej situacie (jedinci, podniky, politické strany);
e hra —konfliktna situacia medzi i¢astnikmi (hra¢mi) rozhodovace;j situacie;
e stratégia — konkrétna alternativa, ktort méze hra¢ zvolit’;
e priestor moznych stratégii — mnozina vSetkych dostupnych stratégii;
e optimalna stratégia — alternativa, ktora je pre hraca najvyhodnejsia;
e platba hraca — vysledok hry v zavislosti od zvolenych alternativ;
e inteligentny hra¢ — hraé¢, ktory ma dokonalé informécie a maximalizuje

svoju platbu.

3.1 Opakované hry

Jednokolova hra je hra, ktor( hraci hraju iba jeden raz. V redlnom svete sa vsak
vicsina hier hra v SirSom kontexte. Akcie danej situdcie mézu ovplyvnit’ nie len sticasnt
situéciu, ale mézu zmenit’ aj spravanie hra¢ov v buducich rozhodovaniach. Ked sa hrac
rozhoduje v danej situdcii, berie do tivahy aj dosledky svojich ¢inov v sucasnosti, ako aj
buduce moznosti. Napriklad firmy, ktoré si navzajom konkuruju, sa stretavaju na trhu
neustdle. To znamena, Ze si konkuruji viackrat, musia neustdle menit' ceny vyrobkov
a velkost’ produkcie. Cerpacie stanice sa dennodenne rozhoduju, aké predajné ceny na
pohonné hmoty mozu pouzit. Supermarkety sa rozhoduji nie len o cenach tovarov, ale tak
isto aj 0 tom, ¢o budu predavat’. Toto moze viest' k velkym poc¢tom rozhodovani sa, ktoré
sa mozu zdat' ako iraciondlne. Mdzeme teda predpokladat, Ze dlhodobé vztahy, mézu
zmenit’ spravanie hracov. Inak sa hraci spravaji v hre, ktora sa hra iba jeden raz. Inak sa
spravaju v hrach, ktoré sa opakujt, kde protihraci poznaja ich predchadzajlce spravanie.

Opakovana hra sa nazyva aj ako itera¢na hra. Opakovand hra je hran& opakovane v
priebehu jednotlivych ¢asovych obdobiach (obdobie 1, obdobie 2, obdobie 3, ..., T) s
rovnakymi hra€mi. Pocet obdobi T modze byt akékol'vek konecné kladné Eislo. Taktiez
pocet obdobi T moze byt aj nekonecno, ¢o predstavuje situdciu, v ktorej hraci v priebehu

Casu neustale komunikuju.

22



Podl'a autorov [4] uvazujme 0 nasledovnych definiciach a vztahoch (3.1.1 — 3.1.6).
Mame hru G s poctom N hracov. Hra G je jednokolova hra a hréa sa prave raz. Uvazujme
0 opakovani hry G. Na rozdiel od jednokolovej hry budeme volbu stratégic jednotlivych
hracov oznacovat’ pojmom akcia. Terminom stratégia budeme oznacovat’ celti postupnost’
zvolenych akcii v ramci celej opakovanej hry. Kazdy hra¢ i =1, 2, ... N ma kone¢ny
neprézdny priestor akcii, ktory budeme oznacovat’ A;. Ked'’Ze hra G je hrand opakovane vo
viacerych kolach, potom subor vsetkych jednokolovych hier G, je teda tiez hrou, ktora
nazyvame opakovana hra. Opakovanu hru budeme oznacovat’ G". Hra moze byt’ hrana pre

rozne ¢asové okamziky (t =0, 1, 2, ... T). Pokial je Cas:
® 7 < - hovorime o kone¢ne opakovanej hre;

® 7 = - hovorime o nekonéne opakovanej hre.

V opakovanej hre vychadzame z nasledujdcich predpokladov:

® kazdy hra¢ ma vo vsetkych svojich jednotlivych kolach hry rovnaky priestor akcii

A, a teda plati A" = A"

® zisky (vyplaty) hracov vo vSetkych kolach st rovnaké, v niektorych hrach mézu

byt’ v§ak diskontované;

® zisky (vyplaty) hraca zavisia iba od profile akcii sti€asnej hry bez ohl'adu na to,

ktoré kolo v poradi sa hrg;
® hradi sa rozhoduju a uskutoéiiuji svoje akcie pre konkrétnu hru stcéasne;

® kazdy z hracov pozna akcie, ktoré urobil jeho protihra¢ v predchadzajicich kolach.

Z prvych troch predpokladov je jasné, Ze prostredie pre opakovanu hru je
stacionarne, nemeni sa. Matica ziskov ma pre kazdé kolo rovnaky rozmer a obsahuje
rovnaké hodnoty. Z d’alsich dvoch predpokladov vyplyva, Ze jednotlivych kolach je vol'ba

stratégie jedného hraca podmienena vol'bou stratégie protihraca z minulych kol.
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Nech teda a;' € A; je akcia hry, ktora zvoli hrag i v obdobi t. Potom vektor a' = (a;',
a, as, .. , an) je profil akcii, ktoré st volené v ase t. Priestor profilov akcii je

karteziansky sa&in'® priestorov akcii vetkych hradov A a budeme ho oznadovat’ A.
Funkcia vyplat pre hraca i v itera¢nej hre je definovana ako:
u;(a) = u;(al,a? a3, ...,a") (3.1.1)

Platba hracov v koneénej opakovanej hre je stucet vyplat v ramci vSetkych etap. Pre
nekone¢nti opakovanu hru budeme brat’ vyplatu vyc¢islovat’ na Urovni priemeru vyplat v

ramci vSetkych etap, pretoze suma v tomto pripade moze byt nekonecna.

Vol'ba novej stratégie v sucasnej hre je podmienena volbou akcii predchddzajacich
hier. Tuto podmienenost’ vyjadrime pomocou historie, ktora predstavuje vSetky

predchadzajlce realizované profily akcii. Histdria v obdobi t je definovana ako:

ht = (a%al,a?, ...,at™ 1) (3.1.2)
pret=1,23,...,t—1

Inak povedané, histéria h' v ¢ase t predstavuje, aké stratégie (kombinacie
individudlnych akcii v jednokolovej hre) boli zvolené vo vsetkych predchadzajtcich
kolach. Pre vysvetlenie pojmu histdria, eSte moézeme dodat’:

e historia h° je prazdna mnozina;
e histéria h' obsahuje taktiez informécie o histériach h'*, h"2 h*3 ... ho;
e historia h' sa oznaGuje za kone&nu histériu v Case t, pri¢om v nekonetne

opakovanej hre ma konecna historia nekoneénu dizku (7 = ).

Ako priklad uved'me hru ,,Kamen, papier, noznice“. Predpokladajme, Ze tato hru

hrajii dvaja hraci. Hra¢ 1 v prvom kole zvolil noznice, v druhom kole papier. Hra¢ 2

! Karteziansky si¢in mnoziny A a mnoZiny B je mnoZina vietkych usporiadanych dvojic (a, b), kde prvky a
st prvy z mnoziny A, a prvky b st prvky z mnoziny B. Karteziansky si¢in mnozin A a B sa beZzne oznacuje
znakom A x . Formalne sa karteziansky suc¢in definuje vztahom Ax B ={(a,b) |a €A 21b €B}.
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v prvom kole zvolil kamen, v druhom kole zvolil noznice. Hra pokracuje tretim kolom.
Histéria h? preto bude mat’ nasledovné vyjadrenie:

h? = {(noZnice, kamet), (papier, papier)}

Dalej definujeme priestor histérie H', t.j. mnoZina vietkych moznych historii v
opakovanej hre. Priestor historie v obdobi t je ur¢eny ako karteziansky sucin priestor akcii

A pre jednotlivé kola opakovanej hry.
H=A)=A"xA?x A3 x..x A (3.1.3)
kde, A je zoznam stratégii, z ktorych si hra¢ moze vybrat’ v kazdej iteracii.

Napriklad v hre véziiova dilema je priestor historii v prvom kole (t = 0) nasledovny:

H! = {(spolupréca, spolupraca), (spolupraca, zrada), (zrada, spoluprica), (zrada, zrada)}

V druhom kole (t = 1) bude priestor histérii H?, o predstavuje A* x A> = 4 x 4 = 16

moznych historii h?.

H? = {(spoluprica, spoluprica), (spolupraca, spolupraca); (spoluprica, spoluprica),
(spolupraca, zrada); (spolupraca, spoluprica), (zrada, spolupraca);
(spolupraca, spolupraca), (zrada, zrada); (spolupraca, zrada), (spolupraca, spolupraca);
(spolupraca, zrada), (spolupraca, zrada); (spolupraca, zrada), (zrada, spolupraca);
(spolupraca, zrada), (zrada, zrada); (zrada, spolupraca), (spolupraca, spolupraca);
(zrada, spolupraca), (spolupraca, zrada); (zrada, spolupraca), (zrada spolupraca);
(zrada, spolupraca), (zrada, zrada); (zrada, zrada), (spolupraca, spolupraca);
(zrada, zrada), (spolupraca, zrada); (zrada, zrada), (zrada, spolupraca);

(zrada, zrada), (zrada, zrada)}.

Dalej sa budeme zaoberat’ stratégiami hracov v opakovanej hre. Priestor stratégii S;
je mnozina vSetkych stratégii Sj, pre ktoré sa moze rozhodnut’ hra¢ i v opakovanej hre.
Cisté stratégie pre hraca iv Opakovanej hre mozeme vyjadrit pomocou postupnosti

funkcii:
Sl(ht)T 9141 (314)
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Funkcia s; (h") prirad’uje akciu a' € Aj pre hra¢a i s histériou h' € H'. Hra¢
vyhodnoti vysledok ukonéenej hry vratane zvolenych stratégii ostatnych hra¢ov v obdobi t-
1 ana zéklade tychto informécii zvoli novi akciu pre buduce obdobie t. Prirodzene,
V zaCinajicom obdobi (teda vprvom kole hry), hra¢ nemd ziadne informacie
0 predchéadzajucich stratégiach ostatnych hracov, pretoze histéria akcii protihracov
Vv za¢inajicom obdobi je prazdna. Profil stratégii, pre ktoré sa hraci rozhodli, je uvedeny vo

vektore s' pre obdobie t:

st = (s1(h1), 55 (h?), s5(h%), ..., s, (A1) (3.1.5)

Poznamka: poznamenajme, Ze dolnym indexom oznacujeme hrdaca a hornym indexom

poradie hry.

Stratégie hraca i v opakovanej hre mézeme vyjadrit’ ako (T+1)-zlozkovy vektor:
s;i = (si(hY), 5;(h?), s;(h®), ..., s;(hT)) (3.1.6)

Analyzujme spravanie sa hrd€ov pocas hrania opakovanej hry. Na zaciatku hry
V pociato¢nom nultom obdobi neexistuje ziadna historia, teda nulta histdria je prazdna
mnozina, t. j. h’ = g. Kazdy hrac si zvoli svoju akciu pre pociatocné nulté kolo a’. Po
uskuto¢neni pociatoéného nultého kola sa vytvori historia pre prvé obdobie t = 1, ktorQ
zapisujeme h' = (a°). Vietkym hradom su tieto informécie poskytnuté, a preto volia svoje
stratégie pre d’alsie kolo sj (h'). Po odohrani d’alsieho kola je historia opit’ aktualizovana,
t.j. zlacenim profilu akcii prvého kola a historie, ktora bola platné pre prvé kolo, vznikne
histéria h%. Této histéria je poskytnutd vietkym hra¢om, aby mohli zvolit' svoje d’alsie
stratégie na zéklade predchadzajucom spravani protihraCov. Hra takymto spOosobom

pokracuje aj pre d’alSie kol4 hry.

3.2 Reprezentacia hier

Rozne typy hier mozno matematicky formalizovat’. Kazda hra obsahuje subor hracov,
ktori hru hrajt, subor stratégii, ktoré si mézu hraci zvolit’, a Z ohodnotenia tahov pre kazdu

kombinaciu stratégii. Hra m6ze byt reprezentovana a vyjadrena v nasledovnych formach:
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e normalna (strategickd) forma;
e rozvinuta forma;
e forma charakteristickej funkcie;

e forma rozdel'ujucej funkcie.

V nekooperativnych hrach, kde hra¢i nemézu medzi sebou navzajom spolupracovat’, sa
vyuziva rozvinutd alebo normalna forma reprezentacie hry. Kooperativne hry su ¢asto

reprezentované charakteristickou funkciou.

3.2.1 Norméalna forma hry

Strategicka forma, ktora sa taktiez nazyva aj ako normalne forma, je zakladnym
typom hry v nekooperativnej tedrie hier. Hra v strategickej forme uvadza stratégie kazdého
hraca a vysledky, ktoré je mozné dosiahnut kazdou moznou kombinaciou stratégii.
Vysledok hry je reprezentovany samostatnym prinosom pre kazdého hraca, ktory sa
oznacuje aj ako uzito¢nost. Uzito¢nost’ vyjadruje, ako velmi dosiahnuté vysledky

uspokoja hréca.

Definicia 1:
., Hra N-hracov je v tvare G = (Sy, Sy, ... SN; Uz, Uy, ... UN), kde pre kazdé i € N = {1, 2, ...,
N}, Si je subor vSetkych stratégii, ktoré su dostupné pre hrdaca i, a Ui - S1 X S X ... X Sp 2 R

je Neumann-Morgensternova funkcia uzitocnosti i-teho hraca. “ (Yildiz, 2012)

Poznamenajme, ze uZito¢nost hraca nezavisi iba od jeho zvolenej stratégie, ale aj
od stratégii, ktoré zvolili jeho protihra¢i. Okrem toho, U; je Neumann-Morgestenova
funkcia uzito¢nosti, kde hra¢ i sa snazi maximalizovat’ oCakavani hodnotu uzito¢nosti U
(ocakévané hodnoty su vypocitané vzhl'adom na osobné preferencie hraca). Mozeme teda
tvrdit, Ze hrac sa sprava racionalne, ak sa snazi maximalizovat’ o¢akdvant hodnotu u;.

Predpokladame, ze pocet hracov je N = {1, 2, ... N}, potom subor stratégii
dostupnych pre kazdého hraca ije S; akazdy hra¢ isa snazi maximalizovat svoju

oc¢akavanu hodnotu uzito¢nosti na zéklade svojich preferencii.
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V pripade, ak pocet hracov N = {1, 2}, mozeme vyjadrit’ hru v normalnej forme

pomocou bimatice'*:

Obrézok 3: Bimatica vyplat

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

V tomto pripade hra¢ 1 ma dve stratégie, ,,4 “ alebo ,, B, hra¢ 2 ma stratégie ,,a“ a
,b“. Vkazdom casti bimatice, prvd hodnota predstavuje vyplatu pre hraca 1, druha
hodnota vyplatu pre hraca 2 (napr. u; (A, @) =0, uz (A, a) = 2).

Existuje niekol’ko pravidiel, ktoré¢ m6zu byt’ pouzité na vytvorenie tzv. “spravnej*
hry typu vdzinova dilema. V nasledujicej matice vyplat, sme premenovali odmeny kazdého
hréca, s ciel'om urcit’ podmienky potrebné pre navrhnutie hry vézinova dilema. V tradi¢nej

hre védznova dilema mame podmienkulg:
A >B > C > D (v absolttnom vyjadreni) (3.2.1)

Tabulka 1: Podmienky tvorby matice typu Viznova dilema

Hrac 2
Spolupraca Zrada
Hra¢ 1 | Spolupraca B, B D, A
Zrada A D CC

12 Zlu&enie dvoch matic A a B'.
3 Game Theory I1: Prisoner’s Dilemma (http://policonomics.com/Ip-game-theory2-prisoners-dilemma)
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3.2.2 Rozvinuta forma hry

Na ziskanie rieSenia hry moézeme pouzit' aj rozsiahlej$iu formu hry, ktora sa
obvykle nazyva strom hry. Strom hry je podrobnejsi ako strategicka forma hry. Pri strome
hry ide o kompletny opis toho, ako sa hra hr& v priebehu ¢asu. Strom hry zahfia poradie, v
ktorom hraci vykonavaji rozhodnutia, informéacie o predchadzajucich tahoch protihracov,
ktoré maji hraci v Case, ked’ sa rozhoduju a Cas, za ktory je hra vyriesena. Kazdy uzol
(vrchol) predstavuje bod, v ktorom sa hra¢ rozhoduje. Hraci si zvy¢ajne oznaceni ¢islom
pri kazdom uzle. Ciary, ktoré smerujii od uzla smerom nadol, predstavuju mozné stratégie,
ktoré si dany hrac¢ i moéze zvolit. Vyplaty (odmeny) hracov st reprezentované hodnotou na

konci poslednych ciar.

Definicia 2:
,,Strom je mnozina uzlov a orientované hrany spdajajuce tieto uzly tak, Ze:
e pre kazdy uzol je priradena najviac jedna vstupna hrana;
o pre lubovolné dva uzly je priradena jedinecna cesta, ktora spdja tieto uzly.*

(Yildiz, 2012)

Predstavme si vetvy, ktoré vychadzaju z kmena stromu. Uvedieme si zopar

prikladov, kde na obrézku ¢.4 je zobrazeny strom, ale na obrazku ¢.5 a ¢.6 nie je.

Obréazok 4.

Zdroj: YILDIZ, M.: 14.12 Economic Applications of Game Theory (http://web.mit.edu/14.12/www/02F _lecture3-
602.pdf, platné k 12. 04. 2017)

Obrazok 5.

Zdroj: YILDIZ, M.: 14.12 Economic Applications of Game Theory (http://web.mit.edu/14.12/www/02F _lecture3-
602.pdf, platné k 12. 04. 2017)
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Na obrazku ¢&.5. nie je zobrazeny strom, pretoze bod A mdzeme dosiahnut’ dvomi

alternativnymi cestami (cez bod B a bod C).

B

Obrazok 6.

Zdroj: YILDIZ, M.: 14.12 Economic Applications of Game Theory (http://web.mit.edu/14.12/www/02F _lecture3-
602.pdf, platné k 12. 04. 2017)

Na obrazku ¢.6 nie je zobrazeny strom, pretoZze body A a B nie st spojené s bodmi C a D.

Definicia 3:
,Hra sa sklada zo suboru hracov, stromu, priradeniu kazdého uzla stromu (s vynimkou

koncovych uzlov) Kk Ardacovi a vyplat pre kazdého hraca na kazdom koncovom uzli.
(Yildiz, 2012)

V predchadzajucej hre znézornenej na obrazku 3 st dvaja hra¢i. Danti hru
prevedieme do rozvinutej formy hry, t. j. znazornime rozhodovaci strom. Zacina hrac 1,
ktory ma moznosti ,,4“ a ,,B“. Hra€ 2 pozna tah hraca 1 a vyberd si medzi tahmi ,,a“ a
,b*“. Ak uvazujeme, ze prvy hrac si vyberie ,,B“ a druhy hrad¢ zvoli moznost’ ,, 4 “, potom

platba hraca 1 bude 4 a platba hraca 2 bude 1.

(0] 1 4 3
2 1 1 2

Obrazok 7: Rozhodovaci strom

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Pomocou rozvinutej formy hry sa daji opisat’ aj hry so simultinnym pohybom a
hry s netuplnymi informéciami. V takychto pripadoch pouzijeme bodkovanu ¢iaru, ktora
spaja uzly na znazornenie, ze sa jedna o rovnaky subor informacii (t. j. hraci nevedia, v
ktorom bode sa nachadzaju) alebo je okolo takychto uzlov nakreslena uzavreta Ciara.
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Obrézok 8: Hra s netplnymi informéciami

Zdroj: YILDIZ, M.: 14.12 Economic Applications of Game Theory (http://web.mit.edu/14.12/\www/02F _lecture3-
602.pdf, platné k 12. 04. 2017)

Hra v rozvinutej forme mo6zu byt analyzovana priamo, alebo ju méZeme previest
do zodpovedajucej strategickej formy. Na analyzu rozvinutej formy hry sa pouZiva spétna
indukcia, ktora riesi problém od konca za uc¢elom zistenia optimalneho sledu akcii. V teorii

hier sa tento princip vyuZiva na vypo&et rovnovah podhier.**

3.3 Dominancia

Vzhl'adom k tomu, ze povazujeme vsetkych hra¢ov za racionalnych, svoje stratégie
vyberaju podl'a lepSieho vysledku. V krajnom pripade, hra¢ mdéze mat’ dve stratégie A a B.
Ak akakol'vek platba pri stratégii A je lepsia ako platby stratégie B (vzhl'adom na vsetky
stratégie protihraca), potom modzeme povedat, Ze stratégia A dominuje stratégii B.
Racionédlny hra¢ nikdy nebude vyberat stratégiu, ktora je dominovana ostatnymi

stratégiami. Niektoré hry mozeme priamo riesit’ vylu¢enim dominovanych stratégii.

PouZijeme oznacenie S.; na ozna¢enie zoznamu stratégii, ktoré st hrané protihra¢mi

S_1 = (51,52, «»Si—1)Sit1s =1 Sp) (3.3.1)

Definicia 4:
. Stratégia si silno dominuje stratégif s;, vtedy a len vtedy ak plati: “ (Yildiz, 2012)

Uu; (S;,S_i) > U (Si,S_i),v S_; € S—i (332)

" AUMANN, R. J. 1995. Backward induction and common knowledge of rationality. In Games and
Economic Behavior. ISSN 0899-8256, 1995, vol. 8, no. 1, p. 6 — 19 [platné k 24. 04. 2017]
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To znamena, ze bez ohl'adu na to, aku stratégiu zvoli protihra¢, zvolenie stratégie
si je silno lepsie ako stratégia s; pre hraa i. V takomto pripade, ak hrad isa sprava

racionalne, nikdy nebude volit’ stratégiu s;, ktora je silno dominovana.
ZmieSana stratégia g; dominuje stratégii s; podobnym spdsobom:

0 (si)u; (Si1,5-;) + 0;(si2)u; (Siz,5-;) + -+ + 0; (S ) w; (Sik, S=1) (3.3.3)
> u; (Si,S_l'),V S_; € S—i

Racionalny hra¢ inikdy nebude volit' stratégiu, ktora je dominovana cCistou alebo

zmieSanou stratégiou, a prindsa mu mensiu vyplatni hodnotu.

Definicia 5:
. Stratégia s; slabo dominuje stratégif s;, vtedy a len vtedy ak plati: (Yildiz, 2012)

u; (sf,5-;) = u; (s;,5-1),Vs_; €S_; (3.3.4)
alebo
u; (57,520 > w; (54,5-) (3.3.5)
pre niektoré s_; € S_;.“

To znamena, ze bez ohladu na to, aku stratégiu zvoli protihrag, zvolenie stratégie
s je aspori tak dobré ako stratégia si, a zarovefi niektoré zlozky stratégie s; su lepsie ako
stratégia s;. V pripade, Ze hra¢ sa sprava racionalne, moze zvolit’ stratégiu S; len vtedy, ak
sa domnieva, Ze sa lepSie moZnosti neobjavia.

Dominované stratégie budeme ilustrovat’ na hre typu véznova dilema. Viznova
dilema je hra v strategickej forme medzi dvomi hra¢mi (vézhami). Kazdy z vézinov ma dve
stratégie: spolupracovat’ s policiou alebo zradit. Oznaéme si tieto stratégie pre prvého
vézna ako spolupracovat’ = C, zradit' = D. Rovnakym spésobom mo6Zeme oznacit’ stratégie

aj pre druhého hraca, spolupracovat’ = c, zradit’ = d.
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D,

Obrazok 9: Hra viziiova dilema

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Obrézok ¢.9 predstavuje bimaticu platieb dvoch hra¢ov v hre viziova dilema. Hraé¢
1 vybera svoje stratégie po riadkoch (C alebo D), zaroven hra¢ 2 vybera svoje stratégie po
stipcoch (c alebo d). Kombinacia stratégii (C, c) prinesie kazdému z hradov vyplatu vo
vyske 2 roky vo vézeni, a kombinacia stratégii (D, d) prinesie kazdému z hrac¢ov po 1 roku.
Keby sa hra¢ 1 rozhodne spolupracovat’, a zaroven hra¢ dva by zradil, prvy hra¢ by ziskal
0 rokov a bol by prepusteny, a druhy hra¢ by dostal 3 roky vo vézeni. Obdobna situacia by

bola, keby hra¢ jedna zradi, a hra¢ dva spolupracuje.

3.4 Softvéer

Realizaciu konkrétnych vypocétov budeme realizovat’ pouzitim vhodného sofvéru. Na
rieSenie kone¢nych opakovanych hier bude pouzity softvér Gambit, ana vypocet

nekoneénych opakovanych hier softvér MatLab.

3.4.1 Gambit®®

Gambit je open-source nastroj pre vypocty v teérii hier. Pomocou nastroja Gambit
mdzeme vytvarat, analyzovat a skumat modely hier. Pomocou grafického rozhrania
Gambit mozeme ziskat' predstavu o jednoduchych hrach alebo nastrojoch prikazoveho
riadku a Python API pre skriptovanie, ktoré podporuju vyskumy a praktické aplikacie na
svetovej Urovne. Gambit grafické pouzivatel'ské rozhranie poskytuje "integrované
vyvojové prostredie”, ktoré pomaha vizualne konstruovat hry a skamat’ ich hlavné

strategické vlastnosti. Grafické rozhranie je do znacnej miery urcené na interaktivnu

> Gambit - dostupné na internetovej stranke http://gte.csc.liv.ac.uk/index/ (platné k 14. 03. 2017)
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vystavbu a analyzu malych az strednych hier. Grafické rozhranie je idedlne pre Studentov,

ktori sa uéia o zdkladoch teorie hier.

3.4.2 MatLab®®

MatLab (z angl. “matrix laboratory”) je numerické vypoctové prostredie a Stvrta
generacia programovacieho jazyka. Je postaveny na zaklade jazyka Fortran. MATLAB
umoziuje manipuldciu s maticami, vykresl'ovanie funkcii a dat, implementaciu algoritmov,
vytvaranie pouzivatel'skych rozhrani a prepojenie s programami napisanymi v inych
jazykoch. MatLab je vyuzivany na rdzne inzinierske vypocty, algoritmy a modelovanie,
tvorbu simulacii, analyzovanie dat, atd’. DalSou moznost'ou vyuZitia MatLabu je praca
s grafmi. Matlab umoznuje vykreslenie 2D a 3D grafov, ako aj rdzne iné povrchove grafy
¢i farebné mapy.

Vyuzitie MatLabu a vysledky rieSenia nekone¢nych opakovanych hier su opisané v

Casti 4.2, kde bude pouzity vol'ne dostupny zdrojovy kod, ktory si pre naSe ucely upravime.

16 MatLab, verzia R2017a - dostupné na internetovej stranke https://uk.mathworks.com/products/matlab.html
(platné k 17. 03. 2017)
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4 Vysledky prace

Ako sme uz spomenuli v prvej kapitole, védcSina firiem sa nachadza na
konkurenénom trhu. V nasledujtcej Casti si zobrazime stperenie firiem Coca-Cola a Pepsi.
Budeme uvazovat’ s touto maticou platieb (obr. 10) priCom budeme konecnu opakovanu
hru. Pre rozsiahlost’ prikladu, budeme uvazovat’ iba o troch obdobiach, v ktorych sa hra

bude odohravat’.

Pepsi

Coca-Cola \uemenit znizit
4 6

nemenit

Znizit

0 3

Obrazok 10: Hra medzi spolocnostou Coca-Cola a Pepsi (zisk je uvedeny v milionoch eur)

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit podl'a udajov od autorov [22]

4.1 Konecné opakovane hry

Pre konecné opakované hry je stanoveny presny pocet obdobi T < oo, ktory je
znamy vSetkym ucastnikom hry. Ked'Ze je pocet obdobi dopredu zndmy vSetkym hracom,
v poslednom kole méze dojst’ k zmene chovania hraCov. VSeobecne bolo dokédzané, ze
hraci zvycajne spolupracuju az do okamihu, kedy sa hra blizi ku koncu. Potom hraci
spoluprécu prerusia, lebo uz im nehrozi Ziadny trest za zradu od ostatnych hracov.

Dalej budeme pokradovat’ s bimaticami vyplat, ktoré spinaji predpoklad (3.2.1)
a mozeme teda hovorit’ o hre typu Viaziova dilema.

Viacnasobna rozhodovacia situacia je opisana z hladiska stratégii, ktoré su
dostupné pre rozhodovala, t. j. vtomto pripade pre kazda spolo¢nost’ (znizit' cenu alebo
ponechat’ podvodné ceny). Hodnota ziskov pre jednotlivé spolo¢nosti je uréena ako funkcia
vSetkych stratégii (hodnoty ziskov st zobrazené na obrazku ¢.10). Pred prvym kolom

rozhodovania maji obe spolo¢nosti na vyber z dvoch moznosti. Kombinacie vSetkych
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moznosti stratégii, ktoré mozu nastat’, méZeme zapisat’ ako priestor akcii pre prvé obdobie
(t=0) nasledovne:
Hl — AO

H! = {(zniZit, znizit), (zniZit, nemenit), (nemenit, znizit’), (nemenit, nemenit)}

Predpokladajme, ze v prvom obdobi, obe firmy ponechajd pévodné ceny vyrobkov. Preto
stratégie jednotlivych hracov zapiSeme nasledovne:
s; = (nemenit)

s, = (nemenit)

Funkcia platieb pre jednotlivé spolo¢nosti po prvom kole je nasledovna:
u (@) = uy(4)
uy(a) = uy(4)

Po prvom kole je teda jasné, ktoré stratégie pouzili jednotlivé spolo¢nosti. Preto v druhom
kole mdézeme zapisat historiu stratégii. Priestor akcii H? pre druhé kolo bude pozostavat’ zo
16 moznych historii, ktoré moézu nastat. VSetky moznosti, ktoré moézu nastat’ v druhom

kole st zobrazené nizsie:

H? = A%xA?

H? = {(znizit, znizit), (znizit, zniZit); (znizit, znizit), (znizit, nemenit);
(znizit, znizit), (nemenit, znizit); (znizit, znizit), (nemenit, nemenit);
(znizit, nemenit), (znizit, znizit); (znizit, nemenit), (zniZit, nemenit);

(znizit, nemenit), (nemenit, znizit); (znizit, nemenit), (nemenit, nemenit);
(nemenit, znizit), (znizit, znizit); (nemenit, znizit), (zniZit, nemenit);
(nemenit, znizit), (nemenit, znizit); (nemenit, znizit), (nemenit, nemenit)
(nemenit, nemenit), (znizit, znizit); (nemenit, nemenit), (znizit, nemenit);

(nemenit, nemenit), (nemenit, znizit'); (nemenit, nemenit), (nemenit, nemenit)}.

Ked’ze vieme, Ze spolo¢nosti v prvom kole zvolili stratégiu nemenit’ svoje ceny
vyrobkov, histéria h' bude nasledovna:

h! = (nemenit, nemenit)
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V d’alsom kole maji obe spolo¢nosti k dispozicii rovnaké stratégie ako v prvom
kole. Avsak v tomto kole uz poznaju spravanie svojho stupera z predchadzajuceho kola.
V pripade, Ze by spolo¢nost’ Coca-Cola sa rozhodla znizit' ceny svojich vyrobkov, lebo
o¢akava, ze spolo¢nost’ Pepsi nebude menit’ svoju stratégiu z prvého kola, jej zisk bude 6

miliénov eur. Funkcia stratégii bude potom nasledovna:

51 = ((nemenit), (znizit))

s, = ((nemenit), (nemenit)

Platba hra¢ov po druhom kole je nasledovna:
ui(a) = u1(4,6)
uy(a) = uy(4,2)

Hra teraz pokraduje d’alsim kolom. V tretom kole bude priestor akcii H®

pozostavat’ zo 64 moznych pripadov.

H3 = A% x A x A?

Pre rozsiahlost’ zapisu je tento zapis prilozeny v prilohe 1.

Po druhom kole vieme, Ze spolo¢nost’ Coca-Cola sa rozhodla svoje ceny vyrobkov
znizit. Na toho rozhodnutie spolo¢nosti Coca-Cola bude reagovat’ druhd spolo¢nost’ tiez
znizenim cien svojich vyrobkov a tym jej opét’ konkurovat’. Historia stratégii po druhom
kole je nasledovna:

h? = ((nemenit, nemenit), (zniZit, nemenit))

Ked’ze spolocnost’ Pepsi nechce stratit’ svojich zdkaznikov, rozhodne sa znizit’ tiez
ceny svojich vyrobkov. Spolo¢nost’ Coca-Cola ziskala po minulom rozhodnuti znizit’ svoje
ceny zisk vacsi o 2 milidny eur. Preto toto rozhodnutie nebude menit’ a v d’alSom kole bude

volit’ opét’ stratégiu nizkych cien. Stratégie po tretom kole st nasledovné:

s = ((nemenit), (znizit), (znizit))
s, = ((nemenit), (nemenit), (znizit))
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Rozhodnutie spolo¢nosti Pepsi znizit’ ceny vyrokov zvysi svoj zisk, a zaroven znizi
zisk konkuren¢nej spolo¢nosti Coca-Cola. Hra po trefom kole kon¢i a histdria po
poslednom kole je nasledovna:

h? = ((nemenit, nemenit), (znizit, nemenit), (znizit, znizit))

V kone¢nych opakovanych hrach sa hodnota platieb ziskana za vsSetky kola
vyjadruje ako ich sucet.
uy(a) = u1(4,6,3)
uz(@) = uz(4,2,3)

Spolo¢nost’ Coca-Cola po troch kol&ch ziska 13 milionov eur, a spolo¢nost’ Pepsi

iba 9 miliénov eur.

V nasledujucej Casti si zobrazime th istu situdciu, ale prostrednictvom normalnej
a rozvinutej formy hry. Normalna forma hra sa zobrazuje pomocou matice platieb. Matica

platieb pre prvé kolo je nasledovna:

Obrézok 11: Matica platieb pre 1. kolo hry

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Na obrazku ¢. 11 mézeme vidiet' hodnoty platieb, aké mozu ziskat’ jednotlivé
spolo¢nosti, ked” sa rozhodnu pre stratégiu 1 — nemenit’ ceny, alebo pre stratégiu 2 — znizit’

ceny.

Rozvinuta forma hry sa zobrazuje prostrednictvom rozhodovacieho stromu, kde su

ukdzané jednotlivé moZnosti, ako sa hra moze hrat’.
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Obrazok 12: Rozhodovaci strom pre 1. kolo hry

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Na obrdzku ¢.12 su zobrazené stratégie pre prvého hraca, modrou farbou st
zobrazené stratégie pre druhého hrac¢a. Bodkované Ciary predstavuju neinformovanost’ hry.
To znamena, ze druhy hrac¢ nevie, ako sa rozhodol jeho protihrac.

Pokial by sa hra hrala iba pre jedno kolo, Nashova rovnovaha by bola v bode
znizit-znizit'. Pre normalnu formu hry je Nashova rovnovaha zobrazend na obrazku ¢.11

ziskana pomocou pozitia dominantnych stratégii.

e 2
] 6

2 b 3 3

Obrazok 13: Pouzitie dominancie na ziskanie Nashovej rovnovahy pre 1. kolo hry

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Pre rozvinutl formu hry ziskame Nashovu rovnovahu uz hned’ po prvej eliminacii

dominantnych stratégii.

g\ znizit

11 = & 5>
znizit L

2?\ znizit
B

Obrazok 14: Nashovej rovnovahy prostrednictvom rozhodovacieho stromu

[ %]
(2]

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit
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Predstavme si, ze tato hra sa bude hrat vdvoch kolach. Ako sme

uviedli predchéadzajicom priklade, priestor akcii H? pozostava zo 16 moznosti hry.
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Obrézok 15: Vystup z programu Gambit pre dvojkolova hru

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Zapis stratégii:
e A-BC znamena, prvy hra¢ voli v prvom kroku stratégiu A (1 — nemenit’ alebo 2 —
znizit'), v druhom kroku voli stratégiu B, ak druhy hra¢ zvolil stratégiu 1 v prvom

kroku, inak voli stratégiu C, ak druhy hra¢ zvolil stratégiu 2.

Poznamenajme, Ze v dvojkolovej hre vdziova dilema, stratégia v druhom kole
vychddza z historie predchadzajucich rozhodnuti. Predpokladajme, Ze hra¢ 2 bude
spolupracovat’ v prvom kole, potom bude spolupracovat’ aj v druhom kole, ak hrac 1 tiez

spolupracoval. Ak hra¢ 1 zradil v prvom kole, tak aj hra¢ 2 zradi v druhom kole.

Hru si zobrazime v rozvinutej forme pomocou rozhodovacieho stromu, kde su
zobrazené vSetky mozné kombindcie stratégie, ktoré mozu v tejto dvojkolovej hre nastat’.

Na konci stromu su zobrazene vysledné hodnoty platieb.

Vieme, Ze jednokolova hra ma rieSenie v bode znizZit-zniZit. V tomto pripade sa hra
hrd na dve kolad. V poslednom kole ma pre hraca stratégia znizit hodnotu 3. Opacéna
stratégia nemenit’ ma hodnotu 4. Ked'ze sa zaoberame poslednym kolom v dvojkolovej

hre, hra¢ teraz moéze druhého hraca podviest, lebo mu nehrozi ziadny trest za jeho
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rozhodnutie. Preto zvolenie druhej stratégie je teraz vyhodné. Vysledkom hry teda bude
rovnaky bod ako v jednokolovej hre (podvod-podvod).
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Obrazok 16: Rozhodovaci strom pre dvojkolovd hru

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Pri pouzZiti dominantnych stratégii, moZeme konStatovat, ze prvy hra¢ nikdy
nepouzije stratégiu ,,nemenit* v druhom kole. Eliminaciou tejto strategie ziskame

nasledovnu formu rozhodovacieho stromu:
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Obrézok 17: Rozhodovaci strom pre dvojkolovd hru po 1. eliminécii

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit

Ked’ sa na rozhodovaci strom po 1. eliminacii dominovanych stratégii pozrieme
znova, vidime, Ze, vo vSetkych pripadoch pre druhého hraca, pokial’ by volil stratégiu

(¢

,,nemenit’*, hodnota platby by bola rovna nule. Preto sa druhy hra¢ rozhodne nevolit’ tuto

266

stratégiu a v kazdom kole bude volit stratégiu ,,zniZir'“, ktora mu v troch pripadoch moze
priniest’ kladni hodnotu platieb. AvSak pre prvého hraca, volbou stratégie ,, znizit'™, Si
prilepsi v kazdom pripade o0 1 jednotku bez ohl'adu na to, aka stratégiu zvoli druht hrac.
Preto sa prvy hra¢ rozhodne, Ze bude volit iba stratégiu ,,znizit'“. Rozhodovaci strom po

tomto rozhodnuti vyzera nasledovne:
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Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit
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Obrazok 18: Rozhodovaci strom pre dvojkolovi hru po 3. eliminécii

n

Po 3.eliminacii dominantnych stratégii mozeme vidiet, Ze Nashova rovnovéha je

v jedinou bode, ktory predstavuje v oboch kolach volit’ stratégie ,, zniZit-znizit . Tento bod

prinesie pre oboch hracov rovnaké hodnoty platieb, a to vo vyske 2 jednotky.
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4.2 Nekonecné opakované hry

V pripade nekone¢ného ¢asového horizontu modelujeme konfliktnti situaciu, kde
hréa¢i nevedia, v ktorom kole sa hra skon¢i. V nekone¢nych opakovanych hrach je pocet
opakovani T = . Toto je jasny priklad toho, ako prebieha obvykla situécia na trhu. Firmy
nepocitaju s tym, Ze by sa mala hra v niektorom kroku ukoncit. Nakol’ko v tychto hrach
nie je presne stanovené posledné kolo hry, v ktorom by mohli obaja hraéi zradit’ svojho
stpera, hra¢i sa snazia spolupracovat’ pod hrozbou, Ze by ich protihra¢ v pripade zrady
potrestal. Je tak potrebné ohodnotit’ vyplaty hraca. VSeobecne sa predpoklada, ze kazdy
hra¢ chce maximalizovat’ vazeny sucet vSetkych svojich platieb. Dolezita Glohu tu zohrava
diskontny faktor &.

Podl'a [27] sa casto predpoklada, Ze vaha vSetkych platieb tvori geometrickt
postupnost’: pre pevne zadané § € (0, 1). Pre kazdé obdobie t hra¢ i ziska hodnotu platby

u;', potom mdzeme vietky jeho platby zhrnat' ako:

i (4.2.1)
z Stuf

t=0
Vztah pre vypocet kone¢nych a nekoneénych diskontovanych suctov platieb je takyto:

_gme (422)

t —
Zd 5

pre vSetky T, =

V roku 1981 Robert Axelrod a spolo¢nost RAND kontaktovali teoretikov teorie
hier a poprosili ich o0 zostavenie roznorodych stratégii, ktoré boli pouzité v turnaji
zaloZzeného na hre typu viznova dilema. Kazda stratégia sutazila s kazdou v hre, ktora
mala 200 opakovani. Typ opakované hry nazdvame tieZ turnajom.

Na skumanie spravania sa v opakovanych hrach sa vyuzivaju turnaje. Rozlisuju sa
dva typy turnajov:

e v prvom type turnaja su pouzité rézne stratégie. Hraci su postaveni proti
sebe a hru hraju systémom kazdy s kazdym. Hra ma vopred uréeny pocet

kol. Vitazom sa stava hrac, ktory ziska najlepsi pocet bodov.
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e v druhom type turnaja, ktory sa oznacuje aj ako tzv. ekologicka evolucia, je
princip hry opacny. Pri tychto typoch turnajov zacina kazdy z hracov s istou
pociatocnou populaciou. Po odohrati sibojov systémom kazdy s kazdym sa
vylaci pocet hracov, ktori dosiahli minimalne skore. Vyradeni hraci st
nahradeni vitaznymi hra¢mi z druhej skupiny. V tomto type turnajov sa

poukazuje na to, ze vyuzivanie zakernych stratégii moze byt nevyhodné.

Namiesto jedného rovnovaznej stratégie pre nekonec¢né opakované hry existuje
velky pocet potencialnych rovnovaznych stratégii. Uvedieme si iba najcastejSie pouzivané
stratégie pre hru Véizinova dilema:

e stratégia ,,vzdy spolupracovat™,
e stratégia ,,vzdy zradit™,
e stratégia ,, Tit-for-Tat* (oko za oko),

e stratégia,,Grim“.

4.2.1 Funkcie v MatLabe

Na vypocet asimuldciu nasledovnych prikladov sme pouZili programovacie
prostredie v softvéri Matlab, v ktorom sme pouZili dostupny zdrojovy koéd na vypocet
opakovanej hry Viziiova dilema uvedeny v kniznej publikacii ,,Tedria hier v
komunikacnych sietach: kooperativne rieSenie interaktivnych scendrov sieti” (Game
theory in communication networks : cooperative resolution of interactive networking
scenarios).!” Tento kéd sme modifikovali pre udely nasej prace a vytvorili sme cyklus
opakovani, ktory pozostaval z 1000 opakovani kol. Cely zdrojovy kdd je uvedeny v prilohe
2 tejto préace a pozostava z nasledovnych funkcii:

e Funkciar
- nasledovnd funkcia zabezpecuje pocet opakovani hry. Délezitym parametrom
Vv tejto funkcii je diskontny faktor, ktory urcuje, pre kol'’ko obdobi sa hra bude

opakovat’.

Y ANTONIOU, J. - PITSILLIDES, A. 2013. Game theory in communication networks : cooperative
resolution of interactive networking scenarios [online]. Abingdon: CRC Press Taylor & Francis Group,
2013. p123 -148. ISBN 13: 978-1-4398-4810-4
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o VSTUPNE PARAMETRE — vstupnym parametrom je pravdepodobnost’
m = 0.99654, Ze hra bude pokracovat’ d’alsim kolom.

o VYSTUPNE PARAMETRE — vystupnym parametrom je pocet kol.

e Funkcia hra
- funkcia hra zabezpeCuje aké stratégic budu pouzité v priebehu hry. V tejto
funkecii st zapisané nasledovné stratégie: vzdy spolupracovat’, vzdy zradit’, Tit-
for-Tat, metdéda GRIM anahodne volené stratégic. Pre druhého hraca je
V kazdom pozorovani nastavena ndhodna vol'ba stratégii.
o VSTUPNE PARAMETRE — vstupnymi parametrami su hraci, ktori sa
zGCastnia hry a ich stratégie.
o VYSTUPNE PARAMETRE — vystupnym parametrom je typ stratégie
hry, ktora sa bude hrat’.

e Funkcia opakovanahra
- tato funkcia tiez pozostava zo vstupnych a vystupnych parametrov

o VSTUPNE PARAMETRE — vstupnymi datami pre nasledovnt funkciu je
pocet opakovani r, stratégia prvého hraca plstrat, stratégia druhého hraca
p2strat, a payoff tabul'ka.

o VYSTUPNE PARAMETRE — vystupnymi datami je vektor stratégii X
prvého hraca, vektor stratégii Y druhého hraca, vysledné celkové skore
prvého hraca a vysledné celkové skore druhého hraca za vSetky opakovania.

e na zaver je pouzity cyklus, ktory nam zabezpeci 1000 opakovani.

Teraz si ukdzeme principy vysSie spomenutych stratégii na jednoduchom priklade, kde

matica platieb ma nasledovny tvar:

Hrac 2
Hrac 1 “\spolupr. zrada
3] s
spolupr.
POt 3 0
0 1
zrada | _
] |

Obrazok 19: Payoff tabulka pre nekonecné opakované hry

Zdroj: vlastné spracovanie v programe Gambit
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4.2.2 Stratégia ,,vidy spolupracovat

Tato stratégia sa oznaCuje aj ako ,,holubia stratégia®“. Pri pouziti tejto stratégie,
prvy hra¢ voli prva stratégiu ,,spolupracovat*, bez ohl'adu na to, aka stratégiu pouzil jeho
protihrac, teda druhy hra¢ voli stratégiu ndhodne. Prvy hra¢ sa bude spravat’ nasledovne

podla vopred zvoleného vzt'ahu:

s;(hY) = "spoluprdca" (4.2.2.1)
pre vsetkyt=0,1,2,.., T

Priemerna hodnota platieb prvého hraca je zobrazena na grafe ¢.1:
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Graf 1: Priemerné hodnoty hraca 1 v stratégii ,,vzdy spolupracovat’™

Ako mdzeme z grafu vidiet’, pri nizSom pocte kol, hodnoty platieb sa pohybuju
vintervale <0;3>. Pri zvySovani poltu opakovani sa priemerné hodnoty pohybujd
s mensim rozptylom okolo priemeru, ktory nadobuda hodnotu 1,4934 jednotiek. Keby hrac¢
vzdy iba spolupracoval, tak by priemerne dostal skoro 1,5 jednotiek. Co by pre neho

samotného bolo celkom vyhodné.

Na grafe ¢.2 sU zobrazené priemerné hodnoty druhého hraca, ktory voli svoje

stratégie nahodne, nezavisle od spravania sa prvého hraca.
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Graf 2: Priemerné hodnoty hraca 2 v stratégii ,,vzdy spolupracovat’™
Priemerné hodnoty platieb pre druhého hraca sa pohybuji okolo priemeru
s hodnotou 4,0044 jednotiek. V porovnani s prvym hrac¢om, druhy hra¢ by ziskal o 2,5
jednotky viac. V tomto pripade by druhy hra¢ nepristipil na tato stratégiu, lebo ma stale

motivéciu, ze pri zrade by obaja mohli ziskat’ mene;.

r6¢€

4.2.3 Stratégia ,,vzdy zradit

Tato stratégie ja oznaCovana aj ako ,jastrabia stratégia“. V porovnani od
predchadzajice;j stratégie, kde prvy hrac volil vzdy stratégiu spolupracovat, v tejto stratégii
prvy hrac voli opacnu stratégiu, t. j. vzdy zradit, bez ohl'adu na to, aka stratégiu pouZzije

jeho protihra¢. Vol'by stratégie prvého hraca st vyjadrené nasledujicim vztahom:

s;(hY) = "zradit" (4.2.3.1)
pre vsetkyt=0,1,2,..., T

V tomto pripade priemerné hodnoty oboch z hracov sa zmenili. Prvy hra¢ nadobuda

vysSie priemerné hodnoty ako v predchadzajucom priklade.
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Graf 3: Priemerné hodnoty hraca 1 v stratégii ,, vzdy zradit

Priemerné hodnoty prvého hraca sa pohybuju okolo priemeru s hodnotou 3,0048
jednotiek. Oproti predchadzajucemu prikladu sa hodnota prvého hraca zvysila priblizne o
2,5 jednotiek.

Hodnota druhého hraca sa znizila na priemer 0,4988 jednotiek, ¢o predstavuje
radikélne zniZenie oproti prvému prikladu. Preto pre druhého hraca nie je prijatelné, aby

hral takato hru. Vysledky priemernych hodnét druhého hraca st zobrazené na grafe €. 4.
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Graf 4: Priemerné hodnoty hrdaca 2 v stratégii ,,vzdy zradit
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4.2.4 Stratégia ,, Tit-for-Tat“

Tento princip rieSenia vdznovej dilemy vyuZziva metodu ,,0ko za oko*. To znamena,
ze pokial’ v prvom kole prvy hra¢ zvolil stratégiu ,,spolupracovat* a druhy hra¢ zvolil
stratégiu ,,zradit*, nasledne prvy hra¢ mu to vrati aVv druhom kole pouzije stratégiu
»zradit*. Takymto rovhakym spdsobom sa bude celd hra odohravat’ d’alej. Tento princip
nabada hra¢a na podvadzanie, pokial aj jeho protihra¢i podvadzali v predchédzajucom kole,
pripadne k spolupréci, ak jeho protihraci spolupracovali v predchadzajucom kole. Vol'ba stratégie

prvého hraca je teda dana vztahom:

5;(h®) = "spolupréca" (4.2.4.1)
"spolupraca" gk a]’flz "spolupraca",j =i (4.2.4.2)

si(h) =

"zrada" inak

Na nasledovnom grafe €. 5 s zobrazené ziskané priemerné hodnoty prvého hraca

pocas opakovani hier s roznymi poctami kol.
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Graf 5: Priemerné hodnoty hraca 1 v stratégii ,, Tit-for-Tat

Rozptyl hodn6t je pri nizkom pocte opakovani v intervale <1,7; 2,7>. Pri vy$§om
pocte opakovani sa rozptyl znizuje a dosahuje hodnotu priemeru, ktory je 2,2445 jednotiek.
Druhy hra¢ v metode ,, Tit-for-Tat* ziskal priblizne rovnaké hodnoty, ako prvy hrac. Toto
je spdsobené tym, ze prvy hra¢ opakoval volbu stratégie protihraca v predoslom kole.

Preto priemerné hodnoty druhého hraca pri vy$Som pocte opakovani su iba o trochu vécsie
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ako hodnoty prvého hraca.

Priemer druhého hraca je 2,2837 jednotick. Hodnoty druhého

hraca su zobrazené na grafe €. 6.
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Graf 6: Priemerné hodnoty hraca 2 v stratégii ,, Tit-for-Tat

4.2.5 Stratégia ,,Grim*

Tato metoda je Specificka. Nabada prvého hraca volit' stratégiu ,,spolupraca‘

v prvom kole adalej spolupracovat’ pokial’ jeho protihra¢i v predchadzajucom kole

spolupracovali. Akonahle protihra¢ voli stratégiu ,,zrada“, od toho momentu prvy hraé¢ az

do konca hry voli iba stratégiu ,,zrada“. Tato metoda postihuje nie len zradu protihraca, ale

aj zradu hraca samotného. Vol'ba stratégie prvého hraca je urcend vztahom:

s;(h®) = "spolupréica" (4.2.5.1)
"spolupraca” ak af="spolupraca",
Si(hO) — pret = 0,1,2,...,t—1 (4.2.5.2)
"zrada" inak

Na grafe ¢. 7 vidiet, ze priemerné hodnoty prvého hra¢a sa pohybuju okolo

priemeru 2,9580 jednotiek, pricom priemerné hodnoty pre druhého hraca st iba okolo

0,6139 jednotiek.
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Graf 7: Priemerné hodnoty hracov v stratégii ,, GRIM **

Ako moézeme z grafu vidiet, pri nizkom pocte kol hry su hodnoty vyplat skoro
rovnaké. Avsak po prvej zrade druhého hraca, sa prvy hra¢ rozhodne nespolupracovat’.

Cim sa opit’ stratégie zacne podobat’ predchadzajiicej stratégii ,vzdy zradit*.

4.2.6 Zhrnutie

V predchadzajucej casti sme si zobrazili vysledky Styroch pristupov rieSenia
nekonecnych opakovanych hrier. Teraz si zhrnieme vsetky vysledky, ktoré sme doteraz
ziskali. Pridame aj priemerné hodnoty hier, pri ktorych druhy hra¢ nebude volit’ ndhodné
stratégie, ale bude sa spravat’ rovnako ako prvy hra¢. Priemerné ziskané hodnoty su

uvedené v nasledujucej tabul’ke:
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Tabulka 2: Priemerné hodnoty ziskané v hrach

Hracé 1 Hrac 2
Pouzitda metioda Priemerné hodnoty Pouzitda metoda Priemerné hodnoty
Vzdy spolupracovat’ 1,4934 Néahodne stratégie 4,0044
Vzdy zradit 3,0048 Néahodne stratégie 0.4988
Tit-for-Tat 2,2445 Nahodné stratégie 2,2837
GRIM 2,9580 Nahodné stratégie 0,6139
Vzdy spolupracovat’ 3,0000 Vzdy spolupracovat’ 3,0000
Vzdy spolupracovat’ 5,0000 Vzdy zradit’ 0,0000
Vzdy zradit’ 0,0000 Vzdy spolupracovat’ 3,0000
Vzdy zradit 1,0000 Vzdy zradit 1,0000

V pripade prvého typu turnaja, bolo by pre hra¢a vyhodné pouzivat® stratégiu “Vzdy
spolupracovat”, za predpokladu, Ze protihrd¢i vyberaji stratégie ndhodne. Tymto
spésobom by si hra¢ zabezpecil najlepSie skore. AvSak v redlnych turnajoch kazdy
z hracov voli moznost, ako vyberat’ stratégie. Na druhej strane, ak by sa hraci zacastnili
druhého typu turnaja, je pre nich délezité ziskat’ o najvyssie skore a tym si zabezpecit, Ze
mozu pokracovat’ v hre d’alej. V tomto pripade by bolo vyhodné pouzivat’ stratégiu “Vzdy
zradit”, za predpokladu, ze protihraci volia stratégie nahodne. 'V realnych turnajoch hraci
nemaju vedomost’ o tom, aku stratégiu budt pouzivat’ protihradi. Existuji tieZ turnaje,
ktoré predpokladaji, Ze pri komunikdcii moéZu nastat’ chyby, napriklad nespravne
pochopenie zdmeru protihraca. Pri takomto turnaji ma kazdy hra¢ v kazdom t'ahu iba ista
pravdepodobnost, Ze vie predchadzajici tah stpera. MoZe sa dokonca stat’, Ze hra¢ to
pochopi Uplne opacne, t.j protihra¢ spolupracoval, ale hra¢ si mysli, ze zradil. V tychto

turnajoch sa ukazuju zaujimavé vyhody a nevyhody strategii.

V druhej cCasti tabulky mame priemerné hodnoty za predpokladu, ze druhy hrac
nevyberd stratégie ndhodne, ale sprava sa rovnako, ako prvy hra¢. Pokial’ by obaja hraci
volili stratégiu “Vzdy spolupracovat™, priemerna hodnota by bola rovnaka, ako platba v
jednokolovej hre. Pri pouziti stratégie “Tit-for-Tat“ obomi hra¢mi je rozhodujtce, aku
stratégiu pouziji v prvom kole. Ak by obaja pouzili stratégiu “spolupracovat™, potom by

az do konca hry stale spolupracovali, ¢o predstavuje rovnaku situdciu ako v pripade, ak

53




obaja hraci pouziju stratégiu “Vzdy spolupracovat”. Ak by v prvom kole obaja hraci
pouziju stratégiu “zradit”, do konca hry by volili iba zradu, t. j. rovnaka situdcia ako v
pripade, ak obaja volia stratégiu “Vzdy zradit”. Tretim pripadom je pouzitie stratégie “Tit-
for-Tat“. Ak prvy hra¢ pouzije v prvom kole stratégiu “spolupracovat” a druhy hra¢ zvoli
opaénu stratégiu “zradit”, potom platba pre prvého hraca bude 5 jednotiek, pre druhého
hraca 0 jednotiek. Avsak v druhom kole by prvy hrac volil stratégiu “zradit”, pretoze tito
stratégiu pouzil v predchadzajucom kole druhy hra¢. Rovnakym spdsobom by sa spraval aj
druhy hrac¢ a preto by volil stratégiu “spolupracovat”. Platby hra¢ov by boli teraz opa¢né.
Prvy hra¢ by ziskal 0 jednotiek, druhy hra¢ by ziskal 5 jednotiek. platby hra¢ov by sa do
konca hry striedali. Priemerné hodnoty pri parnom pocte opakovani by sa rovnali hodnote

2,5 jednotiek.

Pri klasickych turnajoch sa uk&zala ako najlep$ia metoda v opakovanych hrach
stratégia “Tit-for-Tat” (oko za oko). Ostatné metddy, ktoré zatial neboli v turnajoch
pouzité sa mdzu prejavit' ako ucinnejsie. Rozdiely v priemernych hodnotach pri pouziti

metddy “Tit-for-Tat” su minimalne, a tym hrac¢i maja vacsiu pravdepodobnost’ na vyhru.
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Zaver

Tato praca sa zaoberala opakovanymi hrami, ich rieSeniami a aplikacnymi
moznostami vV ekonomickych situacidch. Ciel'om prace bolo poukazat’ na sposob rieSenia
opakovanych hier, ktoré sa delia na kone¢né a nekone¢né opakované hry. Po zhrnuti
dosiahnutych vysledkov je mozné povedat, Ze ciel zaverecnej prace, ktory bol definovany
v druhej kapitole, bol dosiahnuty v prvom rozsahu.

Osobitna pozornost’ sa v tejto praci venovala opakovanym hram, ktoré st zalozené
na principe Véziovej dilemy. Po ziskani z&kladnych vedomosti o opakovanych hrach sme
si pripravili bimatice platieb, ktoré spinaji zakladny predpoklad Viziovej dilemy.

Opakované hry sa ¢lenia na hry s kone¢nym poctom opakovani a s nekone€nym
poctom opakovani. Jednotlivé typy hier sme rieSili prostrednictvom softvérového
prostredia Gambit a Matlab.

Kone¢né opakované hry boli rieSené pomocou vektorového zapisu, kde sme
zapisovali priestor akcii, historiu a pouzité stratégie. Jednotlivé akcie vytvarali hraci s
uplnymi informéaciami, t. j poznali predchadzajuce tahy protihraéov. Nasledne sme na
vypocet koneénych opakovanych hier pouzili program Gambit, v ktorom sme zobrazili
rozhodovacie stromy opakovanej hry, ktord sa odohravala v dvoch kolach. Pomocou
spatnej indukcie sme ziskali rovnovahy jednotlivych podhier a tak sme ziskali sled akcii,
ktoré hraci uskuto¢nili. Potvrdili sme, ze v hre typu Viziova dilema je jedina Nashova
rovnovaha a to v bode, kde obaja hra¢i pouzij stratégiu “zradit’”. Jednotlivé eliminacie
dominantnych stratégii su zobrazené na obrdzkoch ¢. 16 — 18.

Pri nekone¢nych opakovanych hrach boli definované Styri mozné stratégie, ako sa
mohli hraci rozhodovat’. Hra¢i mali na vyber nasledovné stratégie:

e stratégia ,,vzdy spolupracovat*,
e stratégia ,,vzdy zradit*,
e stratégia ,,Tit-for-Tat“ (oko za oko),

e stratégia ,,Grim*,

Na rieSenie nekone¢nych opakovanych hier bol pouzity softvér Matlab. Z
dostupnych zdrojov bol ziskany zdrojovy kod, ktory sme prispbsobili zadaniu prace. V
prvej Casti sme sledovali, aké priemerné platby ziska prvy hra¢, ktory volil jednu zo

Styroch vopred definovanych stratégii. Druhy hrac¢ vyberal svoje stratégie ndhodne. Kazda
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stratégia bola pouzita pre 1000 kdl hry. Priemerné hodnoty platieb, ktoré sme dostali su
zobrazené na grafoch 4.1 — 4.7. V druhej Casti sme predpokladali, Ze druhy hra¢ nevybera
svoje stratégie nahodne, ale pouziva rovnaké vopred definované stratégie ako prvy hrac.
Vsetky kombinacie a ich priemerné platby st zobrazené v tabulke ¢. 2. Ako najlepSia
stratégia sa ukazala “Tit-for-Tat”, ktora zobrazuje priblizne rovnaké priemerné platby pre
oboch hracov. Pri tejto stratégii je najvyssia pravdepodobnost’ na vyhru, za predpokladu, ze
obaja hraci nevyberaju stratégie nahodne.

Na zéklade teoretickych poznatkoch o opakovanych hrach, predovsetkym hry
Vizinova dilema, sme dosiahli vSetky ciele v takom rozsahu, v akom sme si ich vopred

stanovili.
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