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Abstract: Special methods are used for modelling of extreme values. The aim of this
article is application of the two most commonly used methods and demonstration of the
use of these modelling for the insurance practice. These are the block maxima method
and the peaks over threshold method. These methods are applied to real data of insured
losses due to natural catastrophes. The analysed data were published by reinsurance
company Swiss Re on their website. Data from 2014-2016, when 218 catastrophic events
occurred due to natural influences, are used. According to the reinsurance company
Swiss Re the event is classified as a catastrophic event, if the loss exceeds at least one
of the limit of which relates to economic losses, the insured losses or limits on the
number of casualties. The financial stability of insurance and reinsurance undertakings
is affected by insured extreme losses. Therefore, the knowledge of probabilistic models
of these extreme values is important. Based on the estimated parameters of these models,
it is possible to estimate the amount of future insured losses due to natural catastrophic
events. This information is important for the risk management of insurance and
reinsurance undertakings to set and update premiums.
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Uvod

Katastrofické udalosti jsou charakteristické hlubokym dopadem na celou spole¢nost,
a to jak z hlediska ekonomického, tak s ohledem na pocet lidskych obéti. Katastrofy jsou
bohuzel statisticky neptedvidatelné, nastésti je ale vyskyt téchto udalosti relativné nizky.
Katastrofické udalosti délime na dvé skupiny s ohledem na jejich pficinu. Podle Sigma
zajistovny Swiss Re (2019) tvoii prvni skupinu katastrofy zplisobené ptirodnimi vlivy
(napt. geologické katastrofy, hydrologicke katastrofy, aj.), druhou skupinu predstavu;i
katastrofy vzniklé v dasledku lidské ¢innosti (napt. pramyslové katastrofy, dopravni
katastrofy, aj.).

Na Obr. 1 vidime pocty katastrofickych udalosti v obdobi 1970-2018 (Sigma, 2019).
Miizeme zde vidét rostouci trend poctu vyskytu piirodnich katastrof, dlouhodobé¢ rostl i
pocet katastrof v diisledku lidské ¢innosti, u kterych je ale v poslednich letech patrné
dil¢i sniZzeni vyskytu. V poslednim sledovaném roce 2018 doslo ve svété k 304
katastrofickym udalostem, stejné jako v roce 2017. Z tohoto poctu v roce 2018 bylo 181
katastrofickych udalosti zptisobeno ptirodnimi vlivy (v roce 2017 to bylo 184) a 123
katastrof bylo zptisobeno lidskou ¢innosti. (Sigma, 2019)



Obr. 1: Pocet katastrofickych uddlosti v obdobi 1970 - 2018
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Zdroj: (Sigma, 2019)

Podle Sigma (2019) jsou neptiznivé udalosti oznaceny jako katastrofické, pokud
dojde k ptekroceni alesponi jednoho limitu, ktery vyjadiuje dolni hranici Skod, a to bud’
u celkovych ekonomickych §kod, nebo pojisténych skod anebo v poctech lidskych obéti.
V Tab. 1 jsou uvedeny tyto limity pro katastrofické udalosti podle Sigma (2019) v roce
2018. Tyto limity jsou kazdy rok aktualizovany.

Tab. 1: Tabulka limitii pro katastrofické uddlosti v roce 2018

Pojisténé Skody Celkové Lidské obéti
Namoini | Letecké | Ostatni | ekonomické | Mrtvi nebo . .| Bez
katastrofy | katastrofy | Skody Skody pohieSovani Zranéni domova
20,8 41,7 51,8 103,5
mil. mil. mil. mil. 20 50 2000
USD USD USD USD

Zdroj: (vlastni zpracovani podle Sigma, 2019)

Celkové ekonomické Skody v diisledku katastrofickych udalosti jsou souctem jak
pojisténych, tak nepojisténych Skod. Na Obr. 2 jsou zobrazeny celkové ekonomické
Skody v obdobi 1970-2018 (Sigma, 2019). Lze zde vycist pomér pojisténych (Cervena
¢ast sloupce) a nepojisténych (modra ¢ast sloupce) Skod. V tomto obdobi piipada
v pruméru jedna tfetina na pojisténé Skody a zbyvajici ¢ast celkovych ekonomickych
Skod jsou nepojisténé skody. Na Obr. 2 jsou také zobrazeny 10leté klouzavé priméry
jak pro pojisténé, tak pro nepojisténé Skody. Trendy obou ¢asovych fad jsou rostouct,
na uvedeném obrazku ale mizeme také vycist rychlejsi rist u nepojisténych skod oproti
pojisténym.



Obr. 2: Celkové ekonomické Skody v diisledku katastrofickych uddlosti v obdobi
1970-2018
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1 Formulace problematiky

Modelovani katastrofickych Skod je jednim z néstroju, které jsou vyuzivany risk
managementem v pojiStovnach a zajistovnach k odhadu budoucich pojistnych plnéni,
pro stanoveni a aktualizaci vysky pojistného a vysky rezerv. Model Paretova rozdéleni
pravdépodobnosti je Casto vyuzivan pro modelovani Skod wvzniklych v disledku
katastrofickych udalosti (Zhongxian, 2003), (Pacakova, Gogola, 2013). Rada publikaci
vyuziva také quantilové metody modelovani extrémnich Skod (Gilchrist, 2000),
(Jindrova, Sipkova, 2014), (Jindrova, Jakubinsky, 2015).

Teorie extrémnich hodnot (McNeil, 1997), (Embrecht et al, 1997) je zdkladem pro
modelovani katastrofickych Skod. Zde je vyuzivana fada metod, pficemz dvéma
nejcastéji vyuzivanymi jsou metoda blokového maxima a metoda excedentli ptes
vysoky prah. Metoda blokového maxima patii k tradicnim metodam a jeji podstata je
uvedena v Casti 2.1. Metoda excedentti ptes vysoky prah patii k modernéj$im metodam
vyuzivanym k modelovani extrémnich Skod. Jeji podstata je uvedena v Casti 2.2.
Metody byly vyuzity pti analyzach extrémnich §kod v fad€ publikaci, napt. (Pacédkova,
Jindrové, Musil, 2016), (Jindrova, Pacdkova, 2019). Vyuzivané metody v tomto
¢lanku jsou zaloZeny na korektni matematické teorii, kterd se zabyva chovanim
extrémnich hodnot (Balkema, de Haan, 1974), (Fischer, Tippet, 1928), (Pickands,
1975). Obé tyto metody byly napt. také vyuzity k modelovani redlnych dat celkovych
Skod zpusobenych pozarem na budovach, zatizeni budov 1 pfipadnym uSlym ziskem
(Pacdkova, Kubec, 2012).

V tomto ¢lanku budou vyuzity dvé vySe zminéné metody, které se vyuzivaji pro
modelovani extrémnich $kod, a to metoda blokového maxima a metoda excedentti pies
vysoky prah. Ob¢ tyto metody budou aplikovany na realna data o pojisSténych Skodéach
v disledku pfirodnich katastrof z obdobi 2014-2016, kterad zvetejnila zajistovna Swiss
Re ve svych Casopisech Sigma (Sigma, 2019)



2 Metody pro modelovani extrémnich Skod

Klasicka teorie extrémnich hodnot fe$i problém pravdépodobnostniho chovani
maximalnich hodnot nahodnych veli¢in. Pocatek vyvoje teorie extrémnich hodnot je
spojen s vyznamnym matematikem Nicolasem Bernoullim a datujeme jej do roku
1928 (Fischer, Tippet, 1928), ktera specifikuje typ limitniho rozd€leni pro maxima
nahodnych veli¢in. Tato véta je svym vyznamem srovnatelnd s centralni limitni vétou
teorie pravdépodobnosti.

Teorie extrémnich hodnot ma zna¢né€ vyuziti v pojistné praxi, protoze pro pojistovnu
je dulezita znalost rozd€leni extrémnich pojistnych plnéni.

Pro stanoveni extrémnich hodnot existuje fada metod. Nejcastéji se vyuzivaji dve
znich, a to metoda blokového maxima a metoda excedenti pies vysoky prah
(Pacdkovéa, Kubec, 2012), (Pacékova a kol., 2019).

2.1 Metoda blokového maxima

U metody blokového maxima za extrémni hodnoty povazujeme maximalni hodnoty
casové navazujicich N disjunktnich intervall se stejnym poctem n zjiSténych hodnot Xjj
(kromé¢ posledniho intervalu, kde mize byt pocet hodnot niz$i nezn),i=1,2,...,Na
j=1,2,...,n. Potom Mi = max{Xii, Xi,..., Xin } je blokové maximum z i-tého bloku
proi=1,2, ..., N, kde N oznacuje pocet bloki a n oznacuje pocet hodnot v bloku.
(Pacdkova a kol., 2019)

Pravdépodobnostni rozdéleni blokovych maxim specifikuje Fisher-Tippetova véta
(Fischer, Tippet, 1928), ktera je zakladem celé této teorie:

Necht’ X;, X5, ..., X;, je posloupnost nezavislych, identicky rozdélenych nahodnych
veli¢in. Pokud existuji konstanty ¢, > 0 a d,, € R a n&jaka nedegenerovana! distribu¢ni
funkce H takova, ze

Mn_dn
P(C—Sx)—>H, pro n — oo (1)
n

pak H nalezi jednomu ze tfi typt distribucnich funkci — Frechetova, Weibullova,
Gumbelova, kter¢ jsou definovany nésledujicimi vztahy:

Frechet d,(x) = exp{—x~%} x>0 ()
Weibull Y, (x) = exp{—x"%} x<0 (3)
Gumbel Alx) = exp{—exp™}, x€ER 4)

Uvedene¢ ti1 typy rozdéleni ve standardizované formé lze vyjadiit pomoci dvou
parametrd, a to parametrd polohy d a tvaru c:

Frechet . (x) = exp {_ (x : d)_ } e~ d 5)

"'H je nedegenerovana distribu¢ni funkce, coz znamen4, Ze to neni distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny,
ktera nabyva pouze jednu hodnotu s pravdépodobnosti 1.



Weibull

Y, (x) =exp {— (x ; d)_a} x<d (6)

A(x) = exp {—exp [— (x _ d)]} X €ER (7)

Cc

Gumbel

Gumbelovo, Frechetovo a Weibulovo rozdéleni mohou byt vyjadieny spole¢nym
rozdélenim, které nazyvame zobecnéné rozdéleni extrémnich hodnot. Distribu¢ni
funkce tohoto rozdéleni ma tvar

600 = exp{-[1+¢ ()] "] ®)
kde
14¢ (%) >0

a kde u je parametr polohy, o je parametr métitka a & je parametr tvaru.

Vysledek Ize snadno ovéfit, pokud polozime:

1 o % pro ¢ >0
a=—-, d=u——=, c= 5 9)
¢ ¢ _E pro ¢ <0

2.2 Metoda excedentii pres vysoky prah

Metoda excedentl ptes vysoky prah zaméfuje svou pozornost na vSechny hodnoty,
které ptfesahnou zvoleny dostatecné vysoky prah u.

Ptedpokladejme, Ze x4, x5, ..., X, jsou realné hodnoty pojistnych plnéni, které jsou
dusledkem realizace nezavislych rizik a maji spole¢nou distribu¢ni funkci F(x). Pro
zvoleny dostate¢né vysoky prah U oznacime jako x(q), X(2), ..., X(x) vSechny hodnoty,
které tento zvoleny prah u prekracuji. Pak mnozinu excedentii definujeme jako hodnoty
yi =x@ —u proi=1, ..., k, kde k < n. (Pacikova a kol., 2019)

Necht’ ndhodna veli¢ina X ma distribu¢ni funkci F(X) s pravym koncovym bodem
xp = sup{x € R; F(x) < o}. Potom rozdéleni excedenti pies vysoky prah u lze
vyjadfit podminénou distribu¢ni funkci
F(x+u)—F(u)

Fw)
Limitni rozdé€leni excedentli pifes vysoky prah je dané vétou Pickandse (1975),

Balkemy a de Haana (1974), dle kter¢ limitnim rozdélenim je obecné Paretovo rozdéleni
s distribu¢ni funkei G (x), definované vztahem

1— (14 &) Y4 pro& #0
1—e™%, proé =0

Ex)=PX—-—u<x|X>u)= pro0 <u < xp (10)

G () = | (an

3 Rozbor problému

Pro modelovani jak metodou blokového maxima, tak metodou excedentli ptes
vysoky prah, vyuzijeme redlnd data o pojiSténych Skodach v dasledku ptirodnich



katastrof v obdobi 2014-2016. Jedna se o 218 pojistnych skod v milionech USD, které
zvetejnila zajiStovna Swiss Re ve svych Casopisech Sigma (Sigma, 2019). Odhady
parametrl prisluSnych modeld jsou dilezit¢ pro pojistnou praxi, nebot’ jsou jednim
z podkladt pro stanoveni pojistného a zajistného.

Na Obr. 3 jsou chronologicky zobrazeny hodnoty analyzovanych dat.
Obr. 3: Pojisténé Skody v dusledku piirodnich katastrof
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Tab. 2 obsahuje souhrnné statistiky analyzovanych dat a na Obr. 4 vidime krabicovy
graf téchto hodnot. Na jejich zaklad€ vidime, Ze mezi analyzovanymi daty ptevladaji
spisSe niz8i hodnoty, kdy median je na irovni 300, tzn. 300 mil. USD, pfi¢emz nejvyssi
a zaroven extrémni hodnota je rovna 4 900 mil. USD.

Tab. 2: Souhrnné statistiky

Pocet 218
Primér 537,63
Dolni kvartil 100
Median 300
Horni kvartil 600
Smérodatné odchylka 757,75
Sikmost 2,88
Spicatost 9,29

Zdroj: (Vlastni zpracovani)
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4.1 Vysledky metody blokového maxima

Procento (rel. Cetnost)

Analyzovanéd data o vySkach pojisténych skod v disledku ptirodnich vlivii byla
v chronologickém uspotadani rozdélena po n hodnotich do N blokt, konkrétné po
n=10, 15, 20 a 25 hodnotach v N =22, 15, 11 a 9 blocich, kdy z kazdého bloku byla
vybrana maximalni hodnota. Nasledn¢ tyto mnoziny hodnot byly proloZeny rozdélenim
extrémnich hodnot a byly odhadnuty parametry tohoto rozdéleni. Vysledna rozdéleni
byla analyzovéana na shodu rozdé€leni mezi teoretickou a empirickou distribu¢ni funkci
pomoci Kolmogorov-Smirnovova testu. K analyze byl vyuzit analyticky statisticky
softwarovy nastroj Statistika 12. Na Obr. 5-8 vidime vzdy zobrazenu teoretickou a
empirickou distribu¢ni funkci spolu s hranicemi 95% pasu spolehlivosti.

Obr. 5-8: Grafy teoretickych a empirickych distribucnich funkci

Empiricka distr. funkce pro n=10
Pram. = 1899,772727, Sm.odch = 1231,045391, N = 22

Empiricka distr. funkce pro n=15
Prim. = 2090,733333, Sm.odch = 1296,957895, N = 15
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Empiricka distr. funkce pro n=20
Prim. = 2613,636364, Sm.odch = 1213,080976, N = 11
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Empiricka distr. funkce pro n=25
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O vhodnosti modelu je mozné se presveédcit také nékterou grafickou metodou,

napf.
analyzované modely.

vyuzitim QQ grafu. Na Obr. 9-12 jsou uvedeny QQ grafy pro naSe Ctyfi

Obr. 9-12: QQ grafy pro ¢tyii analyzované modely metody blokového maxima
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Graf Q-Q pro n=15
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Graf Q-Q pro n=25
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0,25 05 0,75

005 01

1000 1500 2000 2500 3000

Teoreticky kvantil

Zdroj: (Vlastni zpracovani uzitim Statistica 12
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Vystupy QQ grafiit pro Ctyii analyzované modely metody blokového maxima
z obrazki 8-12 pouze potvrzuji nize ziskané vysledky na zdkladé Kolmogorov-
Smirnovova testu o dobré shod¢é empirickych a teoretickych modela.

V Tab. 3 jsou uvedeny p-hodnoty Kolmogorov-Smirnovova testu.



Tab. 3: p-hodnoty Kolmogorov-Smirnovova testu
n=10 n=15 n=20 n=25

p-hodnota 0,4750 0,7914 0,7813 0,9175

Zdroj: (Vlastni zpracovani)

V Tab. 3 vidime, Ze p-hodnota Kolmogorov-Smirnovova testu je nejvyssi pro model
s 25 hodnotami v bloku, tj. p = 0,9175. Tento model reprezentuje nejlepSi shodu
analyzovanych dat s modelem rozdé€leni extrémnich hodnot. Parametry tohoto modelu
jsou uvedeny v Tab. 4.

Tab. 4: Odhadnuté parametry rozdélenim extrémnich hodnot pro model blokového

maxima pro n =25

U (parametr polohy) o (parametr métitka) ¢ (parametr tvaru)
2204,3307 1164,1608 - 0,2256

Zdroj: (Vlastni zpracovani)

Pro nejlepsi odhadnuty model rozdé€leni extrémnich hodnot pro n=25 miizeme urcit
kvantily. N&které z t€chto kvantilll jsou uvedeny v Tab. 5. Poskytuji informaci, ze 50 %
pojisténych Skod v disledku piirodnich katastrof presdhne castku 2630,49 miliona
USD, 10 % ptesahne 4229,91 mil. USD a 5 % ptesdhne ¢astku 4723,24 milioni USD.

Tab. 5: Kvantily odhadnutého rozdéleni extrémnich hodnot pro model blokového
maxima pro n =25

Kvantil Hodnota rozdéleni extrémnich hodnot
0,50 2630,49
0,75 3507,40
0,90 422991
0,95 4723,24

Zdroj: (Vlastni zpracovani)
4.2 Vysledky metody excedenti pires vysoky prah

Druhou pouzitou metodou k analyzovéani redlnych dat o pojiSténych Skodach
v disledku pfirodnich katastrof v obdobi 2014-2016 je metoda excedentil pfes vysoky
prah. Zde odhadujeme parametry Paretova rozdéleni pro hodnoty, které ptesahly
stanoveny dostate¢n¢ vysoky prah u. Pro analyzovana data byly vypocteny hodnoty
90. a 95. percentilu: Xo00 = 1083, Xo,05 = 2542,3. Proto byly pro analyzu stanoveny prahy
u = 1083 a dale 1500, 2000 a 2500. V téchto modelech bylo pro analyzu zvoleno
postupné 22, 16, 14 a 11 hodnot, které piesdhly stanovené prahy u. Pro odhady
parametrii Paretova rozdé¢leni s piislusnymi prahy u byl vyuZzit softwarovy néstroj
Statistica 12. Na obrazcich 13—-16 vidime zobrazeny teoretické a empirické distribu¢ni
funkce pro ptislusné prahy u.



Obr. 13-16: Grafy teoretickych a empirickych distribucnich funkci

Empiricka distr. funkce pro u=1083
Prim. = 2434,454545, Sm.odch = 996,806889, N = 22

Empiricka distr. funkce pro u=1500
Prim. = 2879,250000, Sm.odch = 782,126631, N = 16
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Zdroj: (Vlastni zpracovani uzitim Statistica 12)

O vhodné volb¢ stanovenych vySek prahu U je mozné se presvédcit také nékterou
grafickou metodou, napt. vyuzitim QQ grafu. Z divodu omezeného rozsahu toto ¢lanku
nemohly byt tyto grafy zatfazeny, ale jejich vystupy pouze potvrzuji nize ziskané
vysledky na zakladé¢ Kolmogorov-Smirnovova testu o dobré shodé empirickych a
teoretickych modelt.

Tab. 6: p-hodnoty Kolmogorov-Smirnovova testu pro modely excedentii pies vysoky
rah

u=1083
0,2237

u= 1500
0,0071

u=2000 u=2500
0,1063 0,1733

Zdroj: (Vlastni zpracovani)

p-hodnota

V Tab. 6 nejvyssi p-hodnota Kolmogorov-Smirnovova testu piislusi pro model
s prahem u= 1083, tedy nejlépe reprezentuje shodu empirickych dat s modelem
Paretova rozdéleni. K odhadiim parametrii Paretova rozdé€leni pro model s hodnotami
piekracujicimi prah u = 1083 byl vyuZit statisticky programovy néstroj Statistica 12 a
tyto odhadnuté parametry jsou uvedeny v Tab. 7. Zde hodnota zvolen¢ho prahu u
odpovida hodnoté parametru polohy.

Tab. 7: Odhadnuté parametry obecného Paretova rozdéleni pro prah u = 1083

U (parametr polohy)

o (parametr méfitka)

¢ (parametr tvaru)

1083,0000

1351,4556

0,0000

Zdroj: (Vlastni zpracovani)



Na zéklad¢ odhadnutych parametri obecného Paretova rozdéleni miizeme vypocitat
kvantily tohoto rozdé€leni. Nékteré z nich jsou uvedeny v Tab. 8. Na zdklad¢ hodnot
kvantilii pfisluSného obecného Paretova rozdéleni miZzeme ocekdvat, Ze v budoucnu
50 % pojisténych Skod v disledku ptirodnich katastrof pfekro¢i ¢astku 2022,58 mil.
USD, 10 % piekroci ¢astku 4253,70 mil. USD a 5 % ptekroci ¢astku 4893,21 mil. USD.

Tab. 8: Kvantily odhadnutého obecného Paretova rozdélent pro prah u = 1083

Kvantil Hodnota obecného Paretova rozdéleni
0,50 2022,58
0,75 2974,26
0,90 4253,70
0,95 4893,21

Zdroj: (Vlastni zpracovani)

Zavér
Katastrofickeé udalosti maji hluboky dopad na celou spole¢nost. Podle zajistovny
Swiss Re je katastrofickou udalosti kazda udalost, ktera piekroci alespon jeden z limit1,
ktery se tykéa ekonomickych Skod, pojisténych Skod anebo limity pro pocty postizenych
osob (viz tab. 1). Tyto limity jsou kazdoro¢né aktualizovany. Katastrofickym udalostem
ve svéte prakticky nelze pfedchdzet a trend v poctech téchto udalosti v poslednich 40

letech zastava rostouci. Tyka se to jak katastrof v dusledku pfirodnich vlivi, tak
v disledku lidské ¢innosti.

Pojisténi je jednim z néstrojl pro eliminaci ekonomickych nasledki katastrof. Také
v této oblasti je zaznamenan rostouci trend. Proto je pro pojistovny a zajiStovny velmi
dalezit¢ mit na zdklad¢ zjisténych pozorovani k dispozici podklady pro odhady
budoucich pojistnych plnéni. K témto nastrojim lze zaradit oba modely pro modelovani
extrémnich hodnot, které byly v tomto ¢lanku prezentovany. Na zdkladé informaci
o pojisténych Skodach v disledku katastrof zpusobenych piirodnimi vlivy jsme s
vyuzitim jak modelu blokového maxima, tak s vyuzitim modelu excedentil pies vysoky
prah odhadli parametry ptisluSnych rozdé€leni pravdépodobnosti a diky vypocitanym
kvantilim pro nejlepsi z analyzovanych modelti jsme mohli odhadnout vysky budoucich
pojistnych Skod. Tyto informace jsou uZitecné pro risk management v pojistovnach
a zajisStovnach pti rozhodovani o moznych finan¢nich disledcich katastrof a jejich
mozZne¢ redukci pro pojisténé i pro pojiStovny a zajiStovny.

Zéaverem je potieba zdlraznit, Ze bez vhodné zvolenych metod, by ziskané vysledky
nemohly byt povazovany za dobré podklady pro dal§i zpracovani. Pro modelovani
extrémnich hodnot by vyuziti standardnich postupii pfi odhadovani parametrti rozdéleni
pro vSechna analyzovana data, a to napt. lognorméalniho, Weibulova a dalSich rozdéleni,
neposkytlo relevantni vysledky pro dalsi vyuziti. Jiz pfi odhadech parametri téchto
rozdéleni nedochdzi zpravidla k dobré shod¢ analyzovanych dat s modelem a v piipadé
této shody jsou pak vysledn¢ odhady budoucich Skod podhodnocené, coz by pro
pojistovny a zajistovny znamenalo neimérné zvyseni rizika pro kryti ptipadnych skod
zpusobenych katastrofickymi udalostmi. Bohuzel z divodu omezeného rozsahu ¢lanku
vysledky tohoto porovnani nemohly byt do textu zatazeny.
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