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Uvod

V stéasnosti sme svedkami rasticeho vyznamu matematiky v nasej spolo¢nosti a jej
dolezitost’ v budtcnosti pri rozSirovani automatizécie vyroby a zdokonalovani vedeckého
riadenia hospodarstva eSte vzrastie.

Nie vzdy bola ekonomicka teoria tak matematicky podlozena ako dnes, pocas
poslednych sto rokov stale viac rastol vyznam pouzivania matematickych metéd. Ekonomika,
fyzika a mnohé d’alSie vedy boli matematizované az pocas svojho vyvoja, v duchu Kantovho
vyroku : ,, Kazda veda je natolko vedou, kolko je v nej matematiky. <!

Cielom zaverec¢nej prace je charakterizovat’ urCity integral ako matematickii metodu,
ktord odkryva, prehlbuje a zovSeobeciiuje ekonomické javy a procesy, ale aj preveruje ziskané
poznatky a reaguje na potreby tedrie a praxe.

Urcity integral nachadza svoje uplatnenie vo vécsine pripadov v oblasti technickych,
prirodovednych a ekonomickych disciplin. Mnohé praktické ulohy stvisia s urenim takej
primitivnej funkcie k danej funkecii, ktord ma urcité pozadované vlastnosti, napriklad: urcenie
obsahu rovinnych utvarov, objem apovrch telies, statické momenty a tazisko utvarov,
momenty zotrvaénosti, dizka krivky, diskontna hodnota prijmov za uréity podet rokov,
priemerny stav zasob, Spotrebitel'sky a podnikatel'sky prebytok, stredna hodnota celkovych
nakladov a celkovych prijmov.

Zéaverena praca je roz€lenena na dve kapitoly. Prva kapitola obsahuje stru¢ny prehl'ad
histérie integralneho poctu. Urcity integral definujem pomocou Riemannovej definicie.
V jednotlivych podkapitolach objasiiujem geometricky vyznam urcitého integralu, jeho
vlastnosti a metody vypocétu.

Druhéd kapitola je obsahovo zamerand na ekonomické vyuzitie urcitého integralu.
V prikladoch z ekonomickej praxe definujem aurCujem spotrebitel'sky a podnikatel'sky
prebytok, strednu hodnotu celkovych nakladov, celkovych prijmov, pociato¢ni hodnotu
vkladu pri danej hustote toku prijmu. Vlastnosti ur¢itého integralu vyuzivam v marginalnej
analyze pri vypocte celkovych nakladov. V zavere druhej kapitoly uvddzam najpouzivanejsi

matematicky softvér ur€eny na rieSenie Sirokého okruhu matematickych problémov.

! Felder, B. - Homburg, S. : Makro ekonomika a nové ekonomika. Bratislava : ELITA, 1995, str.347.



1  Integralny pocet

1.1 Historia

Rozvoj matematiky mozno rozdelit’ na niekol’ko obdobi. Matematici 17. a 18. storocia
sustred’ovali svoju pozornost’ na otazky funkénych zéavislosti, nekoneénych procesov, limit,
nekonec¢ne malych veli¢in a ich podielu. NajznamejSou udalost'ou v rozvoji matematiky tohto
obdobia je objav diferencidlneho a integralneho poctu, ktory tvori jadro matematickej analyzy.

Pojem integréalu vznikol z technik na pocitanie kvadratar a kubattr tzn. Gloh na vypocet
obsahov a objemov geometrickych utvarov. Predstava telies zlozenych ztenkych plosok
a vypocet objemu skladanim tychto plosok je blizka predstave integralu, ako sumy tvorenej
nekonecnym poctom zloziek.

Zrod analytickej geometrie, ktory je spojeny s menom francizskeho matematika
a filozofa R. Descarta (1596-1650), zvladnutie pojmu funkénej zavislosti premennych veli¢in,
jednoduchd symbolika a vhodna suradnicova sustava zvysili prehladnost’ problematiky a
umoznili prejst od kvadratar utvarov definovanych geometricky ku kvadratGram utvarov
ohrani¢enych grafmi funkcii.

Tento vyvin dovfsili objavy anglického fyzika 1. Newtona (1642-1727) a nemeckého
filozofa a matematika G.W.Leibniza (1646-1716). Obaja Newton i Leibnitz uskuto¢nili svoj
objav nezavisle od seba. Newton objavil zéklady diferencidlneho a integralneho poctu
v rokoch 1665-1666 a publikoval svoje vysledky az po Leibnitzovi, ktory svoj objav
uskuto¢nil v rokoch 1673-1676 a publikoval v rokoch 1684-1686. Newton objavil ideu pocitat’
obsahy pod krivkou pomocou primitivnej funkcie. Leibniz zaviedol pojem funkcie a vytvoril
symboliku , v ktorej je diferencial dx explicitne vyjadreny. To umoznilo problém integrovania
premenit’ na formalny kalkul, ktory m6Zeme pouzit' na vypocet plochy pod krivkou.

V roku 1755 zavadza L.Euler (1707-1783) omnoho vSeobecnejsi pojem funkcie.
Funkcia uz nie je vyraz vytvoreny z premennych a konstant , ale 'ubovolna zavislost’ medzi
veli¢inami. V roku 1821 vydal Cauchy (1789-1857) uc¢ebnicu Cours d' analyse, ktora sa stala
medznikom v dejinach matematickej analyzy. Cauchy vytvoril teériu integralu pre spojité
funkcie na uzavretom intervale. Jeho teoriu bolo mozné rozsirit’ na funkcie po Castiach spojité,

¢o boli najvSeobecnejsie funkcie pouzivané matematikmi tej doby.



Nemecky matematik B.Riemann (1826-1866) vynechal poziadavku spojitosti, ktorou
Cauchy zacinal svoju definiciu. Namiesto toho Riemann vytvoril priamo integralny sacet bez
toho, aby o funkcii ¢okol'vek vopred predpokladal. V pripade Ze tato suma ma limitu, nazval
ju integralom, tzn. z existencie limity urobil podmienku. Aj ked’ je Riemannov integral pre
niektoré teoretické tlohy menej vhodny, je to jedna z najjednoduch$ich definicii integralu.
Niektoré z tychto technickych tazkosti sa daji vyrieSit Riemannovym-Stieltjesovym

integralom a vé¢sina z nich Lebesgueovym integralom.?

1.2 Definicia urcitého integralu

K zavedeniu pojmu urcité¢ho integralu viedla matematikov mysSlienka urcit' obsah
rovinného utvaru ako suctu ,,nekone¢ne malych* obdiZnikov, na ktoré tento utvar rozdelime.
Kazdy rovinny utvar mozno rozlozit’ na ur€ity pocet krivkovych lichobeznikov, jeho obsah
mozno vyjadrit' ako algebraicky sucet obsahov krivkovych lichobeznikov, ktoré vytvéraju
tento Utvar. Pomocou obsahov mnohouholnika mézeme ur€it’ obsah I'ubovol'ného rovinného
utvaru. Definicia urcitého integralu pochadza od nemeckého matematika B. Riemanna, preto
tento integral nazyvame Riemannovym integralom. Niekedy sa pouziva nazov Cauchyho-
Riemannov integral, pretoze Cauchy definoval uvedeny integral este pred Riemannom, avSak
iba pre spojité funkcie.

Uvazujeme funkciu f(x) , definovani a ohraniCeni na wuzavretom intervale

(a, b).Vezmime n+1 &isel Xo< X1< ....< X,
a=xg<x1 <Xxp_1<x,=h. (1.2.1)

Tieto ¢isla Xo< X1< ....< Xn, ktoré nazyvame deliacimi bodmi intervalu (a, b) rozdelia

interval {(a, b) na n ¢iasto¢nych intervalov:
<x01 x1>, <x1) x2>, cevens <xn—1' xn)-
Dizku i-teho Giastoéného interval {x;_;,x;) ozna¢ime Ax;,

AXi = Xi— Xi—1,» i= 1,2,,....,n.

2 http://pf.ku.sk/katedry/kmat/data/konferenciasub/pdf2003/Kvasz.pdf


http://sk.wikipedia.org/w/index.php?title=Riemannov-Stieltjesov_integr%C3%A1l&action=edit&redlink=1
http://sk.wikipedia.org/w/index.php?title=Riemannov-Stieltjesov_integr%C3%A1l&action=edit&redlink=1
http://sk.wikipedia.org/wiki/Lebesgueov_integr%C3%A1l

Ak mame ¢isla xi, ....., Xn s vlastnostami (1.2.1), tak hovorime, Ze je dané delenie

intervalu (a, b). Pre takéto delenie budeme pouzivat’ oznacenie D,,.

Zvol'me Tubovolnym spdsobom v kazdom Ciastoénom intervale (x;_;,x;), [ =

1,2,..n,¢islo &, & € (x;_1,x;),1=1,2, .....,n, aurobme sucet:

Sp(Dyp) = f(ED)Axy + f(§)Axy + ... +f(§)Ax, = Zf(fi)Axi (1.2.2)
i=1

Cislo Sf(Dyn) nazyvame integrdlnym suctom funkcie f(x) pre delenie D, intervalu
(a, b) a volbu ¢isel &y, &y, ..... &y, Integralny sucet S¢(D,) mé v pripade, ze funkcia f(x) je na

intervale (a, b) kladna a spojita, nazorn geometrick interpretaciu (obrazok 1.2.1).
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Obr.1.2.1. Delenie intervalu

Oznac¢me symbolom P, ploSny obsah rovinného obrazca O, ktory je ureny grafom
funkcie (x), priamkami x = a, X = b a x-ovou osou. Na obrazku 1.2.1 je interval {a, b)

rozdeleny na 6 ¢iasto¢nych intervalov, t.j. n = 6. Integralny sucet:

6
Sfe) = Zf(fi) Ax; (1.2.3)
i=1



uréuje plodny obsah obdiZnikov so zakladiami Ax; a vyskami f(&;). Vidime, Ze integralny
sucet (1.2.3) priblizne urcuje plosny obsah rovinného obrazca O. Je zrejmé, Ze integralny sucet
S¢ (Dy) bude tym presnejSie urCovat’ plosSny obsah rovinného obrazca O, ¢im bude n vicsie

a ¢im budu dizky vietkych ¢iastoénych intervalov Ax; mensie.
Definicia 1.2.1.

Nech D, je delenie interval (a, b ). Cislo ||D,|| = max{Ax; ,Ax,, .....Ax,} nazyvame
normou delenia D,, intervalu (a, b). Ak ku kazdému prirodzenému ¢islu n vytvorime delenie

D,, intervalu (a, b), tak dostaneme postupnost’ deleni {D,, }5,—, intervalu {a, b)
Definicia 1.2.2.

Majme postupnost’ deleni {D,}5—; intervalu (a, b). Hovorime, Ze tato postupnost’

deleni je normalna, ak lim||D,|| = 0. Prikladom normalnej postupnosti deleni intervalu (a, b)
n—-oo

je napriklad taka postupnost’ deleni {D,,}5~;, v ktorej pre kazdé n rozdelime interval (a, b) na
n rovnakych &iastoénych intervalov, teda dizka kazdého i-teho &iastoéného interval (x;_q, x;)

bude Axl.= a-b. Z definicie limity postupnosti plynie, Ze v normdlnej postupnosti deleni

n
{D,}2_, intervalu (a, b) dizky Ax; ¢iastoénych intervalov (x;_,x;) sa od istého prirodzeného
¢isla ny so zvdacSovanim n postupne zmenSuji. Uvazujeme normdlnu postupnost” deleni
{D,}5—; intervalu {(a, b) a vytvorime ku kazdému deleniu D,, z tejto postupnosti integralny

sucet S¢ (D), dostaneme postupnost’ integralnych suctov:

5,0} _, (1.2.4)

Z definicie integralneho suctu Sf(D,,) je zrejmé, Ze ku kazdej normalnej postupnosti
deleni {D,, };—, moZeme teoreticky vytvorit' nekoneéne vel'a postupnosti integralnych suétov
{Sf (Dn)}:=1 podra toho, ako budeme volit’ ¢isla € z intervalov (x;_4, x;), i= 1,2,....., n. Ked’Ze
uvazovana postupnost’ deleni {D,}s_,; je normdlna, tak zodpovedajica postupnost’
integralnych stctov (1.2.4) bude v pripade spojitej a kladnej funkcie f(x) na intervale (a, b)

s rastucim n od istého prirodzeného ¢isla n stale presnejsie urCovat’ ploSny obsah rovinného

8



obrazca O, ur¢eného grafom funkcie f(x), priamkami x = a, X = b a 0sou X-ovou. Z definicie

limity postupnosti plynie, ze ¢islo A

A=limS; (D), (1.2.5)

n—-oo

ak existuje, uréuje presny plo$ny obsah rovinného obrazca O. V pripade spojitej funkcie f(x)

limita existuje vzdy.
Definicia 1.2.3.

Nech funkcia f(x) je definovana a ohraniCena na uzavretom intervale (a, b). Ak pre
kazdG normalnu postupnost’ deleni {D,, }n—, intervalu (a, b) a kazda 'ubovol'ni vol'bu ¢&isel EE
(x;_1,x;), i = 1,2,....., n, zodpovedajuca postupnost’ integralnych suétov {Sf(Dn)}:=1 ma

jednu a tu ista limitu:
A :ﬁgmsf (D,), (1.2.6)

tak ¢islo A nazyvame uréitym integralom funkcie f(x) na intervale {(a, b) a oznacujeme

symbolom:

b
Asz(x) dx

Teda plati :

b n
[ 160 dx = tims; 0, = timy fpnx (1.2.7)
a i=1

Cislo asa nazyva dolnou, ¢islo b hornou hranicou uréitého integralu, funkcia f(x)

. . . v b “r . ,
integrovanou funkciou a x integracnou premennou. Znak fa f(x) dx ¢itame ,, integral od a po

b, f(x)dx «.



Oznacenie urcité¢ho integralu symbolom f; f(x) dx  pochadza od francuzskeho

matematika J.B.J. Fouriera (1768-1830). Existuje aj iné oznacenie [ f(x)dx [’; _ Z] . ktoré

pouzival L.Euler (1707-1783). Samotny pojem integral (z latinského integer — cely), zaviedol
J. Bernouulli (1667-1748).

1.3 Geometricky vyznam

Ak integrovana funkcia f(x) je na intervale (a,b) spojita akladni, potom

z geometrického vyznamu integralneho suctu Sf(D,,) a z vyznamu limity (1.2.6) vyplyva, Ze
urcity integral f; f(x) dx urCuje plos$ny obsah rovinného obrazca, definovaného grafom

funkcie f(x), priamkami X = a, X = b a 0sou x-ovou, obrazok 1.3.1

y fx)
b
B =HJ’ Hx)dx

W

Obr.1.3.1  Plosny obsah rovinného obrazca

Avsak nie kazda funkcia f(x), definovana na uzavretom intervale {(a, b) je na tomto
intervale integrovatel'na. Niektoré zakladné kritéria, podl'a ktorych posudzujeme, ¢i funkcia je

integrovatel'na na intervale:
Veta 1.3.1. Nutna podmienka integrovatel'nosti funkcie na intervale:

Ak funkcia f (x) je integrovatel'na na intervale (a, b), tak je na tomto intervale ohrani¢ena.
10



Veta 1.3.2. Postacujuca podmienka integrovatel'nosti funkcie na intervale:

Ak funkcia f(x) je na intervale {(a, b) ohraniena ana tomto intervale ma kone¢ny pocet

bodov nespojitosti, tak je na intervale (a, b) integrovatel'na.
Veta 1.3.3. Dosledok vety 1.3.2 :
Ak funkcia f (x) je na intervale (a, b) spojita, tak je na tomto intervale integrovatel'na.

V ekondmii najCastejSie pracujeme s funkciami f(x), ktoré st na intervale (a, b)

spojité. Da sa dokazat’, Ze k spojitej funkcii na intervale (a, b) urcity integral vzdy existuje.

1.4 Vlastnosti urcitého integralu

V definicii ur¢itého integralu f: f(x) dx sme predpokladali, Ze pre dolna a hornu
hranicu a,b plati vztah a < b. V niektorych teoretickych tivahach aj konkrétnych vypoctoch

v8ak dostavame tiez integraly typu: ff fG)dx,a>b ; faa f(xX)dx,a=b
Definicia 1.4.1.

1. Ak je funkcia f(x) integrovatelna na intervale (a, b), a > b, tak plati

a b
jf(x)dx = - Jf(x) dx (1.4.1)
b a

2. AK f(x) je T'ubovol'na funkcia. Pod integralom f; f (x)dx rozumieme nulovi hodnotu.

ff(x)dx =0 (1.4.2)

Vetal4.l. Ak funkcie f;(x),fo(x),.....,fn (x) st integrovatelné na intervale (a,b),

potom pre 'ubovolné redlne ¢isla k1, k,, ....., k,, plati:

11



b
f ey f1 00 + kg f (1) + -+ ko f(0)]dx

b b b
= klffl(x)dx +k2ff2(x)dx+---+kmffm (x)dx (1.4.3)

Désledok vety (1.4.1): Ak funkcie f(x), g(x) st integrovatel'né na intervale (a, b), plati

b b

b
J.[f(x)dx+g(x)]dx= ff(x)dx+ fg(x)dx

a

b b
f kf(x)dx =k ff(x)dx, k — konstanta
a a

Vetal4.2. Ak ab,c su lubovolné redlne Cisla a funkcia f(x) je integrovatelna na

intervaloch (a, b), (a, c), {c, b). Potom plati:

fbf(x)dxz ff(x)dx+ ff(x)dx (1.4.4)
b c c
jf(x)dx= Jf(x)dx— Jf(x)dx (1.4.5)
a a b

Uvedené vztahy sa pri uvahach a vypoctoch ur€itych integralov Casto pouzivaju. Na
obrazku (1.4.1) je znazorneny geometricky vyznam vztahu v pripade, ked’ a < ¢ < b a f(x)

je kladna spojita funkcia na intervale {a, b).

12



0 A 6 B i

Obr.1.4.1  Geometricky vyznam vzt’ahu (1.4.4)

PloS$né obsahy obrazcov ABB'A’, ACC’A’, CBB'C’ st urc¢ené postupne urcitymi
integralmi f: fdx, fac fdx, fcb fdx. Vztah (1.4.4) potvrdzuje, ze plosny obsah obrazca
ABB’A’ sa rovna suc¢tu plosnych obsahov obrazcov ACC'A”a CBB'C’.

Veta1.43. Ak funkcia f(x) je integrovatel'na na intervale (a, b), pricom
m< f(x) <M, x € {(a,b)

plati:
b
m(b—a) < jf(x)dx <M(b—a) (1.4.6)

Geometricka interpretacia vety 1.4.3. je znazornena na obrazku 1.4.2

13
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Obr.1.4.2  Geometricka interpretacia vety 1.4.2

Nerovnost’ (1.4.6) urCuje hruby odhad urcitého integralu f; f(x)dx zhora aj zdola.

Preto ju niekedy pouzivame na priblizny vypocet urc¢ité¢ho integralu, ak nevyzadujeme vacsiu

presnost’.
Veta 1.4.3.  Veta o strednej hodnote.
Ak funkcia f(x) je spojita funkcia na intervale (a, b). Potom existuje ¢islo &, & € (a, b), také,

Ze plati :

1 b
£© = 5 [ fwax (1.4.7)

hodnotu f(§) nazyvame strednou hodnotou funkcie f(x) na intervale {(a, b). Geometricky

vyznam strednej hodnoty je zrejmy zo vztahu:

b
[ rwax = s - a (1.4.8)

Zo vztahu (1.4.8) vyplyva, Ze ak f(x) je kladna funkcia na intervale (a,b), tak

. . o . 4 (b y . TR
V tomto intervale existuje také ¢islo &, Ze integral fa f(x)dx, ¢o geometricky znamena plo$ny

14



obsah rovinného utvaru O, ur¢eného grafom funkcie f(x), priamkami x = a,x = b a 0sou x-
ovou, sa rovha plosnému obsahu obdiznika so zakladiami b — a a vyskou f (&) obrazok 1.4.3.

Stredna hodnota funkcie f(x) je analégiou pojmu aritmetického priemeru.

A ¥
y i [ feodx
f(s) / f(&)(b-a)
0 l; & b %

Obr. 143  Geometricka interpretacia vety o strednej hodnote

1.5 Vypocéet urcitého integralu
1.5.1 Newton-Leibnitzova veta

Riemannova definicia urcitého integral je l'ahko geometricky interpretovatelna. Jej
nevyhodou je, Ze vypocet ur¢itého integralu podla vztahu (1.2.7) je prili§ zlozity, pricom
v niektorych pripadoch by sme dany integral nedokéazali vypocitat. Matematici Newton
a Leibnitz ukazali eSte v 17. storo¢i dolezity sGvis medzi primitivnou funkciou f(x)

na intervale (a, b) a ur¢itym integralom funkcie f(x) na intervale (a, b).

Veta 1.5.1. Ak f(x) je funkcia spojita na intervale (a, b), potom funkcia:

F(x) = f f(o)dt (1.5.1)

15



je spojita na intervale (a, b), pri¢om na intervale (a, b) je primitivnou funkciou k funkeii f(x),
tj. plati: F'(x) = f(x), x € (a,b). Zvety 1.5.1. vyplyva, Ze ku kazdej spojitej funkcii f(x)
na intervale (a, b) existuje spojita funkcia na intervale (a, b), ktora je na intervale (a,b)

primitivnou funkciou k funkcii f(x).

Veta15.2. Ak f(x) je spojitd funkcia na intervale (a,b) a F(x) je spojitd funkcia
na intervale {(a, b), ktora je na intervale (a, b) primitivnou funkciou k funkcii f(x), potom

plati:

b

f f(x)dx = F(b) - F(a) (1.5.2)

a

vzorec (1.5.2) nazyvame Newton-Leibnitzova veta a zapisujeme:
b
b
[ reax = reor?
a

Symbol na pravej strane znamena: [F (x)]z = F(b) — F(a).

Newton-Leibnitzova veta umoziuje vypocitat’ ur€ity integral funkcie, ak pozname jej
primitivnu funkciu. Primitivna funkcia je neurcity integral to znamena, Ze urcity integral
f; f(x)dx funkcie f(x) na intervale (a, b) dokazeme vypocitat, ak budeme poznat’ neurcity
integrél [ f(x)dx. Funkcia f(x), ktord je na intervale {a, b) spojita a neurdity integrél tejto

funkcie:

jf(x)dx = F(x)+ C (1.5.3)

na intervale (a,b). Vyraz na pravej strane predstavuje vSetky primitivne funkcie, pricom
konkrétnu primitivnu funkciu dostaneme, ak za integra¢nt konStantu C vezmeme konkrétne
Cislo. Nakolko integrovana funkcia f(x) je spojitd na intervale (a,b), tak kazda k nej
primitivna funkcia je taktiez spojitd na intervale (a,b). Pri vypocte uréitého integralu
pomocou Newton-Leibnitzovej vety je mozné pouzit’ lubovolna primitivnu funkciu: F(x) +
C, k funkcii f(x). Pre praktické vypocty je ale najjednoduchsie zvolit' za C nulova hodnotu.
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2  Ekonomické vyuzitie urcitého integralu

2.1 Spotrebitel’sky prebytok

Spotrebitel'sky prebytok je hodnota (uzito¢nost’) tovaru minus cena, ktoru platime
za tento tovar, vyjadruje ochotu spotrebitel'a kupit’ konkrétny vyrobok za vyssiu cenu, ako je
rovnovazna cena pg. Spotrebitel'sky prebytok oznacujeme CS (CONSUMER’'S SURPLUS) a
mozeme ho znazornit’ ako priestor pod krivkou dopytu a nad zaplatenou cenou, az po kiipené
mnozstvo.

Uvazujeme trh s vyrobkom V, funkcia dopytu po tomto vyrobku ma tvar p = d(x)
a funkcia ponuky ma tvar p = s(x), pricom x znamena mnozstvo vyrobkov. Predpokladame,
7e d(x) a s(x) su spojité funkcie na intervale premennej x. Vplyvom konkurenéného
prostredia vznikne C¢asom na trhu rovnovdha medzi mnozstvom vyrobku, Zziadaného
spotrebitelom a mnozstvom tohto vyrobku, vyrdbaného vyrobcom. Rovnovéha trhu je dana
rovnovaznou dvojicou pg, xg, prifom rovnovazna cena pg a rovhovazne mnozstvo Xp su
ur¢ené priese¢nikom funkcii p = d(x) ap = s(x).

Hoci sa vyrobok predava za rovnovaznu cenu pg, vidime z funkcie dopytu na obrazku
2.1.1, 7ze medzi spotrebitelmi su tiez spotrebitelia, ktori boli ochotni kupit' vyrobok aj
za vysSie ceny. Mdzeme teda povedat, ze spotrebitelia, ktori boli ochotni kupit’ vyrobok aj
za vySSie ceny, ako je rovnovazna cena pg, uSetria istl sumu pefazi, ktord nazyvame

spotrebitel'sky prebytok.

N

’l

Po

P p=s(x)

2

E

Pe
Po ,_._-—--"""'—-‘/ p=d(x)

0 X s X A x "

Obr.2.1.1  Spotrebitel’sky prebytok
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Pomocou integralneho poctu dokazeme ziskat' presny vztah pre vypocet celkového
spotrebitel'ského prebytku CS. Rozdelime interval (0,xz) na n C¢iastoénych intervalov

deliacimi bodmi:
O0=x) < 51 <x; << Xp_1 <X, =Xg

a ozna¢ime toto delenie symbolom D,,. Pre dizku i-teho &iastoéného intervalu (x;_4, x;) plati:
Ax; = x;_x;_q, i=1,2,...,n . Zvolime TI'ubovolnym spoésobom v kazdom Cciastoénom
intervale (x;_;, x;) ¢islo &; a urobime sucet:

n

Sa(Dyn) = Z[d(fi) — pelAx;

i=1
sucet Sy (D) priblizne urcuje vel’kost’ spotrebitel'ského prebytku CS, t.j. plati:

n

€S = S4(D,) = ) [d(E) — prlx, @11
i=1

Geometricky vyznam vztahu 2.1.1 pre n = 4 je znazorneny na obrazku 2.1.2

A
4

? N p=s(x)
N\

Ny

S
» NZ%
LT
Pop——"T" p=d)
0| £, % &.58.8885%: Xy x

Obr.2.1.2  Geometricky vyznam vzt’ahu (2.1.1)
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Chyba, ktorej sa pri vypocte CS pomocou vzt'ahu (2.1.1) dopustime, bude tym menSia,

¢im bude vacsie n za predpokladu, ze dlzky Ciastocnych intervalov sa budu pri zva¢Sovani n

zmenSovat’. Ked’ze podl'a predpokladu je funkcia dopytu p = D(x) spojitou funkciou a teda je

spojitou funkciou aj funkcia d(x) — pg, tak postupnost’ {Sd(Dn)}nO:O 1 ktora zodpoveda

I'ubovolnej normalnej postupnosti deleni {Dn}n: 1

hodnote spotrebitel'ského prebytku CS. Plati:
n
CS= limZ[d(fz‘) — Peldx;

n-o
i=1

prava strana vzt'ahu je urcity integral:

XE

f [d(x) — pg] dx = f d(x)dx — pp x5
0 0

pre vypocet spotrebitel’ského prebytku CS plati vzt'ah:

XE

CS=f d(x)dx — pg xg
0

intervalu (0, xz) konverguje K presnej

(2.1.2)

(2.1.3)

(2.1.4)

Geometricky vztah (2.1.4) znamena plo$ny obsah utvaru, uréené¢ho grafom funkcie

dopytu p = d(x), priamkou p = pg a Cenovou 0sou.

Obr.2.1.3  Geometricky vyznam vzt’ahu (2.1.4)

v
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2.2 Podnikatel’sky prebytok

Ak sa na predchadzajticu situaciu pozrieme z pohl'adu vyrobcov vidime, Ze vyrobcovia
su pripraveni vyrabat urcity vyrobok v istych mnozstvach aj pri nizSich cendch ako je
rovnovazna cena py. KedZe sa vyrobok predava za vys$iu cenu ako je pg, ziskavaju
vyrobcovia vysSie prijmy, ako povodne ocakavali. Tieto dodatocné prijmy nazyvame

v ekondmii podnikatel'skym prebytkom a oznac¢ujeme PS (PRODUCER’S SURPLUS).

A

r

Po p=s(x)
E

Pe
Pz
Fy p=d(x)
0 X5 Xg X x

Obr.2.2.1  Podnikatel’sky prebytok

Vzt'ah pre vypocet podnikatel'ského prebytku ziskame podobne ako vzt'ah pre vypocet

spotrebitel’ského prebytku. Ak rozdelime interval (0, xg) deliacimi bodmi
0=XO<x1<X2<"‘<xn_1<xn=xE

a oznacime toto delenie symbolom D,,, tak sucet:

n

S:(D) = ) [pe-s(60)] A

kde &;e(x;, x;), priblizne uruje velkost’ podnikatel'ského prebytku PS. Plati:

n

PS = 5,(D.) = ) [pr — s(D] A%, @21

n-1

Geometricky vyznam vztahu (2.2.1) pre n = 4 je znazorneny na obrazku 2.2.2
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A
p
Po p=s(x)
E
Pe
N 3
\ i
|
e
PO L I | : p:d(x}
[ 13 1] 5
0 | 131 &52,85X58,0, Yo %

Obr.2.2.2  Geometricky vyznam vzt'ahu (2.2.1)

Postupnost’ suctov{S (Dn)}n o=o 1 zodpovedé 'ubovol'nej normalnej postupnosti deleni

{Dn}nozO 1 intervalu (0, xz). Ked'Ze funkcia ponuky p = s(x) je spojita ateda je spojita aj
funkcia pg — s(x), tak postupnost’ konverguje K presnej hodnote podnikatel'ského prebytku
PS. Plati:

PS =lim ) [py - s(5)] bx, 2.2.2)
i=1

na pravej strane je uréity integral:

f [pr — s(x)]dx = pg xg — f s(x)dx (2.2.3)
0 0

Podnikatel'sky prebytok urcuje vztah:

XE

PS = ppxg —f s(x)dx (2.2.4)
0
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Geometricky vztah (2.2.4) znamena plo$ny obsah ttvaru, ur¢eného priamkou p = pg,

grafom funkcie ponuky p = s(x) a cenovou osou p, obrazok 2.2.3

v

- - X
0 X5 X5

Obr.2.23  Geometricky vyznam vzt’ahu (2.2.4)

Veta2.2.1. Ak (pE,xE) je rovnovazna dvojica spojitych funkcii dopytu a ponuky p =

d(x),p = s(x), potom spotrebitel'sky prebytok CS a podnikatel'sky prebytok PS su uréené

vztahmi:
XE XE
CS = j d(x)dx — pg xg PS = pgxg —f s(x)dx (2.2.5)
0 0
N
14

Obr.2.2.4  Geometricka interpretacia vzt'ahov (2.2.5)
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Uvedené vztahy moézeme pouzit' len v pripade, ked’ funkcie dopytu a ponuky su
vyjadrené vzhladom na mnoZstvo x, tj. ked sa vtvare p=d(x),p =s(x) .
Ak st funkcie ponuky a dopytu vyjadrené vzh'adom na cenu p, t.j. ked’ st v tvare x =

D(p),0 <p <py x=S({p),p=P,, obrazok 2.2.5, vyuzijeme poznatok, Ze funkcie dopytu

p = d(x) ax = D(p) ataktiez funkcie ponuky p = s(x) ax = S(p) su VO
vzajomnom inverznom vztahu. Potom spotrebitel'sky a podnikatel'sky prebytok vyjadrime
vzt'ahmi:
Po PE
cs = f D(p)dp ps = f S(p)dp (2.2.6)
PE Py

v

0 Py Pe Po P

Obr.2.25  Geometricka interpretacia vzt'ahov (2.2.6)

Priklad 2.2.1. Trhovy mechanizmus je dany funkciou dopytu (x):p =x2—13x+ 8
afunkciu ponuky s(x):p = 2x?> +4 . Nijdeme rovnovaznu cenu ajej zodpovedajiice

rovnovazne mnozstvo a ur¢ime spotrebitel’sky a podnikatel'sky prebytok.

RieSenie: Pre znazornenie grafov funkcii dopytu a ponuky je uzitocné vyjadrit’ si tieto funkcie
vo vrcholovom tvare. Vrcholovy tvar funkcie dopytu je: p + 34,25 = (x — 6,5)? a funkcie

ponuky: p — 4 = 2x2. Grafy funkcie dopytu a ponuky st znazornené na obrazku 2.2.6
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I
I
I
I
I
|

0 Xg= 0.3 0.65

Obr.2.2.6  Graf funkcie dopytu a ponuky

Rovnovaznu trhova cenu a zodpovedajuci objem produkcie ur¢ime z rovnosti funkcie
dopytu a funkcie ponuky. Trhova rovnovaha sa dosahuje v bode E (ekvilibrum) a je uréena
stiradnicami priese¢nika funkcie dopytu a funkcie ponuky (pg, xg) . Stradnica x je rieSenim
rovnice: x? —13x + 8 = 2x? + 4, odtial po tUprave dostivame : x?+13x—4=0.

RieSenim tejto kvadratickej rovnice st korene. x; = 0,3 a x, = —13,3. KedZe
v intervale (0; 0,65), obrazok 2.2.6 sa nachadza ¢islo x; = 0,3, tak rovnovazne mnozstvo je
xg =03

Dosadenim tejto hodnoty do funkcie ponuky alebo dopytu dostaneme
pre zodpovedajucu rovnovaznu cenu hodnotu pp = 4,1.

Ekonomicky interpretovatelny rovnovazny stav medzi ponukou a dopytom sa teda
realizuje pre uroven produkcie xp = 0,3 apri rovnovaznej cene py = 4,18. Na zdklade

vzt'ahov 2.2.5 vypocitame spotrebitel'sky a podnikatel'sky prebytok.

CS = f;CE d(x)dx — pg xg

0,3 %3193 %2193 03
CS=["(x*—-13x+8)dx —418%03 =|=| —13|=| +8[x];°—1,254 =
0 31y 21y 0

CSs =0,57
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PS = pgxg — foxEs(x)dx

0,3 x3 03 0,3
PS =4,18%0,3 — fo (2x% + 4)dx = 1,254 — 2 [g] —4[x]y” =
0

PS = 0,04

Spotrebitelia, ktori boli ochotni kupit' vyrobok aj za vysSie ceny, ako je rovnovazna
cena py = 4,184, usetria sumu penazi, ktori nazyvame spotrebitel'sky prebytok, jeho hodnota
je 0,57 p.j. Vyrobcovia, ktori boli ochotni predavat’ svoje vyrobky aj pri cene nizSej ako je

rovnovazna cena dosiahli podnikatel'sky prebytok 0,04 p.j.

2.3 Marginalna analyza

Marginalna analyza sa zaoberd otazkami, ¢i je ekonomicky vyhodné zvicsit objem
¢innosti. Ide vlastne o dodato¢ny objem ¢innosti pripadajici na dodato¢nt jednotku produkcie.

Hrani¢né naklady (Marginal Cost- MC) definujeme ako prirastok celkovych nékladov,
ktory firme vznikne pri zvySeni objemu vyroby o jednotku.

Hrani¢ny prijem: (Marginal Revenue- MR) je dodato¢ny prijem, ktory firma ziska
pri zvySeni objemu produkcie o jednotku. Mozeme ho definovat’ ako zmenu celkového prijmu
pri zmene objemu realizovanej produkcie o jednotku.®

Z vlastnosti urcitého integralu vieme, Ze ak je funkcia f integrovatelnd na intervale I a

X1,%X, € 1 aF je primitivna funkcia k funkcii f na intervale I, tak plati :

x2
J f(x)dx = F(x;) — F(x4) (2.3.1)
F(x3) = F(xq) +f 2f(x)dx (2.3.2)

3 Lisy, J. a kol.: Ekondmia v novej ekonomike. Bratislava : IURA EDITION, 2005, str. 176.
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Ak pozname marginalne naklady MC a pozname aj celkové naklady TC(x,) pri trovni

produkcie x;, tak celkové naklady pri urovni produkcie x, mézeme vyjadrit’:
x2
TC(x;) =TC(x,) +f MCdx (2.3.3)
x1
ak x; =0, tak TC(0) = FC, kde FC st fixné naklady, tak vzt'ah (2.3.3) ma tvar:
x2
TC = (x) = FC + f MCdx (2.3.4)
0

Podobné vztahy platia pre funkcie celkovych prijmov a zisku.

Priklad 2.3.1 Ak pozname hodnotu celkovych nakladov firmy MC(x) = —0,3x 4+ 200 a
pozname naklady na vyrobu 100 vyrobkov TC(100) = 15000 p.j. Pomocou ur¢itého
integralu vypocitame hodnotu celkovych nakladov pri Grovni produkcie x, = 200 jednotiek
produkcie.

200

+ ZOOxl = 30500
100

200 2

—0,3x

TC(200) = TC(100) +f

100

(=0,3x + 200)dx = 15 000 + [

Celkové naklady pre produkciu 200 vyrobkov predstavuji hodnotu 30 500 p.j.

2.4 Stredna hodnota ekonomickych funkcii

Strednou hodnotou funkcie f(x), spojitej na intervale {(a, b), rozumieme taka hodnotu
funkcie f (&), E€ (a, b), pre ktort plati vztah f(§) = ﬁf:f(x)dx. V ekonomii sa pojem
strednej hodnoty funkcie vyuziva najmd pri funkciach celkovych nakladov a celkovych
prijmov.

Celkové ndklady: (Total Cost, TC) firmy rozumieme vSetky ndklady, ktoré firme
vzniknl v suvislosti s vyrobnym procesom. Firma v8ak pri hodnoteni ekonomickej tispesnosti

svojho podnikania ¢asto nevenuje pozornost’ celkovym nakladom, ktoré su s vyrobou spojené,
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ale nakladom, ktoré jej vzniknu pri vyrobe jednotky produkcie, tzv. jednotkovym, alebo

priemernym nékladom.*

Priklad 2.4.1. Najdeme strednt hodnotu funkcie celkovych nakladov danej vzt'ahom TC (x) =
12x2 + 9 na intervale (1,3) a zistime, v ktorej hodnote & funkcia TC(§) nadobuda strednii

hodnotu.

RieSenie: Stredna hodnota funkcie celkovych nékladov je uréena vzt'ahom:

3

1 b 1 (3 1 3
TC(E) === [ TC(x)dx = = [ (122 + 9)dx = 5[12% + 9x]1 = 61

Zistili sme, ze stredna hodnota funkcie celkovych nakladov na intervale (1,3) je
TC(§) = 61. Cislo, pripadne ¢&isla & v ktorych skiimana funkcia nadobtida svoju strednu
hodnotu, ndjdeme z rovnice: 1262 +9 =61, & = +2,08.

Z tychto cisel sa v intervale (1,3) nachadza len ¢islo §; = 2,08. Funkcia celkovych

nakladov nadobuda svoju stredntt hodnotu v ¢isle 2,08.

Priklad 2.4.2. Vo fabrike vyrabajucej autd, bola mesa¢na produkcia osobnych automobilov
prvé 4 mesiace 13 000 aut, a d’alsich 8 mesiacov 16 000 aut. Pomocou uréitého integralu
ur¢ime aka bola strednd hodnota (priemerna hodnota) mesacnej produkcie osobnych

automobilov v tejto fabrike v skimanom obdobi.

RieSenie: Je zrejmé, Ze priemerna mesacnd produkcia nemodze byt aritmeticky priemer hodnot

13000.4+16000.8 _ 180000

13000 a 16000, t.|. 5

= 14500 , lebo takto by sme dostali za

skimané obdobie produkciu 14 500.2 = 174 000 osobnych automobilov, zatial' ¢o skuto¢na
produkcia v tomto obdobi bola 13 000.4 + 16 000.8 =52 000 + 128 000 = 180 000
osobnych automobilov. Za stredni hodnotu treba vziat' taky pocet automobilov, ktory

po vynasobeni dvanastimi mesiacmi ur¢i skuto¢nt produkciu. Teda stredna hodnota bude:

13 000.4 + 16 000.8 180 000

1 12 = 15000

4 Lisy, J. a kol. : Ekonoémia v novej ekonomike. Bratislava: IURA EDITION, 2005, str. 165.

27



Strednt hodnotu méZeme vypoéitat’ pomocou uréitého integralu. Funkcia f(t) uréuje
produkciu podniku v ¢ase t. V pripade skiimanej fabriky je produkcia f(t) definovana takto:

13000, t € (0,4)

f(t) = {16 000, ¢ € (4,12) t — mesiace

Pocitame urcity integral:

1 12 1 4 12
=2 = =(J; 13 000dt + [, 16 000dt)

12

13 000.4+16000.8

1 (12 1
= I, f(©)dt = —[13000(4 - 0) + 16 000(12 — 4)] = s

= 15000

Priemernd mesa¢na produkcia automobilov za skimané obdobie bola 15 000.

2.5 Celkovy prijem

Celkovy prijem: (Total Revenue TR) je pefiaznd suma, ktoru firma ziska realizaciou
celkového objemu svojej produkcie. Celkovy prijem firmy vypocitame ako sucin ceny
za jednotku produkcie a objemu vyrobenej produkcie, t.j.: TR = P * Q.°

Ak pozname hustotu toku prijmu f(t) v l'ubovol'nom okamihu uvazovaného obdobia,

mobzeme pomocou uréitého integralu zistit celkovy prijem za isté skimané obdobie.
Veta 2.5.1. Ak spojita funkcia f(t) urCuje hustotu toku prijmu (vySku renty) v Case t,t €
(Ty, T,), potom celkovy prijem TR(T;, T,) za obdobie (T;, T,) je urCeny uréitym integralom:
T,
TR(T{,T;) = f(t)dt (2.5.1)
T

Priklad 2.5.1 Ak najomnik budovy plati majitelovi budovy mesacne 800 €, potom celkovy
prijem majitel'a budovy od jeho najomnika za obdobie 5 rokov bude:

TR = 800.12 mesiacov.5 rokov = 48 000 €

% Lisy, J. a kol. : Ekonomia v novej ekonomike. Bratislava: [IURA EDITION, 2005, str. 174.
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K rovnakému vysledku mozeme dospiet’ aj inym spdsobom. Majitel’ ziska v kazdom

roku ¢iastku ¢, t = 1,2,3,4,5, t = 9 600 €, ¢o zapiSeme pomocou funkcie:
f(t) =9600, t=1,2,3,45

funkcia f(t), ktora urcuje hustotu toku prijmu v ¢ase t (prijem za jednotku Casu), umoziuje
vypocitat pomocou ur¢itého integral celkovy prijem TR za stanovené obdobie. Celkovy

prijem TR za obdobie 5 rokov ur¢ime pomocou ur¢itého integralu:

5 5
TR = f f®)dt = f 9 600dt =9 600.5 =48 000 €
0 0

Za obdobie 5 rokov, majitel’ budovy ziska celkovy prijem 48 000 €.

2.6 Pociato¢na hodnota vkladu pri danej hustote toku prijmu

Casova hodnota pefiazi vyrazne ovplyviiuje rozhodovanie investorov o tom, kam volné
penazné prostriedky vlozit. Zakladnym principom Casovej hodnoty penazi je, ze menova
jednotka ma v stcasnosti vacSiu hodnotu, ako bude mat’ v budicnosti. Vychadzame
z predpokladu, Ze docasne vol'né financné prostriedky mozno investovat na finanénom trhu,
kde prinasaji d’alSie vynosy. Naopak neinvestované finan¢né prostriedky st znehodnocované
inflaciou. V praxi sa Casto stretavame s ulohou ndjst’ pociatoént hodnotu vkladu (kapitalovej
investicie), ktory by zabezpecil pri p-percentnej ro¢nej trokovej miere a spojitom urokovani
prijem, zodpovedajtci dopredu stanovenej hustote toku prijmu f(t).

Spojité urokovanie je proces uroCenia, pri ktorom sa urokovanie uskutociuje
v ¢asovych intervaloch bliziacich sa k nule, pre At — 0, tj. pre pocet konverzii m v roku
rastiicich do nekone¢na. Konverzia je doba medzi dvomi nasledujiicimi vypoctami trokov.

Pritomna (pociato¢na) hodnota vloZeného kapitalu pri spojitom urokovani je vyjadrena

vztahom: Ko=Kpn. e 9 kde Kn je budica hodnota kapitalu, & je urokova sadzba, n je
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&

urokové obdobie. Veli¢inu e °" nazyvame diskontnym faktorom (odurocitel'om) spojitého

tirokovania. Uréuje diskont z jednej petiaznej jednotky pri tirokovej intenzite & za jeden rok.°

Veta 2.6.1. Pociatocna hodnota vkladu K, , ktord zabezpecCuje prijem, zodpovedajici
hustote toku prijmu f(t) v intervale (0, T) pri p-percentnej ro¢nej Girokovej miere a spojitom

urokovani, je urend vzt'ahom:

n T
Ky = }lgrgoz_ lf(fj)e‘sff‘ At; =J f(He %t dt (2.6.1)
1= 0

f)

s
A

v

N\
NN

0| &ty & t; &5 t; &y tiés '8

Obr.2.6.1  Geometricka interpretacia vztahu pre n=5

Ak limita existuje, uréuje presnu hodnotu pociatoéného vkladu K|, zabezpecujiuceho
prijem v intervale (0, T'), ktory je ur¢eny hustotou toku prijmu f(t). Tato limita vzdy existuje,
pokial’ uvazujeme normalnu postupnost’ deleni {D,, };—, intervalu (0, T'), nakol’ko hustota toku
prijmu f(t) je podla predpokladu spojita funkcia ateda je spojitou funkciou aj funkcia

f(He

6 Hutka, V. — Peller, F. : Finan¢na matematika v Exceli. Bratislava: IURA EDITION, 2007, str. 54.
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Priklad 2.6.1 Stavebna spolo¢nost’ sa rozhodla zaktpit’ pracovny stroj, ktorého zivotnost je
desat’ rokov. Prijem z produkcie pracovného stroja za desat’ rokov povazuje za spojity
prijmovy tok odhadovany funkciou f(t) = 7000 + 2000¢t, V tisicoch eur ro¢ne (t — roky).
Spolo¢nost’ zaujima velkost’ kapitdlovej investicie, tzn. hodnota stroja, ak predpokladana

urokova miera v budicnosti bude 8% pri spojitom trokovani.

RieSenie: Pri uréovani kapitalovej investicie K, pouzijeme vzt'ah:(2.6.1)

10
Ky = .f (7000 + 2000¢t)e~ %08t qt
0

10 10 o~ 0,08t 10
= 7000[ e~ 008t g 4+ 2000[ te~%08tgtr = 7000
0 0 —0,08 o

o —0,08t 10 1 o —0,08t 10
20004|¢ —
+ I —0,08]0 —O,O8l—0,08]0

= —87500(e %% — 1) — 25000[10e %% + 12,5(¢ 8 — 1)] = 107 955 €

Kapitalova investicia firmy na nakup pracovného je 107 955 €

2.7 Matematicky softvér

Stcasna spolocnost’ sa nachadza na vysokom stupni rozvoja vedy a techniky. Moderné
technologie prenikajii do vSetkych Struktar spolocnosti. Do popredia sa preto v ostatnych
rokoch dostavaju informacno — komunikacné technoldgie, ktoré slizia na rieSenie problémov
z realneho zivota v roznych oblastiach. Jednou z tychto technolégii je Specidlny matematicky
softvér. Je to skupina programov reprezentovana predovSetkym tzv. CAS systémami
(Computer algebra systems), ktoré disponuju bohatym aparatom matematickych metod.

Medzi najznamejsie profesiondlne CAS systémy patri Mathematica. Systém
Mathematica zahriiuje mnozstvo funkcii a algoritmov z oblasti vSeobecnej algebry,
kombinatoriky, maticového a tenzorového poctu, Statistiky a regresnej analyzy, rieSenia rovnic

a ich ststav (algebrickych aj diferencialnych), diferencialneho a integralneho poctu a pod.
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Produkt spolo¢nosti Texas Instruments, pocitacovy algebricky systém DERIVE (PAS
DERIVE), sa Casto oznaCuje za “matematického asistenta”. Je to vykonny a jednoducho
ovladatelny softvér ureny na rieSenie Sirokého okruhu matematickych problémov.

Matematicky softvér Matlab je jednym z najrozsirenejSich programovych balikov
pre technické vypoéty v mnohych oboroch. Pontka rozsiahle vyuzitie, obsahuje velké

mnozstvo funkcii a operacii.
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Zaver

Ekonomia je veda, ktora skiima podstatu ekonomickych sil, ktoré ovplyvituji nas zivot.
Zaobera sa problémami ekonomického zivota, akymi st napriklad sprévanie spotrebitela
a vyrobcu v trhovej ekonomike. Odpoveda na otazky, ako funguju trhy, preco sa urcité statky
vyrabaju a iné nie, ¢i vyrobcovia su nateni prispdsobovat’ sa prianiam spotrebitelov pri raste
cien na trhu, ako sa sprava spotrebitel’ pri raste cien na trhu, preco sa z viacerych investi¢nych
moznosti voli prave jedna konkrétna a mnohé iné.

V zavereCne] praci som sa zamerala na teoretické a praktické moznosti  vyuzitia
urcitého integralu pri ekonomickom rozhodovani subjektov trhu. Oboznamujem Citatel'a
s historiou integralneho poctu. Definujem urcity integral, jeho geometricky vyznam, vlastnosti
a metody vypoctu.

V praktickych prikladoch uvadzam vypocet spotrebitel'ského a podnikatel'ského
prebytku, ktory ucastnici trhu dosahuju pri roznej urovni trhovej ceny. Firmy Casto stoja pred
rozhodnutim, ¢i je ekonomicky vyhodné zvacsit' objem cinnosti a snazia sa urCit’ celkoveé
naklady, ktoré vzrasta spolu s objemom produkcie. Pri hodnoteni ekonomickej uspesnosti
svojho podnikania venujii pozornost nakladom, ktoré im vzniknG pri vyrobe jednotky
produkcie, tzv. jednotkovym, alebo priemernym nakladom. Casova hodnota pefiazi vyrazne
ovplyviiuje rozhodovanie investorov o tom, kam volné peniazné prostriedky vloZit', preto sa
V praxi Casto stretavame s tlohou najst’ pociatocnti hodnotu kapitalovej investicie, ktora by
zabezpecila pri danej ro¢nej trokovej miere a spojitom urokovani prijem, zodpovedajlci
dopredu stanovenej hustote toku prijmu. Na rieSenie uvedenych problémov vyuzivam ur€ity
integral a jeho vlastnosti.

Nachédzame sa na vysokom stupni rozvoja vedy a techniky. Moderné technoldgie
prenikaji do vSetkych Struktur spolo¢nosti. Jednou z tychto technologii je Specidlny
matematicky softvér. V zavere druhej kapitoly uvadzam najpouZzivanej$i matematicky softvér,
ktory slazi na rieSenie problémov z redlneho Zivota v rdznych oblastiach.

Prenikanie matematiky do ekondémie znamena zovseobecnovanie ekonomickych javov

a procesov, ale aj preverovanie ziskanych poznatkov a reagovanie na potreby tedrie a praxe.
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