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Abstract: There are many different methods for analysis of multiple criteria decision-making problems.
Considering the problems for evaluation of alternatives, a typical situation is that the application of various
methods leads to different results, i.e. each method generates different ranking of alternatives. A similar
situation occurs in case a certain number of individual decision-makers participates in the analysis
of a problem. The paper contains a proposal of optimization procedures that aggregates several individual
rankings into one final ranking. As a result, the decision-maker obtains an aggregated ranking that is
based either on the minimization of the weighted sum of deviations of individual rankings from the final
ranking or on the minimization of the maximum deviation over all individual rankings. The applicability
of the procedures is illustrated on a simple numerical example.
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uvoD

V mnoha reélnych situacich se rozhodovatelé setkavaji s potfebou ziskat finalni pofadi analyzovanych
jednotek na zakladé nékolika individualnich pofadi. Takova potfeba mlZe vzniknout pfi feSeni Uloh
vicekriterialniho hodnoceni variant, kde je soubor variant posuzovany podle celé fady hodnoticich kritéri.
Pfi pouziti riznych metod, kterych byla navrzena v minulosti cela fada, dochazi zpravidla k vysledkdm,
které nejsou typicky identické, a Casto se pomérné vyznamné liSi. Mezi nejCastéji pouzivané metody
vicekriterialniho hodnoceni variant patfi AHP, metody tfidy ELECTRE, metody tfidy PROMETHEE,
TOPSIS, WSA a nemalo dalSich. Je tedy nutna agregace individuélnich pofadi do jednoho finalniho.
Moznosti, jak k tomu pfistoupit, je cela fada — od prostého souctu individualnich pofadi az po rizné vice
¢i méné sofistikované pfistupy.

Potfeba agregace individualnich pofadi se vyskytuje dale v ulohach skupinového rozhodovani, kde kazdy
rozhodovatel jistym zplsobem dojde ke ,svému® pofadi hodnocenych jednotek, kandidati apod. Podobné
ulohy se vyskytuji ve volebnich systémech nebo v modelech hodnoceni efektivnosti produkénich jednotek
pomoci modell analyzy obalu dat. Jednim z Casto pozadovanych uZivatelskych vystupl v modelech
analyzy obalu dat (DEA modely) je uspofadani hodnocenych jednotek. Pfi pouZiti riznych modelt byvaji
Castd rlznd poradi, ktera je potom nutné agregovat do finalniho uspofadani. Otazky uspofadani
hodnocenych jednotek jsou vibec v DEA modelech velmi Easto a podrobné diskutované. Zakladni DEA
modely, tak jak byly navrzeny v (Charnes, Cooper a Rhodes, 1978) a dale v (Banker, Charnes, a Cooper,
1884), rozdéluji hodnocené jednotky na efektivni a neefektivni. Neefektivni Ize usporadat podle jejich mér
efektivnosti (€im vysSi, tim 1épe hodnocena). Efektivni jednotky maji ovSem identickou maximalni miru
efektivnosti (100%) a tudiz je nelze podle této charakteristiky rozliit. Z tohoto divodu byla navrzena fada
modell pro usporadani efektivnich jednotek. Jejich aplikace vede pochopitelné zpravidla k riznym
vysledkim. Prvnim z modell této kategorie byl model super efektivnosti (Andersen a Petersen, 1993).
Hojné vyuzivanymi DEA modely jsou SBM modely, které byly navrzeny v (Tone, 2001) a nésledné
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rozpracovany v (Tone, 2002). Pfehled DEA modell této tfidy je mozné nalézt v monografii (Dlouhy,
Jablonsky a Zykova, 2018) nebo v Clanku (Jablonsky, 2012).

Clanek se vénuje modeldm pro agregaci individualnich pofadi a formuluje originalni modely této
kategorie. V nasleduijici kapitole budou formulovany dva optimalizani modely pro agregaci poradi. DalSi
kapitola ukazuje podrobnéji jejich moznosti aplikaci. DalSi ¢ast ¢lanku ilustruje pouziti uvedenych model
na numerickém prikladu. Zavérena ¢ast sumarizuje vysledky vyzkumu a diskutuje potencialni oblasti
dalSiho rozvoje.

1. OPTIMALIZACNi MODELY PRO AGREGACI PORADI

Agregaci pofadi se v posledni obdobi vénovali (Mohammadi a Rezaei, 2020). Jejich pfistup je vSak
zalozeny na jiném principu neZ ten, ktery budeme formulovat v tomto oddilu. Pfedpokladejme, Ze je
k dispozici n individuélnich uspofadani m jednotek (variant), kde rj, i=1, ..., m,j=1, ..., n, je pofadi i-té
jednotky v j-tém usporadani. Cilem nize uvedeného modelu je agregovat individualni uspofadani véech
jednotek, tzn. odvodit vektor x = (x1, ..., Xm)T s prvky, které pfedstavuji agregované pofadi i-té jednotky.
Optimalizaéni model, ktery minimalizuje vazeny soucet odchylek vysledného pofadi ode vSech
individualnich pofadi, vypada takto:

Minimalizovat
2.2 w,(d; +d;) (1)
i=1 j=1
za podminek
r,./.+d,.j‘—d,/f=x,, i=1..m,j=1..n,
> V=1 i=1,...m, (2)
k=1
zyik :1: k:1,...,m,
i=1
X =Y Ky, i=1..m,
k=1
Y, —binary, ik=1..m,
dl.]T zo,d; >0, i=1..mj=1..n,
kde d;,d; jsou zapomé a kladné odchylkové proménné prvki agregovaného uspofadani od prvki

jednotlivych individuélnich pofadi, w;, j = 1, ..., n, je vaha j-tého individualniho uspofadani (v typickém
pfipadé jsou tyto vahy identické a nemusi proto byt uvazovany). Binarni proménné yi, i=1, ..., m, k=1,
..., m, jsou pouZity pro zajisténi jednoznacnosti finalniho agregovaného uspofadani (kazdé poradi musi
byt ve vysledku obsaZzené pouze jednou). Hodnota yi = 1 vyjadfuje, Ze je i-ta jednotka ve vysledném
agregovaném usporadani na k-tem misté. Je-li tedy napfiklad ys1 = 1, znamena to, ze pata jednotka je
ve vysledném agregovaném usporfadani nejlepsi, tedy na prvnim misté.

Model (1)-(2) je mozné modifikovat v tom smyslu, ze nebudeme minimalizovat soucet vSech odchylek,
ale soucet maximalnich odchylek vysledného uspofadani od jednotlivych dilCich uspofadani. Oznatme
D;, j =1,..., n, maximalni odchylku prvkd agregovaného uspofadani od prvki jtého individualniho
usporadani. Ugelovou funkci je tedy mozné zapsat jako:

Minimalizovat

Z1Wfo (3)
j=

V/ upraveném modelu musi byt dale soubor omezujicich podminek (2) rozSifeny o podminky:

d; +d; <D, i=1..mj=1..n (4)
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Tyto podminky zajistuji, ze je absolutni hodnota vSech odchylek prvki vysledného uspofadani od prvkl
j-tého uspofadani mensi nebo rovna hodnoté proménné Dj. Timto zplsobem se vlastné minimalizuje
primérna maximalni odchylka vysledného pofadi od vSech individualnich uspofadani. V pfipadé, Ze
bychom preferovali minimalizaci celkové maximalni odchylky pfes vSechny jednotky a pfes vSechna
individualni usporadani, potom by se ucelova funkce (3) a podminky (4) musely modifikovat nasledovné:

Minimalizovat DMAX (5)
za podminek (2) a podminek
d; +d; <DMAX, i=1..m,j=1...n. (6)

Oba upravené modely (2)-(4), a (2) a (5)-(6), maji obvykle vice optimalnich feSeni. Proto je uZite¢né
aplikovat v navaznosti na tento model lexikograficky pfistup. V prvnim kroku tedy optimalizovat ucelovou
funkci (3) resp. (5) a nasledné minimalizovat soucet odchylek (1) za podminek

> w,D, =D* resp. DMAX = DMAX*
j=1
kde D* a DMAX* jsou optiméalni hodnoty ucelovych funkci (3) a (5) z prvniho kroku vypoctu.

2. MOZNOSTI APLIKACI

Navrzené modely mohou byt aplikovany ve vSech pfipadech, kde je tfeba pro ziskani celkového
usporadani hodnocenych jednotek brat do Gvahy individualni preference nebo diléi uspofadani jednotek,
at se jiz k nému dojde jakymkoliv zplsobem. Nasledujici 3 pfipady demonstruji pouze nékteré mozné
aplikace navrzenych procedur:

1.V uvodni Casti Clanku jsme se zminovali o tom, Ze tradicni DEA modely neumoznuiji rozlisit
mezi jednotkami, které jsou identifikovany danym modelem jako efektivni, protoze jim jsou
pfifazeny maximalni (a tedy identické) miry efektivnosti. Pro feSeni tohoto problému byla
v minulosti formulovana cela fada modeld. Tyto modely jsou éasto zaloZzeny na velmi rozdilnych
principech a poskytuji rozdilné vysledky. V obecném pfipadé nejsou tedy usporadani efektivnich
jednotek, ziskana rlznymi modely, identicka. Navrzené optimalizacni procedury mohou byt
aplikovany pro ziskani jednoho finalniho uspofadani bud efektivnich, nebo i véech hodnocenych
jednotek. Tuto skuteCnost budeme ilustrovat na numerickém pfikladu v nasledujici sekci Clanku.

2. VySe uvedené optimalizaCni procedury mohou byt pouZity pro viastni uZivatelskou definici
ukazatele, ktery umozni uspofadani efektivnich nebo dokonce vSech jednotek v DEA modelech.
Pokud bychom v tradiénim DEA modelu uvazovali m vstupt a r vystupl, potom je mozné odvodit
m.r diléich mér efektivnosti jako poméru jednotlivych vystupl a jednotlivych vstupd. VSechny
efektivni jednotky podle nékterého z tradiénich DEA modell mohou byt uspofadany podle vSech
takovych diléich mér efektivnosti. Potom Ize téchto m.r dil€ich pofadi agregovat pomoci
navrzenych procedur do jednoho findlniho pofadi a uvazovat jej jako vysledné uspofadani
efektivnich jednotek.

Jak jiz bylo uvedeno vySe, uvedené optimalizacni modely mohou byt vyhodné aplikovany pro ziskani
celkového uspofadani hodnocenych jednotek v Ulohéch vicekriterialniho hodnoceni variant. Existuje cela
fada metod pro tento typ problém( a obecné miZze kazda z téchto metod vést k jinym vysledkim, tedy
k jinému uspofadani variant. Mezi nejCastéji pouzivanymi metodami pro hodnoceni variant jsou TOPSIS,
metody tfid ELECTRE a PROMETHEE, AHP, VIKOR, WSA, a dal$i. Podobné Ize ziskat r(izna usporadani
variant, i kdyZ se pouzije pouze jedna metoda, ale na rozhodovani se podili vice rozhodovatell. Kazdy
z nich ma zpravidla jiné preference, coz mize vyznamné ovlivnit celkové pofadi variant. Je tedy ziejmé,
Ze agregacni procedury formulované v tomto ¢lanku mohou byt vhodnym nastrojem i v takovém pfipadé.

3. NUMERICKY PRIKLAD

Pro ilustraci obou uvedenych modelt budeme uvaZovat pfiklad zpracovany v &lanku (Jablonsky, 2012).
Jednalo se o hodnoceni efektivnosti 194 bankovnich pobocek jedné komeréni Ceské banky. Jako vstupy
byly pouZity provozni naklady v tisicich K& (1), poCet obyvatel v regionu plsobnosti dané pobocky (12)
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a prepocteny pocet zaméstnanct (13). Jediné dva vystupy byly hodnota Gvérd v milionech K& (O1)
a celkovy pocet U¢ta spravovanych pobockou (O2). Aplikace tradiéniho CCR DEA modelu vedla k tomu,
7e 12 poboéek bylo identifikovanych jako efektivni. Uplny datovy soubor se viemi vstupy a vystupy je
k dispozici v (Jablonsky, 2012) a na tomto misté jej nebudeme uvadét. Na zékladé vSech dvojic vystupl
a vstupu byly odvozeny dil¢i miry efektivnosti, které jsou obsaZeny v nasledujici tabulce.

Tab. 1: Dil¢i miry efektivnosti

DMU o1/ 01/12 01/13 02/11 02/12 02/13
26 0.90 2.01 18.39 | 158.38 0.35 | 3227.43
28 0.81 1.74 29.72 | 143.34 0.31 | 5242.80
37 0.94 0.42 3333 | 133.90 0.06 | 4739.50
71 0.58 3.56 16.89 | 133.26 0.82 | 3896.29
79 0.52 5.72 22.00 95.10 1.05 | 4021.85
82 0.46 9.47 1440 | 101.48 2.08 | 3170.80
83 0.55 5.72 1450 | 123.70 1.29 | 3282.80
105 0.81 2.32 1847 | 148.93 0.43 | 3390.00
133 0.68 6.52 18.98 | 115.96 111 ] 3241.33
147 0.38 40.32 10.77 73.80 7.89 | 2107.33
182 0.80 4.63 28.77 | 116.56 0.67 | 4189.711
184 0.41 7.34 10.70 | 118.34 2.12 | 3091.00

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vysledky optimalizaénich modeld jsou uvedeny v tab. 2. Prvnich 6 sloupct obsahuje pofadi podle dil€ich
meér efektivnosti. Lze si vS§imnout, Ze jsou v nékterych pfipadech vyrazné odliSné. Posledni tfi sloupce této
tabulky obsahuji agregované poradi ziskané minimalizaci souctu vSech odchylek (SUM), minimalizaci
sou¢tu maximalnich odchylek (MM) a minimalizaci celkové maximalni odchylky (DMAX) s pouZzitim
dvoustupiiového lexikografického pfistupu. Posledni tfi fadky tab. 2 ukazuji hodnoty ucelovych funkci
vSech tfi modeld. V prvnim pfipadé je minimalni soucet vSech odchylek 194, soucet maximalnich
odchylek je 42 (primérna maximalni odchylka je tedy 7) a maximalni celkova odchylka je 11.
PFi minimalizaci sou¢tu maximalnich odchylek se vysledky samozfejmé otaceji, tzn. minimalni hodnota
souctu maximalnich odchylek je 34. Pfi tomto feSeni je souCet vSech odchylek 214 a celkova maximalni
odchylka je rovna 10. Posledni model dosahuje maximalni odchylku pouze 7, ale suma vSech odchylek
je oproti dalSim dvéma modellim extrémné vysoka.
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Tab. 2: Uspofadani jednotek podle dil€ich mér efektivnosti a vysledky agregace

DMU 04/l4 Ol |  Oulls 02/l 02/l 0.l3| SUM MM | DMAX
26 2 10 7 1 10 9 9 5 3
28 3 11 2 3 11 1 2 1 4
37 1 12 1 4 12 2 1 2 5
71 7 8 8 5 7 5 7 8 12
79 9 5 4 11 6 4 4 6 11
82 10 2 10 10 3 10 10 10 9
83 8 6 9 6 4 7 8 9 10
105 4 9 6 2 9 6 6 7 2
133 6 4 5 9 5 8 5 4 6
147 12 1 11 12 1 12 12 11 8
182 5 7 3 8 8 3 3 3 1
184 11 3 12 7 2 11 11 12 7

Soucet vSech odchylek 194 214 282
Soucet maximalnich odchylek 42 34 40
Celkova maximalni odchylka DMAX 11 10 7

Zdroj: Vlastni zpracovani

Vlysledky, uvedené v tab. 2, jsme porovnali s pofadim efektivnich jednotek, které bylo ziskano pomoci
nékolika béznych nastroju pro uspofadani efektivnich jednotek — pfevzato z (Jablonsky, 2012). V této
studii byly pouZity nasleduijici pfistupy:

e AP - Andersen and Petersen model super efektivnosti (Andersen and Petersen, 1993).
SBMT - SBM obecny model super efektivnosti (Tone, 2002).
OPT/PES - koncept optimistické a pesimisticke efektivnosti (Wang et al., 2007).
CROSS - kfizova efektivnost (Sexton et al., 1986).
SBMG - model super efektivnosti na zakladé cilového programovani (Jablonsky, 2012).

e AHP - AHP mira super efektivnosti (Jablonsky, 2012).
Usporadani vech 12 efektivnich jednotek podle uvedenych 6 modelt je uvedené v tab. 3. Podobné jako
v pfedchozi tabulce, obsahuje i tab. 3 vysledky agregace véetné hodnot uéelovych funkci pomoci véech
tfi optimalizacnich modelu.
Tab. 3 ukazuije, Ze je usporadani ziskané pomoci modelt AP, SBMT, SBMG, a Castecné i pomoci AHP,
navzajem velmi blizké. Naopak, vysledky ziskané OPT/PES pfistupem a pomoci kfiZzové efektivnosti
(CROSS) jsou od vysledkd prvni skupiny relativné dost odliSné. Vzhledem k vy$8imu po¢tu modell prvni
skupiny, vede aplikace optimalizaéni agregace k vysledkm, které jsou blizké k tradi¢nim postupim (AP,
SBMT). Porovnani agregovanych vysledkd v obou tabulkach vykazuje znaéné rozdily. Napf. jednotka 147
je hodnocena jako Uplné nejlep§i pomoci tradiénich DEA modell stejné jako je nejlepsi nebo témér
nejlepsi pfi agregaci, jejiz vysledky jsou uvedené v tab. 3. Stejna jednotka je ovSem mezi nejhorSimi
pfi agregaci pofadi podle dil€ich mér efektivnosti. Tento agregacni vysledek je oviem vcelku ocekavany,
protoZe je tato jednotka nejhorsi nebo témér nejhorsi podle viech dil¢ich mér efektivnosti s vyjimkou dvou
ukazatelt. Jednotka 147 méa velmi nizky vstup 12 v porovnani s ostatnimi jednotkami, coz vede k tomu,
Ze diléi poméry O1/12 a 02/12 jsou viéi ostatnim extrémné vysoké. To vede k tomu, ze tradiéni modely
super efektivnosti hodnoti tuto jednotku jako extrémné efektivni, ale agregacni modely zaloZené na dil¢ich
mérach efektivnosti hodnoti tuto jednotku jako jednu z nejhorSich.
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Tab. 3: Uspofadani jednotek podle riznych modell a jejich agregace

DMU AP | SBMT | OPT/PES | CROSS | SBMG| AHP | SUM MM | DMAX
26 6 9 7 7 9 7 8 8 12
28 2 3 2 6 3 3 3 1 2
37 3 4 1 12 4 8 4 4 7
4 9 10 8 3 10 11 10 10 9
79 7 7 4 8 7 6 7 7 3
82 8 6 10 9 6 2 6 4
83 11 11 9 4 11 10 11 11 10
105 12 12 6 5 12 12 12 12 11
133 10 8 5 2 8 9 9 9 8
147 1 1 12 11 1 1 1 3 6
182 4 2 3 1 2 5 2 2 1
184 5 5 11 10 5 4 5 5 5
Soucet vSech odchylek 134 146 11
Soucet maximalnich odchylek 29 27 9
Cekova maximalni odchylka DMAX 200 33 6
Zdroj: Vlastni zpracovani
ZAVER

Clanek se vénuje modeltim, které obecn& umoziuiji agregovat diléi pofadi (at jiz ziskana jakymkoliv
zpusobem) do jednoho vysledného uspofadani hodnocenych jednotek. Navrzené modely mohou najit
vyuziti v ulohéach vicekriterialniho hodnoceni variant, skupinového rozhodovani, v modelech analyzy
obalu dat, ale i v dalSich pfipadech. VSechny pouZité modely jsou jednoduché, i kdyz zatim nejsou
zkuSenosti s feSenim dloh vétSich rozsah(. Modely mohou byt rozSifeny v nékolika smérech, coz
poskytuje dobry z&klad pro dalsi vyzkum. V mnoha pfipadech jsou napfiklad dil¢i pofadi uvazovéna jako
velmi striktni. Tim je minéno, ze velmi maly rozdil v kriterialnich hodnotach vede k tomu, ze je jedna
jednotka tfeba az nékolik mist za jednotkou jinou. Nastaveni jistych prahl indiference by mohlo pfinést
feSeni této nezadouci situace. Modely mohu ovSem byt rozSifeny i v dalSich smérech.
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