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The question whether mathematical objects are things to be discovered or rather in-
vented belonged for a long time among the most discussed issues in philosophy of
mathematics. The answers range from strictly Platonist approaches to radical con-
structivism and even fictionalism. The paper is an attempt to bring this philosophical
question down to earth before we set out to search for highly sophisticated but con-
troversial explanations. The methods we employ are inspired by those implemented
in philosophical remarks of the later Wittgenstein. The main goal of the paper is to
strip the question of its reputed philosophical depth by means of paying closer atten-
tion to what its meaning could intelligibly be in the first place.
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St matematické objekty Pudskymi vytvormi (vyndlezmi), alebo s nie¢im, ¢o l'udia
objavuji (nachadzaji)?' Zda sa, ze hlavné typy roznych odpovedi na tato otdzku by sa
dali zhrnut takto:

1. Matematické objekty su Cisto ludskymi vytvormi.

2. Matematické objekty su 'ud’'mi len objavované.

3. Niektoré¢ matematické objekty st l'ud'mi vytvarané, ostatné su zasa 'ud’'mi objavo-
vané.

4. Matematické objekty nie su l'ud’'mi ani ¢isto vytvarané, ani ¢isto objavované.

5. Otézka nemd zmysel.

Je zrejmé, Ze u kazdej z navrhnutych odpovedi sa vynara mnozstvo dodatocnych
otazok. Napriklad v pripade piatej odpovede by sme sa mohli opravnene dozadovat spres-
nenia: O aky druh absencie zmyslu tu ide? Tymto smerom sa vSak nateraz nepustime.
Namiesto toho sa najskor pokusime stru¢ne odpovedat’ na otazku, v akom kontexte a na
zaklade akych motivacii by niekto mohol na uvedenu otazku odpovedat’ vymenovanymi
sposobmi. Tento postup bude uzito¢ny, lebo ndm umozni uviest’ niektoré konkrétne kon-
cepcie a konkrétnych myslitel'ov, ktori by sa redlne podpisali pod asponi niektoré z uve-
denych odpovedi, ¢im nase skimanie ziska trochu konkrétnejsie kontury a aspoii s¢asti ho
tym legitimizujeme. Ak totiz mozno najst’ reSpektované filozofické teorie, alebo aspon

! Za uzitotné pripomienky a komentare k prvej verzii tohto textu dakujem Tomasovi Canovi, Pet-
rovi Jezikovi, Dezovi Kamhalovi, Marekovi Mikusiakovi a Nine Vojtekovej, ktord odisla prili§ skoro
(6.1. 1988 —17.5.2015).
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relevantné protofilozofické nazory renomovanych myslitel'ov (Specidlne matematikov),
ktorych sucastou su tieto tézy, prinajmensom bude jasné, ze nasa vychodiskova otazka
nie je zvolena Uplne svojvolne.

Pokial’ ide o prvii odpoved,, tézu takéhoto znenia zrejme zastaval napriklad vplyvny
nemecky matematik Richard Dedekind (ktory bol o. i. vyznamnym spolutvorcom teérie
mnozin). Vo viacerych svojich pracach explicitne hovori o ,,tvoreni* ur¢itych matematic-
kych objektov: napriklad v roku 1888 hovori o (prirodzenych) ¢islach ako o ,,slobodnych
vytvoroch Tudského ducha® (freie Schopfungen des menschlichen Geistes), priCom na
zaklade d’alSich vyjadreni (napr. v jeho koreSpondencii) sa da usudit, ze toto jeho pre-
svedcenie sa vztahovalo na vsetky matematické objekty (Dedekind 1932, 335). V tomto
duchu ho aspon interpretuje J. Ferreirds vo svojom vybornom diele o dejinach tedrie
mnozin (Ferreiros 2007, 103). Dedekind vSak na uvedenych miestach nekladie (aspon nie
explicitne) do kontrastu tvorenie a objavovanie. Existuje vSak skupina matematikov
a filozofov matematiky (takzvani ,,intuicionisti*) , ktori tvorenie v matematike zdoraziuju
prave preto, aby poukazali na neudrzatel'nu predstavu ,,klasickej matematiky*, ktora pod-
'a nich nekriticky prijima metafyzicky predpoklad matematickych objektov existujiicich
osebe. Matematika podl'a intuicionistov, ako je napr. A. Heyting (ziak L. E. J. Brouwera,
zakladatel'a tohto smeru) pozostava z mentalnych konstrukcii, ktoré podlichaju istym
prisnym kritériam, pricom matematické vety jednoducho vyjadruji len uspesnost’ urcitej
konstrukcie (Heyting, 1956, 1, 8).

V pripade druhej moznej odpovede mézeme spomenut’ B. Russella a jeho znamy vy-
rok z Principles of Mathematics: Aritmetiku objavujeme v tom istom zmysle, ako Kolum-
bus objavil Antily, ijeho vyrok, podla ktorého ¢isla nie st nasimi vytvormi — podobne,
ako Indiani neboli Kolumbovymi vytvormi (Russell 1903, 451). V Russellovom pripade
sa navySe da suplnou istotou tvrdit’, ze toto jeho presvedcenie o ontologickej povahe
matematickych objektov sa — minimalne v Case pisania daného diela — vzt'ahovalo na
vSetky matematické entity, nielen na Cisla. Ako d’alsi priklad myslitel'a s rovnakym néazo-
rom by sme mohli uviest’ Russellovho kolegu z cambridgeskej univerzity matematika G.
H. Hardyho, ktory sa sice filozofickym otazkam matematiky venoval iba okrajovo, ale
jeho popularne vyjadrenia vel'mi dobre vystihuji zakladna liniu uvazovania, o ktori nam
tu ide. Vo svojej znamej Apologii matematika (Hardy 1940) vyslovuje presvedéenie, ze
podobne, ako existuje fyzikalna realita, existuje aj ,,matematicka realita®, ktora je mimo
nas a je nezavisla od nas v tom zmysle, Ze ju moéZeme nanajvys objavovat’ alebo ,,pozoro-
vat*, vziadnom pripade nie je nasim vytvorom (por. Hardy 2005, 35). V skorSom ¢lanku
»Mathematical Proof** (Matematicky dokaz) z roku 1929 predstavuje tento svoj nazor vo
forme obrazu, v ktorom matematicku realitu prirovnava k vzdialenému horskému retazcu
a ¢innost’ matematika opisuje ako pozorovanie a zaznamendvanie ¢o najvacsiecho poctu
jednotlivych horskych vrcholov (Hardy 1929, 18). Asi najpriamociarejsie vyjadril v 19.
storo¢i rovnaké citenie franctizsky matematik Charles Hermite (ktorého meno sa objavuje
napr. v ,.hermitovskych operatoroch”, dolezitych v kvantovej mechanike), ktory v jednom
zo svojich listov z roku 1894 napisal: ,,Verim, ze ¢isla a funkcie analyzy nie su svojvol-
nym vytvorom nasho ducha [produit arbitraire de notre esprit]; myslim, ze existuji mimo
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nas s takou istou nevyhnutnostou ako veci objektivnej reality a ze ich stretdme alebo
objavujeme a Studujeme podobne ako fyzici, chemici a zoolégovia atd’. (Hermite 1905b,
398). V inom, skorSom liste hovori, Ze medzi matematikou a fyzikou nie je v tomto ohl'a-
de ,,ziadna ruptira® (aucune coupure) (por. Hermite 1905a, 332).

Najst’ adekvatneho zastancu tretej tézy nie je také jednoduché. Ak mézeme pripisat’
dostatocnl hodnovernost’ povestnému vyroku matematika L. Kroneckera — ,,Celé Cisla
vytvoril panboh, vsetko ostatné je dielom cloveka* —, tak by sme k nim mohli cum grano
salis zaradit minimalne tohto predchodcu konstruktivizmu a intuicionizmu vo filozofii
matematiky. Nebolo by pritom podstatné, ¢i jeho vyjadrenie o ,,bozskej kreacii* prirodze-
nych Cisel (pretoze tie mal vlastne na mysli) myslel skor obrazne, alebo doslova, dolezité
by bolo iba rozlisenie dvoch druhov matematickych objektov: jedny, si dané nezavisle od
akejkol'vek I'udskej ¢innosti a druhé su Cistymi vytvormi ¢loveka. Bohuzial’, podla toho,
¢o vieme o Kroneckerovych filozofickych nazoroch na matematiku a na matematické
objekty, takyto pokus interpretovat’ Kroneckera ako reprezentanta tretej tézy nema velka
nadej na uspech (por. Ewald 2005, 942). Ak aj totiz naozaj niekedy (vazne) predniesol
spominany vyrok, chcel tym zrejme skor vyjadrit’ svoje hlboké presvedcenie o potrebe
aritmetizacie celej matematiky (to znamena, ze to, ¢o nemozno vysvetlit/definovat’ pomo-
cou prirodzenych cisel a algoritmickych procedur, nepatri do seriéznej matematiky —
osobitne aktualne nekonecno a Cantorove transfinitné ¢isla). S'ubnejsieho predstavitel'a
tretej tézy by sme azda mohli najst’ v C. F. Gaussovi. Niektoré vyjadrenia v jeho listoch
by sa dali interpretovat’ tak, Ze priestor (ako predmet geometrie) pokladal za nieCo existu-
juce mimo nasej mysle, zatial’ o ¢isla (ako predmet aritmetiky) chapal ako Cisté produkty
nasej mysle (Gauss 1900, 200-201).2

Je mozné pripisat’ nickomu aj Stvrt tézu? Ponajprv uvazujme, ¢o by znamenalo po-
kladat’ naSu vychodiskovll otazku za zrozumitel'ni/zmysluplni, ale odmietnut’ (negovat)
predlozent disjunkciu. Tu je zrejme myslitelnych viacero moznosti, ktoré vsak moézu
pOsobit’ (aspon na prvy pohl'ad) dost’ zvlastne. Napriklad niekto by mohol zastavat’ nazor,
ze tertium datur, priCom tymto tretim je moznost’, Ze matematické objekty vznikaju ,,aj za
prispenia“ T'udi, t. j. nie su to ¢isto l'udské, ale povedzme scCasti 'udské a scasti bozské
vytvory, no takym sposobom, ze obidva typy ,,stvoritel'skych™ ¢innosti su pre ich vznik,
resp. ,,zotrvavanie v byti“ nevyhnutné. Pokial’ vSak viem, tento mozny variant Stvrtej tézy
nemd ziadneho znadmeho reprezentanta. (Ostatné varidcie na tuto tému ponechdvam na
fantaziu Citatela.)

A nakoniec, ¢o by sa dalo predbezne povedat’ o piatej téze? Zda sa, ze najblizsie
k takejto odpovedi by mohli mat’ filozofi pracujici v duchu wittgensteinovskej filozofic-
kej metddy (Ci skor siboru metoéd). Mohla by to byt totiz jedna z tych otazok, ktord nasmu

2 Tézu, Ze niektoré matematické objekty s redlne existujiice a niektoré su (mozno len) nasimi vy-
tvormi, resp. artefaktmi nasho jazyka, zvazuje u nds Ladislav Kvasz v ramci svojej originalnej koncepcie
inStrumentalneho realizmu. Jeho systematickd monografia o filozofii matematiky, ktora nadvézuje aj na
jeho ¢lanky uverejnené v tomto Casopise (Kvasz 2010; 2015), nebola pred dokonéenim tejto state esSte
publikovana.
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mysleniu spdsobuje akysi intelektualny ,,kf¢“ a ktora nas zavadza svojou formou k pro-
dukovaniu filozofickych tedrii, vysvetleni, argumentov, zatial' ¢o najprimeranejSou a naj-
spravnejSou reakciou by malo byt jej eliminovanie (,,rozpustenie®) poukazanim na jej
nezmyselnost. Samozrejme, tvrdit' jej nezmyselnost a presvedC¢ivo to preukazat — to
mozu byt dve vel'mi vzdialené veci.

Tieto nejasnosti by bolo treba odstranit’ alebo do nich aspoii vniest’ aké také svetlo.
KedZe vsak hlavny zamer tohto ¢lanku nie je podavat’ historickofilozoficky rozbor jed-
notlivych pozicii a detailne Studovat’ vSetky ich zakutia, nebudeme si narokovat na po-
sledné slovo v tychto interpretaénych otazkach. Zaroven vSak uz teraz priznavame, Ze
nasledujice Casti budi vyznamne inSpirované prave sposobmi a metédami uvazovania,
ktoré su charakteristické pre Wittgensteinovu (neskorsiu) filozofiu.

Pri naSom pokuse budeme vychadzat’ z ,,prirodzeného* predpokladu, ze matematika
ma svoje ,,objekty*, pricom budeme mat’ na mysli také veci ako c¢isla, mnoziny, geomet-
rické utvary, funkcie, grupy atd’. — t. j. to, ¢o by zrejme bolo nasou prvou odpoved’ou na
otazku, ¢o je predmetom takych matematickych disciplin, ako su teoria ¢isel, tedria
mnozin, geometria, teoria funkcii, tedria grap atd’. Chceme vSak zdoraznit', Ze tymto au-
tomaticky neprijimame ani jednu z filozoficky vyhranenych pozicii ohladne ,,povahy
matematickych objektov™ — podobne ako si ani bezny ¢lovek iba s kusymi poznatkami
o ma- tematickych disciplinach alebo nefilozofujuci matematik nevyhnutne neosvojuje
ziadnu filozoficku ,,teériu objektov™, ked’ sa sem tam vyjadruje o tom, ¢im sa zaoberaju
prislusné matematické discipliny.

Ak mame uvazovat o ,,vytvarani“, resp. o ,,objavovani“ matematickych objektov,
bolo by dobré uviest’ nejaké konkrétne priklady. Ciel'om nasledujuceho vykladu nebude
sledovat’ zakazdym cell prislusni sériu udalosti v dejinach matematiky ani podrobne
vysvetlovat’ vSetky matematické aspekty danych prikladov. Pre né$ ucel postaci, ak na
zaklade nasho opisu dostato¢ne vystipia do popredia tie aspekty nasich prikladov, ktoré
dokazu vniest’ svetlo do spdsobov, akym mézeme v matematike (alebo aj mimo matema-
tiky) hovorit’ o objavovani, resp. vytvarani matematickych objektov.

Ako prvy priklad nam posluzi ,,objav iracionalneho ¢isla“. Predstavme si, Ze nasa si-
tuacia je situaciou starogréckych matematikov povedzme priblizne z obdobia Euklidovho
zivota. Pracujeme iba s celymi (kladnymi) ¢islami a pri svojich tvahach vyuzivame kla-
denie tychto Cisel do roznych pomerov. Hovorime tiez o geometrickych utvaroch, ako su
usecky, kruznice, trojuholniky atd’., dokazujeme ich vlastnosti a moznosti ich konstrukcie
pomocou (neoznaceného) pravitka a kruzidla. Skiisme sa teraz zamysliet’ nad tym, ako by
sme v tejto nasej situacii mohli vyhodnotit’ udalost’, ktora sa v dejindch matematiky ozna-
cuje ako ,,objav nestimeratel'nosti“. Pridrzme sa toho najjednoduchsieho pripadu: predsta-
vujme si pritom jednotkovy Stvorec a aplikaciu Pytagorovej vety na jeho uhlopriecku, ¢o
nas nasledne moéze priviest’ k zndmemu ddkazu sporom o nestimeratel'nosti strany a uhlo-
priecky. Dajme tomu, Ze tento dokaz nas presvedcil o tom, Ze nie je mozné najst’ ziadny
pomer dvoch ¢isel, ktory by sa dal pripisat’ uhlopriecke nasho Stvorca tak, ako sme pripi-
sali jednotku kazdej jeho strane. Aky zaver z toho teraz mdézeme vyvodit? Jedna moz-
nost’: Usudime, Ze neexistuje ani jedna taka aritmetickd veli¢ina, ktora by sa dala pouzit’
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na stanovenie dizky uhlopriecky. Ak by bola diZka iba to, &o sa udava v &islach, resp.
v pomeroch ¢&isel, nasa uhlopriecka (pri stanovenej jednotke) by nemala dizku. Predstav-
me si viak teraz iny vyvoj udalosti: Co ak by to bolo tak, ako sa to ¢asto uvadza v textoch
o dejinach matematiky, totiz, ze stari Gréci naozaj ,,0objavili existenciu iracionalnych ¢i-
sel“. Co nam vobec umoziuje charakterizovat tito situdciu tymto sice historicky neadek-
vatnym, no predsa len nesporne zrozumitenym spésobom? Odpoved’ je celkom l'ahka:
Ked sa pozerame spit’ na anticki matematiku, zasadzujeme to, o ¢om hovoria antické
texty, do nasho systému cisel. Z tohto pohl'adu, samozrejme, moézeme ,,vidiet™, ako Hip-
pasos z Metapontu (alebo nejaky iny pytagorejec) takpovediac ni¢ netusiac narazil na
Cosi, na Go pri istych Givahach narazit' ,;musel®, pretoze /2 je predsa tiplne legitimnym
obyvatelom riSe realnych &isel (ktorymi v matematike odmeriavame dizky tseciek a kri-
viek). To, Ze Hippasos o existencii tohto obyvatel'a (a jemu podobnych iracionalnych
spoluobcanov) netusil, nie je vina tychto ¢isel; na vine je obmedzenost’ starogréckej arit-
metiky. To isté by sme mohli povedat’ o matematikoch polovice 19. storocia, ktori netu-
§ili, Ze existuje nekone¢ne vela transfinitnych kardinalnych a ordinalnych cisel, ked’Ze ich
G. Cantor objavil az v druhej polovici toho istého storocia.

Aby tato situacia s objavovanim nadobudla ostrejSie hrany, bude vhodné uviest’ je-
den menej znamy priklad ,,objavu* nového matematického objektu, Diracovej ,,delta-
funkcie® (v sucasnej matematike a fyzike ide o velmi znamy a vel'mi uzitocny objekt).
Pre nase ucely si mézeme historiu matematiky v tomto ohl'ade opét’ zjednodusit: nebu-
deme zohl'adiovat’ vSetkych matematikov od zaciatku 19. storocia, ktorych kroky mozno
retrospektivne interpretovat’ ako blizenie sa k definicii objektu, ktory ako prvy pomenoval
P. Dirac vo svojich Principoch kvantovej mechaniky (1930). O akom novom objekte to
teda hovori Dirac? Dirac ako fyzik naraza pri vyklade matematického aparatu kvantovej
mechaniky na urcity technicky matematicky problém tykajici sa istého typu nekonecien.
Aby tento problém zvladol lepSie, rozhoduje sa ,,zaviest* (introduce) urciti novu ,,veli-
&inu“ (quantity) — 8(x) —, ktort nazyva ,,5-funkcia“. Ma to byt funkcia, ktora spiiia tieto
podmienky:

Jo 8(x)dx =1
d(x)=0 prex#0

Zjednodusené nazorné vysvetlenie tejto funkcie by mohlo vyzerat takto: Predstavme
si redlnu funkciu redlnej premennej x, ktord je definovand na realnych cislach a ktorej
funk¢éna hodnota je nula pre vetky x okrem x = 0 (to hovori druha podmienka). Aka je jej
hodnota v bode x = 0?7 O tom Dirac ni¢ blizsie nehovori, k dispozicii uzZ mame len jeho
prvi podmienku, ktora (prerozpravana do nazornejSicho jazyka) znamena, ze obsah plo-
chy ohrani¢enej x-ovou osou a krivkou, ktora je grafom &-funkcie, je rovny obsahu jed-
notkového Stvorca, ¢ize 1. Pravdaze, ak si to predstavime, znie to absurdne. Nech uz by
bola funkéna hodnota nasej d-funkcie pre argument x = 0 akakol'vek (napr. nech 5(0) = 5
alebo nech 8(0) = 10'%), nie je predsa mozné, aby medzi jej grafom a x-ovou osou bola
plocha rovnajuica sa ploche jednotkového Stvorca. Graf naSej funkcie predsa splyva az na
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jediny bod s x-ovou osou, takze plocha medzi nimi musi byt nulova!

Dirac vSak naSej predstavivosti pomaha nasledujicim obrazom: Predstavme si neja-
ka ina funkciu, ktora je ,,podobna‘“ nasej delta-funkcii, a to v tom, ze 1. aj ona je defino-
vana na realnych ¢islach, 2. aj jej funkéna hodnota je takmer vSade nula. Na rozdiel od
grafu delta-funkcie vsak graf tejto funkcie v tesnej blizkosti bodu x = 0 (napr. v intervale
(-1/3, 1/3) ) tvori maly ,,kopcek®, ktorého plosny obsah je zhodou okolnosti rovny ploche
jednotkového Stvorca. Ak si vieme bez problémov predstavit’ nejaku takuto funkciu, tak
nam zrejme nebude sposobovat’ problémy predstavit’ si d’alsiu podobnt funkciu, ktora sa
od predchadzajucej lisi len tym, Ze interval, na ktorom graf tejto funkcie tvori ,,kopcek*,
je kratsi (povedzme, (-1/100, 1/100) ), pricom vSak obsah kopceka je stale rovny jedne;.
Samozrejme, to sa da docielit’ iba tak, Ze tento druhy kopcek bude podstatne vyssi,
v skuto¢nosti sa uz bude skor podobat’ na akisi zna¢ne dlhé ihlu. Dalsim skracovanim
intervalu (pri zachovani podmienky rovnakého jednotkového obsahu prislusnej plochy
pod grafom) moézeme prist’ k d’als$im a d’alsim funkciam — hrot pomyselnej ihly bude pri-
tom musiet’ rast’ do zavratnych vysSok. Ako nam to objasiiuje povahu nasej delta-funkcie?
Nuz, Diracova delta-funkcia je akasi ,,limitna* funkcia tych predchadzajucich funkeii, t. j.
je to ta funkcia, ktori dostaneme, ked’ interval zuZime az na jediny bod (x = 0), zatial’ ¢o
hrot ihly, t. j. funkéna hodnota v bode x = 0, vystreli az do nekonecna.

Ak si stale myslite, ze Diracova delta-funkcia je podivna a podozrivo vyzerajica
funkcia, sam Dirac vam dava za pravdu. Oplati sa dlhsi citat z jeho diela: ,,5(x) nie je
funkciou premennej x podl'a obvyklej matematickej definicie funkcie, ktord pozaduje, aby
funkcia mala urciti hodnotu pre kazdy bod definiéného oboru. Je to nieco vSeobecnejsie,
¢o by sme mohli nazvat’ ,nevlastnou funkciou‘, aby sa ukazala jej odliSnost’ od funkcii
definovanych pomocou obvyklej definicie. 5(x) teda nie je veli¢ina, ktord by sa dala vo
vSeobecnosti pouzivat’ v matematickej analyze ako bezna funkcia, ale jej pouzitie treba
obmedzit' na isté jednoduché typy vyrazov, v pripade ktorych je zrejmé, ze nemoze
vzniknut’ ziadne protirecenie* (Dirac 1958, 58).

Co nové sme pre nasu tému ziskali tymto prikladom? Na Diracovej ,,funkcii® je zau-
jimavé to, Ze v Case, ked’ ju ,,zaviedol®, eSte neexistovala rigor6zna matematicka teoria,
ktora by tomuto matematickému objektu a inym objektom tohto typu pridel'ovala syste-
matické miesto v matematickom univerze. To sa stalo az o niekol’ko rokov neskor, ked’
predovsetkym L. Schwartz predlozil tzv. tedriu distribicii (resp. ,,zovSeobecnenych funkeii®).

Porovnajme uvedené dva priklady matematickych objektov: /2 a 8-funkciu. V obi-
dvoch pripadoch mame — ako l'udia na zaciatku 21. storocia — vyhodu historickej retros-
pektivy. Ak sa trochu vyzname v sucasnej Standardnej matematickej analyze, tak vieme,
ze obidva spominané objekty maji svoje stabilné miesto — nevieme si predstavit’ mnozinu
realnych Cisel bez odmocniny z dvoch a mnozinu zov§eobecnenych funkcii bez delta-
funkcie. No pre tych z nas, ktori nie st zbehli v teorii distribucii, je tu predsa len rozdiel.
V2 je relativne znamy objekt, takze ked ¢itame o pytagorejskej matematike, vietky vyro-
ky o nestimeratelnosti nevyhnutne vnimame z perspektivy naSej rozsirenej ¢iselnej mno-
ziny. Skoér musime vyvijat’ zna¢nll namahu na to, aby sme sa ako tak vzili (,,vmysleli) do
situacie starych Grékov, ktori zastali pri nesimeratelnosti istych geometrickych Gtvarov
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a namiesto kooptovania novych ¢isel rozvinuli vel'mi sofistikovanu ,,tedriu proporcii*,
ktora umoznila s danymi ,,iraciondlnymi pomermi exaktne pracovat. Aj ked’ nadobud-
neme seridoznejSie znalosti o povahe starogréckej matematiky (ktoré nas uchrania pred
hrubsimi — a v lepSom pripade aj jemnejSimi — anachronizmami, ktoré tu na nas na kaz-
dom kroku c¢ihajt), tazko sa ubranime dojmu, ze hoci Gréci, striktne vzaté, nehovorili
o0 ,,iracionalnych ¢islach®, predsa len o nich mnoho vedeli, hovorili o nich akoby bez toho,
ze by explicitne vedeli, ze o nich hovoria. Gréci ich ,,svojim spésobom® objavili — asi tak,
ako Kolumbus Ameriku.

V pripade d-funkcie — pokial’ sme sa s iou zoznamili len teraz — chyba prave tato
schéma chapania v pozadi. To nam umoziuje vnimat’ Diracovo pocinanie podstatne inym
sposobom. Ovela viac sa ndm modze natiskat’ dojem urcitej arbitrarnosti. Jednoducho,
ovel’a l'ahSie (nezatazeni vedomost’ami) pocitujeme novy prezentovany objekt ako ,,kon-
Strukt®, ¢o neznamena ni¢ iné ako ,,vytvor” s konotaciou arbitrarnosti. Sam Diracov sp6-
sob vyjadrovania akoby potvrdzoval tento aspekt arbitrarnosti: Dirac hovori o ,,zavadzani
novej veli¢iny* a o ,,poskytovani novej notacie”. V kazdom pripade 15. paragraf tretej
kapitoly, v ktorom zac¢ina hovorit’ o delta-funkcii, nepredklada ako spravu o objave nové-
ho matematického objektu. Tomu by sme vSak nemali prikladat’ prili§ vel’ky filozoficky
vyznam. Jednoduchym vysvetlenim moéze byt to, Ze — ako sme uz naznacili predtym —
Dirac nebol prvy, kto uvazoval o takejto ,,funkcii* a kto podal jej definiciu (a sam Dirac
o tom musel vediet’) (por. Liitzen 1982, 126). Nech uz vsak bola prehistéria d-funkcie
akakol'vek, pravdou stale zostava, Ze vSetky tieto pokusy o jej definovanie a zavedenie od
konca 19. az do tridsiatych rokov 20. storo¢ia (vratane Diracovho pokusu) boli z pohl'adu
sudobych standardov matematiky ,,neobvyklé®“. A to je rozhodujuci bod, na ktory sme sa
snazili tymto prikladom poukazat’. Mimochodom, peknym potvrdenim toho, ze Diracova
delta-funkcia bola okolo roku 1930 matematikmi vnimana ako ,,problematicka entita®, je
dalSie klasické dielo ranej kvantovej mechaniky — Matematické zdklady kvantovej me-
chaniky (1932) od J. von Neumanna. Von Neumann tu vyslovne hovori, ze Dirac ,,fingo-
val (fingierte) existenciu takejto funkcie®, a vzapati detailne ukazuje, ¢o je mozné mate-
maticky dosiahnut, ,,ak tato fikciu akceptujeme™ (von Neumann 1932, 14). Von Neu-
mann vsak tieto, ako ich nazyva, ,, uneigentliche Gebilde (,,nevlastné utvary) spomina
len preto, aby nakoniec vyzdvihol svoj odlisny pristup k matematickej formulacii kvanto-
vej mechaniky. Jeho cielom je totiz vybudovat’ prave taku teoriu, ktora sa bude pohybo-
vat’,,v ramci v§eobecne pouZzivanych matematickych metod* (von Neumann 1932, 15).

Aké ponaucenie a aky zaver vo vztahu k naSej vychodiskovej otazke plynie z pred-
chadzajucich dvoch prikladov z dejin matematiky? Kritik by mohol povedat’, Ze z nich
pre riesenie nasho filozofického problému neplynie vobec ni€. Je to nakoniec iba subor
(pomerne hrubych) informacii o dejindch matematiky. Co by mohli historické vyklady
o tom, ako sa formovala matematika, povedat’ k rieSeniu systematického filozofického
problému? Nech uz sa realne k odmocnine z dvoch ¢i k delta-funkcii dospelo akokol'vek
(a nakoniec, aj historik matematiky musi uznat’, Ze isté prvky v nasej historiografii budu
vzdy chybat, t. j. dejiny matematiky nebudi nikdy Gplne presné a kompletné), prislusny
historicky vyklad tychto udalosti operuje na inej Grovni, takze ¢i uz prijmeme filozoficki
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tézu o vytvarani, alebo tézu o objavovani matematickych objektov, neméze dojst’ k sporu
s histoériou.

Vyhoda takéhoto striktného postoja (ak to tak chceme brat’) spociva v tom, ze nasa
otazka si zachova status cisto filozofickej otazky. Uvadzanie d’alSich a d’alSich historic-
kych poznatkov a historického kontextu je, pokial’ ide o jej rieSenie, irelevantné. A to isté
vlastne plati aj o uvadzani d’alSich a d’al§ich matematickych poznatkov — nijaké rozsirenie
nasich matematickych vedomosti a zruénosti neméze mat’ vplyv na jej rieSenie. Nie je to
totiz matematicka, ale filozofickd otazka.

V stvislosti s takymto postojom viak vyvstavaju otazky: Co nam vlastne potom zo-
stava?; Aké prostriedky rieSenia vlastne eSte mézeme pouzit? Ak sme nasu otazku do-
kladne vy¢istili od historie matematiky aj od matematiky samotnej, mozno sme dostali
c¢istu filozofickll otazku, ale mozno sme sa tym zaroven ocitli v podobnej situacii ako
Kantov holub, ktory si pri namahavom lete vzduchom predstavoval, ze vo vzduchoprazd-
ne by sa mu lietalo 'ahSie (Kant 1979, 61). Neocitli sme sa aj my tymto svojim postojom
vo filozofickom vakuu?

Nasa odpoved na takto postavenii otazku v zasade znie: Ano, ocitli. Znamena to ale,
ze si v kone¢nom doésledku hodlame privolat’ na pomoc dejiny matematiky, resp. matema-
tiku samotni? Nie celkom. Otazka, ktort sme si polozili na zaciatku, nie je ani historicka,
ani matematicka — je v pravom slova zmysle filozoficka. To vSak znamena predovsetkym
to, Ze jej zmysel este nie je jednoznacne stanoveny, Ze na to, aby sme ju mohli tak ¢i onak
zodpovedat’, musime si vyjasnit, resp. stanovit’, ¢o presne sa pytame, resp. ¢o by mohla
nasa otazka znamenat'.

Este raz uvazujme o naich dvoch matematickych objektoch. Co by mohli znamenat’
tvrdenia o objaveni odmocniny, ¢o nas zvadza k tomu, aby sme obcas volne hovorili
0 ,,objaveni iracionalnych Cisel” pytagorejcami? Evidentne naSa predstava, Ze tito nasi
matematicki predchodcovia narazili na nejaky netuSeny problém, ktory sme my (presne;j-
Sie, matematici 19. storocia) ,,zhmotnili“ do podoby presne definovaného objektu. Ich
problém pre nas vlastne nie je problémom; to, ¢o sa javilo Grékom ako isté obmedzenie,
prekazka, sa nam javi zhmotnené do podoby Standardného matematického objektu, kon-
krétneho algebraického iracionalneho ¢isla. Pytagorejci teda, ak sa mame vyjadrit’ v tomto
duchu, iracionalne ¢islo nevytvorili ani ho neobjavili, ale predsa nan narazili (a v tomto
zmysle ho skor objavili, nez vytvorili). A z toho istého dévodu mézeme povedat, ze Karl
Weierstrass a jeho kolegovia, ktori v 19. storoc¢i vybudovali rigoréznu tedriu realnych
¢ise, a teda rigordzne definovali aj to odmocninové, ich tiez ,,nevytvorili“, ale ich skor
novym (presnej$im, systematickejSim, uplnejsim) spdsobom ,,objavili“. Ich definicie pred-
sa neprisli ,,z Cista jasna“!

Prec¢o sme v predchadzajucom odseku povedali, ze zmysel nasej otazky (ako otazky
filozofickej) nie je eSte jasne vymedzeny? Chceme tym povedat, Ze ti, ktori si ju kladli
(a pokusali sa na fu jednoznaéne odpovedat), jej vlastne (dobre) nerozumeli? Odkial
berieme odvahu tvrdit' ¢osi také? Predovsetkym si musime uvedomit’, Ze obas mame
tendenciu klast’ si otazky, ktoré pouzivaju isté dobre zname slova v kontextoch, ktoré nie
su celkom zvyc¢ajné, hoci sa z istych dovodov zdaju opravnené. Len ¢o vSak takato otazku
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raz polozime (a vyZadujeme odpoved’ ano — nie), Casto na prvy pohl'ad nevidime dblezité
konzekvencie, ktoré akceptovanim danej otazky vznikaji. Inymi slovami, neuvedomuje-
me si hned ,,zavizky*, ktoré tym na seba berieme a ktorych by sme mozno chceli byt
radsej usetreni. Kladenie istych otdzok ako zmysluplnych a jednozna¢ne zodpovedatel-
nych ma svoje dosledky. Tym, Ze sa pytame na ,,vytvorenost™, resp. ,,objavenost* mate-
matickych objektov, umiestiiujeme ich do istého priestoru vytvoritenych, resp. objavitel’-
nych veci — a ten ma svoje pravidla. PresnejsSie, v naSom jazyku pouzivame slova ako
»vytvorit* a ,,objavit™ v niektorych kontextoch bez najmensieho zavahania. Keby Ziadny
takyto Uplne neproblematicky kontext neexistoval, boli by sme zrejme ovel'a obozretnejsi
pri zavadzani takychto slov do novych (mozno este problematickejSich) kontextov. Pri-
najmensom by nam chybal ten bezprostredny pocit, Ze danému slovu rozumieme aj
v novom kontexte (hoci niektoré dosledky jeho zavedenia do tohto trochu nezvycajného,
kontextu eSte nemame vyjasnené).

Nemusime dlho hovorit’ o tom, v akych kontextoch sa ndm (v beZnom Zivote) pouzi-
tie slov ,,vytvorit™ a ,,objavit* javi ako neproblematické. Postacia dva priklady: Botanik
objavi v amazonskom pralese rastlinu, ktora eSte nikdy nebola opisana. Niekto zada
umelcovi ulohu vytvorit' sochu (nejakej vyznamnej osobnosti), ktora bude vicsia nez
vSetky existujiice sochy. V tychto pripadoch nebude nikto spochybiiovat’ spravnost’ a zro-
zumitel'nost’ pouzitia danych dvoch vyrazov. Nikto ani nebude tvrdit, ze v spomenutych
dvoch vetach by sme prislusné slova mohli zamenit’, t. j. hovorit’ o ,,0bjaveni sochy umel-
com®, resp. o ,,vytvoreni rastliny botanikom®. To neznamena, Ze si v principe nevieme
takéto jazykové pocinanie predstavit. Vedeli by sme to (niekto by sa musel pousilovat’
viac, niekto menej), ale za beznych okolnosti to nerobime. Aby sme naznacili, ako to
myslime, zoberme si eSte jeden priklad beznej vety: ,,Podarilo sa mi vytvorit’ vetu, ktora
obsahuje slovo ,strom‘ vo vSetkych padoch®. Na prvy pohlad celkom jasné a neprob-
lematické pouzitie slova ,,vytvorit™. Dahko si vSak vieme predstavit takito ivahu: Naozaj
som danu vetu ,,vytvoril“? Nebola uz v nejakom zmysle obsiahnuta v slovenskom jazyku
predtym, nez som ju vyslovil? Nie je to skor tak, ze som iba pomocou konkrétnych zvu-
kov alebo konkrétnych atramentovych stop na papieri ,,zviditeInil“ vetu, ktora tu (v jazy-
ku) uz bola (aj ked’ to nik predo mnou este neurobil)? Nemohol by som teda (v tomto
zmysle), resp. nemal by som skor hovorit’, Ze som dani vetu objavil, a nie ze som ju vy-
tvoril? Atd’.

Ako je to teda s ,,vytvaranim®, resp. ,,objavovanim“ matematickych objektov? Do
akej miery je pouzitie tychto slov v tomto kontexte zrozumiteI'né? Niekto by mohol pove-
dat, ze v predchadzajucich (v zasade) neproblematickych pripadoch sme mali do¢inenia
s (v zasade) neproblematickymi entitami: s rastlinou, so sochou. Abstraktné entity mate-
matiky su vsSak o cosi zlozitejSie, preto sa vynaraju rozne filozofické otazky. Ten, kto
takto uvazuje, prijima danu otazku ako nieCo neproblematické; problém vidi skor v naj-
deni spravnej odpovede — podobne, ako keby niekto uvazoval o merani vysky konkrétne-
ho c¢loveka a pyramidy: Tohto ¢loveka, ktory stoji vedl’a mna, zmeriam I'ahko, mam me-
ter a dotyCny je ochotny chvilku postat’ v pokoji. Naproti tomu v pripade pyramidy je to
tazSie a mozno budem musiet’ vymysliet’ nejaky nepriamy postup (napr. ako Tales). Pod-
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stata merania, mohli by sme povedat’, je v§ak v obidvoch pripadoch ta istd, v obidvoch
pripadoch pripisujeme danym objektom nejaka vysku v tom istom zmysle.

Je tu vSak otazka, ¢i aj v pripade hovorenia o vytvarani, resp. objavovani na jednej
strane matematickych objektov a na druhej strane veci, ako su rastliny ¢i sochy, hovorime
v tom istom zmysle. A ak nie, do akej miery su si dané pripady pouzitia tychto slov vy-
znamovo blizke? Ide o jemny, zanedbatelny posun, alebo ide — pouzijuc znamy aristote-
lovsky zvrat — o wetdfaoic el dro yévog? A vieme vobec do akého ,rodu”, do akej
oblasti tu vlastne prechadzame? Podl'a akych pravidiel tu budeme posudzovat’, ¢i je nieco
vytvarané, alebo objavované? Su tieto pravidld ,,dané®, alebo si ich skor viac ¢i menej
vedome tvorime as we go along?

Moze sa vsak zdat, Ze na§ podvodny filozoficky problém sa ndm tu vracia nedotknuty
nasimi ivahami, ktoré by sme nanajvys mohli vnimat’ ako marny pokus trivializovat’ (¢ize
vlastne ignorovat’) povodny seridozny problém. Mézu nam totiz namietnut: Nam predsa
nejde o to, ¢i v nejakom zmysle moézeme zrozumitel'ne hovorit o matematickych objek-
toch ako o vytvaranych alebo objavovanych, nejde nam teda o to, aby sme (napr. pouceni
dejinami matematiky) vymedzili pouzitel'né sposoby takéhoto hovorenia, ale ide nam o to,
aby sme sa dozvedeli, ako je to s ,,ontologickym statusom® matematickych objektov:
Jestvuju ,,0osebe (a teda ich mézeme nanajvys len objavit/najst’), alebo jestvuju len ,,pre
nas“ (a teda vd’aka nam, ako nase vytvory, konstrukty)?

A zda sa, ze aj Wittgenstein, ktorého spésobom uvazovania sme sa nechali pri tomto
probléme inSpirovat, odpoveda na nasu pdvodnu otazku prave v duchu tohto rozliSenia.
Ustavicne totiz zdoraznuje, ze v matematike nie sme objavitel'mi, ale vynalezcami. Podl'a
toho teda Wittgenstein zaujima poziciu, ktora pritakdva jednej Casti naSej povodnej dis-
junkcie. Z tohto hl'adiska sa radi medzi (ontologickych) antirealistov vo filozofii matema-
tiky. Dalsie potvrdenie tohto zaveru o povahe Wittgensteinovho postoja by sme mohli
¢erpat’ z jeho pocetnych kritickych poznamok na adresu platonizmu v matematike.

Takéto chapanie Wittgensteinovej pozicie vSak ma za nasledok zna¢né problémy
s celkovou interpretaciou jeho filozofickej pozicie (myslime tu predovsetkym na jeho
metodologické poznamky ohl'adne jeho vlastnej filozofie). Podl'a dobre znamych pasazi
napr. z Filozofickych skumani (por. Wittgenstein 1979, 74-79) ciel'om filozofa nema byt
formulovanie a obhajovanie ,,filozofickych téz*, ale naopak privodit’ vyjasnenie tam, kde
sme sa ocitli vtme (v dosledku toho, ako sme filozofické otazky a tézy postavili), tam,
kde sme sa takpovediac zaplietli do svojich vlastnych jazykovych pravidiel, tam nam ma
filozoficka ¢innost’ pomdct’ rozpliest’ uzly a priniest’ mysleniu pokoj. Ako by mohlo byt’
toto vSetko zluciteI'né so zaujatim a obhajobou antirealistického postoja (alebo realistic-
kého — to je vtomto ohlade vlastne jedno)? Je medzi Wittgensteinovou proklamovanou
metodologiou a jeho vlastnym filozofickym poc¢inanim eklatantny rozpor? Mame si veci
vysvetlit' tak, Ze metodologické odporucania (sebe samému) nakoniec Wittgenstein nebral
az tak vazne? Alebo mame skor formulovat’ zaver, Ze Wittgenstein sa sice snazil postupo-
vat’ v sulade s nimi, no niekedy jednoducho zlyhal, t. j. fakticky preSiel na stanovisko
tych, ktori predkladaju a obhajuju filozofické tézy?

Tejto problematike bolo v ramci dnes uz v podstate neprehl'adnych wittgensteinov-
skych stadii venovanych mnozstvo ¢lankov i celych monografii. My sa im na tomto mieste
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nehodlame venovat. Zdorazitujeme, Ze naSim cielom nie je podrobna interpretacia Witt-
gensteinovych filozofickych poznamok — v naSom chapani st jeho (vybrané) poznamky
skor nastrojom (vzorom, modelom, inSpiraciou, motivaciou) na rieSenie filozofickych
problémov.

Nas postoj k zmienenému interpretacnému problému je vSak zhruba takyto: Sme
presvedéeni, ze ak nie vSetko, tak prinajmensom vel'ka vicsina toho, ¢o Wittgenstein
napisal hlavne vo svojom neskorSom obdobi (t. j. priblizne od polovice 30-tych rokov),
mozno zosuladit’ s jeho metodologickymi maximami zo Skumani. Nebudeme vSak toto
presvedcenie dokazovat’, naznac¢ime len tol’ko, kol’ko je potrebné pre ucely tohto textu.

KIacovy postreh, ktory vnasa svetlo do celej situacie, spociva podl'a naSho nazoru
v tom, ze ciel’, ktory ma Wittgenstein pri svojom filozofovani na mysli, mozno dosahovat’
réznymi spésobmi, pricom niektoré z nich mézu byt métice, pretoZze vzbudzuji dojem
upadnutia do starych (tradi¢nych) filozofickych kol'aji (predkladania a obhajovania filo-
zofickych téz a tedrii). Konkrétne: Ked’ napr. Wittgenstein napise, Ze matematik ni¢ neob-
javuje, na prvy pohl'ad to vyzera, Ze jednoznacne vstupuje do tabora antirealistov (antipla-
tonistov). To je vSak podl'a nasej mienky iba zdanie. Podobné vyjadrenia nemaju pre
Wittgensteina charakter filozofického zaviazku voci urcitej filozofickej téze (tedrii), ale
skor charakter ,,didaktického dorazu®, resp. presunu dorazu. Povedané jednoducho (a apli-
kujuc to na na§ vychodiskovy problém): Ak sme pri filozofovani konfrontovani s pla-
tonistickymi filozofickymi tézami, mézeme pre Gcely filozofického vyjasnenia formulo-
vat’ ako isté skratky urcité vety, ktoré vyzeraju ako (protichodné) tézy, no v skutocnosti
suto skor sumarizujuce upozornenia ur¢itého typu. Akého typu? Napriklad ak sa uz
chceme vyjadrovat’ o ,,matematickych objektoch* jazykom ,,0bjavovanie verzus vytvara-
nie“, tak menej Skody spdsobi (menej zavadzajuce bude), ked’ sa priklonime k vyrazu
»Vvytvaranie® nez k vyrazu ,,objavovanie. To vSak neznamena, Ze tym vypovedame nieco
»fllozofické™ (metafyzické) o povahe (poznavania) danych entit. Mohlo by sa pokojne
stat, Ze v niektorych situdciach bude na rozohnanie filozofickej hmly uzitocné pridrzat’ sa
skor jazyka ,,objavovania‘“ (napr. keby sme ¢elili filozofickych tézam nejakého radikalne-
ho matematického ,,voluntaristu®) (por. Wittgenstein 1976, 142). Samozrejme, pointa
nespociva v tom, Ze mechanicky a bez d’alSieho rozmysl'ania postavime oproti jednej téze
kvazitézu — formulovanie onej ,,kvazitézy* je len pripomienkou, upozornenim alebo su-
marizujucim vyjadrenim celého radu postrehov a uvah, ktoré sme k danej téme predtym
formulovali. Nejde tu o to, Ze by sme si chceli vystupenim z ramca tradi¢nych filozofic-
kych diskusii, napr. o matematickych objektoch, usetrit premyslanie, naopak, chceme
premyslat’ mozno eSte viac, ale novym spdsobom, spdsobom, ktory prindsa do centra
pozornosti veci, ktoré v predchadzajucich diskusiach zapadli, boli prehliadnuté alebo boli
odsunuté bokom ako zdanlivo irelevantné.

Ako sme uz povedali, v konecnom dosledku nezalezi na tom, ¢i je naSa interpretacia
dobrou interpretaciou Wittgensteinovych zachovanych poznamok, resp. do akej miery je
udrzatel'na, ale dolezité je skor to, Ci je tento pristup k rieSeniu (vyjasiiovaniu) filozofic-
kych problémov funkény a uspokojivy.
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To, ¢i je filozofovanie vo wittgensteinovskom duchu prinosné, ¢i je subor wittgen-
steinovskych metdd efektivny pri vyjasiiovani filozofickych problémov, nespozname tak,
ze budeme interpretovat’ Wittgensteina (hoci aj to méze byt sucast'ou tohto poznavania,
najmd ak sa pritom kriticky a analyticky venujeme konkrétnym Wittgensteinovym postu-
pom pri rieSeniach konkrétnych problémov, a nielen textovej exegéze), ale skor tak, ze
tieto metddy uplatnime na filozofické problémy, ktoré su v centre nasSej vlastnej pozornos-
ti, ktoré nas doslova ako filozofické problémy trapia.

V nasom pripade sa teraz mozno ukazuje, ze sme nedospeli k Zelanému ciel'u, ked’ze
otazka, ktori sme si na zacCiatku polozili, sa nam vratila: Ako je to teda s ,,ontologickym
statusom‘ matematickych objektov — jestvuju ,,0sebe (a teda ich moéZeme nanajvys len
objavit/najst’), alebo jestvuji len ,,pre nas*“ (a teda vd’aka nam, ako naSe vytvory, kon-
Strukty)? Je to teda tak, ze vsetky predchadzajice tvahy nam v ni¢om nepomahaju vyrie-
Sit’ takto postavenu otdzku? V istom zmysle je to tak. Predchadzajuce tivahy boli totiz
skor navadzacimi prostriedkami, vd’aka ktorym sme mali nahliadnut, do akej miery je
odpoved’ na takto postavenu otazku meddleZita, a to preto, lebo v tomto pripade nejde
o konStatovanie (zistenie) ,,skuto¢ného stavu veci®, ale v prvom rade o (implicitné) stano-
venie istych (jazykovych) pravidiel. Slova ako ,,objavovat™, resp. ,,vytvarat* nemaji ne-
problematické (bezprostredne jasné) vyznamy, ked ich aplikujeme na nieo také ako
»~matematické objekty. Samozrejme, to neznamend, ze sa tymto slovdm v tejto stivislosti
musime naveky vyhybat. M6zZeme ich pouzivat’, ked’ chceme polozit’ doraz na isty aspekt
nasej matematickej praxe, na isty aspekt nasej skusenosti s ,,matematickymi objektmi®.
Ak chceme ist’ este o kus dalej, mdzeme: mdzeme zalozit’ istli novua ,jazykovu hru®,
v ktorej tymto slovam explicitne pridelime ur€ité funkcie. Potom bude, pravdaze, vela
zalezat’ od toho, akd bude pointa tejto novej jazykovej hry, aky z nej bude uzitok. Podl'a
toho by sme ju bud’ akceptovali, alebo odmietli.
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