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1 Ak nie je uvedené inak, zdrojom gra-
fov v tomto prispevku su Statistické
tabulky dmrtnostiv SR a vypocty
autora.

2 Viac o SVD ndjdeme napriklad na

http.//www.ling.ohiostate.edu/~kba-
ker/pubs/Singular_Value_Decompo-

sition_Tutorial pdf

Predikcia Umrtnosti na Slovensku

Jdn Barldk', Ndrodnd banka Slovenska

Uz dlhsie obdobie pozorujeme, Ze trend vyvoja imrtnosti na Slovensku md, s troskou zjedno-

ako nasirodicia a Ze nase deti, ktorym chceme len to najlepsie, budu Zit este dihsie. Pre financné
instittcie, kde dlzka dozitia ¢loveka hrd prim pri ocefiovani &asti ich produktov, je tento klesajuci
trend umrtnosti skor vyzvou ako pozitivom. Predstavme si napriklad, Ze dnes poistovria uzavrie
s klientom produkt, v ktorom sa zavdzuje vypldcat mu mesacnu rentu od zacatia jeho déchod-
kového veku az po jeho smrt. MéZe len odhadovat, kolko rokov sa klient doZije, a aj to iba za
pomoci dnes uz starej umrtnostnej tabulky. Na vytvorenie novej a Uplnej je pre ziskanie pravde-
podobnosti Gmrtia totiz potrebné mat tdaje o mrtiach za este stdle plyndci rok. Vieme len, ze
priemernd dizka Zivota sa prediZuje a Ze jej lepsi odhad by mal viest k presnejsiemu oceriovaniu

spominanych produktov.

Na predikciu dlzky Zivota pouzijeme slovenské
umrtnostné tabulky od roku 1980 po rok 2012
(www.infostat.sk) ako vstup do modelu. Néstro-
jom na fitovanie Umrtnostnych kriviek, ako aj na
predikciu ich dalsieho pokracovania bude dnes
uz hddam aj klasicky Lee-Carterov (dalej len ,LC")
model z roku 1992. Na zaciatok si uvedieme za-
kladné dévody ndsho rozhodnutia. Kedze umrt-
nost klesd, je zrejmé, Ze na regresiu potrebujeme
klesajucu funkciu. Nasej pozornosti ale neunikne
fakt, ze jej pokles sa musi spomalovat, inak by sme
sa skor ¢i neskor s jej hodnotami dostali nielenze
na nuly, ale aj do zapornych ¢isel, ¢o je neredlne.
Tento predpoklad spifia exponencidlna funkcia,
ktort pouziva prave LC model. Dal3im jeho pozi-
tivom je celkom pragmaticky pristup k predikcii
dmrtnosti, ale o tom si povieme az dalej.

REGRESIA

Ako sme uz naznacili, vstupom do LC modelu je
umrtnostnd tabulka, a to pre muzsku aj pre Zen-
sku ¢ast populdcie. Jej maticovy tvar je takyto:

Mp,1980 MmMp,2012
Mx,t = : . : ,
M100+,1980 M100+,2012

kde x oznacuje vekové skupiny od 0 po 100+, t ozna-
¢uje roky a m,,, je teda pravdepodobnost toho, ze sa
vekové skupina x v roku t nedozije dalSieho roku.
Ako prvé bude nasou ulohou ndjst funkciuy,
ktord vhodne opisuje vstupné déta. Intuicia
a rovnako aj LC model ndm hovoria, Ze tento tvar
bude exponencialny. Preto bude vhodnejsie mo-
delovat nie priamo umrtnost, ale jej prirodzeny
logaritmus, aby sme mali jednoduchsiu linedrnu
z4vislost namiesto exponencialnej. Nasa regresnd
funkcia (pre pedantov sustava funkcii) teda bude:

ln(mx,t) = ay + byk, + Ext M

pre véetky x a t, kde m,, uz pozname a a,, b, a k, su
parametre, ktoré potrebujeme odhadnut. Podla

(Lee a Carter, 1992) a (King a Girosi, 2007) takato
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parametrizacia nie je jednoznacna. Ak vektory g,
b, k st riesenim, potom pre fubovolné ¢ plati, ze g,
b/c, k*c alebo a - bc, b, k + ¢ su tiez riesenim. Nie
je to viak prekazka, kedZe kazdé z tychto rieSeni
nam da tu istu predikciu. Preto v zaujme jedinec-
ného rieSenia nech platia tieto obmedzenia:

be=1,2kt=o
X t

teda Ze sucet prvkov vektora b bude 1 a pre vektor k
bude sucet 0. Z toho aj g, bude jednoducho dané
priemerom logaritmov Umrtnosti cez vietky casy t
pre vekovu skupinu x. Preto ozna¢me

1
__ 1
Ox pocet regresnych rokov Z n0me)

V prehladnejSom maticovom zdpise potom

mame:
My, 1980 My 2012 a,
M100+,1980 M100+,2012 A100+

bg
+ ( H )(kwso k2012) +
bigo+
€0,1980 €0,2012
+ ( : : ) /
€100+,1980 €100+,2012

kde In(M, ) a @ pozname. Ostava nam teda odhad-
nut vektory b a k. Podarf sa ndm to za pomoci me-
tédy rozkladu matice. Metéda ma nazov Singular
Value Decomposition (dalej len,SVD").2

Oznatme:
my 1980 My 2012
My, =1n : : -
M100+,1980 M100+,2012
a
-1 ¢ ] .. 1
A100+
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teda od kazdého riadku v matici odratame jeho
priemernu hodnotu. B

Podla(Wang 2007), ak plati, ze SVD(M , )=ULV?,
potom vektor b je prvy stipec matice U a vektor
k bude nasobok prvého riadku matice V'a prvé-
ho prvku matice L. Lee a Carter a aj inf eSte vy-
lepSuju odhad vektora k dalsim postupom, ¢as-
to je ale tento krok reestiméacie vektora k Uplne
vynechany (King & Girosi, 2007) a my, v sulade
s umyslom nekomplikovaného modelu, ho tiez
vynechame.

PREDIKCIA

Nasli sme teda vsetky potrebné parametre funk-
cie, ktord ndm opisuje zatial pozorovany vyvoj
umrtnosti na Slovensku. My by sme ale boli radi,
keby sme vedeli tuto funkciu ,,predfiit’“ aj do bu-
ducnosti a vdaka tomu ziskat odhady pre budu-
ce hodnoty Umrtnosti. Len jediny z parametrov,
ktory sme odhadovali, bol zavisly od casu, a to
bol parameter t. Podla Wanga (2007) Lee a Carter
(1992) predikuju budtice hodnoty vektora k velmi
jednoducho a to linedrnou funkciou, kde priamku
urCuje iba prvy a posledny bod vektora k. Model
vyzer3 takto:

keyr =ke + 6 + €

kde €, je vzdialenost medzi redlnou a odhadova-
nou hodnotou k, a konstanta 6 (drift) je urcena
jednoducho pomocou jeho prvej a poslednej
hodnoty ako:

Ty
[ )

kde [T, T] je obdobie, za ktoré mame vstupné
déta.V nasom pripade, s pouzitim vsetkych rokov,
sa bude T - T, rovnat 33. Vektor k teda mozeme
predikovat na,akékolvek” dlhé obdobie a k nemu
jednoducho vypocitat aj odhady pre imrtnosti.
Lee a Carter (1992) presne neuvadzaju spdsob
vypoctu konfidencnych intervalov pre ich odhady,
ale jednoduchou tvahou vieme rozumné odhady
urobit aj bez nich. Ako prvé si vypocitame Standard-
nu odchylku nasich hodnét vektora k od priamky,
ktorou sme ju aproximovali na intervale [T, T]:

T-1
1 o

- E 2

S= =1y =2 (ke = ke)?,

t=To+1

kedze kr, = kr aky = kp.Teraz kedvieme,ako
sa v priemere odlisovala redlna hodnota k, od odha-
dovanej, budeme $tandardnu odchylku pre budtce
hodnoty k, (pre t>T) odhadovat ako Sy, = s V1.
95-percentné konfidencné intervaly pre k, kde
t>T, teda odhadneme ako kryp + 1,96 Spyp
a z toho pre samotné umrtnosti ako:

e[ax+bx(kT+n 1196 s740)] — e(ax+bx kT+n)e T (bx 1,96 ST40) —

¢o uz je formula pre 95-percentné konfidenc¢né
intervaly uvedend v (Lee & Carter, 1992).

Tymto sme ukoncili viac-menej teoreticku Cast
o LC modeli a mohli by sme sa rychlo pozriet na
jeho vysledky pre slovenské data. Niektorym v3ak
eSte mdze napadnut celkom jednoduchd otézka.
Ked uz sa snazime vyrobit jednoduchy a pouZzitel-
ny model, preCo potom namiesto akejsi takmer
exponencialnej funkcie s nie prave intuitivnou
premennou k, nepouzivame obycajnu exponen-
cidlnu funkciu, kde premennou by bol jednodu-
cho ¢as? Nasa regresna funkcia by bola

ln(mx‘t) = Ay + byt + gyt

s rovnakym oznacenim ako v pévodnej regresne;j
funkcii (1). Tento priam stredoskolsky model (dalej
len ,EXP") sa elegantne zbavil najzloZitejsich casti
LC modelu a pre ¢itatela, ktory sa s porozumenim
dostal az sem, zrejme nie je nutné ho podrobne
opisovat, kedze je jeho zjednodusenim. Azda len
spomerime vypocet jeho Standardnej odchylky:

kde ¢, je vektor rozdielov medzi skuto¢nou a mo-
delovanou hodnotou Umrtnosti na intervale [T, T].
Vytvorili sme teda dva modely na predikciu umrt-
nosti a na to, ako sa obom modelom dari na slo-
venskych datach, sa pozrieme v nasledujuicej ¢asti.

VYSLEDKY A TESTY

My muZi a Zeny sme sice v. mnohom rovnaki, ale
akide o Umrtnost a veci s tym suvisiace, aspon za-
tial to tak nie je. Preto si vysledky modelov ukaze-
me oddelene pre obe pohlavia. Zatneme najprv
vstupmi zo Statistického Uradu. Grafmi (1 a, b) si
znazornime Umrtnosti pre niektoré vekové kate-
gorie (0, 10, 20, 30, 40, 50, 60 a 70).

V oboch pripadoch vidime, Ze Umrtnost ma
klesajuci trend. Navyse mozeme vidiet aj fakt, ze
u Zien je Umrtnost v zodpovedajlcich vekovych
skupinach nizsia ako u muzov. Prejdime v3ak teraz
k ¢islam. Z LC modelu si uvedieme odhad vektorov
ka b a pre prvy spominany aj jeho budice hodno-
ty a k nim prislichajuce Standardné odchylky. Pre
Uspornost textu a zaroven jednoduchost vypoctu
hodnot vektora a nebudeme tento vektor uvadzat.
Rovnako, pre vyrazne jednoduchsie vypocty pri
EXP modeli, si jeho parametre taktiez neuvedieme.

Mame viacero moznosti, ¢o si ukdZzeme ako
vysledok modelu a aby to nebolo jednotvarne,
namiesto Umrtnosti sa teraz pozrieme na odha-
dovanu priemernt dizku Zivota, a to uZ pre oba
modely (graf 2 a, b).

Pre oba grafy plati nasledovné. Ciara Real0 zo-
brazuje odhady strednej dizky Zivota pri narodenf
(teda 0-ro¢nych) z dostupnych Udajov za roky 1980

mx,T+n e * (bx 1,96 ST+n) =

mx,T+n-

e + (2bx ST40),
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Tabulka 1 Odhad parametra k, jeho predikcia a standardnd odchylka, a odhad parametra b.

Rok

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014

2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024
2025
2026
2027
2028
2029
2030
2031
2032

Fit

Predikcia

k
-2,2752
-2,2728
-2,0537
-2,1638
-1,7292
-1,8092
-1,3266
-1,0294
-1,1482
-1,3390
-1,3956
-1,7758
-1,0569
-0,3569
-0,3354
-0,1643
0,2498
-0,1286
-0,3013
0,0940
04739
03512
1,2847
1,0334
1,2957
1,5773
1,4703
1,6834
1,7618
2,2108
3,0107
2,6745
3,4903
3,6704
3,8506

4,0308
4,2109
43911
45713
4,7515
49316
51118
5,2920
54721
56523
58325
6,0126
6,1928
6,3730
6,5531
6,7333
6,9135
7,0937

Zdroj: Vlastné vypocty.

Muzi

0,7436
1,0517
1,2880
1,4873
1,6628
1,8216
1,9675
2,1033
2,2309
2,3516
2,4664
2,5761
2,6813
2,7825
2,8801
2,9746
3,0661
3,1550
3,2415
3,3257
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k
-2,0723
-2,3211
-1,7827
-1,9652
-1,5156
-1,9213
-1,6200
-1,7007
-1,0695
-1,5783
-1,5925
-1,6548
-1,0042
-0,7258
-0,2462
-0,3292
0,1006
-0,1632
-0,3428
0,0304
0,9588
1,0657
0,8987
1,1893
1,0264
1,8653
2,1192
1,0686
2,6543
2,0411
2,3858
2,6387
3,5629
3,7390
39151

40912
42673
44434
46195
4,7956
49717
51478
53238
5,4999
56760
58521
6,0282
6,2043
6,3804
6,5565
6,7326
6,9087
7,0848

Zeny

0,8843
1,2505
1,5316
1,7685
1,9773
2,1660
2,3395
2,5011
2,6528
2,7963
2,9328
3,0632
3,1882
3,3086
3,4247
3,5370
3,6459
3,7516
3,8544
3,9545

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

Muzi
-0,2471
-0,1578
-0,1859
-0,1964
-0,1719
-0,1877
-0,1804
-0,1627
-0,1349
-0,1272
-0,1552
-0,1787
-0,1637
-0,1334
-0,1117
-0,1111
-0,1205
-0,1246
-0,1044
-0,0787
-0,0735
-0,0852
-0,1059
-0,1014
-0,0939
-0,0900
-0,0970
-0,0985
-0,1066
-0,1093
-0,1218
-0,1215
-0,1287
-0,1256
-0,1340
-0,1252
-0,1222
-0,1167
-0,1177
-01174
-0,1221
-0,1207
-0,1159
-0,1080
-0,1070
-0,1051
-0,1036
-0,0992
-0,0947
-0,0896
-0,0832
-0,0788
-0,0740

b

Zeny
-0,2295
-0,1764
-0,1547
-0,0694
-0,1182
-0,1532
-0,1918
-0,1731
-0,1456
-0,1625
-0,1627
-0,1360
-0,1193
-0,1050
-0,1115
-0,1037
-0,0971
-0,0877
-0,0848
-0,1017
-0,1139
-0,1198
-0,1077
-0,1015
-0,0833
-0,0776
-0,0839
-0,1106
-0,1365
-0,1443
-0,1341
-0,1303
-0,1376
-0,1336
-0,1274
-0,1123
-0,1259
-0,1232
-0,1196
-0,1086
-0,0993
-0,0983
-0,0925
-0,0949
-0,0902
-0,0849
-0,0850
-0,0863
-0,0919
-0,0804
-0,0742
-0,0711
-0,0756

Vek
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87

88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100+

Muzi
-0,0734
-0,0733
-0,0757
-0,0763
-0,0722
-0,0692
-0,0652
-0,0640
-0,0604
-0,0587
-0,0580
-0,0576
-0,0586
-0,0588
-0,0569
-0,0554
-0,0549
-0,0539
-0,0523
-0,0534
-0,0552
-0,0539
-0,0529
-0,0524
-0,0531
-0,0539
-0,0518
-0,0492
-0,0470
-0,0461
-0,0457
-0,0449
-0,0441
-0,0432
-0,0424
-0,0415
-0,0405
-0,0396
-0,0386
-0,0375
-0,0364
-0,0353
-0,0341
-0,0329
-0,0316
-0,0303
-0,0289
-0,0274

Zeny
-0,0809
-0,0814
-0,0820
-0,0803
-0,0825
-0,0850
-0,0861
-0,0883
-0,0900
-0,0939
-0,0933
-0,0937
-0,0905
-0,0901
-0,0939
-0,0996
-0,1035
-0,1013
-0,0985
-0,0934
-0,0897
-0,0866
-0,0831
-0,0799
-0,0762
-0,0731
-0,0686
-0,0640
-0,0586
-0,0539
-0,0484
-0,0430
-0,0376
-0,0322
-0,0268
-0,0213
-0,0160
-0,0107
-0,0055
-0,0006
0,0042
0,0088
0,0130
0,0168
0,0203
0,0232
0,0256
0,0273
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Graf 1 Vyvoj umrtnosti podla vekovych skupin

a) muzi
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2012

az2012. Ciary LCO, resp. EXPO, znazorfuju tieto diz-
ky Zivota modelované LC modelom, resp. EXP mo-
delom. Takisto je zndzornend aj predpoved na roky
2013 - 2032 pomocou spominanych modelov.

Uvedieme si niektoré hodnoty v ¢iselnej podo-
be a porovndme ich aj s idajmi zo Spravy o dlho-
dobej udrzatelnosti verejnych financii (Rada pre
rozpoc¢tovu zodpovednost — RRZ, 2012), ktord sa
tomuto scasti venovala (tab. 2).

Vidime, Ze predpoved oboch nasich modelov
pre odhadovanu strednu dizku Zivota je nizsia ako
predpoved Rady pre rozpoctovl zodpovednost.
Navyse, ak si spomenieme na (2), pri LC modeli
dost zavisi, na akych datach kalibrujeme model,
kedZe odhady vektora k zavisia iba od dvoch bo-
dov. Ak by sme napriklad namiesto vietkych 33
rokov, ktoré mame k dispozicii, vzali o jeden me-
nej, celd predikcia by sa posunula u muzov zhruba
o rok nadol. Predikciu EXP modelu by to zmenilo
minimalne. Napriek tomu vsak urcit, ktory z mo-
delov je ten spravny, dnes nevieme a ani vediet
nemozeme. Co viak ale méZzeme, je spatne otes-
tovat, ako si nase modely pocinaju, ked ich naka-
librujeme na rokoch 1980 — 1999 a predpoveda-
me roky 2000 - 2012, a priblizne tym zachovéme
pomer vstupnych rokov k odhadovanym. Skisme
sa teda pozriet, ¢i ndm redlne hodnoty Umrtnosti
,padli“ do 95-percentnych intervalov spolahlivosti
pre konkrétne modely. Pre nazornost sa pozrime
napriklad na skupiny 30-ro¢nych (grafy 3 a 5).

Plnou ¢iarou st zndzornené redlne hodnoty umrt-
nosti a Ciarkovanou zasa horny (U) a dolny (L) 95-
-percentny interval spolahlivosti nasej predpovede.

Zaujfimavy pohlad na vietky vekové kategdrie
je v grafe 4. Stratime sice ucelenu predstavu o po-
hybe redlnych dat v medziach intervalu spolah-
livosti, ale zaroven ziskame celkovy vizudlny pre-
hlad pre celt vzorku populdcie.

Na zvislej osi su vekové kategdrie a na horizon-
talnej osi su roky testovaného obdobia. SvetloZltou
je zndzornené spadnutie do intervalu spolahlivosti
pre konkrétnu vekovu kategériu a konkrétny rok
a Cervenou zrejme opak. Vidime napriklad, ze umrt-
nosti 85-ro¢nych muzov boli v intervale spolahli-
vosti LC modelu, kym Umrtnosti 100- a viacro¢nych
Zien vébec nie, a to pocas celej dizky testovacieho

b) zeny
0,035 7

0,030 4
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obdobia. Pozrime sa teraz na obdobné vystupy pre
exponencialny model.

Na prvy pohlad vidiet, Zze EXP model si pocina
lepsie. VSimnime si ale, Ze velkost konfiden¢nych
intervalov pre oba modely je rozdielna. Nie je to
prekvapujlce, kedZe uz vizualne pre vekovu sku-
pinu 0 vieme posudit, ze LC model lepsie kopiruje
vstupné umrtnostné krivky a v priemere to inak
nie je ani v pripade ostatnych vekovych skupin.
Pre zhruba 75 % vekovych skupin je R? (miera indi-
kujuca, ako dobre model opisuje data) v pripade
LC modelu vyssia ako v pripade EXP modelu. Aj
ked vo vseobecnosti neplati nepriama Umernost
medzi vyskou R? a standardnou odchylkou. Vysle-
dok teda nehovori, ze by LC model bol akokolvek
horsi, ale Ze v tomto pripade — a da sa predpokla-
dat, Ze aj vo vieobecnosti — EXP model ma menej
ambiciozne intervaly spolahlivosti. A teda buduce
hodnoty Umrtnosti do nich padnu fahsie.

Okrem iného, pre poistovne je zaujimavé aj ve-
diet, kolko sa v priemere doziju [udia prave vstu-
pujuci do déchodkového veku. Pre ziednodusdenie
si zvolme za tento vek prave 62 rokov a pozrime
sa, ako si v spatnom testovani pocinali nase mo-
dely, opdt u muzov a u Zien.

V grafe 7 vidime, ako sa pohybovala stredna diz-
ka Zivota z redlnych dat a odhadnuté predpovede
(pIné ciary) a ich 95-percentné intervaly spolahli-
vosti (Ciarkované Ciary). Kym u muzov oba modely
podcenili nasu rasticu dlhovekost, u Zien sa ex-
ponencidlnemu modelu podarilo celkom dobre

Tabulka 2 priemernd dizka dozitia pri narodeni

Musi Skutoc¢nost Predpoved
ue! 2011 2020 2030
LC 72,2 73,5 74,9
EXP 72,2 72,6 74,0
RRZ 72,2 74,0 76,2
Zeny
LC 794 80,6 81,7
EXP 794 80,1 81,2
RRZ 794 81,0 82,7

Zdroj: RRZ a vlastné vypocty.
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Graf 2 Porovnanie odhadovanej dlzky Zivota pri narodeni
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Graf 3 Umrtnost 30-ro¢nych podla spcitného testu (LC model)
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Graf 4 Vizudlny prehlad umrtnosti pre vsetky vekové kategdrie podla spétného testu (LC model)
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odhadnut realitu. VSimnime si ale, Ze pri muzoch
bola di?ka Zivota na zhruba tej istej Grovni az do
roku 1992, ¢o malo, samozrejme, za nésledok hor-
Siu predpovedaciu schopnost oboch modelov.
V tomto priklade bol pre obe pohlavia bliZsie k re-
alite EXP model. Ako sme uz spomenuli, rozdiely
vo velkosti intervalov spolahlivosti su zrejmé, ale
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b) zeny

=
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je potesitelné, Ze krivka realnych dat sa viac-me-
nej zmestila do oboch intervalov spolahlivosti.

ZAVER

Pévodnym zémerom tohto textu bolo ukézat
moznost pouzivat Lee-Carterov model aj na
Slovensku, a to v jeho najjednoduchsej forme.
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Graf 5 Umrtnost 30-ro¢nych podla spéitného testu (EXP model)
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Graf 6 VizudIny prehlad umrtnosti pre vsetky vekové kategdrie podla spéitného testu (EXP model)
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Graf 7 Strednd dizka dozitia 62-ro¢nych
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Dalej sa ale ukdzalo, Ze sa mozno dé usetrit
mnozstvo prace pouzitim jednoduchsieho
modelu a to bez vyraznej ujmy na vysledku, ak
vObec nejakej. A je tu este aspon jedno pozi-
tivum. Je dobré, ked ludia rozumeju tomu, ¢o
pouzivaju. Vela zaujimavého sa do tohto pri-
spevku z priestorovych dévodov nedostalo, ale
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iste by bola aj $koda, keby sa citatel nemusel
trochu ponaméhat aj sém. Neurcili sme, ktory
z modelov je lepsi. Vo vseobecnosti to vopred
aj tak nikdy nevieme. Jednoznacne vsak vieme
urcit ten jednoduchsi. Matematika je silny na-
stroj, ale aby sme nakoniec zbytoc¢ne nesli (ako
sa hovorf) s bubnom na zajace...
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