APROXIMACIA BINOMICKEHO ROZDELENIA NORMALNYM
A PRIKLAD JEJ APLIKACIE V AKTUARSTVE S VYUZITIM JAZYKA R

Abstrakt

Prispevok sa zameriava na prezentaciu limitnych viet v analyze rizika v nezivotnom
poisteni. Jednoducho a prehl'adne uvadza teoretické vychodiska aj prakticku ukazku aplikacie.
Numerické vypoéty boli realizované v programovom jazyku R. Student ma moznost’ pouzit
uvedeny zdrojovy kod apo volbe vstupnych parametrov aplikdcia demonstruje dolezité
vztahy medzi binomickym anormalnym rozdelenim. Analyza je podporend grafickymi
vystupmi.
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1 MOIVREOVA-LAPLACEOVA INTEGRALNA VETA
Nech nahodné premenné Xj, ..., X, st nezavislé so strednou hodnotou a disperziou

E(X;); D(X))
kde i=12,...,n.

Potom ndhodna premenna
X =X+ ..+ X,

ma za ur¢itych podmienok pre dostatocne velké n asymptoticky normélne rozdelenie.
RozliSujeme lokdlne limitné vety (limita postupnosti funkcii hustdt resp.
pravdepodobnostnych funkcii) a integralne limitné vety (limita postupnosti distribucnych
funkcii). Tento predpoklad sa vyuziva v praxi. Ak skimané nahodné veli€iny v jednotlivych
pokusoch nemaju normalne rozdelenie, tak sich sictom sa pri dostatoCne velkom pocte
pracuje ako s normalne rozdelenou nahodnou premennou.
Lindebergova-Levyho centralna limitna veta. Nech X;, .., X, je postupnost

nezavislych ndhodnych premennych, ktoré maju identicky zdkon rozdelenia s konecnou
strednou hodnotou a disperziou

E(X)=u; D(X;)= o
kde i=1,2,...,n.

Definujme nahodna premennt Y, ktora je si¢tom ndhodnych premennych Xy, ..., X, teda plati

Y =X+ ..+ X,



Potom normovana ndhodna premenna

U _Y—E()

VD(Y)

ma asymptoticky normované normalne rozdelenie pravdepodobnosti, teda U ~ N(0;1).
A plati

lim P(U <u) = ()

kde ®(u) je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia.

Specidlnym pripadom Lindebergovej-Levyho vety je Moivreova-Laplaceova
integralna veta. Nech nahodna premenna Y ~ Bi(n; p) . Potom pre 'ubovol'né X plati

nmp(iiﬂii<xJ=®u)
n—o 'npq

kde ®(x)je distribu¢na funkcia normovaného normalneho rozdelenia. Podla [1], [3].

2 PRAKTICKA UKAZKA APLIKACIE

Poistoviia v ramci produktu povinného zmluvného poistenia motorovych vozidiel
odhaduje riziko tykajice sa portfolia 250 poistnych zmliv uzavretych na jeden rok.
Poist'ovia zistila z historickych tdajov, ze 10 % poistencov malo aspon jednu poistni udalost’
za rok. Zistime pravdepodobnost, Ze viac ako 12 % poistencov v tomto portfoliu bude mat’
pocas roka asponi jednu poistnil udalost’.

Nech nahodna premenna X predstavuje pocet poistencov v tomto portfoliu s asponi
jednou poistnou udalostou (nahlasenou). Predpokladame, Ze sa jedna o nezavislé udalosti
Vv stllade s histériou. Potom

X ~ Bi(250;0,1)

NasSou ulohou je teda zistit’ pravdepodobnost’
P(X >30)

a teda
P(X >30)=1-P(X <30)

Za predpokladu, podla [2], Z2 n—>o a n-p > 5 mdézeme vyuzit aproximaciu
normalnym rozdelenim

P(X >30) = P(Y >30)
kde
Y ~ N(25;22,5)
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pricom
E(Y)=x=250-0,1=25
D(Y)=0"=250-0,1-0,9=22,5

Potom ak Z ~ N(0;1) plati

P(Y >30)=1-P(Y <30) =1-P(Y <30) =
=1_P(Y ~25 30-25

V22,5 ) 22,5

=1-O (1, 0541) =1-0,85408 = 0,14592

jzl—P(Z <1,0541) =

Spresnit’ vypocet mozno korekciou na spojitost’, podl'a [2]

P(X =x)~P(x-0,5<Y <x+0,5)
potom

P(X >30) ~ P(Y >30,5)
a teda

P(Y >30,5) =0,1231258

Dostavame pravdepodobnost, Ze viac ako 30 poistencov v tomto portfoliu bude mat
aspoil jednu poistnu udalost’ je 12,31258 %.

Mozno ukazat, ze ak X ~ Bi(250;0,1)
P(X >30)=1-P(X <30)=0,1246714

a mozeme tvrdit’
0,1246714 ~ 0,1231258

2 VYUZITIE JAZYKA R PRE VYPOCET

V tejto kapitole ukaZzeme formulaciu problému a jeho vypocet pomocou jazyka R. Pre
d’alsie informacie o jazyku R pozri napr. [2].

Pre vypocet P(Y >30,5) dostavame

n <- 250

p <- 0.1

k <= n*0.12

mean <- n*p

sd<-sqgrt (n*p* (1-p))

Pl <- 1-(pnorm(((k-mean+0.5)/sd),0,1))
0.1231258



A ak X ~ Bi(250;0,1), potom pre pravdepodobnost P(X >30)=1-P(X <30)=1-F(30)
dostavame

P2 <- 1 - pbinom (30, n, p)
0.1246714

Graficky mézeme danu situaciu zobrazit’ nasledovne

x<-0:50

plot (dnorm(x,n*p,sd), type="1",ylab="p.m.f. and p.d.f.",xlab="x")
lines (dbinom(x,n,p), type="p")

a dostavame graficky vystup (obr. 2.1), ktory rovnako potvrdzuje, Ze pre n — oo plati

Bi(n; p) = N(n- p;n- p-(1-p))
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Obr. 2.1

Pre komparaciu nizSie uvadzame aj graficky vystup, ak by sme uvazovali n = 40
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Poznamka 2.1. Aproximaciu binomického rozdelenia normalnym vysvetl'uje aj Galtonova
doska (angl. Galton box; bean machine resp. aj quincunx), obr. 2.3. Pre viac informacii pozri
napr. [1].
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