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ABSTRAKT

DVONC, Matej: Pomoc fraktdalovej analyzy pri predikcii ruptirnych stavov spolocenského
a ekonomického prejavu. — Ekonomicka univerzita v Bratislave. Fakulta hospodarske;j
informatiky; Katedra aplikovanej informatiky. — Veduci zavere¢nej prace: RNDr. Cubomir
Turna, CSc. — Bratislava: FHI EU, 2011, 36 stran.

Jednotlivé procesy a ich vyvoj v ekonomickom prostredi sa vyznac¢uju fluktuaénym, resp.
nahodnym charakterom, ktory mozno postihnut’ Statistickymi metdodami zalozenych na
roznych hypotézach spravania sa nahodnych procesov. Prica sa zaoberd hypotézou
L — stability, ktord vychaddza zo vSeobecnejSej teorie fraktdlov a analyzuje jej konkrétnu
implementaciu a vhodnost’ v modeli M 1963 od B. Mandelbrota. TaktieZ poukazuje na

pritomnost’ fraktdlovych Struktir v ¢asovych radoch ekonomickych procesov.

Krucové slova: fraktal, L — stabilita, nekone¢na variabilita, Skalovatel'nost’



ABSTRACT

DVONC, Matej: The aid of fractal analysis in prediction of ruptures in economic and
social behaviour. University of Economics in Bratislava. Faculty of economic informatics;
Department of applied informatics. — Supervisor of the work: RN Dr. Cubomir Turna, CSc.
— Bratislava: FHI EU, 2011, 36 pages.

Processes and their evolution within the economic environment can be characterized by
random behavior, which is apprehensible with use of statistical methods based on specific
hypothesis of behavior of random processes. This work presents the hypothesis called
L — stable that resorts to more general theory of fractals. Particularly, the L — stable
hypothesis is being analyzed as a particular implementation of Mandelbrot’s model M
1963. Moreover, the analysis of time series of economic processes with accent on fractal

textures in their graphical presentations can be found in the course of this work.

Key words: fractal, L — stability, infinite variance, scaling
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Uvod

Stcasnu spolo¢nost’ charakterizuji fenomény rychlych socidlnych zmien, ktoré
vyplyvajii z integracného procesu jednotlivych Stitov a ich ekonomik, nielen vramci
vacsich tzemnych celkov (napr. kontinent), ale skor v celosvetovom meradle. Trend
globalizacie, ako logicky dosledok integraénych intencii a technologického pokroku,
sposobuje doposial’ nevidanu interakciu v azda kazdej sfére spolocenského bytia, najviac

sa vSak prejavuje v oblasti ekonomiky, ktora sa vyznacuje vysokou dynamikou.

Vzor trhového hospodarstva, model kazdej vyspelej ekonomiky, prinasa do
spominanych trendov prvok neistoty, plynici z definicie trhového mechanizmu. Trhovy
mechanizmus predstavyje suhrn vztahov a procesov, vznikajice prostrednictvom
slobodnych rozhodnuti jednotlivych ekonomickych subjektov pri alokacii disponibilnych
zdrojov na zéklade cenovych informacii. Z toho implicitne vyplyva nutnost’ existencie
informacii, vytvarajice informacny systém kazdého subjektu na trhu, ktoré ovp lyviuja
jeho rozhodnutia. Existuje tiez predpoklad, Ze informdcie st obmedzenym zdrojom
a taktieZ nie sU rovnomerne rozmiestnené v Casopriestore.  Logickym dosledkom
predchddzajicej uvahy je skutoCnost, Ze trhové subjekty nekonaju rovnako, kvoli
nerovnakej dispozicii informaciami, ateda ich chovanie nemozno presne predpovedat’,

mdzeme ho iba odhadnut’.

Nahodné procesy aich zakonitosti popisuje tedria pravdepodobnosti, vetva
matematiky vyrazne vyuzivand v Statistike. Aplikdciou Statistickych metod je mozné
modelovat’ dynamiku jednotlivych trhov na ziklade odhadu tzv. pravdepodobnostného
rozdelenia ndhodnej premennej (ceny, dochodku, atd’.), ktoré viac alebo menej verne

kopiruje skuto¢nost’.

V statistickej praxi prevladaju rozdelenia vychadzajice z Gaussovho (normalneho)
rozdelenia pravdepodobnosti, ktoré je charakteristické svojim zvonovitym tvarom. Toto
rozdelenie predpokladd koncentraciu vicSiny hodndt ndhodnej premennej okolo strednej
hodnoty, teda E(X) ~ u' a taktiez minimalny odklon odchylok (3tatistickych chyb) od u
(pravidlo 30).

! kde E(X) je ocakavana hodnota ndhodnej premennej X a p je stredna hodnota vyskytu hodnot NP.
1



Empirické merania aich vizualizacie (vznik vykonnejSich pocitacov) vsSak
vykazuju rozdielne chovanie, najmid Co sa variability tyka. Rovnomerne rozlozeny biely
Sum nahradzuju oblasti malych a priblizne rovnakych zmien, striedajice sa s momentmi,
ktoré¢ sa vyznaCuju silne koncentrovanymi a velkymi zmenami. Tieto zmeny taktiezZ
nemaju tendenciu sa ustalit’ na nejakej konStante, teda hovorime o nekone¢nej variabilite

zakladného suboru.

Kvoli uvedenym skutocnostiam sa bude tito praca zaoberat’ rozdeleniami, ktoré
uvazujui nekone¢nu variabilitu zmien a javia sa ako vhodny teoreticky model pre empirické
rozdelenia niektorych spolocenskych javov. Takéto rozdelenia sa nazyvaju skalovatel'né.
VSeobecna charakteristika Skalovatelnych rozdeleni bude uvedena v prvej Ccasti,

konkrétnym reprezentantom, L — stabilnym rozdelenim, sa bude zaoberat’ ¢ast’ druha.

V prvej casti budii uvedené taktiez vychodiska pre spomenuté Skalovatel'né
rozdelenia a druha ¢ast’ pontkne popri zakladného opisu L — stabilného rozdelenia v ramci
modelu M 1963 aj graficky dokaz asymptotickej zhodnosti redlnych dat s ich modelovym

naprotivkom.

Nakoniec, v tretej Casti budu ukazané, resp. nacrtnuté niektoré vlastnosti casového
radu dennych cien ropy, ako reprezentanta nahodnych procesov ekonomickej reality, a to
nestacionarita a fraktalova Struktira takéhoto typu casovych radov. Tato kapitola si teda
kladie za ciel’ poukazat' na dolezitost metdd, spomenutych Ciastoéne v prvej a hlavne

Vv druhej kapitole, pri modelovani vyvoja ekonomickej reality.



1  Teoria fraktalovej analyzy

Fenomén fraktdlov je jednou z viacerych vyvinovych vetiev tzv. teérie chaosu,
ktora si kladie za ciel' vysvetlit navonok nepredvidateI'né, resp. ndhodné javy v roznych
vednych disciplinach, ako fyzika (napr. turbulencia), biolégia (¢innost’ srdcového svalu), ¢i
meteorologia. Podobne aj fraktalova teodria prindSa odpovede na ur¢ité okruhy problémov,
vysvetluje rozmanité¢ tvary prirodnych objektov (oblaky, blesky, rastliny, atd’.), ktoré
nezodpovedaji idedlnym krivkdm klasickej geometrie, skor spadaju pod Uvahy
0 necelociselnych dimenzidch. Taktiez odhal'uje zdkonitosti r6znych druhov nahodnych
procesov (rozdelenia obyvatel'ov v mestach, usporiadanie ro¢nych zraZok alebo rozdelenie
cenovych zmien vybranych komodit) skrz fenomén sebapodobnosti a nekonecnej
variability. Tedria fraktdlov je teda novy jazyk, schopny popisat’ javy, presahujtice hranice
pravidelnosti a zakonitosti a aj preto sa stala sucastou takmer kazdej vedy, zaoberajucimi

sa takymito javmi.

1.1 Fraktal, fraktalova geometria

Pojem fraktal zaviedol do matematickej topologie?

francuzsky matematik B.
Mandelbrot, ktory nim oznacoval konstrukty, ¢i uz prirodnej alebo umelej (matematickej)
povahy, liSiace sa od ,hladkych® a ,upravenych® tutvarov klasickej geometrie. Ide
0 zlucenie dvoch vyznamov anglického slova fraction (z latinského fractus), ktoré
vslovenskom preklade znamena zlomok — matematicky termin, ako aj zlomok v zmysle
roztrieStenosti, nerovnosti. Fraktdlova geometria teda popisuje objekty, ktoré sa
vymykaju moznostiam modelovania klasickej geometrie a zddvodu ich ,,nedokonalosti®

nepatria do euklidovského priestoru.

Medzi klasické fraktalové ttvary zarad'ujeme napriklad Kochovu krivku,
pomenovanu podla Svédskeho matematika Helge von Kocha. Takuto krivku je mozno

zostrojit’ podl'a nasledujticeho postupu[1]:

2 Topologia je vetva matematiky, zaoberajuca sa zachovanim priestorovych vlastnosti objektov pri ich
transformacidch, ako je napr. natahovanie, stldcanie alebo prekladanie, nie v§ak premeny ako trhanie alebo
zliepanie.



e zacneme s UseCkou I'ubovol'nej velkosti, nazveme ju ako pociato¢ny stav

e UseCku rozdelime na tri rovnaké Casti, stredni cCast nahradime
rovnostrannym trojuholnikom a ziroven odstranime jeho zakladiiu — tento
krok nazveme generatorom zmeny stavu (v tomto pripade poc¢iato¢ného)

e krok ¢. 2 opakujeme ad infinitum pre vSetky zostavajuce tsecky

Postup zachytdva aj obrazok Obr.1, kde st nacrtnuté prvé 3 iteracie konStrukcie krivky,
vysledok zachytdva obrazok Obr.2 vpodobe Kochovej vlocky, modifikacie Kochovej
krivky. Z obrazkov st zrejmé isté vlastnosti Kochovej krivky, ktoré mdézeme zovseobecnit’
pre utvary fraktalovej geometrie. Tieto vlastnosti vysvetl'uyju zdanliva zlozitost’ prirodnych

objektov a procesov, ¢oho klasicka geometria nie je schopna.

Obr.1 Prvé 3 iteracie kons§trukcie Kochovej krivky [11]

Obr.2 Vysledok aplikacie iteraéného procesu na rovnostranny trojuholnik, nazyvany tiez Kochova vlo¢ka

[12]



1.1.1 Sebapodobnost, skdalova invariantnost fraktdalov

AmbriSko [2] ako priklad prirodného fraktalu uvadza strom, poukazujic tak na

odlisnosti medzi euklidovskou a fraktalovou geometriou.

Vo svete dokonalej symetrie by bolo mozné aproximovat strom rdéznymi
geometrickymi utvarmi, napriklad ako trojuholnik alebo ihlan. Atribut homogénnosti
tychto Gtvarov vSak nedovol'uje verny a pravdivy popis pretoze kazdy element stromu je
vo svojej podstate jedine¢ny, aj ked’ kvalitativne podobny s ostatnymi Castami (z toho
vyplyva, Ze aj kazdy strom dané¢ho druhu je jedinecny a zaroven podobny — ma druhovil

prisluSnost’).

Spominany strom predstavuje komplex vetiev, odliSnych v zmysle zauzivanych
atributov (dizka, §irka, vyska), ale zarovei vyznadujucich sa takmer identickou $truktarou.
Preto je mozné o nich hovorit’ ako o podobnych az na meritko, teda maly list sa podobé na
velky, aj ked’ nie su identické v ramci priestorovych charakteristik. Tento fenomén,
obsiahnuty v okolitej prirode, sa nazyva sebapodobnost’, resp. Skdlovatel'nost. Popisuje
objekty skrz nekone¢ny pocet dimenzii (jeden strom obsahuje niekol’ko generacii vetiev),
spojenych jednotnym rdmcom, pldnom ich vytvarania, pricom jednotlivé detaily st
ponechané na nadhodu (kazdy vie ako strom vo vSeobecnosti vyzera, ale konkrétny strom je
v detailoch rozli¢ny od ostatnych, je jedine¢ny). Ide tu teda o kontrolovanti nepravidelnost’.

Evidentnua sebapodobnost’ mdzeme pozorovat’ aj na karfiole.

Obr.3 — Ukazka $kalovatelnosti prirodnych atvarov v pripade karfiolu [1].



1.1.2 Fraktalova dimenzia

Problémom dimenzie sa popri inych kvalitativnych charakteristikdch objektov
zaobera topologia. Ako uz bolo spomenuté, topoloégia nazera na niektoré operacie (takéto
operacie sa nazyvaju homeomorfné.) vykonané nad objektmi ako na kvalitativne
invariantné, teda nerozliSuje napr. medzi klasickou priamkou a Kochovou krivkou alebo
medzi Kochovou vlockou akruhom. Zaplikacie takychto operacii potom vyplyva
invariantnost’ kvalitativnych vlastnosti objektu (a teda aj dimenzie), ¢ize Kochova krivka

by mala oplyvat’ dimenziou 1, tak ako priamka, ale nemusi tomu byt tak.

Tento problém sa objavil s prichodom tzv. priestor vypinajucimi krivkami (vid’
Kochova), ktoré vypiiaju uréity priestor a ziroven st priamkami, teda nemaja dimenziu
ani 1 ani 2 (vklasickej geometrii sa stretivame s nezapornymi celo¢iselnymi dimenziami,
napr. bod je dimenzie 0, priamka 1, rovina 2 a priestor dimenzie 3.), ale existuje ich
zobrazenie z priamky do roviny, zcoho by vyplyvalo narusenie topologickej invariantnosti
z hl'adiska dimenzie, ked’Zze objekt s dimenziou n bol kvalitativne rovnaky s objektom
dimenzie m, prifom m # n. RieSenim tohto problému bolo zavedenie realnych Cisel na
hodnotenie dimenzii, ako aj objav novych metéd vypoctu dimenzie, co vyustilo do objavu

fraktalnej dimenzie.

Medzi najznamejSie fraktalne dimenzie patri Hausdorffova, ktorti vypocitame
prostrednictvom metddy pokryvania krivky kruznicami o polomere r, kde medzi poctom

kruznic n a polomerom r existuje vztah [2]:
n.(2r)¢ = 1, €)
kde n — pocet kruznic potrebnych na pokrytie celej krivky,
r — polomer kruznice,
d — fraktalny rozmer.
Logaritmickou upravou ziskame vztah pre vypocet fraktalovej dimenzie:

l
d:ﬂ (2)

1
log (57)
Hausdorffova dimenzia vyjadruje mieru ¢lenitosti objektu, pricom plati, ze ¢im je

objekt ¢lenitejsi, tym je Hausdorffova dimenzia vy$sia. TieZ plati, Ze ak d > 1 tak di’ka



objektu je nekoneéni — podobne ak d < 1, dika objektu je rovna nule [3]. Aj preto

nemozno spominané priestor vypliujice krivky popisovat’ topologickou dimenziou pretoze

maj nekoneént dizku a zaroven Hausdorffovu dimenziu 2 (zatial’ ¢o topologicka by bola

rovna 1).

1.2 Fraktaly a finan¢né trhy

Spomenuté vlastnosti fraktalovych ttvarov sa analogicky objavuju aj v ¢asovych

radoch, ktoré modeluji vyvoj cien na finanénych trhoch. Rozdiel spo¢iva v type nezavislej

premennej, teda namiesto priestoru pracujeme s casom, skimame jeho dimenzie a snazime

sa 0 najdenie podobnosti vo vyvoji zavislej premennej — ceny.

1.2.1 Hypoteéza fraktalového trhu

Finanény trh je uréeny niektorymi zékladnymi zakonitostami®, ktorych existenciu

nemozno spochybnit’, s pritomné v ramci kazdého systému, ktory definujeme ako trh, je

vSak mozné rézne interpretovat’ ich obsah, a Zztoho vyplyvajicu funkciu v ramci trhu.

O takuto interpretdciu sa pokusa aj hypotéza fraktilovych trhov, vychddzajica

z nasledovnych predpokladov [4]:

Cena — je nositel'om informacie, ktora v§ak nema rovnaka vypovednu hodnotu pre
vietkych zuastnenych, kazdy subjekt vyhodnocuje tito informaciu podla dizky
investicného horizontu, vktorom operuje, teda cena je multidimenzionalnou
informéaciou. RozliSujeme hlavne kratkodobé (,,moédne hity*) a dlhodobé
(fundamentalne zlomy v ekonomickom prostredi) zmeny, na ziklade porovnania
velkosti volatility a spol'ahlivosti informacii [2].

Spravanie investora — subjekt sa na trhu nemusi spravat’ vyslovene racionalne, ¢o
vyplyva z nedostatku prostriedkov (¢asovych, technickych, ale aj interpretacnych)
na uplne spracovanie dostupnych informacii. Logickym dosledkom je zabudovanie

momentu rizika do procesu rozhodovania, €o spétne vytvara ndhodnost na

3 Tymito zakonitost'ami rozumie me podla [4] cenu, chovanie investora, pamit’ trhu a pravdepodobnostné
rozloZenie ceny.



finanénych trhoch. Investori sa tiez vyznaCuju sklonmi k Vic¢Siemu riziku
Vv stratovych situaciach.

e Pamit trhu — vypovedd o vzijomnej zavislosti medzi predoslym a buducim
vyvojom trhu, ¢im vylu€uje ¢isto ndhodny postup v casovej rade (Vylu¢ne ndhodny
vyvoj ceny na trhu predpoklada tzv. hypotéza efektivneho trhu, ktora zaklada na
teorii nahodného postupu (Random walk theory), vypracovanu franctizskym
matematikom L. Bachelier. V tejto hypotéze nie st zmeny ceny ovplyvnené
predo§lym vyvojom trhu.) . Jednotlivi investori identifikuji postupom casu isté
zdkonitosti vyvoja trhu (ziskavaju sktsenosti), ktoré ich spétne ovplyviluju pri
posudzovani informacii o cenach a naslednych rozhodnutiach.

e RozloZenie ceny — zmeny vo vyvoji nezodpovedaji normalnemu rozloZeniu, resp.
nie su spojité¢ a priblizne rovnaké, naopak podliehaju silnej koncentracii v rdmci
kratkych ¢asovych tsekov a taktiez sa vyzna¢uju cyklickost'ou a nespojitostou [5].
Na finan¢nych trhoch taktiez posobi fenomén kladnej spitnej vizby, umociujica
jednotlivé zmeny ceny smerom pdvodnej zmeny, C¢im vznikaju vysoko

nepravdepodobné zmeny pocas kratkych obdobi.

Mandelbrot rozSiruje hypotézu fraktadlového trhu o rozliSovanie obchodného a
fyzického ¢asu (trading and clock time). Predpoklada stabilné (,.chvostové®) rozdelenie pre
cenové zmeny pocas konsStantného intervalu realneho Casu, zatial ¢o zmeny cien medzi
nasledovnymi transakciami st vic¢Sinou takmer ,zvonovité®, pokial nedochadza
Kk nespojitym fluktuaciam. Intervaly medzi jednotlivymi transakciami maju tendenciu
nadobudat’ rozli¢cné hodnoty vo velkej miere, z coho vyplyva, Ze obchodny Cas je zavisly
od mnozstva jednotlivych druhov cennych papierov, ktoré st predmetom obchodu

v ur¢itom Case (trading volume) [5].

1.3 Statistické metody na fraktalnom pristupe

V Casti 1.2.1 sme hovorili o hypotéze fraktalového trhu ako o modeli vhodne
zachytdvajucom vztahy adynamiku vyvoja jednotlivych atributov financného trhu.
Pozornost’ zasluhuje najmi posledne spominany fenomén vyvoja (zmeny) ceny na trhu,
ktory je urCujucim ¢initel'om vo vyvoji spravania sa zuCastnenych subjektov. Z toho potom

vyplyva fakt, ze priblizného poznanie buducej trajektorie evolucnej ceny by bolo



nedocenitenou vyhodou nielen pre kazdého investora na finanénom trhu, ale aj pre

kontrolné mechanizmy zabranujtce krizovym situaciam.

,sPredpovedat’ cenu znamend v matematickom jazyku pouzit tedriu
pravdepodobnosti, schopnti zachytit moment ndhodnosti a nasledne po zozbierani urcitej
vzorky dat zostavit,, resp. identifikovat’ pravdepodobnostné rozdelenie danej premennej (v
nasom pripade ceny), ktoré¢ by verne modelovalo jej vyvoj. VSeobecne je vSak znama
neschopnost’ priameho pozorovania ekonomickych veli¢in, ako je to v pripade prirodnych
vied, resp. tieto veli¢iny st ovplyvilované (transformované) rdznymi manipulaciami pri ich

samotnom spracovani.
Medzi najznamejsie takéto manipulacie patri:

e Linearna agregacia alebo jednoduché pridanie viacerych premennych
v povodnom meritku — Castejsie sa stretivame napr. s rozdelenim celkového
dochodku ako s rozdelenim dochodkov podla veku. Podobne agregatne veli¢iny
(HDP krajiny, celkova nezamestnanost’) predstavuju zaujimavejsie veli¢iny ako
vykon konkrétnej firmy alebo nezamestnanost’ podla jednotlivych miest a pod.

e Viazeny mix — MoOze nastat’ situacia, kedy nevieme s presnostou uréit’ pdvod
vstupnych dat, javia sa ndm ako ndhodne vybrané z moznych zikladnych
rozdeleni, a teda pozorované rozdelenie bude akymsi mixom tychto zdkladnych
rozdeleni. Prikladom mdze byt ocenenie nejakej komodity, ktorej kvalitu je
nemozno presne ur¢it’ (ocenit’), takze jej cena sa ndm mobze javit ako nahodne
determinovand (umelecké diela napr.).

e Hrani¢ny vyber alebo vyber maximalneho, resp. minimdlneho prvku vzorky —
Ide opripad, kedy mame pristup k datam, ktoré su filtrované za nejakym
uCelom (maximalny zisk, minimalne naklady) alebo st ovplyvnené

historickymi udalost'ami, resp. pomermi (dejiny piSu vitazi nie porazeni).

Uvedené¢ manipulacie nad vstupnymi udajmi predstavuju akusi bariéru pre pouzitie
pravdepodobnostnych rozdeleni a také rozdelenie, ktoré tuto bariéru ,prekond“ (bude
invariantné voc¢i vSetkym trom zmenam), bude vhodnym kandiddtom na modelovanie
ekonomickej reality. V d’alsom texte ukazem rozdelenie pravdepodobnosti spadajice do

tejto kategorie rozdeleni asymptoticky sa zhodujuce s redlnymi datami.



1.3.1 Skdlovatelné rozdelenie pravdepodobnosti

Vychadzajuc z Paretovho pravidla rozdelenia déchodkov?, definuje Mandelbrot
SkalovateI'né rozdelenie nasledovne [5]:

Definicia 1 Nech existuje pravdepodobnost’ P(U > u), kde u je konkrétna hodnota
nahodnej premennej U. Potom ak pre velké hodnoty u mdézeme tuto pravdepodobnost

zapisat’ v tvare

P(u) ~Cu™¢, 3

tak ndhodna premenna U ma Skélovatel'né rozdelenie pravdepodobnostipre ¢ > 0; a =k,

kde: o — skalovaci exponent,
C — skalovaci koeficient,

k — konStanta.

Zjavnymi znakmi Skalovacieho rozdelenia su
e tzv. ,dlhy chvost®,

e extrémna Skmost’

A

P(u)

A 4

u

Obr.4 Ukazka $kalovatelného rozdelenia pravdepodobnosti pre kladné hodnoty sledovanej nahodnej

premennej [13]

* Pareto empiricky zistil, Ze 80% celkového bohatstva vlastni 20% ludi, z toho aj Paretovo pravidlo 80:20.
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Ak pripustime aj zdporné hodnoty sledovanej ndhodnej premennej, vznikne tzv.
skalovatel'né rozdelenie s dvoma chvostmi.

Ddlezitou vlastnostou takéhoto typurozdelenia je invariantnost’ vo¢i spominanym
manipuldcidm ovplyvitujucim realne (vstupné) data, ktortt mozno ukazat’ na jednej zo

spomenutych transformacii ako priklad. Ostatné su dokazateI'né podobnym sposobom.

1.3 T T T T T T T I T I T T T I~ T | L
- I -
.40 ' ]
(.30 —
P(u) B Gauss
020 | o
I
0 l:a|__||:h1rr —
Lorenz
.0x)
-5 —4 -3 -3 =1 0 1 2 3 4 3
u

Obr.5 Ukazka predstavitel'a dvoj-chvostovych rozdeleni, konkrétne Cauchy — Lorenzovo a jeho porovnanie s

normalny mrozdelenim [14].

Veta 1 Nech ndhodna premenna Uy predstavuje vazeny mix moznych hodnot
nahodnej premennej Uy, a nech p, je pravdepodobnost, z2 Uy = U,. Potom ak nahodna
premenna U, ma SkalovateI'né rozdelenie pravdepodobnosti, tak premenna Uy ma tiez

takéto rozdelenie so Skalovacim parametrom C,, = Y p, C, asrovnakym s$kalovacim

exponentom.

Dokaz 1 Uvazujme n nezavislych nahodnych premennych U, , ktoré maju
SkalovateI'né rozdelenie pravdepodobnosti s konStantnym exponentom a. Potom

pravdepodobnost’ ndhodnej premennej Uy je dand vzt'ahom:

n n
Pr(U, > w) = Z p, Pr(U, >w) ~z C,pu,* =C,u"%, 4)
n=1 n=1

teda rozdelenia obidvoch nahodnych premennych st rovnaké, resp. Skédlovatelné

rozdelenie je invariantné vo¢i vazenému mixu ndhodnej premennej, ¢o bolo treba dokazat’.

11



Z definicie SkalovateI'ného rozdelenia (vztah (3)) vyplyva, ze takéto rozdelenie je
vo velkej miere ovplyvnené charakteristickym exponentom «°. Vramci grafickej
reprezentacie, parameter a urcuje ako vel'mi budu zdvihnuté chvosty rozdelenia, resp.
kolko pravdepodobnosti bude pridelenej najmenej pravdepodobnym udalostiam. Vplyv a

na tvar SkalovateI'ného rozdelenia dokumentuje obrazok (6).

0.7

0.6

0.5

0.4

P(u)

0.3

0.2

0.1

u

Obr.6 Vplyv parametra a na tvar §kalovate'ného rozdelenia [15]

Doélezitost parametra o pre Skdlovate'né rozdelenie vyzaduje jeho spolahlivy
odhad®. Existuje viacero metod, ktorymi je moZné tento parameter spolahlivo odhadnit’,
pre jednoduchost bude uvedend metdéda logaritmickych grafov, ktorou budu urcené

zakladné podmienky na relevantnost’ parametra o.

Uvazuyjme asymptoticky SkalovateI'né rozdelenie ako vo vztahu (3). Po

logaritmickej iprave’ obidvoch stran je mozné dostat’

logP(u) ~—alogCu. (5

® V dalsej dasti bude §kalovatelné rozdelenie §pecifikované aj d'al§imi parametrami, aviak §kélovaci
exponent mozno povazovat za najvyznamnejsi (preto ajndzov charakteristicky exponent).

6 Existuju iba 3 typy rozdeleni pre ktoré je a explicitne definované, a to normalne, Lévyho a Cauchyho
rozdelenie.

" Uvazujeme dekadické logaritmy.
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Vizualizdcia vzt'ahu (5) na logaritmickom grafe bude potom vykazovat' priblizni
priamku so sklonom — « pre zvySujuce sa U. Kvoli obmedzenej pocetnosti skiimanych
vzoriek (tzn. tisic a menej) mozno malokedy pozorovat” hodnoty u prekracujuce vel'mi
nizku pravdepodobnost’ vyskytu ndhodnej premennej (v ramci logaritmického grafu napr.
pravdepodobnost 1000 a podobne), teda y — ova os obsahuje vo vidsine pripadov
maximalne 3 tseky log P(u). Exponent @ mozno zpraktickych sktisenosti obmedzit’ este
vo vi¢iej miere, ato tak, e Dalej velkost X — ovej osy bude prinajlepsom 3/a usekov
logu. a zaroven pre pomerne presny odhad parametra a je potrebné aby bola tato os
priblizne o velkosti jedného useku na grafe. (z toho potom a < 3). Z uvedeného vyplyva,
7e data, ktoré zodpovedaju rozdeleniu s exponentom viac¢S$im ako 3, nie su doveryhodné.

Stabilné rozdelenia d’alej limituju Skdlovaci exponent (pri agregacii) ¢islom 2 vratane.

I T ]
10"
: — 0=2.0
log P(u) | =15
10-2 | —Ot=05
1072 , e . A N
0.1 1.0 10

logu

Obr.7 Logaritmicky graf§kalovateného rozdelenia pre rézne o [16]

Vyznamnou vlastnostou SkdlovateI'ného rozdelenia je d’alej jeho nekone¢ny rozptyl
hodn6t nahodnej premennej (druhy popula¢ny moment) pri @ < 2 [5]. Tato vlastnost’ je

v ostrom kontraste s rozdeleniami blizkymi Gaussovmu rozdeleniu, ktorych rozptyl je
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viazany na strednt hodnotu a nemé tendenciu sa od nej odchylovat'®. Je samozrejmé, ze
sme odkézani na pracu s obmedzenymi zdrojmi udajov (vid’ manipulacie) a preto
vSeobecne uvazujeme vyberové momenty, ktoré su koneéné (ked’ze aj velkost’ vzorky je
obmedzend), a teda nekon¢ena variabilita sa nam mdze zdat’ nepotrebna. Nemozno vsak
vylicit’ moznost’ konvergencie tychto momentov k nekoneénu, v pripade zvicSovania
vyberového suboru, naopak treba na tito vlastnost’ nazerat’ ako na inSpiraciu, umoznujicu

postvanie hranic pozorovania, ktoré su ¢asto obmedzené na dlzku l'udského zivota.

Mandelbrot dalej ukazal, Ze spominané¢ vyberové momenty Vv pripade
Skalovate'nych rozdeleni nekonverguju k ziadnemu ¢islu, ich spravanie je skor
nepravidelné a silno podlieha vzorke udajov. (Pre 3 rovnaké skdlovateIn¢ ndhodné
premenné o exponente a = 1 pozoroval pri rozdielnom rozlozeni vyberového suboru
rozdielne chovanie druhého momentu). Z toho vyplyva neschopnost odhadu druhého
popula¢ného momentu prostrednictvom vyberového, aj ked experimenty v niektorych
pripadoch ukazuju tendenciu vyberového momentu ustdlit’ sa na urcitej limite, ktord by
mohla byt spolahlivym odhadom populacného momentu. AvSak v pripade zvysenia
rozsahu vyberového stboru tito limita podlieha d’al$im varidcidm, a preto aj najvacsi
mozZny vyberovy subor je prili§ maly na spolahlivy odhad popula¢ného momentu nahodne;j
premennej. Idedlny rozsah vzorky by teda bol o hodnote oo, ¢o vSak v realnom svete nie je
mozné uskutoCnit’, preto je takdto tivaha Cisto matematicka, Statistik potrebuje ako konecny
rozsah stboru, tak aj kone¢né momenty na prakticki aplikdciu. Predpokladajuc
ohrani¢enost’ hodndét premennych nahodne vybranych do vyberového stiboru z nekonecnej
populacie neohrani¢enych premennych s nekone¢nym rozptylom mozno potom povedat’,
ze zvySovanie velkosti vyberu nam postupne z0zi rozsah odhadovanych hodnét druhého
momentu, teda bude existovat’ urcitd limita, kedy mozno povazovat moment niektorych
premennych za konecny. Naopak pre niektoré premenné je vyhodné, aby bola velkost
vyberu mensia ako ur€ita limita.

Dakou zaujimavou értou je vzt'ah skalovatelného rozdelenia, konkrétne odchylok,
ktoré vytvara (nekone¢ny druhy popula¢ny moment) a fenoménu kauzality a ndhody.
V ramci nekone¢ného rozptylu je lakavé tvrdit, Ze ndhodny proces opisate'ny tak ymto
rozdelenim, bude generovat’ krivky bez akejkol'vek Struktiry. AvSak vystupom tychto
procesov su prave krivky s vlastnostami, ktoré ¢asto nidjdeme v procesoch uvazujicich

kauzalne zavislosti, aj naprieck chybajucej vnutornej Struktire zabezpeCujucej tieto

8 Konkrétne D(X) = E[(X — u?)], kde D(X) — rozptyla p — stredna hodnota rozdelenia.
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zavislosti. Aj ked’ vzniknuté Struktury predstavuji istii organizovanost, nemozno z nich
vychadzat' v pripade extrapolacie modelu (Mandelbrot ich nazyva perceptual illusions,
teda klamlivé vnemy z hladiska pozorovatela), pretoze ony samotné vznikli nahodnym
procesom a vznik inych ndhodnych $truktur je v budtcnosti vysoko pravdepodobny. Preto
je dolezita schopnost’ rozliSenia vzorov vo vyvoji procesov (napr. cyklov) vhodnych na
uskutocnenie predpovedi a takych, ktoré opisyja predoSly vyvoj ateda nie su dalej
pouziteI'né. Nekonecnd variabilita ,,nafukuje tento problém do extrémnych dimenzii,
pretoze by sme potrebovali niekol’ko bilibnov rokov na realizaciu vsetkych moznosti
I'ubovol'ného nahodného javu, teda pocCas jedného zivota mozno pozorovat jednotlivé
varianty (konfiguracie) daného procesu prinajlepSom raz (ak vobec), a preto stanovit
pravdepodobnost’ vzniku danej konfiguracie na ziklade frekvencie jej vyskytu je
minimalne trafalé.

SkalovateIné rozdelenie pravdepodobnosti sa ukazalo vhodnym modelom
v roznych vednych disciplinach, ako sociologia (rozdelenie velkosti miest), psychologia, ¢i
fyzika (rozdelenie energii kozmickych lu¢ov), ¢i ekonémia (velkosti firiem, zmeny cien,
resp. rozdelenie dochodkov). Mandelbrot dokonca naznacuje, ze SkalovateI'ny charakter
socidlnych javov moZe vyplynut =zrealizacie SkdlovateInych fyzikalnych javov
(spustacov), napr. rozdelenie zdrojov nerastnych surovin spédtne ovplyviiuje obchod
sropou, zlatom a im podobnymi komoditami. Podobné spojitosti nijdeme pri rozdeleni
pocasia (zrdZzok, necCakanych udalosti), na ktorom zivisi poistenie proti prirodnym
katastrofam, ¢i tGspeSnost’ pol'nohospodarstva, nadvazujuca na obchod s potravinami. Zo
zamerania tejto prace nas bude zaujimat’ vyuZitie tohto rozdelenia predovSetkym

v ekonomickej praxi.
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2 M 1963 model

Nazov modelu je ureny, po prvé, menom autora, v tomto pripade nim francuzsky
matematik Benoit Mandelbrot, a po druhé, rokom vzniku, teda rok 1963. Motivacia pre
zostrojenie takéhoto modelu spocivala v snahe vylepsit' Bachelierov model Brownovho
pohybu, ktoré¢ho predpoklad Gaussovho rozdelenia ndhodnych premennych bol privel'mi

Specificky a obmedzujtci na aplikaciu SirSicho spektra ekonomickych aktivit.

Konkrétne, Bachelierov model predpokladd, Ze postupné cenové zmeny, dané

vztahom
Z(T +t) — Z(t)9, (6)

st nezavislé, rovnako rozlozené Gaussove nahodné premenné so stredom o hodnote 0 a so
Standardnou odchylkou, koreSpondujucou s intervalom zmeny. Spojenim s vetou
0 centrdlnej limite potom budli zmeny cien normalne rozdelené bez ohladu na Casovy
interval (den, tyzden, mesiac atd.), pretoze zmeny ceny za dlhSie obdobie budu
jednoducho suctom zmien za kratSie obdobia. Tieto predpoklady vsak narazaju v praxi

minimalne na 4 prekazky:

e Zmeny V cenach st omnoho vicsie a frekventovanejSie ako predpokladd normdalne
rozdelenie (nekone¢na variabilita v zakladnom subore).

e Tieto vel'ké zmeny sa objavuju dost’ ¢asto na to, aby boli vysvetlitelné ndhodnou
chybou, skor su charakteru pricinného.

e Jednotlivé cenové zmeny nie si nezavislé, skor vykazuji urCité trendy, resp.
tendencie.

e Cenové zaznamy nevykazuju zakladny Statisticky predpoklad, ato stacionaritu,
teda Statistické ukazovatele, ako napr. vyberovy rozptyl, budi nadobudat’ r6zne

hodnoty v zavislosti od ¢asu.

Model M 1963 pontika rieSenia na naé¢rtnuté problémy, s ur¢itou vynimkou druhej
odrazky, zavislost premennych riesi len do ur¢itého Stadia, aj ked’ predpokladd, tak ako

Bachelier, vzajomnu nezavislost’ premennych.

® Neskorsie upravy vzt'ahu znamenali logaritmovanie rovnice pri zaklade ¢isla e. Tieto logaritmy vyjadruju
totiz zavislost Standardnej odchylky cenovej zmeny od vySky cenovej hladiny. Aj preto bude v texte dalej
uvedeny modifikovany vzt'ah (6).
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Vyznamnym pripadom pouzitia a zdrovei aj otestovania modelu bol Mandelbrotov
vyskum cenovych zmien na trhu s bavlnou, kde boli pouzit¢ denné a mesacné¢ doby
sledovania. Obrazok Obr.8 poukazuje na presnost odhadu (plna krivka) a taktiez na
vyrazni podobnost’ jednotlivych kriviek, zloZenych z realnych dat nezavisle od dizky

trvania sledované¢ho intervalu zmeny.
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Obr.8 Zoskupenie logaritmickych grafov realnych cenovych zmien baviny o frekvencii 1 defi (krivky 1b, 2b
a la, 2a), resp. 1 mesiac (krivky lc, 2¢) za r6zne obdobia. Zaroven krivky oznacené ¢islom 1 (la, 2a, 3a)
predstavuji pravdepodobnost’ log Pr {U > u} a knim parové (2a, 2b, 2¢) su dané log Pr {U < —u}. Obrazok
poukazuje na vierohodnost' teoretického odhadu (plnd krivka), ktory je schopny asymptoticky nahradit’
hocijaku emp iricka krivku na grafe [5].

2.1 Vychodiska modelu

Mandelbrot koncipuje svoj model ako zovseobecnenie klasického modelu, preto aj
ponechava vztah diferencie medzi jednotlivymi cenami
log,Z(t+T)—log, Z(t), (7)
kde Z(t + T) — cena v nasledujicom obdobi,
Z(t) — cena v aktualnom obdobi,
t — aktualny cas,
T — Casovy posun.
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Druhu stranu rovnice, kde sa v klasickom modeli nachadza Gaussovo rozdelenie,
Mandelbrot nahradza tzv. L — stabilnym rozdelenim pravdepodob nosti®, ktoré je
konkrétnym pripadom vSeobecnej koncepcie Skdlovatelnych rozdeleni. Treba vSak
poznamenat’, ze limitny pripad tohto rozdelenia je Gaussovo normalne rozdelenie, preto

Mandelbrotov model chdpeme ako generalizdciu Bachelierovho modelu.

Na zaklade predchadzajicich tvah mozno vztah (6) doplnit’ nasledovne:

L(t, T) =log, Z(t +T) — log, Z(t), (8)
kde L(t,T) je L — stabilna nahodna premenna.

Potrebu ,,vylepSenia“ Bachelierovho modelu si uvedomoval uz jeho autor, ked'ze
normalne rozdelenie nevie vysvetlitt velké odchylky cenovych zmien, pretoze ich
i . 7 w9 v . v I . y . g ,
jednoducho nepriptsta, resp. uvazuje ba konenu a staciondrnu variabilitu vo vyberovom
stibore, ktord sa vSak v skuto¢nosti meni v Case, ¢o je spdsobené nekone¢nou variabilitou
v zdkladnom stbore. VyrieSenie tychto skuto¢nosti, ako aj zovSeobecnenie tohto modelu si
vyzaduje implementiciu rozsSirenej koncepcie stabilnych ndhodnych premennych, kde

normalna premenna bude jeden z moznych pripadov (a zaroven aj limitnym).

2.1.1 L — stabilné zakony pravdepodobnosti

Zékladny predpoklad klasického modelu cenovych zmien (vid® zaciatok kapitoly)

vychadza z nasledovnej vlastnosti normalnych ndhodnych premennych:

Veta 2 Nech U" a U’ st dve nahodné normalne a zaroven nezavislé premenné so
strednou hodnotou 0*! a rozptylom 62, resp. ¢’ . Potom st¢tom U” + U’ bude normalna

2

premenna U s rozptylom ¢, pricom o® = 6’2 + ¢° 2. Uvazujme $pecidlny pripad, kedy U

bude normovana normalna premenna X ~ N(0,1). Potom pre takuto premennt plati vzt'ah
sS'U+s"U =sU, 9)
kde s je dané vztahom

s?=s"2 +5"" (10)

19 Takéto ro zdelenie ako prvy koncipoval Paul Lévy v roku 1925, z toho potomaj L - stabilné.

Ak uvazujeme nenulovu stredni hodnotu, do vztahu (9) pribudne na pravu stranu posunutie ndhodnej
premennej o ¢islo d, dané vztahom d = (s’ + s” — s)u, teda vysledna nahodna premenna bude mat’
rozdelenie N(su + d, s 6°).
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a predstavuje tzv. Skalovaci faktor (taktiez aj s ', resp. s "), vykazujuci urciti podobnost’ so

Standardnou odchylkou.

Predchadzajuce tvahy vyjadruyju fakt, Zze s€itanec dvoch nezivislych rovnako
rozdelenych normalny premennych bude znova norméalna premennd s rovnakymi
charakteristikami, okrem variability, ktord bude sumou $kal jednotlivych sé¢itancov.
Premenné s takouto vlastnostou sa nazyvaji stabilné vo&i agregacii.'? NajddleZitejsou
vlastnostou, implicitne vyplyvajicou z vlastnosti stabilnych premennych je zachovanie
tvaru rozdelenia, teda chovanie nahodnej premennej sa nemeni, aj ked’ Skala moZznych

hodndt, ktoré méze nadobudnit’ sa meni v zavislosti od poctu s¢itancov.

Vztah (9) teda predstavuje invariantnost nahodnej premennej voli agregacii,
Vv teorii pravdepodobnosti nazyvanej tiez L — stabilita. Normalna normovand premenna je
jedinym rieSenim tohto vztahu, pre ktort je druhy moment kone¢ny (je splneny vztah (9)),
preto sa aj povazuje za hrani¢ny pripad takejto stability. V pripade nekoneénej variabilitu,
spominany vztah moze nadobudat viacero rieseni®® a pre $kalovaci faktor plati novy vztah

s=s"+s", (1D

teda s (tiez s” as’’) nie je definované ziadnym momentom ako v pripade normalneho
rozdelenia (rozptyl), pretoze vSetky populacné momenty st nekonecné (resp. ich
integraly). VSeobecnym rieSenim vzt'ahu (9) pri nekone¢nej variabilite sa ispeSne zaoberal

P. Lévy. Logaritmus charakteristickej funkcie tohto rieSenia je dany ako

logf(t) =log foo exp(iut) d Pr{U < u} = i6t — yItI“{l + l‘iltan a} (12)

Vzt'ah (12) definuje stabilné rozdelenia pravdepodobnosti zavislé od 4 parametrov:

e « (index Spicatosti) — nadobtida hodnoty z intervalu (0,2] a predstavuje obdobu
Skalovacieho exponentu. KonkrétnejSie udava vzdialenost' (vysku) chvostov
stabilnych rozdeleni od horizontalnej osi, teda kolko z celkovej pravdepodobnosti
budu obsahovat'. Cim vyssia hodnota, tym st chvosty kratSie, pri & = 2 dostavame

normalne rozdelenie s definovanou strednou hodnotou atiez skoneCnou

12 Nickedy sa uvadzaju aj ako sumstable, pre zvyraznenie faktu, Ze ide o s¢itanie. Existuji totiZrozdelenia,
ktore su stabilné vo¢i maximalizacii, resp. minimalizdciia inymtransformicidm s datami.

1% Na tento fakt poukézal Cauchy, vychadzajic z vlastného rozdelenia pravdepodobnosti, ktoré nema
definovany ziaden moment.
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variabilitou ¢?. Vramci intervalu (1, 2) sa vyskytuju stabilné rozdelenia
S definovanym prvym momentom, avSak s nekone¢nymi ostatnymi momentmi.

e [ (index Sikmosti) — interval pripustnych zmien je rovny [-1, 1], okrem pripadu,
kedy je a rovné 1, vtedy f = 0. V pripade, Zz¢ f = 0, hustota pravdepodobnosti je
symetricka.

e y — Skélovaci faktor umocneny na exponent a, predstavuje obdobu rozptylu
Vv pripade Gaussovho rozdelenia (pre o = 2),kde pre sucet 2 premennych plati vzt'ah
(8), resp. (9). Vseobecne potom pre kazdé 2 nahodné normované stabilné
premenné U a U’" S rovnakymi parametrami a a f taktiez plati vztah (7), pricom
sa zovSeobecni vzt'ah (8) na

s =s5'" "7, (13)
kde s* (resp. s'* as"'%) je identické s y (resp. ¥ ay”).

o O (parameter polohy) - vzt'ah (8) vyzaduje, aby & = 0, z charakteristickej rovnice
vSak moze & nadobudat’ aj iné hodnoty, konkrétne 5=E(U)ak / < a <2.Prif =0,
stredni hodnotu predstavuje median alebo modus, vpripade, Ze 0 < a < [

a zaroven f # 0, Snema interpretaciu.

V nasledujucom texte bude ukazané, ze L — stabilita plati taktieZ aj pre sucet
viacerych stabilnych premennych.
Predpokladajme vztah

Sy=U + Uyt ..U+ ...+Uy, (14)

kde U,, — n nezavislych premennych (n = 1,2,...N) s rovnakymi parametrami a, £, y @ 9,

Sy — sucet premennych U,. Potom logaritmus charakteristickej rovnice nahodnej
premennej S, bude N — nasobkom logaritmu charakteristickej funkcie TI'ubovolnej

nahodnej premennej U, vramci sumy ), U,, apreto bude S, stabilnou premennou
srovnakymi parametrami a a f, a sucasne s parametrami ¢ a y vynasobenymi hodnotou

N.} Z toho vyplyva, ze ndhodné premenné

N
U, =8 =NV (U, - &), (15)
n=1

maju rovnaké vlastnosti, resp. st identicky rozdelené ndhodné premenné.

Y Konkrétne Nlogf(t) =iSNz— Nylz|® {1 + %tan g}
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Stabilita d’alej platiaj v pripade roznych parametrov y a ¢ jednotlivych s¢itancov U,
(miesto vynasobenia charakteristickej funkcie hodnotou N, sa s¢itaji funkcie jednotlivych
sCitancov, resp. konecné parametre y ad budi sumami parametrov kazdej nidhodnej

premennej U,).

Okrem zakonu stability, L — stabilné rozdelenia zovSeobeciyju taktiez klasicku vetu
o centrdlnej limite, ktord hovori, Zze ak U, su nezivislé, identicky rozlozené ndhodné

premenné s koneénymrozptylom o2 = E[U,, — E(U)]?, tak potom limita

N
HnmN‘lﬂoflzz[Uﬁ—-E(Uﬂ (16)
n—-oo

n=1

je normovanou normalnou premennou s parametrami ¢ = 0 ao = I. Inak povedané,

existuju dve funkcie, A(N) a B(N), také, Ze pre n—o0 vyraz

A(N)Z U, — B(N) 17)

ma kone¢nt limitu, ktord nie je konStantou, ale nahodnou premennou.

V pripade nekonecnej variability sa touto limitou stdva L — stabilnd premennad U,,,
pricom tato limitu ziskame uz v pripade, kedy N = 1, pretoze pre agregaciu L — stabilnych
premennych plati vztah (15). Navyse vsetky stabilné rozdelenia podliehaju asymptotickej
forme skalovatel'nosti, ¢o z nich robi jedini moznu limitu pre sumu nezavislych, identicky

rozlozenych ndhodnych premennych.
Konkrétne Lévy ukazal, Ze rozdelenia pravdepodobnosti vSetkych stabilnych
premennych, st asymptoticky SkadlovateI'né, resp. existuyju také dve konsStanty C' a C"

determinované parametrom 3

ﬁ B (CI_ CH) (18)
S (cr+cny’
7e pre n—oo plati
u* Pr{U >u} » C' = ¢'*azaroven u* Pr{U < —u} - C" =¢a"%, (19)

kde ¢'* — pozitivna Standardna odchylka (pre pravy ,chvost“rozdelenia),

o"" — negativna Standardna odchylka (pre l'avy ,chvost“ rozdelenia),
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pricom podmienka S # 1 zabezpeCuje Skalovatelnost obidvoch chvostov rozdelenia
pravdepodobnosti. V pripade, ze f = 1, jedna zodchylok je rovna nule, o sa prejavi

vyraznym skratenim niektorého chvostu na grafe. 15

UvazZuyjme teraz takt premennu U,,, ktora je asymptoticky Skalovatelnd s 0 < a <
2, ale nie je stabilnd. Potom pre takuto premennu taktiez existuje limita (17), ktord je L —
stabilnd s rovnakym exponentom a, ak spifia tzv. Doblin — Gnedenkove®® podmienky
(dalej iba D — G podmienky), zovseobecniujuce asymptotickti SkalovateInost L —

stabilného rozdelenia pravdepodobnosti nasledovne.
Veta 3 Uvazujme taku nahodnu premenni U, ze
Pr(U>uw) = Q' (wu %, resp. Pr(U < —u) = Q" (w)u=*.17 (21)
Potom, ak plati
1{1_)72 Q'(u) = C',resp. il_r)zlo Q"(uw)=cC", (22)
a zaroven

L QWHw _
wow Q) + Q (k)

(23)

pre V k >0, V a >0, tak potom premenna U je L — stabilnou nahodnou premennou. Inak
povedané, rozdelenie pravdepodobnosti nihodnej premennej, ktora spiia D — G
podmienky bude podobné Cauchyho rozdeleniu z obrazka Obr.5, teda konce obidvoch
chvostov (z podmienky u—o0) budti konvergovat’ k nejakej konstante C', resp. C". Tato
pozadovand vlastnost’ stability potom zabezpe¢i invariantnost voci Skalovaniu rozsahu
povodnej populicie, ¢o sa charakteru rozdelenia tyka. Teda nezilezi akym cislom
k budeme zvicsovat' (alebo zmensSovat’) jednotlivé miery zmeny U (napr. denné meritko na
tyzdenné atd’.), vzdjomny pomer takéhoto vaZenia vyusti vzdy k rovnakej konStante, o om

hovori vztah (23).
Priplatnosti tychto podmienok a ak a # 0 mézeme vyslovit’ nasledujucu vetu.

Veta 4 Nech U, su nezivislé, identicky rozlozené nahodné premenné. Potom
nemusia existovat’ také funkcie A(N) a B(N), ze vyraz (17) ma limitu. Ak vSak také funkcie

existuju, ich limitou bude jedno z rieseni vzt'ahu (9), ktora bude normalnou premennou, ak

15 Takéto extrémne pripady sa nazyvaju J-shaped, podla , skoseného® tvaru rozdelenia pravdepodobnosti.

1% Tieto podmienky boli nezavisle sformulované a dokazané ruskymi matematikmi Doblinom a Gnedenkom,
preto Doblin — Gnedenkove podmienky.

7" Ide prakticky o vztah (19), oznacenie sa zmenilo pre potreby vety.

22



existuje kone¢ny rozptyl. Pri nekone¢nom rozptyle je touto limitou L — stabilnd premenna,

ato len vtedy a len vtedy, ked’ 0 < a < 2 a zaroven st splnené D — G podmienky.

Veta 4 rozsiruje posobnost’ vlastnosti L — stability aj na premenné, ktoré nie su
stabilné (uvazujeme pripady a < 2, kedZe normalne rozdelenie je vzdy stabilng).
Z podmienok (22) a (23) vyplyva, Ze nato, aby I'ubovol'na ndhodna premenna bola stabilna
v zmysle vety (4), sta¢i aby bola asymptoticky Skalovate'na, navySe podla Famu [5],
takéto premenné ako jediné spitaja D — G podmienky vramci tuvah o nekonednej

variabilite.

2.1.2 Vyznam modelu M 1963 v Statistickej indukcii

V tvode tejto kapitoly boli nacrtnuté niektoré charakteristiky vyvoja cenovych
hladin, reflektujucich chovanie jednotlivych subjektov v ramci jednotlivych trhov. Teorém
L — stability, vychadzajlici z Bachelierovho modelu ndhodného pohybu cenovych zmien,
predpoklada, Zze ndhle zmeny v chovani cien st prirodzené a zaroven frek ventovanejSie ako
uvazuje hypotéza normality. Inak povedané, zatial ¢o v normalnej hypotéze sa na velkej
zmene ceny za dany interval podiel'a velké mnozstvo malych zmien pocas mensich tsekov
vramei intervalu, na L — stabilnom trhu je mozné, aby velki zmenu spdsobilo iba
niekol’ko vykyvov v raimci intervalu zmeny, ktoré budt porovnatel'né s celkovou zmenou

ceny.

L — stabilita dalej objasniuje variacny charakter cenovych zmien, ktoré sa
mnohokrat zdaju byt chaotické. Tento dojem vSak spdsobuje ich nekone¢na variabilita,
poskytujuca dostato¢ne Siroké spektrum vyvoja nato, aby ich bolo mozné skumat
a exaktne odhadnit’ vo vedeckom slova zmysle, ako je to mozne v inych vedeckych
disciplinach, hlavne prirodnych. Stabilny trh je teda ovel'a riskantnejsi pre investorov ako
jeho normalna alternativa (kde sa predpoklada kone¢né variabilita) a zhruba vysvetl'uje,

pre¢o mnoho obchodnikov investuje svoje prostriedky do menej riskantnej$ich komodit. 8

'8 Na normalnom trhu by tato skutocnost’ bola irelevantna, pretoze velké zmeny su postupné a teda aj dobre
predvidatelné.
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2.2 Niektoré aplikacie modelu M 1963

Aplikaciou modelu M 1963 vtejto podkapitole budeme rozumiet' empirické
overenie jeho teodrie, a to pomocou grafickych dokazov zostavenych zredlnych dat. Data
budll takmer vyluéne zobrazované prostrednictvom logaritmickych grafom pre lepSiu

ilustraciu a presved¢ivost’ zdverov modelu M 1963.

2.2.1 Variabilita cien pSenice (Chicago 1883 — 1936)

Vo vSeobecnosti sa na trhu s obilim stretdivame s r6znymi cenami, ktoré su
funkciou kvality (akosti) obilia, preto neexistuje presne stanovena cena obilia v Ziadnom
momente, hovorime skor o intervale hodnot. Podl'a Workinga je preto tyzden limitou

rozumnej predpovede ceny obilia [3].

Mandelbrot ukdzal, Zze tieto cenové zmeny (obrdzok Obr.11) st L — stabilné
premenné s exponentom priblizne ae(1,7;2)19 Co sa prejavi vtvare rozdelenia, ktoré
nadobudne charakteristicku S — krivku. Kvoli spomenutym problémom o stanoveni presnej
ceny a nie vel’kému vyberovému suboru cenovych zmien, model vykazuje ist¢é odchylky,
najmd na zaCiatku S — Krivky, kde hodnoty pravdepodobnosti prevySuji predpokladanu
asymptotu a maju tendenciu sa zvySovat' so zviCSovanim cenovej diferencie (obrazok
Obr.9 a Obr.10). Naopak pri mensich cenovych zmenach sa hodnoty krivky priblizuju
predpokladanej asymptote, kde o ~ 2.

9 Mandelbrot vychadzal zo §tidii baviny, kde identifikoval tento exponent ako rovny 1,7 a z Gaussovho
rozdelenia (o = 2). Grafické dokazy ukazali, Ze zmeny cien pSenice neobsahuji az taky fluktuaény charakter
ako cenové rozdiely baviny (plochej§i tvar S — krivky) a zaroveri ale nevykazuji uniformné hodnoty, ktoré by
sa dali prirovnat’ k ndhodnej chybe u normalneho rozdelenia.
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Obr.9 Tyzdenné zmeny cien pSenice na logaritmickom grafe, pricom vertikalna os predstavuje absolitnu

frekvenciu vyskytu danej cenovej diferencie. Na horizontalnych osiach st naznacené velkosti zmien ceny,

pozitivne na hornej, resp. negativne na dolnej horizontale [5]
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Obr.10 Mesaéné (bodky) a roéné (kriziky) zmeny cien pSenice [5]
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Obr.11 Graficka reprezentacia tyZzdennych (bodky), ro¢nych (znamienko ,;+“) a mesaénych (krizik) zmien
vV ceny pSenice za obdobie 1883 — 1934. Na vertikalnych osiach st naznacené pravdepodobnosti vyskytu,
horizontalne predstavujii zmeny cien (negativne, resp. poztivne), pricom pre ro¢né a tyzdenné meritko st

pouzité hodnoty od 0 po 3 a pre mesa¢né od 0po 6 [5]

Obrazky Obr.9 aObr.10 taktiez potvrdzuju platnost vztahu (15), teda
pravdepodobnost’ vyskytu tyzdennych a mesa¢nych zmien je asymptoticky rovnaka, okrem

zmeny $kaly N~1/¢ (vtomto pripade N =~ 1/2, kedze N = 4 a a = 2).
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2.2.2 Zmeny cien niektorych urokovych mier a vymennych kurzov

Charakter Spekulativnych trhov zachytavaju Grokové miery tzv. penazi splatenych
na poziadanie (angl. call money)?’, aktuilnu situdciu na medzinirodnom trhu zase
vymenné kurzy. Z toho mozno ocakdvat, ze tieto ,,miery zmeny“ budu podlichat
podobnym tendencidm ako samotné ,,zmeny*, avSak procesy vytvarajuce jednotlivé zmeny
rovnaké nebudi. Pri mierach, resp. kurzoch treba navySe dopredu uvazovat’ vzajomnu

stvislost’ medzi jednotlivymi zmenami tychto veli¢in.

L] L} 4 ‘rl’l’l’YI N ik LR AR AR L
100 =]
- e
r- -
- B
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log Pr(u)r -
10 =
L A
’ ' b ! AL AL b § A LA
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Obr.12 Pravdepodobnostné rozdelenia urokovej miery prevySujucej hodnotu 6%. Hrubou Cciarou st
naznacené celkové zmeny pocas rokov 1857 — 1936, tenSie Ciary reprezentuji tri kratSie obdobia (zlava

doprava: 1877 — 1897, 1898 — 1936, 1857 — 1876) [5]

20 Takéto peniaze vdcSinou poskytuji banky, v sicasnosti vSak aj iné finan¢né subjekty ako rdzne fondy,
obchodné korporacie, ¢i poistovne. Pozicka tohto druhu musi byt splatend akonahle o to pozada veritel,

A Nvew A vy

teda nie je stanoveny fixny termin splatnosti, a aj preto su tieto pozcky rizikové. Priemema dizka pozicky
nepresahuje v priemere tyzden.
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Obr.13 Rozne rozdelenia irokovych mier a vymennych kurzov. Pozitivne vymenné kurzy vo vztahu dolar —
libra v 19. Storo¢i prezentuju prvé dve krivky (kriziky a bodky). Preru§ovana ¢iara predstavuje Grokové
miery z konca kazdého mesiaca v rokoch 1836 — 1860 pre Boston a New York, resp. ich prekroc¢enie hranice
6% (Bigelow). Nakoniec, desatnasobky prekroenia 6 percentnej hranice urokovej miery v textilnom

priemysle (Nové Anglicko) podla Davisa [5]

Obidva obrazky, tak ako aj obrazky z predchadzajucej casti, poukazuju v prvom
rade na asymptotickl invariantnost’ niektorych Casovych radov vo¢i zmenam takmer
vSetkych parametrov L — stabilného rozdelenia, s vynimkou skdlovacieho faktora y, ¢im
davaju priestor na zovSeobectiovanie vlastnosti ndhodnych procesov, a tym umoziyu

identifikovat’ niektoré zakonitosti vyvoja tychto procesov.
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3  Niektoré vlastnosti ekonomickych veli€in z hl’adiska

fraktalovej analyzy

V pricbehu tejto prace sme vsuvislosti sekonomickym dianim hovorili
0 ndhodnych procesoch, generujucich cenové data, oplyvajuce vlastnostami, ktoré
vyznamne ovplyviuju spdsoby a metddy ich Statistického spracovania. Inymi slovami,
Statistik by mal byt schopny tieto zakonitosti zachytit’ a spracovavat’ vyvoj ekonomickych

veli¢in s oh’'adom na ne.

Medzi takéto zdkonitosti mozno rozhodne zaradit' fenomény stacionarity, resp.
nestacionarity a fraktalovej sebapodobnosti, ktoré budu v dalSich castiach tejto kapitoly
podrobené analyze v rdmci ¢asového radu vyvoja dennych cien ropy od 5. februara 1991
do 2. februara 1999, prebranych zo $tandardu Brent Crude.”! Cielom analyzy je
poukédzanie na nestacionarnost’ ¢asovych radov, ktoré¢ generuju ndhodné procesy, ako aj
pokus 0 naértnutie pritomnosti fraktalovej Struktury, ateda aj dokaz o opodstatnenosti
vyuzivania Statistickych metéd zalozenych na fraktdlnom pristupe, ktoré boli spomenuté
v predchadzajucich castiach. Na numericki analyzu bola pouzitda metoda relativnych
kizavych priemerov (RMA), a podpora vizualizacie vysledkov bola popri klasickom

zobrazeni Casového radu zabezpecend aj fazovymi portrétmi s rdznym odsadenim.

3.1 Nestacionarita a fraktalova $truktura ¢asovych radov

Stacionarita ¢asového radu v Statistickom slova zmysle a priori predpoklada, ze
jednotlivé realizacie nahodného procesu (resp. ndhodnej premennej) budu spadat’ pod
ur¢iti odchylku od predpokladanej hodnoty nahodnej premennej, tj. E(X), vramci
urCitého intervalu pozorovania. Inak povedané, dalsi vyvoj Casového radu mozno
charakterizovat’ ako viac alebo menej periodicky proces, viazany na strednti hodnotu, ¢o

umoziuje jeho kratkodobu extrapolaciu.

L podra Brent Crude s ocefiované az 2 tretiny svetovej produkcie ropy. Existuju taktiez d’alSie zname
§tandardy, ako OPEC, Dubai Crude alebo West Texas Intermediate (WTI), ktorych ceny sa vel'mi neodli§uju
od Brentu. Vposlednom ¢ase v§ak mozno pozorovat narastajicu divergenciu medzi klasifikaciami, niektoré
diferencie naberaju hodnoty aj vySe 10 dolarov za barel.
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Analyza ¢asového radu dennych cien ropy vSak poukazuje na nepritomnost’” znakov
staciondrneho Casového radu. Na obrdzku Obr.12 méZeme pozorovat vyvoj relativnych

kizavych priemerov dennych cien ropy, vypoéitanych na zaklade vztahu

m
Xik —E
m X
k<1

dr(xl) = E )

(24)

kde m — podet dat v kizavom priemere (v tomto pripade 10)
i — poradové ¢islo kizavého priemeru

Ex — stredna hodnota na celom intervale sledovania.

Na prvy pohlad moZno zobrdzku vypozorovat Cisto ndhodny, fluktuaény vyvoj
cien, resp. ich zmien, pricom nemozno definovat’ relevantni strednii hodnotu pre cely
interval, ¢o potvrdzuje predpoklad o nestaciondrnosti ekonomickych ¢asovych radov. Ak
vSak postupné zmeny vcenach neuvazujeme vo vztahu k ocakévanej, resp. strednej
hodnote, l'ahko zbadame, Ze chovanie cien sa v priecbehu opakuje, avSak zakazdym v inej
mierke. NajvyraznejSie prejavy takéhoto motivu mdézeme pozorovat’ priblizne na intervale
(40;70), dalej vokoli intervalu (140;160) ,taktiez voblasti od t = 220 az po t = 250,
a nakoniec, ako zrkadlovy obraz na intervale (280;310). Pri podrobnejSom sktimani grafu

suk nijdeniu aj iné cyklické motivy, liSiace sa svojim meritkom.
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Obr.12 V§voj relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy za obdobie 5. 2 1991 a7 2. 2 1999, pri¢om

priemerovanych bolo 10 hodnéts krokovanimo hodnote 5°2.

22 K lasické krokovanie s ofsetom 1 nebolo pouzité kvoli neprehladnosti grafickych vysledkov, spésobene;j
vysokou hustotou udajov.
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Dakou (grafickou) metoédou pri ukdzani nestacionarity ¢asového radu boli pouzité
fazoveé portréty, kde su jednotlivé hodnoty procesu znazoriiované ako dvojica bodov, teda
ako

[x(t;) 5 x(tip)],
kdei =1,2,3,..,n;

k=1,2,3,..m<n

V pripade stacionarneho procesu by mal jeho fazovy portrét pripominat’ obrazok
Obr.13, ato bezrozdielu na zvoleny ofset k, pretoze hodnota ¢asového radu v Case tj by

nemala byt’ veI'mi odli§nd vo¢i hodnote tj +, ak plati predpoklad stacionarity.

1__

L
xt+1 '

1 -
X1

Obr. 13 Fazovy portrét periodického procesu (konkrétne priebeh sinusovej funkcie) s ofsetomk = 1.

V pripade fazového portrétu skimanych cien ropy vSak ist' o stacionarny proces
nemdze, pretoze jeho priebeh, aj ked’ s ndznakom periodickosti, je prili§ ,,neusporiadany*,
aby mohol pripominat’ obrazok Obr.13. Konkrétne, v priebehu casového radu sa objavuju
jednotlivé hodnoty chaoticky, resp. kvazi ,elipsu® nevytvaraju postupne (kontinudlne).
Avsak napriek uvedenym skuto¢nostiam, priebeh Casového radu ako celku pripomina
elipsu zpredchadzajuceho obrazku. Teda popri nestacionarite vzhladom na strednu
hodnotu, sa dany casového rad ,podobd* na svoj stacionarny naprotivok, aj ked’ ku

kone¢nému tvaru dospeje inym, na prvy pohl'ad, chaotickym sposobom.
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Obr. 14 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 1. Postup vypoétu
kizavych priemerov je zhodny s obrazkom Obr.12. Modra bodka predstavuje zaéiatok ¢asového radu, Pava
$ipka jeho koniec.

Posledny test stacionarity ¢asového radu je realizovany prostrednictvom detekcie
korelacie (resp. autokoreldcie) v Statistickom stbore. Jednotlivé realizacie ndhodnej
premennej medzi sebou koreluji, ak existuyje medzi nimi zavislost’, ktora je vyjadrena
korelacnou (autokorelatnou) funkciou. V staciondrnom rade sa takyto jav nevyskytuje,
teda hodnota Vv c¢ase ti+k nie je ovplyviiovana hodnotou v ¢ase tj vramci I'ubovolne
zvoleného intervalu k na casovej osi. Inak povedané, hodnota korela¢nej funkcic je

rovnaka bez ohl'adu na to, kde na ¢asovej osi definujeme sledovany interval k [6].

Na sledovanie korelacie boli pouzité fizové portréty relativnych kizavych
priemerov sroznym ofsetom sledovania. Vychadzajuc zpredchadzajuceho odseku,
jednotlivé grafy s rozne nastavenym ofsetom by mali byt podobné grafu z obrazku Obr.14,
teda mali by priblizne vypinat priestor tej istej elipsy, resp. priestor jej rotacie okolo stredu

osio 90 stuptiov.

Jednotlivé grafy na obrazkoch Obr.14 az Obr.19 vsak s kazdym zvolenym ofsetom
nadobudaju iny ,,geometricky* tvar, Co jednoznacne vedie k zdveru, ze rdzne hodnoty na
seba vplyvaju nerovnako, resp. X(tj) vo¢iX(ti+1) nie je to isté ako x(t;) oproti X(ti+10) atd’.,

teda primarny ¢asovy rad je nestaciondrneho charakteru.
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Obr. 15 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 10. Postup vypoétu
kizavych priemerov je zhodny s obrazkom Obr.12. Modra bodka predstavuje zagiatok Easového radu, lava

§ipka jeho koniec.
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Obr. 16 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 50. Postup vypoétu

kizavych priemerov je zhodny s obrazkom Obr.12. Modra bodka predstavuje za¢iatok Easového radu, lava

§ipka jeho koniec.
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Obr. 17 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 100. Postup vypoctu
kizavych priemerov je zhodny s obrizkom Obr.12. Modra bodka predstavuje za¢iatok asového radu, lava

§ipka jeho koniec.

S
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dr(Xi+200)
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Obr. 18 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 200. Postup vypoétu
kizavych priemerov je zhodny s obrazkomobr.12. Modra bodka predstavuje za&iatok Easového radu, lava

§ipka jeho koniec.
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Obr. 19 Fazovy portrét relativnych kizavych priemerov dennych cien ropy s ofsetomk = 300. Postup vypoétu
kizavych priemerov je zhodny s obrazkom Obr.12. Modra bodka predstavuje za&iatok asového radu, l'ava

$ipka jeho koniec.

Vicsiu pozornost’ ako nestacionarita primarneho ¢asového radu vzbudzuje akasi
geometrickd pribuznost’ v rdmei fizového portrétu, ktord je najvidite'nejSia na obrazku
Obr. 14, kde bol pouzity ofset o hodnote 1. Tato geometricka pribuznost’ je pozorovateI'na
v zmysle sebapodobnosti jednotlivych utvarov, z ktorych je graf vyskladany, v tomto
pripade sa jedna o kvazi elipsy réznych meritok tvoriacich hlavnu elispu, zastreSujticu cely
portrét. Inak povedané, celkovy tvar grafu ndjdeme niekol’kokrat v jeho menSich Castiach,
ktoré st opdt’ tvorené¢ mensimi a podobnymi ¢ast'ami. Takouto vlastnostou disponujt
prave fraktdlové tvary a preto méZeme s opatrnostou predpokladat’, Ze pozorovany
Casovy rad je fraktalovej Struktiry. Nadobudnutie stopercentnej istoty takéhoto tvrdenia
vyzaduje pokroc€ilejSie a ndrocnejSie metddy Statistickej analyzy, aj preto ostdvame pri

predpoklade, ked’Ze pouZité metddy st skor ilustraéného nez analytického charakteru.
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Zaver

Cielom, ateda aj napliou tejto prace bolo predstavit fraktdlny pristup pri
Statistickom modelovani ekonomickych a socidlnych procesov v ramci jednotlivych trhov.
Vzijomné ovplyviiovanie a pdsobenie jednotlivych procesov je syntetizované v atribute,

ktory obsahuje kazdy trh danej komodity, a to v cene.

Cena, resp. postupné cenové zmeny odzrkadl'uji celkovy charakter trhu asu
neodmyslite'nou sucastou informacného portfolia kazdého Ucastnika trhovych operacii,
pre ktorého je ziaduce v€asne a vhodne interpretovat minuly a sufasny vyvoj ceny,
a taktieZ priblizne spravne odhadnit’ jeho buduce pokra¢ovanie. Na takéto ,,modelovanie*
vyuziva rozne Statistické metoddy, vychadzajuce z pravdepodobnostnych hypotéz, z ktorych

najznamejsia je azda Gaussova hypotéza alebo hypotéza normality.

V tejto praci bola popisand jedna z takychto hypotéz, nazyvana hypotéza L —
stability, ako stcast modelu M 1963, ktory bol navrhnuty franctizskym matematikom
a ekondmom B. Mandelbrotom. Hlavnym znakom a zarovei aj prednostou tejto hypotézy
je fakt, ze zovSeobeciiuje klasicki hypotézu normality a tym umoznuje modelovat’ procesy,
ktoré boli popisané v tretej kapitole. Takéto javy Gaussova hypotéza nepripusta, pretoze
neuvazuje nekone¢nu variabilitu v cenovych zmenach, tak ako jej stabilny naprotivok.
Doésledkom takého predpokladu je zvySena pravdepodobnost’ vyskytu neocakdvanych
(zlomovych) situdcii Vramci vyvoja trhovej ceny, ktoré sa v empirickych rozdeleniach
objavuju Casto a nie nahodne. Bakalarska praca pontkla aj niektoré aplikdcie modelu M
1963 sluziace ako dokaz o vhodnosti pouzitia L — stabilnej hypotézy pri modelovani

cenového vyvoja.

Postupné preferovanie stabilnej hypotézy (a metdd znej vychadzajucich) pri
modelovani ekonomickej reality Statistickymi vyskumnikmi poukazuje na jej asymptotickt
spolahlivost’ pri analyze charakteru vyvoja cien, ktord je tieZ podporena ich ocividnou

fraktalovou struktarou, ¢o bolo ukazané v tretej kapitole.
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